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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo o estudo de inversdes geométricas, com o suporte do Geo-
Gebra. A partir da definicao matemadtica de inversao geométrica, sdo efetuadas construcoes
dindmicas que permitem obter o inverso geométrico de pontos situados no interior e no
exterior de uma circunferéncia, bem como visualizar a imagem de retas e outras circunfe-
réncias por uma inversao geométrica. Em termos metodolégicos, o trabalho caracteriza-se
como uma pesquisa bibliografica. Dentre os resultados obtidos, destacam-se a demonstra-
cdo de proposicoes que garantem que a inversdao geométrica de retas e circunferéncias sdo
retas ou circunferéncias (ndo respectivamente) e a construcao de treze applets e um objeto
de aprendizagem, integrados ao GeoGebra, que possuem o potencial de auxiliar na visuali-

zacao de tais propriedades da inversao geométrica.

Palavras-chave: Inversdao Geométrica. GeoGebra. Constru¢dao Dinamica. Applet.



ABSTRACT

This work aims to study geometric inversions with the support of GeoGebra. Based on the
mathematical definition of geometric inversion, dynamic constructions are created to ob-
tain the geometric inverse of points located inside and outside a circumference. Addition-
ally, the work explores visualizing the image of straight lines and other circles through a ge-
ometric inversion. Methodologically, this work is characterized as bibliographical research.
Among the obtained results, we highlight the demonstration of propositions that ensure that
the geometric inversion of lines and circles results in lines or circles (not respectively). Ad-
ditionally, thirteen applets and a learning object were developed, integrated into GeoGebra,

with the potential to assist in visualizing these properties of geometric inversion.

Key-words: Geometric Inversion. GeoGebra. Dynamic Construction. Applet.
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1 INTRODUCAO

A Geometria estd presente em nosso cotidiano e, como um ramo da Matematica, de-
sempenha um papel importante no desenvolvimento do raciocinio légico e na compreensao
do espaco ao nosso redor. Ela fornece as ferramentas necessdrias para a descricao e compre-
ensao de formas, estruturas e transformacoes planas e espaciais, auxiliando, inclusive, na

interpretacdo de conceitos algébricos mais abstratos.

No curso de Licenciatura em Matemadtica da Universidade do Estado de Santa Cata-
rina (UDESC), o estudo de conceitos geométricos é realizado nas disciplinas de Geometria
Plana e Espacial (GPE) e Desenho Geométrico (DGE), ambas pertencentes a primeira fase do
curso. Em GPE é estudada a fundamentacao axiomatica da geometria euclidiana e sao de-
monstrados teoremas relativos as geometrias plana e espacial. Em DGE, o foco é destinado
a construcao, no ambiente ldpis e papel, de elementos geométricos como angulos, retas, cir-

cunferéncias e poligonos.

Com o avanco das tecnologias digitais, a integracao de ferramentas computacionais
tem propiciado novas perspectivas para a abordagem de conceitos geométricos. Nesse con-
texto, o uso de softwares de geometria dindmica, como o GeoGebra, permite o estudo de
propriedades matemadticas relacionadas a elementos geométricos, com destaque para seu
potencial dindmico que favorece a visualizacao e a manipulacao de objetos em um ambi-
ente interativo para a exploracao desses conceitos e que estimula a transicao entre suas re-

presentacoes geométrica e algébrica.

Nesse sentido, o objetivo geral deste trabalho de conclusdo de curso consiste em
abordar a teoria matematica relacionada ao conceito de inversdao geométrica, de forma in-
tegrada a utilizacao do GeoGebra como recurso que permita efetuar construgdes dinamicas

que favorecam a visualizacdo das propriedades demonstradas matematicamente.

Como objetivos especificos, desejamos compreender uma inversdao geométrica como
uma transformacao que permite modificar a geometria de um problema, a partir da sua apli-
cacdo em pontos, retas e circunferéncias. Também pretendemos descrever o passo a passo
das construgdes que serao realizadas no GeoGebra para obter, dinamicamente, aimagem de
retas e circunferéncias por uma inversao geométrica, conforme as diferentes configuracoes

possiveis para suas posi¢oes em relagao ao centro de inversao.

A escolha pelo tema de inversoes geométricas deu-se pela possibilidade de relacionar
conceitos geométricos abstratos com a construcado de applets, no GeoGebra, que explorem
dinamicamente sua definicao e propriedades. Dado um ponto no plano, a definicio mate-

matica de inversdao geométrica estabelece as condi¢cdes que devem ser satisfeitas para que
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outro ponto seja considerado o seu inverso geométrico, em relagdo a uma circunferéncia
fixada. No entanto, a definicdo ndo indica como esse inverso pode ser encontrado. Com o
suporte tecnolégico do GeoGebra, apresentaremos os argumentos geométricos que permi-
tem construir o inverso de pontos interiores ou exteriores a circunferéncia em relacao a qual
a inversao é efetuada. A seguir, provaremos que o inverso obtido por meio de tais constru-

coes satisfaz, de fato, a definicdo matemaética de inversao geométrica.

Com isso, teremos o respaldo tedrico para efetuarmos construcdes dindmicas que
potencializardo a visualizacdo de propriedades satisfeitas pela inversao geométrica. As de-
monstracoes de tais propriedades serao efetuadas com o uso de argumentos essencialmente
geométricos, sem que seja necessario recorrer a representacao algébrica de pontos do plano
por meio de nimeros complexos. Em especial, para cada propriedade demonstrada mate-
maticamente, apresentaremos um applet, desenvolvido no GeoGebra, que permitira identi-
ficar, visual e dinamicamente, a a¢do da inversdo geométrica sobre retas e circunferéncias.
Nesse sentido, indicamos que a ndo utilizacdo de niimeros complexos ndo causard prejuizo
ao entendimento da inversdo geométrica enquanto transformacgdo definida no plano car-
tesiano, uma vez que as construgoes dinamicas, integradas ao GeoGebra, enriquecerao a

compreensdo do conceito matematico envolto em uma inversdo geométrica.

No tocante a aplicabilidade de inversdes geométricas, ainda que esse tema nao seja
o foco principal deste trabalho, é possivel destacar o fato que uma inversao geométrica pre-
serva angulos (resultado que serd parcialmente obtido em uma das proposi¢des do quarto
capitulo), o que permite classificd-la como uma transformacao conforme. Com isso, uma
inversao geométrica pode ser aplicada em problemas mateméticos e fisicos que envolvam a
determinacao de circunferéncias que sejam simultaneamente tangentes a trés objetos geo-
métricos do plano, sendo tais objetos quaisquer combinacdes entre pontos, retas ou outras

circunferéncias.

Os problemas relacionados a obtencao de todas as circunferéncias simultaneamente
tangentes a trés objetos geométricos sdo historicamente conhecidos como Problemas de
Apolonio e as suas solucgdes, por meio de inversdes geométricas, podem ser consultadas em
Sousa (2014). Além disso, Chaves, Galvdo e Gomes (2016) aplicam a inversao geométrica para

resolver um problema de Apolonio aplicado a artilharia militar.

A inversao geométrica também possui aplicabilidade por dar origem a uma geome-
tria ndo euclidiana, chamada de Geometria Inversiva (Sousa; 2014, Silva Jr, 2022). A partir de
suas propriedades, a aplicacdo de uma inversao geométrica permite transformar problemas
geométricos ou fisicos aparentemente complicados de serem resolvidos no contexto da ge-
ometria euclidiana em problemas equivalentes, menos sofisticados e passiveis de solucdo
quando submetidos ao ambito da geometria inversiva (Silva Jr, 2022). Ap6s a resolugdo do
problema equivalente (e simplificado) na geometria inversiva, basta aplicar a inversdo geo-

métrica em sua solucdo para obter a resposta ao problema inicial, no contexto euclidiano.
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Nesse cendrio, o estudo da inversdao geométrica possui relevancia cientifica. No am-
bito deste trabalho, exploraremos a formaliza¢do das propriedades de uma inversao geomé-
trica por meio das suas demonstracoes matemadticas e as interpretaremos dinamicamente,
com o apoio de um software de geometria dinamica. De acordo com a natureza do tema a
ser desenvolvido, a caracterizacao metodologica deste trabalho consiste em uma pesquisa
bibliogréfica, mediada pela utilizacao do GeoGebra como suporte computacional para as
construcdes dinamicas. O questionamento norteador da pesquisa consiste em como a te-
oria matemadtica subjacente a inversao geométrica pode ser integrada ao GeoGebra com o

intuito de promover a visualizacdo e auxiliar na compreensao de suas propriedades.

O trabalho estd estruturado em seis capitulos, sendo o primeiro deles esta introducao.
No segundo capitulo discutimos algumas das potencialidades do GeoGebra na visualizacao
e compreensdo de conceitos geométricos. No terceiro capitulo sdo elencadas defini¢oes e te-
oremas relacionados a conceitos da geometria euclidiana, que fornecerao a fundamentacgao
matemadtica para o restante do trabalho. No quarto capitulo é apresentada a definicdo de
inversao geométrica e sao enunciadas e demonstradas proposicoes que estabelecem suas
propriedades. Em especial, o quarto capitulo contém construcoes dinamicas que permitem
obter, no GeoGebra, a inversao geométrica de pontos interiores e exteriores a uma circunfe-
réncia, com suas respectivas justificativas matemaéticas. No quinto capitulo sdo apresentadas
as construgoes dinamicas, desenvolvidas com o suporte do GeoGebra e fundamentadas nos
resultados obtidos no capitulo anterior, que permitem visualizar o efeito da aplicacdo da in-
versao geomeétrica em retas e circunferéncias. Por fim, no sexto capitulo sdo apresentadas as

consideracoes finais deste trabalho.
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2 O GEOGEBRA E SUAS POTENCIALIDA-
DES

Neste capitulo apresentaremos a fundamentacao teérica que embasard as constru-
¢Oes dinamicas que serao realizadas posteriormente. Com base em Duval (2009), discorre-
remos sobre a importancia da transicdo entre os diferentes registros de representacdo de
um objeto matemaético. Também serdo indicadas algumas das potencialidades do GeoGe-
bra, com destaque para a visualizacao de elementos em duas e trés dimensoes, o dinamismo
proporcionado pelo uso de parametros definidos por meio de controles deslizantes e a pro-

ducao de applets integrados ao software.

2.1 O RACIOCINIO GEOMETRICO DEDUTIVO

A Geometria é uma drea da Matemadtica que tem por objetivo o estudo das formas
planas ou espaciais, assim como suas propriedades. De acordo com Boyer (1996, p.5), “o
desenvolvimento da geometria pode ter sido estimulado por necessidades praticas de cons-
trucao e demarcacdo de terras, ou por sentimentos estéticos em relacdo a configuracoes e

ordem”.

Com isso, podemos perceber o quao presente a Geometria estd no cotidiano de todos.
As formas geométricas podem ser observadas em diversos objetos ao nosso redor, partindo
de uma porta até uma fatia de pizza. A partir dessas formas é que comecamos a conhecer a
geometria, pois essa estuda as propriedades das formas geométricas, utilizando-se da légica
matemadtica para isso. Além disso, a geometria possui um papel importante na formacao do
pensamento e conhecimento do individuo, tendo influéncia na formacao de capacidades
intelectuais, na estruturacao do pensamento e na ativacao do raciocinio dedutivo (Piaseski,
2010).

Aliado a importancia do desenvolvimento de raciocinio geométrico dedutivo, Duval
(2009) indica a necessidade de efetuar-se a transicao entre diferentes registros de represen-
tacdo de um mesmo objeto matematico. De acordo com Duval (2009), a matemaética nao
consiste em um conjunto isolado de conceitos, mas sim em um complexo tecido de interco-
nexoes entre diferentes formas de representagdo, como simbolos, palavras, graficos, figuras
e tabelas. Ao conseguir transitar entre os diferentes registros de representacdo, acaba-se ob-

tendo uma visao mais completa e profunda dos conceitos matemaéticos estudados.

Nesse sentido, é comum que a geometria e a dlgebra sejam consideradas como abor-

dagens distintas para compreender e resolver problemas matemaéticos. Enquanto a geome-
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tria proporciona uma compreensdo visual e intuitiva, a dlgebra fornece ferramentas preci-
sas para efetuar-se a andlise, manipulacdo e generaliza¢do dos conceitos geométricos. Nesse
panorama, Duval (2009) indica que a transicao entre registros geométricos e algébricos nao
apenas pode facilitar a ligacao entre conceitos distintos, mas também proporciona um enri-

quecimento na abordagem e aprendizagem desses conceitos.

2.2 O GEOGEBRA

O GeoGebra é um software dindmico de matematica que retine geometria, planilhas,

gréficos, estatisticas e calculos em uma tinica plataforma (Santos, 2015).

Pode ser utilizado de forma online, sendo possivel salvar os trabalhos produzidos,
assim como compartilhd-los por meio do GeoGebra Tarefa, ou offline, por meio do down-
load do aplicativo. E uma plataforma livre, em que qualquer pessoa pode se cadastrar, criar

e compartilhar seus materiais (Silva, 2022).

A péginainicial do GeoGebra consiste de trés janelas principais: a Barra de Ferramen-
tas, a Janela de Algebra e a Janela de Visualizacdo. Na Barra de Ferramentas sdo disponibi-
lizadas diferentes ferramentas que possibilitam construir, mover e alterar diversos objetos
diferentes. Na Janela de Algebra sdo armazenados e mostrados as representacdes algébricas
dos elementos contruidos no GeoGebra. Essa janela possui um campo nomeado “Entrada’,
em que é possivel construir elementos por meio de comandos, como por exemplo, a lei de
formacao de uma funcdo. Por fim a Janela de Visualizacao, é um componente importante do
software, dinamicamente falando, porque é nela que os elementos geométricos sdo cons-

truidos, animados, modificados, entre outros.

O layout da pégina inicial do GeoGebra pode ser visto na Figura 1, em que a Janela
de Algebra contém a lei de formacdo de duas fungdes cujos gréficos estdo representados na
Janela de Visualizacao.
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Figura 1 - Interface do GeoGebra
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).
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2.3 POTENCIALIDADES DO GEOGEBRA

O GeoGebra tem ampla potencialidade por propiciar, entre outras aplicacoes, a vi-
sualizacdo de formas e figuras geométricas em duas e trés dimensdes. Em 2D, pode ser uti-
lizado para o estudo do comportamento de funcoes. Nesse tipo de estudo é interessante
ressaltar que o GeoGebra pode ser uma ferramenta que permite a visualizagao do compor-
tamento grafico de funcdes bastante complexas, como pode ser observado na Figura 2, na
qual existe uma diferenca significativa entre as funcées f e h, sendo ela o valor da constante
presente no cosseno. Por meio da utilizagdao de controles deslizantes (disponiveis na Barra
de Ferramentas), é possivel inserir parametros na lei de formacado de funcdes e, ao alterar

tais parametros, analisar de forma dinamica a variacdo ocorrida nos seus gréficos.

Figura 2 - Estudo de Func¢oes
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Também € possivel utilizar o GeoGebra para estudar conceitos referentes a geometria
andlitica, dentre os quais pode-se incluir a andlise das curvas em coordenadas polares, que
muitas vezes sao dificeis de visualizar a partir de suas equagoes algébricas. Com o auxilio do
GeoGebra essa tarefa pode se tornar mais simples. No link! é possivel observar o comporta-
mento geométrico da curva polar r = cos(n6), quando o valor de 7 é alterado com o auxilio

de um controle deslizante.

Ao aliarmos a geometria analitica com a geometria plana, pode-se utilizar o GeoGe-
bra como um recurso com potencial para observar propriedades e teoremas associados aos
contetdos de retas (paralelas, perpendiculares, tangentes, entre outras), circunferéncias e
poligonos regulares ou irregulares, assim como para a construcao de diferentes tipos de co-
nicas, arcos e setores circulares. Um exemplo do estudo de retas e circunferéncias pode ser
observado na Figura 3, que contém uma circunferéncia C, umareta f tangente ‘C em A, uma
perpendicular g a f e uma paralela h a f. Além da representacao geométrica desses elemen-
tos, pode-se visualizar também as suas representacoes algébricas na janela de dlgebra na

Figura 3.

Figura 3 — Estudo de Geometria
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Em 3D, pode-se utilizar o GeoGebra para estudar curvas, superficies, poliedros e ou-
tros solidos, assim como para obter as intersecdes entre diferentes tipos de curvas. Nesse
contexto, o GeoGebra é particularmente ttil por permitir relacionar a visualizacdo geomé-

trica com as representacoes algébricas dos conceitos estudados.

Mesmo sendo um software dindmico, o GeoGebra permite a fixacao de suas figuras,

de modo que néo seja possivel mové-las ou modifica-las. No link? é possivel observar o que

1
2

<https://www.geogebra.org/m/wgeytpxy>
<https://www.geogebra.org/m/qnthhmzd>
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consideramos como elementos fixos, embora alguns dos elementos sejam modificéveis a
partir de sua forma algébrica. De acordo com Jones, Mackrell e Stevenson (2010), ambien-
tes de geometria dinamicos permitem que os usudrios utilizem o mouse para entender os
elementos presentes em uma figura e mové-los, extendendo essa compreensdao. Ambien-
tes como o GeoGebra também permitem que, ao movimentar elementos ou figuras na sua
janela de visualizacgdo, seja possivel observar as mudancgas em suas expressoes algébricas,
e assim relacionar certas propriedades com os comportamentos geométricos observados.
Além disso a0 movimentar esses elementos, o que estd sendo visto € modificado de tal ma-
neira que as relacoes geométricas explicitas e/ou implicitas utilizadas em sua construgao

sejam mantidas (Zannela; Franco; Canavarro, 2018).

Os applets integrados ao GeoGebra também sdo considerados uma das suas poten-
cialidades. Um applet é um software aplicativo, desenvolvido em linguagem de programa-
cdo JAVA, que é executado dentro de outro programa (Moreira; Barcelos; Batista, 2010). Em
geral, um applet tem como objetivo adicionar interatividade a aplicacbes WEB. Dentro da
matemadtica, o seu uso permite experimentacoes e investigacoes, e devido a sua interativi-
dade, proporciona o estudo de conjecturas sobre determinados assuntos (Santos, 2008; Silva,
2018).

Por fim, como os recursos disponiveis no GeoGebra sdo, em geral, intuitivos e de fa-
cil manipulacao, sua utilizacao tem potencial didatico pedagdégico no ensino e na aprendi-
zagem de conceitos geométricos. Inclusive, professores de Matematica de todos os niveis
podem criar ou adaptar os objetos de aprendizagem disponiveis nas comunidades online
do GeoGebra para atribuir tarefas matemadticas em tempo real, em suas salas de aula, seja
para introduzir conceitos ou utiliza-las com a perspectiva de projetar, identificar e explorar

eventuais dificuldades de aprendizagem enfrentadas por seus alunos.

Com essas potencialidades do GeoGebra, a visualizacao 2D e 3D, o dinamismo e o
uso dos applets, é possivel utilizar esse software como auxiliar na compreensao de conceitos
geométricos. Por exemplo no estudo de inversdes geométricas, o GeoGebra ndo s6 permite
uma construcao mais rapida e dinamica, como também proporciona a observacao de dife-

rentes propriedades e comportamentos, conforme veremos nos proximos capitulos.
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3 CONCEITOS GEOMETRICOS PRELIMI-
NARES

Neste capitulo, apresentaremos os conceitos geométricos necessarios, relacionados
a geometria euclidiana, para a compreensao e construcao deste trabalho. As definicoes e
teoremas presentes nesse capitulo sdo provenientes de Rezende (2008), Garbi (2010), Villagra
e Costa (2009) e Dolce e Pompeo (2005), nos quais é possivel consultar as justificativas e
demonstracoes dos resultados aqui apresentados. Omitiremos as demonstragdes de alguns

resultados, por nao serem o foco central deste trabalho.
Definicao 3.1. A nocdo estar entre é uma nog¢do primitiva que obedece aos postulados (ou
axiomas) que seguem:

1. SeP estdentre A eB, entdo A, B e P sdo colineares;

2. SeP estdentre AeB, entdo A, B e P sdo distintos dois a dois;

3. SeP estaentre A e B, entdo A ndo estd entre P e B nem B estd entre P e A;

4. Quaisquer que sejam os pontos A e B, se A é distinto de B, entdo existe um ponto P que

estd entre A e B.
Notagdo: A— P — B indica que P estd entre A e B.

Definicao 3.2. Dados dois pontos distintos, a unido do conjunto desses dois pontos com o
conjunto dos pontos que estéo entre eles é um segmento de reta. Usaremos | AB| para denotar

a medida do segmento AB.

Definicao 3.3. Sejam A e B pontos distintos. A semirreta de origem A contendo o ponto B, a
qual é denotada por AB, é definida como a unido dos pontos do segmento AB com o conjunto

dos pontos X tais que A— B — X. O ponto A é denominado origem da semirreta.

Definicao 3.4. Dois segmentos que possuem a mesma medida sdo chamados segmentos con-

gruentes.

Neste trabalho, a notacéo utilizada para denotar segmentos congruentes é AB = CD.

Definicdo 3.5. Um ponto B é o ponto médio de um segmento AC se B estd entre AeC e|AB| =
|BC|.

O préximo resultado assegura que o ponto médio de um segmento é tinico.
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Teorema 3.1. Todo segmento tem um vinico ponto médio.

Definicao 3.6. Um dngulo é a unido de duas semirretas que tém a mesma origem, mas nao
estdo contidas numa mesma reta. Se um dngulo é formado pelas semirretas AB e AC entdo
essas semirretas sdo chamadas lados do dangulo, e o ponto A é chamado de vértice do dngulo.
Tal dngulo é denominado dngulo BAC ou dngulo CAB e representado por BAC ou CAB, res-
pectivamente. Algumas vezes, quando estd claro no texto, é simplesmente denominado dngulo

A e representado por A.

Definicdo 3.7. Angulos que tém a mesma medida sdo chamados dngulos congruentes.

Quando os angulos A e B sdo congruentes, denotamos A = B. Ja a igualdade de me-

dida entre angulos serd, por comodidade, denotada por A = B.

Na sequéncia, apresentamos a definicao de interior e exterior de uma circunferéncia.

Definicao 3.8. Sejam O um ponto e p um niimero real positivo. Definimos a circunferéncia
de centro O e raio p, a qual denotaremos por C(O, p), ou simplesmente C, como o conjunto de
todos os pontos do plano que estdo a mesma distancia p de O, ou seja, X € C se, e somente se,
|0X| = p.

O interior de C(O, p) é o conjunto de todos os pontos X tais que |0X| < p. Um ponto

desse tipo é chamado ponto interior da circunferéncia.

O exterior de C(O, p) é o conjunto de todos os pontos X tais que |0X| > p. Um ponto

desse tipo é chamado ponto exterior da circunferéncia.

Definicao 3.9. Dois conjuntos, sendo cada um deles uma reta, uma semirreta ou um seg-

mento, sdo perpendiculares se as retas que os contém determinam um dngulo reto.

Os proximos teoremas dizem respeito a existéncia e unicidade de retas perpendicu-

lares.

Teorema 3.2. Por um ponto de uma reta dada, existe uma tinica reta perpendicular a essa

reta.

Teorema 3.3. Por um ponto ndo pertencente a uma reta, existe uma tinica reta perpendicular

a reta dada.

Postulado 3.1. E possivel tracar uma linha reta de um ponto qualquer a um ponto qualquer,

desde que os pontos néo sejam coincidentes.

O Postulado 3.1 é conhecido como o primeiro postulado de Euclides.

Postulado 3.2. E possivel tracar uma circunferéncia com qualquer centro O e raio p, com
p>0.
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O Postulado 3.2 é conhecido como o terceiro postulado de Euclides.

Teorema 3.4. Uma condigdo necessdria e suficiente para que uma reta seja tangente a uma
circunferéncia é que ela seja perpendicular ao raio que une o centro da circunferéncia ao ponto

de tangéncia.

Definicao 3.10. Seja S uma correspondéncia biunivoca entre os vértices de dois tridngulos.
Se os dngulos correspondentes sdo congruentes e os lados correspondentes sdo proporcionais,

entdo a correspondéncia S é uma semelhanga, e dizemos que os tridngulos sdo semelhantes.

Consideremos os triangulos AABC e ADEF como na Figura 4.

Figura 4 — Tridangulos Semelhantes

D
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Escrevemos AABC ~ ADEF para denotar que o triangulo AABC é semelhante ao

triangulo ADEF, com a correspondéncia que leva Aem D, Bem E, e Cem F.

Dessa maneira, se AABC ~ ADEF sio vélidas as igualdades entre os angulos A = D,

S oA a ) |AB| |BC| |CA|
B =E, C =F e as proporc¢oes entre os segmentos = =

IDE| |EF| [FD|
O quociente entre as medidas dos lados correspondentes é chamado de razao de pro-

porcionalidade ou razao de semelhanca entre os dois triangulos.

.~ |AB] JAC
Teorema 3.5. Dados dois tridngulos AABC e ADEF,seA=De 48] = |_| , entdo A(ABC) ~

|IDE| |DF]
A(DEF).

O Teorema 3.5 é conhecido como o critério lado-angulo-lado da semelhanca de tri-
angulos.

Teorema 3.6. Dados dois tridngulos ABC e DEF, se A= D e B = E, entdo A(ABC) ~ A(DEF).

O Teorema 3.6 é conhecido como o critério angulo-angulo da semelhanca de trian-
gulos.

Lembremos que um triangulo € dito is6sceles se tém dois lados de mesma medida, o

outro lado é conhecido como base.
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Teorema 3.7. Um triangulo é isosceles se, e somente se, os dngulos da sua base sdo congruen-

tes.

Definicdo 3.11. Se C estd entre B e D entdo ACD é angulo externo do tridngulo AABC.

Na Figura 5, é possivel observar que o angulo ACD satisfaz a definicao de angulo

externo a um triangulo.

Figura 5 - Angulo Externo

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Teorema 3.8. Em um tridangulo, qualquer dngulo externo é congruente a soma dos dois dngu-

los internos ndo adjacentes a ele.

Definicao 3.12. Um poligono é inscritivel se tem os seus vértices pertencentes a uma circunfe-
réncia. Neste caso, dizemos que o poligono estd inscrito nessa circunferéncia, ou que a circun-

feréncia é circunscrita ao poligono.

Definicdo 3.13. Angulo central relativo a uma circunferéncia é o dngulo que tem vértice no
centro da circunferéncia. Se numa circunferéncia de centro O um dngulo central determina

um arco AB, dizemos que AB é o arco que corresponde ao dngulo central AOB.

Definicdo 3.14. Angulo inscrito relativo a uma circunferéncia é um dngulo que tem o vértice

na circunferéncia e os lados sdo secantes a ela.

Na Figura 6 temos o angulo AV B inscrito em uma circunferéncia; o arco AB que cor-
responde ao arco subentendido e o angulo AOB que € o angulo central correspondente ao

angulo inscrito AV B.
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Figura 6 — Angulo central e angulo inscrito

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

O préximo resultado serd demonstrado, pois sera utilizado na deducao de proprieda-

des da inversao geométrica nos capitulos seguintes.

Teorema 3.9. A medida de um dngulo inscrito em uma circunferéncia é a metade da medida

do dngulo central correspondente.

Demonstracao: Considere uma circunferéncia 7 de centro O e raio p. Teremos trés casos
a considerar na demonstra¢do: no primeiro o centro da circunferéncia pertence a um dos
lados do angulo; no segundo o centro € interior ao angulo e no terceiro o centro € exterior ao

angulo. Cada um dos casos estd representado na Figura 7.

Figura 7 — Angulos inscritos numa circunferéncia

Al A ag.a5° 1 76.96° B
0

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

1° caso: Seja BAC um angulo inscrito na circunferéncia, tal que O € AB. Logo AB é um di-
ametro de T. Além disso o triangulo A AOC é is6sceles de base AC, pois |OA| = p= |OC].
Como, pelo Teorema 3.7, os angulos da base de um triangulo is6sceles sdo consgruentes, te-
mos que OAC = OCA = BAC. Pelo Teorema 3.8, como BOC é um angulo externo ao AAOC,

obtemos
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. . . . . . BOC
BOC:OAC+OCA:BOC:2-BAC:>BAC:T.

20 caso: Seja By A; C; um angulo inscrito na circunferéncia T, tal que O, esteja no seu interior.

Considerando o diametro A; D, de T, pelo primeiro caso temos que

BIOIDI e ClélDl

By A1D; = C1A1D;y =

Porém

A A s C,0,D; B10:D; C,0,D;+B,0,D
B1A1C1 =C1A1D1+B1A1 Dy = 17171 21t =11l 19101
2 2 2

. B,0,C
B1A,C = et e

3¢ caso: Seja By A, C, um angulo inscrito na circunferéncia 7', tal que O, esteja no seu exterior.

Considerando o diametro A, D, de T, pelo primeiro caso temos que

. B,0,D . C,0,D
BgAzDg = % e CgAzDg = %

Porém

A A N C,0.D; By0,D,  C,0,D,—B,0,D

By AyCy = CyAyDy — By AyDy = —22222 2272772 2272 2272
2 2 2

Como, C;0,D; — B0, D, = C;0, By, obtemos que

C20,B;

By AyCy = >

Portanto, a relacao € valida para os trés casos possiveis.

Como consequéncia do resultado anterior, temos o Corolério seguinte.

Corolério 3.1. Todo dngulo reto é inscritivel numa semicircunferéncia e, reciprocamente, todo
angulo inscrito numa semicircunferéncia, com os lados passando pelas extremidades do seu

diametro, é angulo reto.
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O Corolério 3.1 é, de fato, uma consequéncia direta do Teorema 3.9, pois o0 dngulo

central de todo angulo inscrito em uma semicircunferéncia é raso, isto €, mede 180°.

Na Figura 8 é possivel observar que o angulo BAD estd inscrito em uma semicircun-
férencia e possui medida igual a 90°, em decorréncia do Corolério 3.1. Veja que um dos lados
do AABD é o diametro.

Figura 8 — Angulo reto inscrito em uma semicircunferéncia

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Teorema 3.10. Um tridngulo é retangulo se, e somente se, puder ser inscrito em uma circun-

feréncia cujo didmetro é a medida de sua hipotenusa.

A demonstracao do Teorema 3.10 utiliza o resultado do Coroldrio 3.1 e pode ser con-

sultada em Villagra e Costa (2009).
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4 INVERSAO GEOMETRICA

Neste capitulo, trataremos da inversao geométrica, definida como a inversao em re-
lacao a uma circunferéncia C. A partir da sua definicao, conseguiremos os métodos geomé-
tricos que permitem obter, com auxilio do GeoGebra, os inversos geométricos de pontos
situados no interior e no exterior de C. A seguir, provaremos propriedades satisfeitas pela
inversao geométrica. As principais referéncias deste capitulo sdao Prado (2022), Duran (2013)
e Frasson (2022).

4.1 DEFINICAO DE INVERSAO GEOMETRICA

Definicao 4.1. Dada uma circunferéncia C(O, p) de centro num ponto O e raio p, uma inver-

sao em C é uma transformagdo que envia cada ponto P, com P # O, num ponto P tal que:

1. Py pertence a semirreta OP.
2. |OP|-|0P;| = p.
O ponto P é dito o inverso geométrico de P em relagdo a circunferéncia C.

A Figura 9 exibe o inverso geométrico P; de um ponto P, em relacao a circunferéncia

C, assim como possibilita verificar que os itens 1 e 2 da Defini¢do 4.1 sao satisfeitos.

Figura 9 — Inversao de um ponto qualquer

A
OP = Segmento(O,P) .
@ 18
)
A= do(C.f,2) &
= Intersecdo(C, f,
C]
= (16, 10) 1
® p = Segmento(O, A) 12
=8
o
OP; = Segmento(0, Pq)
@ :
= 16
a = OP OP; H 8
= 64
4
b=pp
2
= 64
+ 8 10 12 14 16 13 20 22 24 26 28 30 32

Fonte: Elaborado pela autora (2023).
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Observacdo 4.1. Do item 2 da Definicdo 4.1, se |OP| representa a distancia do ponto P ao

centro O da circunferéncia C de raio p, temos que a distancia de O até P; é dada por

2

0P |-

op|’

pois P # O garante que Iﬁl #0.

Observacao 4.2. Da Definicdo 4.1, nota-se que o inverso geométrico de P = O ndo estd defi-

nido, pois caso estivesse, teriamos Iﬁl =0 e nao existe P; talque 0-|OP;| = pz.

4.2 CONSTRUCOES GEOMETRICAS BASICAS

Nesta se¢do vamos apresentar constru¢oes dinamicas desenvolvidas no GeoGebra
Classic 6 versdo online, que permitem obter o inverso geométrico de um ponto P qualquer,
assim como as demonstracoes dos resultados obtidos com tais construcdes. Cada etapa das
construgoes serd justificada com base nos resultados preliminares apresentados no Capitulo
3. Também exibiremos as ferramentas do GeoGebra utilizadas em cada passo das constru-

¢oes.

Construcao 1: Inverso de um ponto P interior a circunferéncia C.
Justificativa:
Passo 1: utilizando a ferramenta de construcdo “circulo dados centro e um de seus pontos”

construa uma circunferéncia C de centro O e raio p.

A Figura 10 ilustra a ferramenta do GeoGebra utilizada no primeiro passo e a circun-

feréncia C construida.



Capitulo 4. INVERSAO GEOMETRICA 28

Figura 10 - Circunferéncia dados centro e um ponto

koot ,:",.’ "‘,- @ ‘é’ X LRI
O 0=@9 -@ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos ¢
O B=(26) (¥) Circulo: Centro & Raio
C: Circulo(O, B) ': Compasso
@)

= (x-82+(y-6)2= Q Circulo definido por Trés Pontos
+ Entrada P Semicirculo
.‘\1 Arco Circular
‘/__) Arco Circuncircular

Q Setor Circular

4}, Setor Circuncircular

1 2 3 4 5 [ T 8 9 10 " 12

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Essa construcao é possivel pela Definicao 3.8 e pelo Postulado 3.2.

Passo 2: utilizando a ferramenta “ponto” tome um ponto P interior a circunferéncia C e di-

ferente de O.
A Figura 11 mostra a ferramenta do GeoGebra usada no segundo passo da constru-
¢ao.

Figura 11 — Ponto P interior a C

(A D00 L N2

@ .A Ponto « N L
O I.A Ponto em Objeto Pl
‘;" Vincular / Desvincular Ponto
@ ]
>:\/ Intersecéo de Dois Objetos
]
O . ¢ Ponto Médio ou Centro
Z N i
L. Numero Complexo
/\,f Otimizag&o 8
f\fl Raizes 5

Ponto

Selecione uma u reta, func&o ou curva 1

1 2 3 4 8 [ 7 8 9 10 11 12

Fonte: Elaborado pela autora (2023).



Capitulo 4. INVERSAO GEOMETRICA 29

Passo 3: utilizando a ferramenta “semirreta” construa uma semirreta r := OP com origem no

ponto O e que passe por P.

Na Figura 12 podemos visualizar a semirreta OP construida no terceiro passo e a res-

pectiva ferramenta do GeoGebra utilizada.

Figura 12 — Semirreta r com origem em O

L . =
5 AL OO 4N 2 e
0= /
O /Reta f\:’ 11
O B=_* Segmento il
C: 2> Segmento com Comprimento Fixo .
= /Semirretao
g
@ P= )% Caminho Poligonal
7
7 Vetor
r:
O — «;5’ Vetor a Partir de um Ponto 8
+ 5
4
3
AJUDA
1 2 3 4 5 [ 7 g 9 10 1 12

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Essa construcdo é possivel pela Definicao 3.3 e pelo Postulado 3.1.

Passo 4: utilizando a ferramenta “reta perpendicular”, construa a reta s, que é perpendicular
—_—

a semirreta OP, no ponto P.

A ferramenta do GeoGebra utilizada nesse passo é mostrada na Figura 13.
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Figura 13 — Reta s perpendicular a semirreta r
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Essa construgdo pode ser realizada devido a Defini¢do 3.9 e pelos Teoremas 3.2 e 3.3,
areta s € Unica.

Passo 5: utilizando a ferramenta “intersecao de dois objetos”, selecione a circunferéncia C e

a perpendicular s.

Nessa etapa obteremos os pontos Q e R, conforme mostrado na Figura 14, onde tam-
bém pode-se ver a ferramenta do GeoGebra utilizada. Sem perda de generalidade, consi-
deraremos no restante desta construcao somente o ponto Q. No entanto, ressaltamos que

todos os passos realizados a partir daqui também valem para o ponto R.
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Figura 14 - Intersec¢do entre circunferéncia e perpendicular
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 6: utilizando a ferramenta “reta tangente”, selecione o ponto Q e a circunferéncia C,

assim construindo a reta tangente ¢ a C no ponto Q.

Areta tangente construida nesse passo pode ser visualizada na Figura 15, assim como

a ferramenta do GeoGebra utilizada nesse passo.

Figura 15 — Reta tangente a C no ponto Q
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).
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Essa construcdo é possivel pelo Teorema 3.4.

Passo 7: utilizando a ferramenta “intersecdo de dois objetos”, selecione a reta tangente ¢t e a

semirreta OP para obter o ponto de interse¢do P;.
A Figura 16 mostra a ferramenta do GeoGebra utilizada para a construc¢do do ponto

de intersecao P;.

Figura 16 — Intersecao entre reta tangente e semirreta
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@)
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Intersecdo(C,s)

= Q=(12,6)

do de Dois Objetos

. . - AJUDA
dois objetos em sequéncia

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Conclusdo: Afirmamos que o ponto P; é o inverso de P em relacdo a circunferéncia
C. ]

Ao mover o ponto P tomado no segundo passo da Contrucgdo 1 é possivel perceber
que todos os elementos construidos nas demais etapas se alteram. Isso ocorre sempre que o
ponto P for tomado interiormente a circunferéncia C. Dessa forma, a Construcao 1 fornece
o inverso geométrico P; de um ponto P interior a C e tem potencial dindmico, o que auxilia
a compreender o conceito de inversdo geométrica. Esse fato pode ser observado no applet!
confeccionado no GeoGebra. Sempre que o ponto P for tomado interior a circunferéncia C,
temos que o ponto P; serd o inverso geométrico de P, conforme provaremos no resultado a

seguir.

1 <https://www.geogebra.org/m/ghcvck4c>
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Teorema 4.1. Se P é um ponto interior a circunferéncia C, entdo o ponto P obtido na Cons-

trugdo 1 é o inverso geométrico de P em relagdo a circunferéncia C.

Demonstracao: Sejam C uma circunferéncia de centro O e raio p e P um ponto interior a
C. Vamos provar que o ponto P;, obtido na Construcao 1, satisfaz a Definicao 4.1. De fato,

temos:

1. Os pontos O, P e P; sdo colineares por construcao, pois P; € OP, uma vez que P; é a

intersecao de t e O_P), e OP é a semirreta queligaOaP.

2. Consideremos os triangulos OPQ e OQP; exibidos na Figura 17.

Figura 17 — Inverso de um ponto interior a circunferéncia

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

O AOPQ éretangulo, pois OPQ =90°, por construcao.

O AOQP; é retangulo, pois OQP; = 90°, ja que |OQ| = p e Q—P{ ¢ tangente a C, por
construcao.

Assim, como QOP = QOP; e OPQ = 0QP,, utilizando o critério angulo-angulo (Teo-

rema 3.6), temos que os tridngulos AOPQ e AOQP; sao semelhantes.

(0P| _10QI _ [OP| _ p
|0Q| |0P;] P |OP

Disso segue:

|OP|-|OP,| = p2.
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Portanto, pela Defini¢cdo 4.1, P; € o inverso geométrico de P em relacdo a C.

A construcao a seguir permite obter, com auxilio do GeoGebra, o inverso geométrico

de um ponto situado no exterior de uma circunferéncia.

Construcao 2: Inverso de um ponto P exterior a circunferéncia C.
Justificativa:

Passo 1: utilizando a ferramenta de construgdo “circulo dados centro e um de seus pontos”

construa uma circunferéncia C de centro O e raio r.

A construcao realizada pode ser observada na Figura 18, em que também é apresen-

tada a ferramenta do GeoGebra utilizada.

Figura 18 — Construcao de uma circunferéncia

NEPB N Gl s IPANNIEIES
O 0=69 67 Circulo dados Centro e Um de seus Pontos e
O B=(12.6) @ Circulo: Centro & Raio
C: Circulo(0O, B) : Compasso
@

= (x-82+ (y-6)2= Q Circulo definido por Trés Pontos
+ P Semicirculo
.l‘l Arco Circular
"hj Arco Circuncircular
(:\4 Setor Circular

C\:j Setor Circuncircular

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

AJUDA

Selecione o centro e, depois, um ponto do circulo

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Essa construcdo é possivel pela Definicdo 3.8 e pelo Postulado 3.2.
Passo 2: utilizando a ferramenta “ponto” tome um ponto P exterior a circunferéncia C.

O ponto P tomado pode ser visualizado na Figura 19, assim como a localiza¢do da

ferramenta do GeoGebra que permite marcar o ponto P.
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Figura 19 — Ponto exterior a circunferéncia
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 3: utilizando a ferramenta “segmento” construa um segmento de reta com origem em

O e extremidade no ponto P, denotado por OP.

A Figura 20 apresenta a ferramenta do GeoGebra utilizada para a criacdo do segmento

de reta OP.
Figura 20 — Segmento de reta OP
¥ A0 04N 2w
O o :/ Reta N @ -
11
(O B=_”* Scgmentoe
10
O C: " Segmento com Comprimento Fixo
= . Semireta e
N P
@  P= % Caminho Poligonal 8
el " Vetor 7
® 2

mento

ne dois pontos ou

-5;’ Vetor a Partir de um Ponto

3 4 5 6 T g

Fonte: Elaborado pela autora (2023).
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Essa construcdo € justificada, matematicamente, pela Definicdo 3.2, que define um

segmento de reta.

Passo 4: utilizando a ferramenta “ponto médio ou centro”, selecione o segmento OP e crie o

seu ponto médio M.

Na Figura 21 é possivel observar o ponto médio criado, assim como a localizacao da

ferramenta do GeoGebra utilizada para esta acao.

Figura 21 - Ponto médio de um segmento OP

R (AL 004N e
O .A Ponto ",
[.A Ponto em Objeto
‘/. Vincular / Desvincular Ponto

>-\/ Intersec&o de Dois Objetos
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f\ f' Raizes
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Ponto Médio ou Centro
AJUDA

Selecione dois ponfos, um segmento, um circulo ou uma cénica

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Essa construcao é justificada, matematicamente, pelas Definicdes 3.5 e 3.1, que esta-

belecem o conceito de ponto médio de um segmento e sua unicidade.

Passo 5: utilizando a ferramenta “circulo dados centro e um de seus pontos”, construa a cir-

cunferéncia C; com centro em M e raio MP.

Na Figura 22 é mostrada a ferramenta do GeoGebra utilizada para a construcao da

circunferéncia Cj, assim como o resultado de sua utilizacao.
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Figura 22 — Construcao de uma circunferéncia C;
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Essa construcdo é possivel pela Definicdo 3.8 e pelo Postulado 3.2.

Passo 6: utilizando a ferramenta “intersecdo de dois objetos”, selecione as circunferéncias C

e C; e marque o ponto 7 (uma das intersecoes).

Esse ponto de intersecao entre C e C; pode ser observado na Figura 23, assim como

o local onde se encontra a ferramenta do GeoGebra que permite a sua construcao.

Figura 23 - Intersecdo entre as cirunferéncias C e C;
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).
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Passo 7: utilizando a ferramenta “reta”, selecione os ponto T e P, assim construindo a reta ¢,

que € tangente a C em 7. De fato, areta ¢ é tangente em T pelos Teoremas 3.4 e 3.10.

Na Figura 24 podemos ver a reta tangente ¢ e o recurso do GeoGebra empregado para

sua obtencao.

Figura 24 — Reta TP tangenteaCem T
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Essa construcao € justificada, matematicamente, pelo Teorema 3.4, uma vez que oT

é um raio de C.

Passo 8: utilizando a ferramenta “reta perpendicular’, selecione o segmento OP e o ponto T

para construir uma reta perpendicular s ao segmento OP e que passa em T.

A reta perpendicular s pode ser vista na Figura 25, assim como a ferramenta do Geo-

Gebra utilizada para sua construcao.
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Figura 25 — Reta perpendicular a um segmento
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Essa construcgdo pode ser realizada devido a Definicao 3.9 e aos Teoremas 3.2 e 3.3.

Passo 9: utilizando a ferramenta “interse¢do de dois objetos”, selecione a reta s e o segmento

OP, para obter P; o ponto de intersecéo P;.

O ponto P; é mostrado na Figura 26, que também exibe a ferramenta do GeoGebra

utilizada em sua construcao.

Figura 26 — Intersecdo entre s e OP
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).



Capitulo 4. INVERSAO GEOMETRICA 40

Conclusao: Afirmamos que o ponto P; € o inverso de P, em relacdo a circunferéncia
C. ]

Ao mover o ponto P tomado no segundo passo da Construcdo 2, é possivel perceber
que todos os elementos construidos nas demais etapas se alteram dinamicamente, inclusive
o ponto P;. Esse fato pode ser visualizado no applet? confeccionado no GeoGebra. Sempre
que o ponto P for tomado no exterior da circunferéncia C, temos que o ponto P; sera o

inverso geométrico de P, conforme provaremos no resultado a seguir.

Teorema 4.2. Se P é um ponto exterior a circunferéncia C, entdo o ponto P obtido na Cons-

trugdo 2 é o inverso geométrico de P em relagdo a circunferéncia C.

Demonstracao: Sejam C uma circunferéncia de centro O e raio p e P um ponto exterior a C.

Provaremos que o ponto P; satisfaz a Definicado 4.1. De fato, temos que:

1. Os pontos O, P e P; sao colineares por construcao, pois P; € OP e OP é a semirreta

queliga O a P.

2. Considere os triangulos AOP; T e AOPT exibidos na Figura 27, em que T é o ponto

obtido no sexto passo da Construcao 2.

Figura 27 — Inverso de um ponto exterior a C

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

O AOP, T é retangulo em P;, pois OP; T = 90° por construcao.
O AOPT é retangulo em T, pois OTP =90°,jaque |OT|=p e TPé tangente a C.

2 <https:/ /www.geogebra.org/m/ymujzgmw>
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Assim, como OP, T = OTP e TOP,

rema 3.6), temos que os tridngulos AOPT e AOP; T sao semelhantes.

TOP, utilizando o critério angulo-angulo (Teo-

|OP,| |OT| |OP| p
_ N __P

|OT| |OP| o [OP|

Disso segue
|OP|-|OP, | = p*.
Portanto, provamos que P; € o inverso geométrico de P em relacao a C.

Os resultados dos Teoremas 4.1 e 4.2 podem ser explorados dinamicamente em um
objeto de aprendizagem?® desenvolvido com as potencialidades do GeoGebra. Este objeto de
aprendizagem permite ao usudrio selecionar icones que exibem ou ocultam, isolada e or-
denadamente, cada uma das etapas necessdrias para a obtencao dos inversos geométricos
de pontos interiores e exteriores a uma circunferéncia. O objeto de aprendizagem também
contém questionamentos propostos ao usudrio, que visam promover e estimular a compre-

ensdo da definicdo de uma inversdo geométrica.

Na préxima secdao provaremos o resultado referente a obtencdo do inverso geomé-

trico de um ponto P € C.

4.3 PROPRIEDADES DA INVERSAO GEOMETRICA

Nesta secao vamos enunciar e demonstrar propriedades relacionadas a inversao geo-
métrica em uma circunferéncia C. As duas primeiras propriedades referem-se a localizacao

do inverso geométrico de um ponto situado sobre C ou no seu interior/exterior.

Proposicao 4.1. A inversdo geométrica em uma circunferéncia C mantém fixos os pontos si-

tuados sobre C.
Demonstracao: Seja C uma circunferéncia de raio p e centro O. Se P € C, entao
|OP|=p.

Seja P; aimagem de P pela inversdo em C. Pelo item 2 da Definicdo 4.1, temos

2 2

0Py |1=2—=L=p,

|OP| p

3 <https://www.geogebra.org/m/bhzwphwj>
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isto é, P; também pertence a C. Ainda, pelo item I Definicdo 4.1, P; deve pertencer a semir-

reta OP. Consequentemente, temos
P, =P.

Disso, obtemos que a imagem de qualquer P € C pela inversao em C é o préprio P, o que

significa que todo ponto da circunferéncia C € fixo pela inversao geométrica em relacdo a C.

Proposicao 4.2. A inversdo geométrica em C envia pontos interiores a C em pontos externos

a C. Analogamente, a inversdo em C envia pontos exteriores a C em pontos internos a C.

Demonstracao: Seja C uma circunferéncia de raio p e centro O. Se P é um ponto situado no

interior de C, entao
Iﬁl <p.

Seja P aimagem de P pela inversdao em C. Pela Observacao 4.1, temos

2 2
IOPllzp:>%:p — [OP;|>p,

|OP|
0 que nos mostra que P; é um ponto situado na regido externa a circunferéncia C. Analoga-

mente, se T é um ponto situado na regido externa a C, entdo
|OT| > p.

Seja T) aimagem de T pela inversdo em C. De acordo com a Observagdo 4.1, temos

2 2
|OT1|:p:<%:p - [0T5I<p,

|OT|
0 que mostra que T; é um ponto situado na regido interna de C.

Observacdo 4.3. Pela Definicdo 4.1, o centro O da circunferéncia C ndo possui inverso geo-
métrico em relacao a C. Isso faz sentido se pensarmos em analogia com o inverso multipli-

. 1 .
cativo de um ntamero real x, dado por xl=2=, que esta definido se, e somente se x # 0.No
X

entanto, como lim+ 1 = +00, é possivel estender a definicao de inverso geométrico para o
centro Ode C (6, ,(?) ccicmo um ponto no infinito. Além disso, definindo o inverso geométrico
desse ponto no infinito como o centro O da circunferéncia C(0, p), é possivel verificar que tal
extensdo da inversdo geométrica consiste em uma correspondéncia biunivoca definida em

todo o plano.
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O préximo resultado estabelece a semelhanca entre dois tridngulos que possuem o
centro O de C como vértice comum e demais vértices formados pelos inversos geométricos

dos vértices do outro triangulo.

Proposicao 4.3. Considere a inversdo geométrica em uma circunferéncia C(O, p). Suponha
que P, Q e O ndo sejam colineares e que os inversos de P e Q por C sejam P; e Q, respectiva-

mente. Entdo os triangulos AOPQ e AOP;Q; sdo semelhantes.

Demonstracao: Temos trés possibilidades para as posicoes de P e Q, sendo elas: ambos
interiores a C, ambos exteriores a C ou um interior a C e outro exterior. Sem perda de gene-
ralidade, vamos demonstrar apenas o primeiro caso, pois a demonstracao dos outros dois é
analoga.

Suponhamos que P e Q sejam pontos interiores a circunferéncia C(O, p), diferentes de O, de
modo que P, Q e O ndo sejam colineares. Como P; e Q; sdo os inversos geométricos de P
e Q, respectivamente, o primeiro item da Definicdo 4.1 garante que Py, Q; e O também nao
sdo colineares.

Com isso, é possivel formar os triangulos AOPQ e AOP;Q, que podem ser vistos na Figura
28.

Figura 28 — Triangulos AOPQ e AOP;Q,

9

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Py

Como O é um vértice de ambos os tridngulos, temos que POQ = P,0Q;.

Do segundo item da Definicdo 4.1, temos que
|OP|-|OP|=p* e [0QI-|0Qi| = p*.
Logo,
|OP|-|OP1| = [0Q]-10Q1 .

Dessa igualdade, obtemos
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[OP| _ 10Qil
|0Q| [OP;|’

da qual concluimos, aplicando o Teorema 3.5, que os tridngulos AOPQ e AOP;Q; sdo se-

melhantes.

O préximo resultado indica que ao realizarmos a inversdao geométrica do inverso ge-

ométrico de um ponto, retornamos ao ponto original.

Proposicao 4.4. A inversa de uma inversdao geométrica é a propria inversdo geométrica.

Demonstracao: Seja P um ponto interior a circunferéncia C(O, p). Pela Proposicdo 4.2 temos
que o inverso geométrico de P, denotado por Pj, é um ponto externo a C.

Da Definicao 4.1, temos que P e P sao colineares e vale a relacao
|OP|-|OP| = p?.

Vamos, entdo, encontrar o inverso geométrico de P;. Sabemos que P; é um ponto exterior
a C, entdo pela Proposicao 4.2, temos que o inverso de P;, que nomearemos por P,, é um
ponto interior a C.

Da Defini¢do 4.1, temos que P; e P, sdo colineares e vale a relacdo
|OP;|-|OP,| = p?.

Disso temos que:

|OP|-|OP;| = p? = |OP;|-|OP5] = |OP|-|OP;|=|OP;|-|OP;|.

Como |OP|, |OP;| e |OP,| sdo valores positivos e nao nulos, dividindo ambos os lados da

igualdade anterior por |OP; |, obtemos

[OP|-|OPy| _ |OPy|-|OP;|

—— L. = |OP|=|0P,|.
|OP| |OP,|

Como os segmentos OP e OP, pertencem ao segmento OP;, segue que P = P.

Portanto, a inversa de uma inversao geométrica é a propria inversao geométrica.
]

O resultado da Proposicdo 4.4 pode ser visualizado dinamicamente no applet* , em

que P;; é o inverso geométrico de um ponto P interior a circunferéncia e Py, € o inverso de
4

<https://www.geogebra.org/m/wb54avye5>
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P;1. De mesmo modo, observa-se que P»; € o inverso geométrico de um ponto P exterior a
circunferéncia e P,y € o inverso de P,;. Ao mover o ponto P é possivel verificar que sempre
é valido que P;» = P, enquanto P for interior a C, e que P»» = P, enquanto P for exterior a
C, ou seja, que o inverso geométrico do inverso geométrico de um ponto € o préprio ponto

original.

Os préximos resultados permitirdo identificar o efeito da inversao geométrica quando
aplicada em pontos situados sobre retas ou outras circunferéncias. A imagem de tais curvas,
pela inversdao geométrica em C, dependerd da posicao das retas ou outras circunferéncias

em relacdo a circunferéncia C.

Proposicao 4.5. Considere a circunferéncia C(O, p). A imagem, pela inversdo geométrica em
C, de uma reta que ndo passa pelo centro de C, é uma circunferéncia que passa pelo centro de
C.

Demonstracao: Seja [ uma reta que ndo passa pelo centro O da circunferéncia C de raio p.
Como O ¢ ], existe uma Uinica reta k que € perpendicular a / e passa pelo ponto O. Suponha
que P seja a intersecdo entre as retas [ e k.

Para cada Q € [, com Q # P, tém-se por construcao, que P, Q e O ndo sao colineares. Logo,
tomando P; e Q; como os inversos geométricos de P e Q, respectivamente, pela Proposicao
4.3 temos que os tridangulos AOPQ e AOP; Q; sdo semelhantes.

Como AOPQ éretangulo em P (pela perpendicularidade de [ e k) e a semelhanca dos trian-
gulos AOPQ e AOP;Q, garante que

0PQ=0Q, Py,
segue que AOP;Q; também é retangulo em Q;.

Além disso, a hipotenusa do tridngulo retangulo AOP;Q; é |OPy|.
OP;|

. ) . . . P1-0
Com isso, considere a circunferéncia C; de raio p; = e com centro em — (ponto

médio do segmento OP;). Pelo Teorema 3.10 sabemos que um triangulo é retangulo se, e
somente se, pode ser inscrito em uma circunferéncia cujo didmetro € igual a medida de sua
hipotenusa.

Como AOP; Q, éretangulo, com hipotenusa |OP,| =2- p1 igual ao diametro de Cy, segue que
o triangulo AOP; Q, estd inscrito na circunferéncia C; e, portanto, O € C; e Q; € Cj.

Além disso, se Q = P, tétm-se que Q; = P, € ;.

Portanto, para qualquer Q € ! tém-se que

Ql € Cl}

0 que mostra que a imagem da reta / pela inversao geométrica em relacao a circunferéncia

C(O, p) é a circunferéncia C; que passa pelo ponto O.
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A Figura 29 mostra todos os elementos utilizados na demonstracao da Proposicao
4.5, com destaque para a circunferéncia C;, que provamos ser a inversao geométrica da reta

l,emrelacdao a C.

Figura 29 - Inversao de uma reta em uma circunferéncia

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Observacao 4.4. Destacamos que a demonstracdo da Proposicdo 4.5 nao depende do fato
dareta [ interceptar ou ndo a circunferéncia C(O, p).

Ainda que na Figura 29 a reta [ ndo intercepte a circunferéncia C, é possivel mostrar que
nao ha perda de generalidade ao considerar este fato. Para isso, vamos ilustrar mais duas

possiblidades: quando [ é tangente ou secante a C.

Na Figura 30, podemos visualizar que os argumentos utilizados na demonstracao da
Proposicdo 4.5 permanecem vdlidos quando a reta [ tangencia a circunferéncia C em P.
Nessa situacdo, nota-se que C; (a inversdo da reta /) é tangente a C em P, pois pela Pro-
posicdo 4.1, P; = P.
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Figura 30 — Inversao de uma reta tangente em uma circunferéncia

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Na Figura 31 podemos observar a situacao em que a reta / é secante a circunferéncia
C(0O,p), com O ¢ . Nota-se que, devido a Proposicdo 4.1, os pontos de intersecdo entre [ e C

também pertencem a C; (o inverso de /).

Além disso, percebe-se que em [ ha pontos interiores a C (como P) e pontos exterio-
res a C (como Q). Pela Proposicao 4.2, os inversos desses pontos estdo situados, respectiva-
mente, no exterior (caso de P;) e no interior (caso de Q) de C. Ainda assim, as propriedades
dos triangulos AOPQ e AOP;Q; aplicadas na demonstracao da Proposicdo 4.5 permane-

cem validas no caso em que [ é secante a C.

Figura 31 — Inversdo de uma reta secante em uma circunferéncia

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Observacao 4.5. Na Proposicdo 4.5 foi provado que a inversdo por C(O, p) de uma reta que
nao passa pelo ponto O de C, é uma circunferéncia C; que passa por O. Pela Proposicao 4.4

temos que a inversa de uma inversao geométrica é a propria inversao geométrica. Portanto,
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concluimos que a inversa da circunferéncia C, é a prépria reta /, ou seja, a inversao de uma

circunferéncia que passa pelo centro de C(O, p) é uma reta que ndo passa por O.

O préximo resultado indica qual é aimagem, por uma inversao geométricaem C(O, p),

de uma reta que passa por O.

Proposicao 4.6. Considere a circunferéncia C(O, p). A imagem, pela inversdo geométrica em

C, de uma reta que passa pelo centro de C, é a propria reta.

Demonstracao: Seja [ uma reta qualquer que passa pelo centro da circunferéncia C(O, p).
Da Observacao 4.3, temos que o inverso de O € [ por C € um ponto no infinito. Ainda, pre-
cisamos determinar o inverso dos demais pontos de [. Sabemos que a reta [ intercepta a
circunferéncia C em dois pontos, denotados por E e F. A partir disso, definiremos duas se-

mirretas com origem em O e com sentidos opostos, indicadas por OF e OF. Dessa forma,
1= O0FUuOF.

Para a semirreta O_E: ainversdo dos pontos interiores a C sao pontos exteriores a C que per-
tencem a propria semirreta, devido ao item 1 da Definicao 4.1. Além disso, como E € C, seu
inverso € ele mesmo, pela Proposicao 4.2. Ainda, a inversdo dos pontos de OF que sdo exteri-
ores a C sdo pontos interiores a C, situados sobre OE. Portanto, a inversao de OEéa propria
semirreta OF.

R ——
Para a semirreta OF, o raciocinio é analogo. Portanto, como
I=0EUOF,

a inversdo geométrica de uma reta / que passa pelo centro de C é a propria reta /.

A Figura 32 exibe a imagem de uma reta / pela inversdo geométrica em relacao a uma

circunferéncia C.
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Figura 32 — Inversao de umareta /, com O € [

(9]

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

O préximo resultado estabelece a imagem, pela inversao geométrica, de uma circun-

feréncia que nao passa pelo centro de C(O, p).

Proposicao 4.7. Considere uma circunferéncia C(O, p). A imagem, pela inversdo geométrica
em C, de uma circunferéncia que ndao passa por O, é uma circunferéncia que também ndo

passa por O.

Demonstracao: Seja C;(0p, p;) uma circunferéncia que ndo passa pelo centro da circun-
feréncia C. Suponhamos, sem perda de generalidade, que C; € interior a C(O, p). Assim 0s
pontos de C; sao todos interiores a C, pela Definicao 3.8.

Considere a semirreta %{, que passa por O e contém um didmetro de C;. Sejam A e B os
pontos de intersecao entre C; e 55{, disso tem-se que o diametro de C; mede |AB].
Considere P um ponto qualquer pertencente a C;, com P # Ae P # B. Logo P ndo é colinear
com Oe A, nemcom OeB.

Como C; é interior a C, os inversos geométricos de A, B e P serdo pontos exteriores a C,
denotados por A;, B; e P, respectivamente. Precisamos, entdo, mostrar que esses pontos
pertencem a uma outra circunferéncia que também nao passa pelo ponto O.

Da Proposicao 4.3, temos as semelhancas de triangulos

AOAP ~ AOA P,

AOPB ~ AOP: B;.
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A partir das semelhancas, podemos afirmar que

OAlpl = OpA, OplAl = OAP,
OB, P; = OPB, OP,B; = OBP.

Sejam AAPB e A A; Py B; os tridangulos formados pelos pontos de C; e seus inversos geomé-

tricos em relacdo a C, respectivamente, conforme exibido na Figura 33.

Figura 33 — Triangulos AAPB e A AP, B,

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Temos que o angulo OAP é externo ao A APB. Disso temos que
OAP +BAP =180° = OP; A; + BAP =180° = BAP = 180° — OP, A;.

Como o AAPB est4 inscrito na circunferéncia C; e |AB| é um didmetro de C;, entdo pelo
Corolério 3.1, o triangulo € retangulo em P, isto é, APB =90°.

Sabe-se que a soma dos angulos internos de um triangulo é 180°, entdo, com relacao ao
A APB, temos

APB+PBA+BAP =180°= PBA+BAP =90°,
mas BAP = 180° — OP; Ay, logo
PBA+180°— 0P A; =90° = OP, A; =90° + PBA.
Ainda, temos que OP,A; = OP By + B P1 A;, logo obtemos

OP,B; + B1P;A; =90°+ PBA=> OBP + B;P; A; =90° + PBA.
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Como, por construcao, O, A e B sdo colineares, temos que OBP = PBA. Logo
PBA+B1P1A; =90° + PBA=> B P1 A} = 90°.

Deste modo, mostramos que o A A; P} By é retangulo em P; e sua hipotenusa é o segmento
de reta A; B. Do Teorema 3.10, podemos afirmar que o A A; Py B; estd inscrito em uma cir-
cunferéncia C, cujo diametro é [A; By .

Por fim, temos que se A, P, B € C, entdo A, P, By € Cy, e como P é um ponto arbitrédrio de Cj,
temos que C, € a inversa de C; pela inversao geométrica em C.

Além disso, como C; é interior a C, todos os pontos de C; sdo exteriores a C e, com isso, C»

ndo passsa pelo centro O de C.

Observacdo 4.6. Com applet®, é possivel verificar que os pontos interiores a circunferéncia

C, tem seu inverso dentro da inversdo de Cj, ou seja, interiores a Cs.

5 <https://www.geogebra.org/m/uufdvrzd>
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5 CONSTRUCOES DINAMICAS PARA A
INVERSAO GEOMETRICA

Neste capitulo, apresentaremos as construcdes que permitem obter a imagem de re-
tas e circunferéncias por uma inversao geométrica em relagdo a uma circunferéncia C. Se-
pararemos as construcoes em diferentes casos, de acordo com a posicao relativa entre C e as

curvas consideradas, e também conforme as curvas passem ou nao pelo centro de C.

As construgoes serdo efetuadas com o auxilio do GeoGebra e cada passo contera a
indicacao de qual ferramenta do software deve ser utilizada. A Construcao 1 e a Construcao
2, juntamente com as Proposicoes 4.5, 4.6 e 4.7, fornecerao as bases para as construgdes que
serao realizadas. Por isso, ndo serao incluidas as justificativas matemaéticas para cada passo,

uma vez que elas ja foram inseridas, respectivamente, nas sessoes 4.2 e 4.3.

Ap6s cada construcdo, serd fornecido o link para acesso a um applet, desenvolvido
no GeoGebra, que permite variar os elementos utilizados na respectiva construcdo, de modo
com que seja possivel visualizar dinamicamente o resultado da inversao geométrica de retas

e circunferéncias. A principal referéncia utilizada neste capitulo consiste em CMPU (2023).

5.1 CONSTRUCOES DINAMICAS PARA A INVERSAO GEOME-
TRICA DE CIRCUNFERENCIAS

Considere uma circunferéncia C de centro O e raio p. Nesta secao, descreveremos as
construcoes dinamicas que fornecem as imagens, pela inversdao geométrica em C, de outras
circunferéncias, situadas no interior ou no exterior de C e que passam ou nao por O. Cada
constru¢do dard origem a um applet, que permitira visualizar dinamicamente os resultados

obtidos com as proposicoes demonstradas na secao 4.3.

Iniciamos com a construcao referente a inversdao geométrica de uma circunferéncia

situada no interior de C e que nao passa por seu centro.

Construcdo 3: A circunferéncia C; de centro O e raio p; pertence ao interior da circunferén-
cia C(O, p) e nao passa por O.
Justificativa:

Passo 1: utilizando a ferramenta do GeoGebra “circulo dados centro e um de seus pontos”

construa uma circunferéncia C de centro O e raio p.

Essa construcao consiste na primeira etapa das Construcdes 1 e 2, podendo ser visu-

alizada na Figura 10.
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Passo 2: utilizando a ferramenta “circulo: centro e raio” construa uma circunferéncia C; de

centro O e raio fixo p;, de modo que C; fique completamente situada no interior de C, con-

forme exibido na Figura 34.

Figura 34 — Construcdo de uma circunferéncia C; de raio fixo e interior a C

. N =
(P //.'\.’ i_,.@ 4 \ 2
a

0=(10,8
o (10.8) @ Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
O B=(1639) @ Circulo: Centro & Raio e

c: Circulo(O, B) { :. Compasso
@

= (x-10)? + (y- 8)? Q Circulo definido por Trés Pontos
@) 0= (8, 10) (" Semicirculo

. .
> N » | Arco Circular 0

d: Clrcu\0(0.2) .

© q Arco Circuncircular

(x-8)* + (y- 10)2
Q Setor Circular
P = Ponto(d)

O Q Setor Circuncircular

= (8.03,12) ®

r : Semirreta(O, P)

= -dx - 1.97y = -55.72 2

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 3: utilizando a ferramenta “ponto” construa um ponto P pertencente a circunferéncia

C;, conforme ilustrado na Figura 35.

Figura 35 — Construcao de um ponto P pertencente a C;

A 2 OO &N
O.APOHTI)' N
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",4' Vincular / Desvincular Ponto
O X Intersecéo de Dois Objetos
@ . " Ponta Médio ou Centro : 10

.2 Namero Complexo

@

f\j Otimizacéo

f\ f'l Raizes

P = Ponto(d)

©
= (803, 12) ® .
r : Semirreta(O, P)

O

= -4x- 197y =-55.72 2

Ponto

Selecione uma

Fonte: Elaborado pela autora (2023).
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Passo 4: repita os passos de 3 a 7 realizados na Construcao 1, para construir o inverso geo-

métrico do ponto P, o qual denotamos por P; e que estd situado no exterior de C.

Na Figura 36, podemos verificar o ponto P; construido no quarto passo.

Figura 36 — Inverso de um ponto pertencente a Cj, interior a C

AL O0 4L N 2

w

= -4x- 197y = -55.72 A 16

s : Perpendicular(P, r) :
o 14

= 197x-4y=-322

ntersecao(c, s)

T = (1164, 13.77)

(@] Q = (443, 10.23) H 10

Tangente(Q, c)

h: -5.57x 4+ 223y =-1.89

:

O Tangente(T,c) i &
= i: 1.64x + 5.77y = 98.57
B 4
® P; = Intersecdo(h,r)
= (6.44, 15.25)
2
+

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Concluimos, pelo Teorema 4.1, que o ponto P; é o inverso geométrico de P, em rela-
cdo a C. Para que seja possivel visualizar a inversao geométrica de toda a circunferéncia C;

sdo necessarios mais dois passos.

Passo 5: com o botdo direito do mouse, clique no ponto P; e ative o seu rastro, conforme

indicado na Figura 37.
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Figura 37 — Ativacdo do rastro de P;
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 6: com o botdo direito do mouse, clique no ponto P e ative a sua animacao, conforme

representado na Figura 38.

Figura 38 — Ativacdo da animacao de P;

DIFNPE S S o s )P AN
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Com isso, o ponto P ird se deslocar sobre a circunferéncia C; e, dinamicamente, o

seu inverso geométrico P ird gerar uma outra circunferéncia C,, que é aimagem de C; pela
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inversao geométrica em C, como pode ser visto na Figura 39.

Figura 39 — Inversao geométrica da circunferéncia C;, interior a C

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Destaca-se que tanto C; quanto sua imagem C, ndo passam pelo centro O da circun-
feréncia C em realcdo a qual a inversao geométrica € efetuada, o que estd em conformidade

com a Proposicao 4.5.

No applet' é possivel acessar a construcdo dinAmica realizada no GeoGebra referente
a inversdo geométrica de uma circunferéncia situada no interior de C(O, p) e que nao passa
pelo centro O. Ao acessar o applet e ativar a animac¢ao do ponto P é possivel visualizar a

circunferéncia descrita por P;.

A préxima construcgio refere-se a inversdo geométrica de uma circunferéncia situada
no interior de C e que passa por seu centro O.

Construcdo 4: A circunferéncia C; de centro O e raio p; pertence ao interior da circunferén-
cia C(O, p) e passa pelo ponto O.

Justificativa:

Passo 1: consiste em construir uma circunferéncia C de centro O e raio p, utilizando a fer-
ramenta de construcao “circulo dados centro e um de seus pontos” de forma andloga ao

primeiro passo da Construcao 1.

Passo 2: utilizando a ferramenta “circulo: centro e raio” construa uma circunferéncia C; de

centro O e raio fixo p;, de modo que C; fique completamente situada no interior de C e

1 <https://www.geogebra.org/m/aqncr8uy>
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tenha como um de seus pontos o centro de C (ponto O), conforme ilustrado na Figura 40.

Figura 40 - Circunferéncia que passa pelo centro O de C
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O B=(39) @ Circulo: Centro & Raio »
C: Circulo(0, B) : Compasso
© = (x-10)2 + (vy-9)? Q Circulo definido por Trés Pontos
@ 6=(1010) (™ Semicirculo

. .
N « | Arco Circular
Cr: Circu\o(O‘ 1)
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P = Ponto(C;) i .
O GJ Setor Circuncircular
= (11, 10) ®
-
r : Semirreta(O, P)
@)

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 3: utilizando a ferramenta “ponto”, construa um ponto P pertencente a circunferéncia

C;, conforme exibido na Figura 41.

Figura 41 — Ponto P pertencente a circunferéncia C;
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).
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Passo 4: repita os passos de 3 a 7 realizados na Construcao 1, para construir o inverso geo-

métrico do ponto P, o qual denotamos por P; e que estd situado no exterior de C.

Na Figura 42 podemos verificar o ponto P; construido no quarto passo.

Figura 42 — Inverso de um ponto P pertencente a C;
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Concluimos, pelo Teorema 4.1, que o ponto P; é o inverso geométrico de P, em rela-
¢do a C. Para que seja possivel visualizar a inversdo geométrica de toda a circunferéncia C;

sd0 necessarios mais dois passos.

Passo 5: com o botdo direito do mouse, clique no ponto P; e ative o seu rastro, conforme

indicado na Figura 43.
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Figura 43 — Ativacdo do rastro de P;
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 6: com o botdo direito do mouse, clique no ponto P e ative a sua animacao, conforme

destacado na Figura 44.

Figura 44 — Ativacdo da animacao de P

DIFNZEE = S oNsIPANIEIIE

L4

@)

= x+y=-1

s : Perpendicular(P, r)

= x-y=-21

Intersecao(C, s)

= A= (1287 813)
T = (0913, 1187)

Tangente(T, C)

t:-0.87x + 287y = 26.13

Tangente(A, C)

= i: 2.87x - 0.87y = 29.87

Py = Intersecio(t,r)

= (145, 135)

Ponto P(11, 10)

Coordenadas Polares

Exibir Objeto
Exibir Rotulo
Exibir Rastro

Animacdo e

Renomear

Apagar

Configuragtes

v
v

N

15

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Com isso, o ponto P ira se deslocar sobre a circunferéncia C; e, dinamicamente, o seu

inverso geométrico P; ird gerar uma reta /, que é a imagem de C; pela inversao geométrica
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em C, como pode ser visto na Figura 45.

Figura 45 — Inversao geométrica da circunferéncia C;, que passa por O

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Percebe-se que a reta /, imagem da circunferéncia C; pela inversdo geométrica em

relacao a C(O, p), ndo passa pelo centro O de C, conforme obtido na Observacao 4.5.

O applet? exibe a constru¢io dinamica, efetuada no GeoGebra, da inversdo geomé-
trica de uma circunferéncia que passa pelo centro O da circunferéncia C(O, p) em relacdo
a qual a inversdo é efetuada. Ao acessar o applet e ativar a animacdo do ponto P € possivel

visualizar a reta [, descrita por P;.

A construcdo seguinte corresponde a inversao geométrica de uma circunferéncia si-

tuada completamente no exterior de C(O, p) e que, consequentemente, ndo passa por O.

Construcdo 5: A circunferéncia C; de centro O e raio p; pertence ao exterior da circunfe-
réncia C(0O, p).

Justificativa:

Passo 1: esse passo consiste em construir uma circunferéncia C, de centro O e raio p, utili-
zando a ferramenta “circulo dados centro e um de seus pontos”, da mesma forma com que

foi efetuado no primeiro passo da Construcao 1.

Passo 2: utilizando a ferramenta “circulo: centro e raio”, construa uma circunferéncia C; de
centro O e raio fixo p;, de modo com que C; fique completamente situada no exterior de C,

conforme ilustrado na Figura 46.

2 <https://www.geogebra.org/m/zpjyuwye>


https://www.geogebra.org/m/zpjyuwye
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Figura 46 — Construcao de uma circunferéncia exterior a C
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 3: utilizando a ferramenta “ponto” construa um ponto P pertencente a circunferéncia

C,, conforme ilustrado na Figura 47.

Figura 47 — Ponto P sobre C; exteriora C
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 4: repita os passos de 3 a 9 realizados na Construcao 2, construa o inverso geométrico

do ponto P, o qual denotamos por P; e que estd situado no interior de C.
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Na Figura 48, podemos verificar o ponto P; construido no quarto passo.

Figura 48 — Ponto P, inverso geométrico de P

3 . -
B]d A > O00 4 N = %

hd ]
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® i : Perpendicular(T, f)

= -8.12x - 2y =-106.2
® Py = Intersecdo(i,f)

= (11.05, 8.26)
+

v 2 4 [ ] 10 1z 12 16 1 0

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Concluimos, pelo Teorema 4.2, que o ponto P; € o inverso geométrico de P, em re-
lacao a circunferéncia C. Para que seja possivel visualizar a inversdo geométrica de toda a

circunferéncia C; sdo necessarios mais dois passos.

Passo 5: com o botdo direito do mouse, clique no ponto P; e ative o seu rastro, conforme
indicado na Figura 49.
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Figura 49 — Ativacdo do rastro de P;

Passo 6: com o botao direito do mouse, clique no ponto P e ative a sua animacao, conforme

destacado na Figura 50.

= (x-1410)? + [y- 0.02)2 = 1850 =/ 16

A
® Intersecao(C, D)

= T = (10.35, 10.98)
(@] G = (1168, 551)
® Tangente(T, C)

= g 0.35x + 298y = 36.34
® Tangente(G, C)

= h: 1.68x - 2.409y = 589
® i : Perpendicular(T,f)

= -8.38x - 2.04y = -109.08
O P; = Intersecdo(i,f)

= (1101, 8.25)
+ E

DIEIZE B SIoNs] PANIEIR

Ponto P4(11.01, 8.25)

Coordenadas Polares
v
v
Exibir Rastro o

Exibir Objeto

Exibir Rétulo

Renomear

Apagar

Configuracdes

20

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Figura 50 — Ativacdo da animacao
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Com isso, o ponto P ird se deslocar sobre a circunferéncia C; e, dinamicamente, o

seu inverso geométrico P; ird gerar uma outra circunferéncia C, que é a imagem de C, pela
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inversao geométrica em C, como pode ser visto na Figura 51.

Figura 51 — Inversao geométrica da circunferéncia C;, exterior a C

o}

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Destaca-se, novamente, que a circunferéncia C,, imagem de C; pela inversao geomé-

trica em C, ndo passa pelo centro O de C, o que estd de acordo com a Proposicdo 4.7.

O applet® contém a construcdo dinamica, efetuada no GeoGebra, da inversio geo-
meétrica de uma circunferéncia situada no exterior de C(O, p). Ao acessar o applet e ativar a

animacdo do ponto P € possivel visualizar a circunferéncia descrita por P;.

A construcdo seguinte corresponde a inversao geométrica de uma circunferéncia que

intersecta a circunferéncia C(O, p) e que ndo passa por O.

Construcdo 6: A circunferéncia C; de centro O e raio p intersecta a circunferéncia C(O, p).
Justificativa:

Passo 1: utilizando a ferramenta do GeoGebra “circulo dados centro e um de seus pontos”
construa uma circunferéncia C de centro O e raio p. Esse passo consiste na primeira etapa

das construcdes anteriores e pode ser visualizado na Figura 10.

Passo 2: utilizando a ferramenta “circulo: centro e raio” construa uma circunferéncia C; de
centro O e raio fixo p;, de modo que C; fique parcialmente interior e parcialmente no exte-

rior de C. A circunferéncia construida pode ser vista na Figura 52.

3 <https://www.geogebra.org/m/bd6f3pq2>


https://www.geogebra.org/m/bd6f3pq2
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Figura 52 — Circunferéncias que se intersectam
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 3: utilizando a ferramenta “intersecao de dois objetos” selecione C e C;. Com isso

surgirao dois pontos, que denotaremos I; e I,.

A Figura 53 exibe os pontos I; e I, obtidos no terceiro passo.

Figura 53 — Pontos de intersec¢do entre C e C;
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(=p/ 14
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 4: utilizando a ferramenta “ponto”, construa um ponto P sobre a circunferéncia Cy, de



Capitulo 5. CONSTRUCOES DINAMICAS PARA A INVERSAO GEOMETRICA 66

modo com que P seja interior a C.

A Figura 54 exibe o ponto P construido no quarto passo.

Figura 54 — Ponto P pertencente a C; e interiora C
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 5: utilizando os passos de 3 a 7 vistos na Contrugdo 3, construa o inverso geométrico

do ponto P, o qual nomearemos P; e que estd situado no exterior de C.

A Figura 55 ilustra a construgdo do ponto P;, efetuada no quinto passo.
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Figura 55 — Inverso geométrico de P, exterior a C
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 6: movimente P sobre C; até que ele se encontre no exterior de C.

Passo 7: repetindo os passos de 3 a 9 realizados na Construcao 2, construa o inverso geomé-

trico de ponto P, o qual nomearemos P, e que estard situado no interior de C.

A Figura 56 ilustra a constru¢do de ponto P, efetuada no sétimo passo.

Figura 56 — Inverso geométrico de P, interiora C
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).
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Concluimos, pelos Teoremas 4.1 e 4.2, que os pontos P; e P, sdo 0s inversos geomé-

tricos de P, de acordo com a sua posi¢do, em relagdo a circunferéncia C.

Para que seja possivel visualizar a inversdo geométrica de toda a circunferéncia C;

sdo necessarios mais dois passos.
Passo 8: com o botdo direito do mouse, clique nos pontos P; e P, e ative 0s seus rastros.
Passo 9: com o botdo direito do mouse, clique no ponto P e ative a sua animacao.

Com isso o ponto P ird se deslocar sobre a circunferéncia C; e, dinamicamente, os
inversos geométricos P; e P;, de acordo com a posicdo de P em relacdo a C, irdo gerar uma
outra circunferéncia, indicada por C,, que é aimagem de C; pela inversao geométrica em C,

como pode ser visto na Figura 57.

Figura 57 — Inversao de uma circunferéncia C; que intersecta C

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Destaca-se, novamente, que a circunferéncia C,, imagem de C; pela inversao geomé-
trica, ndo passa pelo centro O de C, o que estd de acordo com a Proposicdo 4.7, pois C; ndo
passa por O.

No applet* é possivel acessar a construcdo dinamica realizada no GeoGebra referente
ainversao geométrica de uma circunferéncia que intersecta C(O, p) e que ndo passa pelo seu

centro O.

4 <https://www.geogebra.org/m/ppts4qv8>


https://www.geogebra.org/m/ppts4qv8
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5.2 CONSTRUCOES DINAMICAS PARA A INVERSAO GEOME-
TRICA DE RETAS

Nesta se¢do, descreveremos as construcoes dinamicas que fornecem a inversao geo-
métrica de retas. Novamente, cada construcao dard origem a um applet, que permitird visu-

alizar dinamicamente os resultados obtidos com as Proposicdes 4.5 e 4.6.

Iniciamos com a construgdo referente a inversao geométrica de uma reta situada

completamente no exterior de C(O,p) e que, consequentemente, nao passa por O.
Construcao 7: Areta [ ndo intersecta a circunferéncia C(O, p).

Justificativa:

Passo 1: utilizando a ferramenta do GeoGebra “circulo dados centro e um de seus pontos”
construa uma circunferéncia C de centro O e raio p. Esse passo pode ser visualizado na Fi-
gura 10.

Passo 2: utilizando a ferramenta “reta”, marque dois pontos quaisquer, de modo que a reta

criada nao intersecte a circunferéncia C.

A Figura 58 exibe a reta construida no segundo passo, bem como a ferramenta do
GeoGebra utilizada.

Figura 58 — Reta que nao intersecta C
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 3: utilizando a ferramenta “ponto”, marque um ponto P sobre a reta [.
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A Figura 59 exibe o ponto P € [, construido no terceiro passo, e a respectiva ferra-

menta do GeoGebra.

Figura 59 — Ponto P sobre [

) — e, vy

A
P Ponio e
g

[.‘“ Ponto em Objeto

@) ‘/' Vincular / Desvincular Ponto
>~\/ Intersecé&o de Dois Objelos

o . " Ponto Médio ou Centro

.Z Nimero Complexo

@) /\f’ Otimizacao
I( \,J Raizes

M = PontoMédio|g)

O

= (528, 7)

C; : Circulo(M, P)
O

= (x-5.287 + (y- 7 =839

Ponto

i (A OO 4N

A I

o

®

@

4

Selecione uma [ 0 ou reta, fungio ou curva

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 4: repetindo os passos de 3 a 9, realizados na Construcao 2, construa o inverso geomé-

trico do ponto P, o qual nomearemos por P;.

A Figura 60 exibe a construcdo do ponto Py, realizada no quarto passo.

Figura 60 — Inverso de P
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).
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Para que seja possivel visualizar o inverso de toda a reta / sdo necessarios mais dois

passos.
Passo 5: com o botdo direito do mouse, clique no ponto P; e ative o rastro do mesmo.
Passo 6: com o botdo direito do mouse, clique no ponto P e ative a sua animacao.

Com isso, o ponto P ird se deslocar sobre a reta [ e, dinamicamente, o seu inverso
geométrico P; ird descrever uma circunferéncia C;, que é a imagem de / pela inversao geo-

métrica em C, como pode ser visto na Figura 61.

Figura 61 — Inversdo da reta / que ndo intersecta C

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

No appler’® é possivel acessar a constru¢ao dinamica realizada no GeoGebra referente
a inversao geométrica de uma reta que nao intersecta C(O, p) e, consequentemente, nao
passa pelo centro O. Ao explorar o applet é possivel movimentar toda areta [ e observar que,
sempre que / ndo intersectar C, sua inversdao geométrica serd uma circunferéncia comple-
tamente situado no interior de C e que passe por seu centro O, conforme preconizado pela

Proposicao 4.5.

A construcao seguinte corresponde a inversdo geométrica de uma reta secante a cir-

cunferéncia C(O, p) e que ndo passa por O.
Construcao 8: Areta / é secante a circunferéncia C(O, p).
Justificativa:

Passo 1: utilizando a ferramenta de construcdo “circulo dados centro e um de seus pontos”

construa uma circunferéncia C de centro O e raio p. Esse passo pode ser visualizado na Fi-

5  <https://www.geogebra.org/m/ta8nwcnr>


https://www.geogebra.org/m/ta8nwcnr

Capitulo 5. CONSTRUCOES DINAMICAS PARA A INVERSAO GEOMETRICA 72

gura 10.
Passo 2: utilizando a ferramenta “reta”, marque dois pontos quaisquer, de modo que a reta

criada seja secante a circunferéncia C.

A Figura 62 ilustra a construcdo de uma reta [, secante a C, conforme efetuado no

segundo passo.

Figura 62 — Reta secante a C
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 3: utilizando a ferramenta “ponto”, marque um ponto P sobre a reta [, de modo que P

esteja no interior de C.

A Figura 63 é mostrado um ponto P tomado sobre [ e situado no interior de C.
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Figura 63 — Ponto P € [ no interior de C
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= (081, 68) ®

@)

s : Semirreta(O, P)

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 4: utilizando os passos de 3 a 7 realizados na Construcdo 1, construa o inverso geomé-

trico do ponto P, o qual nomearemos P; e esta situado no exterior de C.

A Figura 64 mostra a construcao realizada no quarto passo, com destaque para Py, o

inverso geométrico de P.

Figura 64 — Inverso de P € [ interiora C

DEZE I SoNsPANIEIIR
N

P = Ponto(l)
o
= (9.81, 6.8) ®

s : Semirreta(O, P)

= -08x+ 18ly =45

® r : Perpendicular(P, s) H 7
= -18Ix- 08y =-2319
- G
® Intersecao(C, r)
= T=(1072,473)
5
(@] Q= (8.91, 8.86)
® Tangente(T, C) H 1
= t272%-127Ty=2314
P; = Intersecdo(s. t) 3
= (1216, 7.83)

v 4 5 G T 8

Fonte: Elaborado pela autora (2023).



Capitulo 5. CONSTRUCOES DINAMICAS PARA A INVERSAO GEOMETRICA 74

Passo 5: movimente o ponto P de maneira que ele fique situado no exterior de C.

Passo 6: utilizando os passos de 3 a 9 realizados na Construgdo 2, contrua o inverso geomé-

trico do ponto P, o qual nomearemos P, e que esta situado no interior de C.

A Figura 65 mostra a construcao realizada no sexto passo, com destaque para P;.

Figura 65 — Inverso de P € [, exteriora C

\ . -
] A <00 4N =@
f = Segmento(O.P) N
o
= 348 9
M = PontoMédio(f) :
@] 5
= (9.4, 4.97)
® c: Circulo(M, P) .
= (x-0.4) 4+ (y- 497): = 3.04
Intersegio(C, c) g
o
= T, = (1098 57)
5
ry : Perpendicular(Ty, f)
o
= -2.8Ix + 2.07y =-19.04
4
P, = Intersecdo(f,r)
@]
= (10.08, 4.47) X
+
v o4

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Para que seja possivel visualizar o inverso da reta / sdo necessarios mais dois passos.
Passo 7: com o botdo direito do mouse, clique nos pontos P; e P, e ative 0s seus rastros.
Passo 8: com o botdo direito do mouse, clique no ponto P e ative sua animacao.

Com isso, o ponto P ird se deslocar sobre a reta / e, dinamicamente, os pontos P; e
P, irao descrever uma circunferéncia C1, que é a imagem de [/ pela inversdao geométrica em

C, como pode ser visto na Figura 66.



Capitulo 5. CONSTRUCOES DINAMICAS PARA A INVERSAO GEOMETRICA 75

Figura 66 — Inverso da [ secante a C

Fonte: Elaborardo pela autora (2023).

No applet® é possivel acessar a construcdo dinamica realizada no GeoGebra referente
a inversao geométrica de uma reta secante a C(O, p) e que ndo passa pelo centro O. Ao ex-

plorar esse applet, é possivel movimentar a reta [ e observar que:

* 0s pontos em que [ intersecta C sempre pertencem a circunferéncia C;, o que ocorre

devido a Proposicao 4.1;

e sempre que a reta [ intersectar C, sua inversdo geométrica serd formada por dois ar-
cos, que em conjunto compodem a circunferéncia C;. O arco de C; que é externoa C é

descrito pelo ponto P; e o arco de C; interno a C € descrito pelo ponto P;

¢ acircunferéncia C, sempre passa pelo centro O de C, conforme preconizado pela Pro-

posicao 4.5;

e conforme o ponto P tende ao infinito sobre a reta [/, seu inverso geométrico fica cada
vez mais proximo do centro O de C, o que estd em conformidade com a Observacao

4.3 e com a Proposicao 4.4.

A construcdo seguinte corresponde a inversdo geométrica de uma reta secante a cir-

cunferéncia C(O, p) e que passa por O.
Construcao 9: Areta / passa pelo centro da circunferéncia C(O, p).

Justificativa:

6 <https://www.geogebra.org/m/csdeuah7>
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Passo 1: utilizando a ferramenta de construgdo “circulo dados centro e um de seus pontos”
construa uma circunferéncia C de centro O e raio p. Esse passo pode ser visualizado na Fi-

gura 10.

Passo 2: utilizando a ferramenta “reta” construa uma reta que passa pelo centro O da circun-

feréncia C.

A Figura 67 exibe uma reta secante a C e que passa pelo seu centro, conforme cons-

truido no segundo passo.

Figura 67 — Reta que passa no centro de C
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[ &

@ O e 0 e
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P = Ponto(l)
= (10, 8) ®
r: Semirreta(O, P)

O

= x+y=-12

Reta

AJUDA

Selecione dois pontos ou duas

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 3: utilizando a ferramenta “ponto” construa um ponto P sobre a reta /, de maneira que

P esteja no interior de C e seja distinto de O.

A Figura 68 exibe um ponto P € [, com P # O, construido no terceiro passo.
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Figura 68 — Ponto P € [, interiora C
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 4: utilizando os passos de 3 a 7 realizados na Construcdo 1, construa o inverso geomé-

trico do ponto P, o qual nomearemos P; e estd situado no exterior de C.

A Figura 69 ilustra a construcgao de P, realizada no quarto passo.

Figura 69 — Inverso de P € [ interiora C

[ Y _
.A/,;,;..‘-@@éxii +

® P = Ponto(l) N

= (954, 7.09) ®
® r : Semirreta(O, P)

= -1.00x + 0.54y = -6.52
® s : Perpendicular(P, r)

= -0.54x - 1.09y =-12.89
® Intersecao(C, s)

= T =(12.15,5.78)
(@) Q = (6.93, 8.39)
® Tangente(T, C)

= t: 3.15x - 0.22y = 37.08
® Py = Interseco(t,r)

= (12.68, 13.36)

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Passo 5: movimente o ponto P de maneira que ele se torne exterior a circunferéncia C.
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Passo 6: utilizando os passos de 3 a 9 realizados na Construcao 2, construa o inverso geo-
métrico do ponto P, o qual nomearemos P, e que estard situado no interior de C, conforme

exibido na Figura 70.

Figura 70 — Inverso de P € [ exterior a C
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Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Para que seja possivel visualizar a inversdao geométrica da reta / sao necessarios mais

dois passos.
Passo 7: com o botdo direito do mouse, clique nos pontos P; e P, e ative 0s seus rastros.
Passo 8: com o botdo direito do mouse, clique no ponto P e ative a sua animacao.

Com isso, o ponto P ird se deslocar sobre a reta / e, dinamicamente, os pontos P; e P»
irdo descrever a propria reta /, que corresponde a sua inversdao geométrica, como pode ser

visto na Figura 71. ]
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Figura 71 — Inversdo da reta / que passa em O

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

No applet’ é possivel acessar a construcio dindmica realizada no GeoGebra referente
a inversdo geométrica de uma reta secante a C(O, p) e que passa pelo centro O. Ao explorar o
applet, é possivel alterar o raio p e a posicao do centro O da circunferéncia C, de modo com
que areta [ seja transladada ou rotacionada, mas sempre continue passando por O. Ao fazer

isso, pode-se observar que:

* 0s pontos em que areta / intersecta C permanecem fixos pela inversao geométrica em

C, de acordo com a Proposicao 4.1;

e ainversao da reta [, pela inversao geométrica em C, é a propria reta /, o que estd em

conformidade com a Proposicao 4.6;

* conforme o ponto P varia no interior de C, seu inverso geométrico P; varia no exterior

de C, descrevendo as duas porcoes ilimitadas de /;

* conforme o ponto P varia no exterior de C, seu inverso geométrico P; varia no interior

de C, descrevendo a porcao limitada de [;

e conforme o ponto P se aproxima do centro O de C, mais distante de O estd o seu in-
verso geométrico P,, que consiste em um ponto no infinito, de acordo com a Observa-

cao4.3.

7 <https://www.geogebra.org/m/xbctyx9x>


https://www.geogebra.org/m/xbctyx9x
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5.3 SINTESE DAS CONSTRUCOES DINAMICAS

As Proposicgoes 4.5, 4.6 e 4.7, juntamente com a Observacao 4.5, permitem caracteri-
zar aimagem de retas e circunferéncias pela inversdao geométrica em relacao a uma circunfe-
réncia C(O, p). Conforme verificamos nas construcdes anteriores, aimagem obtida depende
do fato da curva original passar ou ndo pelo centro O da circunferéncia C. A Figura 72 sinte-

tiza os resultados obtidos com as construgoes descritas nas sessoes 5.1 e 5.2.

Figura 72 — Imagem de retas e circunferéncias pela inversao geométrica em C(O, p)

Curva original Inversdo da curva Observagio
Circunferéncia Cr interior a C e ndo passa por O Circunferéncia C+ exteriora C 1
Circunferéncia G+ exteriora C Circunferéncia G+ interior a ¢ 2
Circunferéncia C+ interior & C e passa por O Reta ( ndo intersecta C 3
Circunferéncia C+ intersecta C e ndo passa por O C|rcunferenuﬁdic%‘;;g‘ﬁ;sggg n?eir?’li? passa por O 4
Circunferéncia G+ intersecta C e passa por O Reta fintersecta C e ndo passa por O 5
Reta / ndo intersecta C Circunferéncia C+ interior 4 C e passa por O 6
Reta /intersecta C e ndo passa por O Circunferéncia C+ intersecta C e passa por O 7
Reta /intersecta C e passa por O Reta ! intersecta C e passa por O (ela mesma) 8

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

As observagoes numeradas na Figura 72 referem-se aos resultados matemaéticos, de-
monstrados no Capitulo 4, e as respectivas construcoes no GeoGebra, descritas neste capi-
tulo, que permitem comprovar as caracteristicas geométricas da inversdao de cada uma das
curvas descritas. Tais observacdes estdao indicadas a seguir:

1. Proposicao 4.7 e Construcao 3.
2. Proposicao 4.7 e Construcao 5.
3. Proposicdo 4.5 e Construgao 4.
4. Proposicdo 4.7 e Construgao 3.
5. Proposicao 4.5 e Construcgdo 6, com a circunferéncia C; passando por O.
6. Proposicdo 4.5 e Construcao 7.
7. Proposicao 4.5 e Construcao 8.
8. Proposicao 4.6 e Construcao 9.
Com base nas informacdes sintetizadas na Figura 72, podemos afirmar que a inversao

geométrica em C transforma retas e circunferéncias em retas ou circunferéncias, porém nao

reciprocamente.
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No applet® é possivel acessar a construcdo dinamica realizada no GeoGebra referente
a inversdo geométrica de uma circunferéncia qualquer. A exploracdo do applet permite mo-
dificar as circunferéncias C e C; de modo a variar a posicao relativa entre elas e o fato de
C; passar ou nao pelo centro de C, e visualizar as diferentes imagens possiveis da inversao

geométrica de C; em relacdo a C, contemplando todas as construgdes vistas na Se¢do 5.1.

O applet® permite acessar a construcdo dinamica realizada no GeoGebra referente a
inversao geométrica de uma reta qualquer. Ao explorar o applet é possivel alterar a circunfe-
réncias C e a reta [ de modo a modificar a posicdo relativa entre elas e o fato de [ passar ou
nao pelo centro de C, e visualizar as diferentes imagens possiveis da inversao geométrica de

I em relacdo a C, contemplando todas as construgdes vistas na Secdo 5.2.

<https://www.geogebra.org/m/qcguqy3m>

9 <https:/ /www.geogebra.org/m/wxxjxmkf>


https://www.geogebra.org/m/qcguqy3m
https://www.geogebra.org/m/wxxjxmkf
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho a inversao geométrica foi explorada por meio de duas pers-
pectivas que se integram. Partindo da sua definicdo matematica, provamos diversas proprie-
dades satisfeitas pela inversao geométrica. A seguir, com o suporte do GeoGebra, efetuamos
uma variedade de constru¢des dindmicas que permitem visualizar o efeito de uma inversao
geométrica quando aplicada a pontos, retas e circunferéncias. Com isso, tornou-se possivel
transitar entre as diferentes representacoes (Duval, 2009) do objeto matematico relacionado

a inversdo geométrica.

Em particular, provamos que uma inversao geométrica transforma retas e circunfe-
réncias em retas ou circunferéncias, nao respectivamente, a depender se a curva original
passa ou ndo pelo centro da circunferéncia em relacao a qual inversao é realizada. Para cada
possibilidade, apresentamos o passo a passo das construgdes que fornecem a imagem de
tais curvas pela inversao geométrica. Também disponibilizamos os links de treze applets e
de um objeto de aprendizagem, desenvolvidos no GeoGebra, que permitem visualizar e ex-

plorar a defini¢do e as propriedades da inversao geométrica.

Nesse sentido, consideramos que os objetivos previstos para este trabalho foram atin-
gidos. Destacamos também que o desenvolvimento das constru¢des dindmicas relacionadas
a inversao geométrica de retas e circunferéncias se mostrou um avang¢o em relacao as refe-
réncias bibliograficas utilizadas como base para este trabalho, uma vez que tais referenciais,
ainda que discutissem as propriedades matemaéticas das inversdes geométricas, em geral
ndo abordavam suas construcdes dindmicas, restringindo-se somente a construcoes estati-

cas.

A realizacao deste trabalho também proporcionou contribui¢ées para o meu desen-
volvimento académico e profissional, enquanto futura professora de Matematica. Por meio
deste trabalho foi possivel ampliar meus conhecimentos sobre o GeoGebra, especialmente
em relacdo as suas ferramentas para o desenvolvimento de applets e suas potencialidades

para a compreensao e visualiza¢do de conceitos matematicos.

O desenvolvimento deste material também traz perspectivas para a realizagdo de no-
vas pesquisas, como a aplicacdo da inversdo geométrica em outras conicas, como hipérbo-
les, elipses ou parabolas; a representacdo algébrica para a inversao geométrica, a partir da
utilizacdo de nimeros complexos; a discussao sobre a importancia da circunferéncia em re-
lacdo a qual uma inversao geométrica é realizada; a utilizacdo de outras conicas como base
para uma inversdo geométrica e também a respeito da Geometria Inversiva e a aplicabili-

dade da inversao geométrica em problemas fisicos.
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Por fim, destacamos que a execuc¢do desse trabalho permite vislumbrar a criacdo de
um produto educacional, a ser composto pelos applets desenvolvidos, que possuem poten-
cial de constituir um material didatico formado por objetos de aprendizagem integrados
aos diferentes recursos do GeoGebra e que, quando tornados publicos, poderdo ser utili-
zados por qualquer pessoa interessada em aprofundar seus conhecimentos em relacao as

propriedades de inversoes geométricas.
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