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RESUMO

E possivel modelar componentes de sistemas de software em sistemas 16gicos, porém sistemas
de software complexos nao sao facilmente modelados em linguagens simples. Para obter uma
linguagem logica que seja capaz de expressar propriedades complexas pode-se combinar sistemas
16gicos mais simples. Uma das formas de combinar 1dgicas € a fusdo de 16gicas modais. Porém,
qualquer tipo de combinagdo de l6gicas é uma tarefa complexa, que requer que sistemas 16gicos
sejam tratados como objetos matemdticos para entdo serem combinados entre si. Modelar
sistemas 16gicos em assistentes de provas pode facilitar o processo de combinacdo de 16gicas
pois, em assistentes de provas, sistemas 16gicos jd sdo tratados como objetos matematicos. Mais
ainda, assistentes como Coq e Lean possuem grande gama de ferramentas de automacao que
facilitam o processo de desenvolvimento de provas. Este trabalho propde modelar de forma
paramétrica l6gicas multimodais resultantes da fusdo de sistemas 16gicos, no assistentes de
provas Coq, e provar a preservacao de algumas propriedades de 16gicas pela operacao de fusdo.
Ap6s uma revisao da literatura relevante, foi modelado um estudo de caso de fusdes de légicas
modais no Coq e foi implementado de forma paramétrica a fusdo de 16gicas modais, onde
foi possivel modelar, de forma paramétrica, a fusdo de sistemas sintaticos de 16gicas modais

quaisquer.

Palavras-chave: Coq. Assistentes de Provas. Logicas Multimodais. Fusdo de Logicas.



ABSTRACT

It is possible to model software components in logical systems, however complex software
systems are not easily modelled in simple logical languages. To obtain a logical language capable
of expressing complex properties, combining simpler logical systems is a possibility. One of
the ways to combine logical systems is by means of fusions of modal logics. However, any
kind of combination of logics is a complex task, that requires logical system to be treated as
mathematical objects for they then be able to be combined. Modelling logical systems in proof
assistants can make the combination process easier, since, in proof assistants, logical systems are
already treated as mathematical objects. Moreover, proof assistants such as Cog and Lean have a
large amount of automation tools that help in the process of developing proofs. As such, this
work proposes to parametrically model multimodal logicas resulting from the fusion of logical
systems, in the Coq proof assistant, and to prove the preservation of some properties of logics by
the operation of fusion. After a review of the relevant literature, a case study of fusion of modal
logics in Coq was modeled and the fusion of modal logics was was parametrically implemented,
where it was possible to parametrically model the fusion of syntactic systems of any modal

logics.

Keywords: Coq. Proof Assistants. Multimodal Logics. Fusion of Logics.
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1 INTRODUCAO

Loégica modal € uma familia de 16gicas ndo cldssicas com diversas aplicagdes, tanto na
filosofia quanto na computacdo e na matemdtica. A primeira formulagdo da l6gica modal surge
dentro da filosofia com os trabalhos de Lewis, de acordo com Gabbay (2003). Lewis definiu
um conjunto de axiomas com modalidades para representar o conceito de implicaciao de forma
mais proxima aquela da linguagem natural, porém sua interpretacdo filosofica e seus axiomas
para implicagdo foram substituidos por outras interpretagdes e conjuntos de axiomas voltados
A matemadtica, como é o caso de Godel (GODEL, 1986), que lidou com a representabilidade
da légica intuicionista dentro da légica classica. Apesar disso, dois dos sistemas semanticos
definidos por Lewis, os sistemas S4 e S5, ainda sdo estudados até hoje.

Apenas com os trabalhos de Carnap (CARNAP, 1942) e Kripke (KRIPKE, 1959;
KRIPKE, 1963) que uma interpretagdo semantica da légica modal foi definida. Carnap de-
finiu uma semantica baseada em descricdes de estados, porém, como apresentado por Zalta
(1995), a maneira que Carnap definiu a semantica faz com que repeticdes de modalidades nao
tenham efeito na interpretacdo semantica da férmula. A seméantica definida por Kripke é baseada
no conceito de mundos possiveis e relacdes entre mundos, essa € a apresentacdo semantica mais
utilizada atualmente, de acordo com Zalta (1995).

Ainda nos primeiros anos de estudo da 16gica modal, outras interpretacdoes de modalidades
surgiram, por exemplo, com os trabalhos de Prior (PRIOR, 1957; PRIOR, 1967), que estudou
como representar o conceito de temporalidade dentro de linguagens modais e com os trabalhos de
von Wright e Hintikka (WRIGHT, 1951; HINTIKKA, 1962), que estudaram como representar os
conceito de conhecimento e crenga dentro de linguagens modais. Ambas interpretagcdes de logica
modal tém importincia na computacao: a ldégica temporal € muito usada como um formalismo
para especificar e verificar corretude de programas, como inicialmente proposto por Pnueli
(1977) e mais recentemente estudado por Lamport (2002); ja a 16gica epistémica € usada como
um formalismo para especificar sistemas multiagentes e sistemas distribuidos, como apresentado
em Fagin et al. (1995).

Linguagens modais ja eram ferramentas bem estabelecidas quando Thomason (1984)
apresentou uma formalizacdo de uma l6gica que continha dois operadores modais distintos.
Apesar de ndo ser o primeiro trabalho a tratar deste assunto (o primeiro sendo Fitting (1969)
de acordo com Roggia (2012)), o método de Thomason foi o primeiro método genérico de
combinacgdes de 16gicas, segundo Carnielli e Coniglio (2020), ja4 que o autor apresentou um
algoritmo para combinar as linguagens légicas descritas de forma sintatica e semantica.

Paralelo aos desenvolvimentos em légica modal, a teoria de tipos surgiu como uma
alternativa a teoria de conjuntos como uma fundagio para a matemaética. Inicialmente proposta
por Russell (RUSSELL, 1903) como tentativa de lidar com paradoxos da teoria de conjuntos,
a teoria de tipos foi adotada pela ciéncia da computagao desde os primérdios da mesma, com

trabalhos como Church (1940) que formulou a teoria de tipos com a sintaxe do Célculo-A, Curry
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e Feys (1958) que apontaram uma correspondéncia entre axiomas de um fragmento de l6gica
proposicional e combinadores do Célculo-A, e Howard (1980) que generalizou a correspondéncia
de Curry para toda a 16gica intuicionista e todo o Calculo-A, dando surgimento ao que hoje é
chamado de Correspondéncia de Curry-Howard.

Estes e muitos outros avancos em computagdo e teoria de tipos proporcionaram, durante
os anos de 1960 e 1970, o surgimento de softwares chamados assistentes de provas (HARRISON;
URBAN; WIEDIJK, 2014). Estes sdo sistemas computacionais que permitem usudrios definirem,
raciocinarem e provarem propriedades sobre teorias e objetos matemadticos, segundo Geuvers
(2009). O assistente Automath (BRUIJN, 1980) foi, segundo Harrison, Urban e Wiedijk (2014),
o primeiro assistente que usou a Correspondéncia de Curry-Howard para codificar provas, algo
que ¢ feito até os dias de hoje.

Com avancos na teoria de tipos provenientes de trabalhos como os de Martin-
Lof (MARTIN-LOF, 1975; MARTIN-LOF; SAMBIN, 1984) e sua Teoria de Tipos Intuicionista
se tornou possivel o desenvolvimento de assistentes de provas mais complexos, como Coq, Lean
e Isabelle. Destes sistemas, € de interesse deste trabalho o Coq, que € um assistente desenvolvido
pelo instituto francés INRIA desde 1984 e € baseado em um sistema de tipos chamado de Calculo
de Construgdes Indutivas (TEAM, 2022).

O Coq é comumente usado como uma ferramenta para formalizar e verificar sistemas
16gicos e computacionais (PAULIN-MOHRING, 2012). Diversos resultados significativos foram
obtidos com Coq, dentre eles podem ser destacados: a certificacdo de um compilador para a
linguagem C (LEROY, 2021), a verificacdo do kernel do sistema operacional seL.4 (KLEIN et
al., 2010) e uma formalizacdo de uma prova do Teorema das 4 Cores (GONTHIER, 2005).

Com isso, a proposta deste trabalho é continuar a biblioteca de 16gica modal em Coq
desenvolvida em Silveira (2020) e Silveira et al. (2022). A biblioteca serd expandida para
representar sistemas l6gicos modais resultantes da fusido de sistemas modais mais simples, o
codigo desenvolvido esta disponivel em um repositério do GitHub no endereco <https://github.
com/funcao/LML/tree/Fusao>.

1.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo geral deste trabalho € modelar, no assistente Coq, sistemas de 16gicas mul-
timodais resultantes da fusdo de l6gicas modais mais simples, preservando propriedades das

l16gicas combinadas.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS
Com base no objetivo geral, os seguintes objetivos especificos sdo definidos:
1. Estudar os principais conceitos de combinacdes de 1dgicas, em especial, a fusao;

2. Realizar um estudo de caso de fusdes de 16gicas modais no Coq;


https://github.com/funcao/LML/tree/Fusao
https://github.com/funcao/LML/tree/Fusao

13

3. Modelar, de forma paramétrica, sistemas de l6gicas multimodais resultantes de fusio de

16gicas modais em Coq.

1.3  TRABALHOS RELACIONADOS

A partir de um levantamento da literatura, foram identificados quatro trabalhos semelhan-
tes ao presente trabalho, estes sdo: Benzmiiller (2010) onde o autor apresenta uma modelagem
de l6gica modal normal com quantificadores, l6gica intuicionista, 16gica de controle de acesso e
16gica de raciocinio espacial em Calculo-A Simplesmente Tipado, apresentando também como
€ possivel combinar as 16gicas descritas, algumas derivacdes dentro das 16gicas combinadas,
algumas propriedades da 16gica modal quantificada e uma implementacdo dos sistemas 16gicos
discutidos em provadores automaticos de teoremas e assistentes de provas, em especifico, em
LEO-II', TPS? e Isabelle?. Fuenmayor e Benzmiiller (2019) onde os autores utilizam o assistente
de provas Isabelle para modelar, por meio de Shallow Embeddings*, linguagens multimodais
resultantes de combinacdes de linguagens modais mais simples, em especifico, modelam uma
l6gica diadica dedntica (um tipo de logica de obrigatoriedade) com modalidades aléticas e
quantificadores e uma semantica bidimensional para a 16gica, descrevem exemplos de problemas
em linguagem natural e um problema ético que podem ser expressos dentro do sistema légico
modelado. Lescanne e Puisségur (2007) onde os autores utilizam o assistente de provas Coq para
modelar a l6gica dindmica do conhecimento comum, que € uma légica resultante da combinagdo
da l6gica dinamica com a légica de conhecimento comum (um tipo de 16gica epistémica), descre-
vem um sistema axiomatico de Hilbert para a 16gica e apresentam como exemplo de aplicagcdo
o problema das criancas enlameadas®. Rabe (2017), onde o autor apresenta uma modelagem
de diversos sistemas logicos dentro de uma linguagem de representacdo de fatos matematicos
baseada em teoria de tipos chamada My, 16gicas sdo descritas sintdtica e semanticamente e
uma apresentacao categorial e em teoria de tipos de sistemas 16gicos é dada, € descrito o conceito
de combinacdo de logicas a partir de uma perspectiva categorial e sdo dados alguns exemplos de
l6gicas combinadas dentro da linguagem descrita.

Os trabalhos levantados ndo tratam de algum método especifico de combinacao de légicas,
porém todos exceto Rabe (2017) apresentam combinagdes de 16gicas modais por um método
semelhante a fusdo, descrita no Capitulo 3, e apenas Rabe (2017) apresenta combinacdes de
quaisquer duas ldgicas, porém usando um formalismo que ndo foi encontrado em outros trabalhos

na literatura, exceto em trabalhos publicados pelo mesmo autor.

<https://page.mi.fu-berlin.de/cbenzmueller/leo/>

<https://gtps.math.cmu.edu/tps.html>

<https://isabelle.in.tum.de/>

Veja (AZURAT; PRASETYA, 2002) ou o Capitulo 5 deste trabalho

Descricdo e solucdo do problema em inglés: <https:/plato.stanford.edu/entries/dynamic-epistemic/
appendix-B-solutions.html#muddy>

W o W N =


https://page.mi.fu-berlin.de/cbenzmueller/leo/
https://gtps.math.cmu.edu/tps.html
https://isabelle.in.tum.de/
https://plato.stanford.edu/entries/dynamic-epistemic/appendix-B-solutions.html#muddy
https://plato.stanford.edu/entries/dynamic-epistemic/appendix-B-solutions.html#muddy
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1.4 METODOLOGIA

O desenvolvimento deste trabalho se iniciou com um levantamento da literatura sobre
l6gicas modais, combinag¢des de ldgicas e sobre o método de fusdo de 16gicas modais, apds,
foi feito um levantamento da literatura sobre teoria de tipos e assistentes de provas, com um
foco no assistente Coq. Paralelamente a isso, foram buscados trabalhos relacionados ao presente
trabalho.

Com a finalizagcdo dessa etapa, foi iniciada a escrita do texto e a implementacio de
16gicas multimodais no Coq. Inicialmente foi implementado o estudo de caso, para verificar a
possibilidade de se atingir os objetivos propostos, entdo foi implementado o sistema multimodal

e a fusao de sistemas modais.

1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 é apresentada a 16gica modal
e multimodal e algumas propriedades de ambas sdo descritas, no Capitulo 3 é apresentado o
conceito de fusdo de 16gicas modais e alguns resultados importantes referentes a preservacao de
propriedades, no Capitulo 4 é apresentado o conceito de assistentes de provas e o assistente Coq
¢ descrito com alguns detalhes, no Capitulo 5 é descrita a implementagdo da biblioteca de 16gica
modal que serve de base para este trabalho, de uma prova de conceito feita para demonstrar
a possibilidade de atingir os objetivos deste trabalho e da modelagem paramétrica de 16gicas
multimodais resultantes de fusdo e, por fim, no Capitulo 6 s@o apresentadas as conclusdes deste
trabalho.
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2 LOGICA MODAL

Légica modal € a 16gica que trata do conceito de modalidades, estes sdo operadores
l6gicos que qualificam verdades sobre proposi¢oes, segundo Goldblatt (1993). Por exemplo,
podemos afirmar que uma certa sentenga deve ser verdadeira, pode ser verdadeira, sempre serd
verdadeira, dentre muitos outros. De acordo com Zalta (1995) os operadores de necessidade e
possibilidade s@o chamados de “modais” pois eles especificam o modo como as subsequentes
proposi¢des devem ser interpretadas. J4 Blackburn, Rijke e Venema (2001) afirmam que, se
perguntar para trés 16gicos o que € 16gica modal, os trés dardo respostas diferentes.

Segundo Gabbay (2003), o inicio do estudo de l6gicas modais se d4 com os estudos de
Lewis (LEWIS, 1918; LEWIS; LANGFORD; LAMPRECHT, 1959), na tentativa dos autores
de definir o conceito de implicacdo estrita, esta seria uma implicac¢do cuja interpretacdo é mais
proxima da no¢do de linguagem natural do que da nocao matematica. A implicagdo matematica,
ou booleana (chamadas de implicagao material pelo autor), “se ¢ entdo Y seria substituida
por “é necessdrio que, se @ entdo Y, seu objetivo com isso era resolver certos paradoxos que a
implicacdo material traz. Por exemplo, a frase “Se a Lua € feita de queijo, entdo 2 x 2 =47 ¢
uma implicacdo material correta, visto que 2 x 2 de fato € igual a 4, apesar da frase “A Lua € feita
de queijo” ser absurda. J4 a frase “E necessdrio que, se a Lua é feita de queijo entdo 2 x 2 = 4”
nao é uma implicagdo estrita correta, visto que € fato que 2 x 2 = 4 apesar da Lua ndo ser feita
de queijo’.

Para estudar implicagdo estrita, Lewis definiu cinco sistemas axiomdticos S1,...,S5 inde-
pendentemente de outros matemadticos contemporaneos. Destes, os sistemas S4 e S5 tornaram-se
amplamente conhecidos dentro da 16gica modal, ndo por causa dos trabalhos de Lewis, mas sim
pelos trabalhos de Godel (1986) e Orlov (1928), em que ambos tentavam interpretar a 1ogica
intuicionista dentro da 16gica classica. O estudo da semantica da l6gica modal se iniciou com
Carnap (CARNAP, 1942), porém, de acordo com Zalta (1995), havia um erro na definicao de
Carnap, em especifico, repeticdes de modalidades ndo afetavam a interpretagdo semantica de uma
formula. Por exemplo, a formula “Necessariamente necessariamente ¢’ seria semanticamente
equivalente a “Necessariamente (.

Foi apenas com Kripke (KRIPKE, 1959; KRIPKE, 1963) que se obteve uma formulacao
definitiva da semantica da 16gica modal. A semantica definida (conhecida como seméntica de
Kripke, ou semantica de Mundos Possiveis) lida com mundos e relacdes de acessibilidade entre
eles. Nessa defini¢do semantica, a validade de férmulas depende de mundos. Em especifico,
féormulas que ndo envolvem modalidades dependem apenas de um mundo “local”, ja férmulas
que contém modalidades dependem dos mundos acessiveis pelo mundo local.

A 16gica modal que contém apenas as modalidades duais de necessidade (representada

por [J) e possibilidade (representada por ) é chamada de 16gica modal alética. Essas nao sio

" Podemos representar essa frase na notagdo que serd apresentada a frente da seguinte forma: CJ(p — ¢), onde

p — “Alua é feita de queijo”, g — “2 x 2 =4".
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as unicas modalidades que podem ser expressas em légicas modais, conceitos como tempo,
moralidade e conhecimento também podem ser expressos em uma linguagem modal. Caso uma
linguagem modal contenha véarias modalidades ndo duais, ela é chamada de 16gica multimodal.
Por exemplo uma 16gica alética com as modalidades [, [, e [J3 e suas respectivas duais 1, ¢2
e {3 ou uma logica que contém as modalidades ¢ alética e a modalidade O de obrigatoriedade
da 16gica modal dedntica.

Uma 16gica pode ser entendida como uma tripla £ = (A,Fa,a) onde A € a linguagem
(conjunto de todas as férmulas bem formadas) de £, Fa € uma relacdo de consequéncia semantica
definida sobre A e -a € uma relacdo de consequéncia sintdtica definida sobre A. Podemos omitir
o subscrito A por simplicidade. Relacdes de consequéncia permitem estabelecer uma nogao de
consequéncia (ou derivagdo) entre conjuntos (possivelmente vazios) de férmulas e férmulas,
com base em certas regras semanticas ou sintaticas. Estd definicdo € semelhante a defini¢ao
apresentada por Carnielli et al. (2008).

Neste capitulo, serd apresentada a 16gica modal normal, de forma sucinta, focando na
16gica monomodal alética, que serd simplesmente chamada de 16gica modal. Na Sec¢do 2.1 sera
definida a linguagem da 16gica modal, na Secdo 2.2 serd definida a semantica de mundos possiveis
e algumas propriedades desta serdo descritas, na Secdo 2.3 serd descrita uma axiomatizagao
para a l6gica modal, na Secdo 2.4 sdo apresentados outros sistemas de l6gica modal, assim
como o conceito de correspondéncia de frames, na Secdo 2.5 serdo apresentadas algumas meta
propriedades de 16gicas modais, na Se¢do 2.6 serd apresentado o conceito de 16gicas multimodais,
sua linguagem, semantica e axiomatizacao, na Secdo 2.7 serdo descritas outras l6gicas modais e,
por fim, na Secdo 2.8 sera apresentado o conceito de 16gica modal visto como um conjunto de
férmulas.

No que segue, usaremos letras gregas mindsculas v, @, y, ... para representar féormulas
bem formadas de uma linguagem e letras gregas maidsculas I', A X, ... para representar conjuntos

de férmulas.

2.1 LINGUAGEM

A linguagem LM da 16gica modal apresentada é baseada nas defini¢des de Gabbay (2003)
e Chellas (1980), onde P = {po, p1,... } € um conjunto contdvel de dtomos, T € a constante
l16gica de verdade, | € a constante 16gica de falsidade e a linguagem € definida sobre a assinatura

(conjunto de conectivos) C = {(J,0,—, A, V,—}. Temos entdo a seguinte defini¢do:

Definicao 1 (Linguagem da Légica Modal). A linguagem da logica modal € definida indutiva-
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mente como 0 menor conjunto que satisfaz as seguintes regras:

T.lelM
PCLM

Se ¢ € LM, entdo o ¢ € LM, sendo o € {(J, 0, —}

Se @,y € LM, entéo po y € LM, sendo o € {A,V,—} |

Podemos utilizar uma assinatura mais simples para a légica, onde outros conectivos

podem ser representados a partir da seguintes dualidades:

Definicao 2 (Dualidades entre Conectivos). Os conectivos apresentados anteriormente respeitam

as seguintes dualidades:

op L -O-¢ Dualidade O e ¢
o=y def —QV Y Dualidade — e VvV -
-Q &f o— L Dualidade — e L
ONY oot (- V) Dualidade A e V

Segundo Chellas (1980), o conjunto de subférmulas de uma dada férmula ¢ € o conjunto

de todas as férmulas y que compde ¢. Temos entdo a seguinte defini¢do:

Definicéo 3 (Subférmulas). O conjunto de subférmulas de uma férmula @, denotado por Sub(¢),

¢ definido indutivamente por:

2.2 SEMANTICA

Semanticamente, a l6gica modal pode ser apresentada de forma algébrica, como em Rog-
gia (2012) e Blackburn, Rijke e Venema (2001), ou de forma relacional pela Semantica de
Mundos Possiveis, como em Chellas (1980), Zalta (1995) e Gabbay (2003). No presente trabalho
usaremos a semantica de mundos possiveis. De acordo com Wind (2001), o conceito de mundos
possiveis que Kripke definiu vém de ideias de Leibniz, que distinguia verdades em nosso mundo
e verdades em todos os mundos possiveis de serem criados. Nessa linha de pensamento, para
alguma proposicao ser dita necessariamente verdadeira ela deve ser verdadeira em todos os
mundos possiveis.

Formalmente, sendo YV um conjunto de mundos € R uma relacdo bindria definida sobre

WV denominada relagdo de acessibilidade, isto € R C W x W. Dados wy, w; € WV, a expressao
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woRw € lida como “wy estd relacionado com w;”’. Outras interpretagdes podem chamar R de

relacdo de alternatividade, relatividade ou vizinhanga.
Definicio 4 (Frames). Um frame é um par F = (W, R),onde W # Fe R CW x W. [

Para atribuir valores verdade a férmulas em mundos, devemos definir outra estrutura

chamada de modelo?, que associa frames a fungdes de valoragio.

Definicao 5 (Modelos). Modelos sdo pares de frames e funcoes de valoracdo da forma
M =(F,V), onde F é um frame e V é uma funcio total binria definida por V : P — 2V,
sendo 2"V o conjunto das partes de WW. Caso nio seja necessdrio explicitar o frame de um modelo,
podemos apresentar modelos como M = (W, R, V). [

A fungdo V descreve o conjunto de mundos onde um dado dtomo € interpretado como
verdadeiro. Por exemplo, sendo W = {wy,...,wio}, V(po) = {wo,w1,wi0} indica que o dtomo
po € verdadeiro nos mundos wg,w; € wig, ja V(p1) = @ indica que o dtomo p; ndo é verdadeiro

em qualquer mundo.

Exemplo 1 (Frames, Modelos e Classes). Sendo W = (wg,w;) um conjunto de mundos e R =
{{wo,wp), (wo,w1)} uma relacdo de acessibilidade definida sobre V. Podemos definir um frame
F = (W,R) e uma fun¢do de valoragdo V como V(po) = {wo,w1},V(p1) = {w1},V(pi) =
@,i > 3, logo, podemos construir um modelo M = (F V).

Podemos definir uma classe de frames §> como a classe de todos os frames (W, R) onde
IW| =2, logo F € §>. Também podemos definir uma classe de modelos 9> como a classe de
todos os modelos (F',V') onde F’ € §?, logo M € M2, |

Podemos entio definir valoracdo de formulas em mundos de um dado modelo, como
apresentado em Chellas (1980).

Definicdo 6 (Valoragdo de Férmulas). Sendo M = (W, R,V) e wy € W, denotaremos por
M,wg IF @ ou wy lFaq @ o fato que a formula ¢ é valida no mundo wy do modelo M e

definiremos por:

M,owo =T

M,owo ¥ L

M,wq IF p; sse wo € V(p;), para p; € P

M, wq IF =@ sse M, wo ¥ ¢

MwolE @ Ay sse (M,wglE @ e M, wg - y)
Mwo lF @V y sse (M,wg IF @ ou M,wy IF y)
Mwo IF @ — v sse (M, wo F @ ou M,wy IF y)

2 Alguns autores chama essa estrutura de “Modelos de Kripke”.
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M,wo IFOg sse Yw; € W, (woRw; — M,wy I @)
M, wo IF Q@ sse Iwy € W, (wogRwi AM,wy IF @) [ ]

Podemos estender a no¢do de validade de férmulas para (classes de) frames e modelos,
como definido em Wind (2001).

Definicao 7 (Validade em Modelo). Uma férmula ¢ € dita vdlida em um modelo M = (W, R, V),
denotado por M IF ¢, se, e somente se, Vw € W, M, wlF . [ |

Definicao 8 (Validade em Classes de Modelos). Uma férmula ¢ € dita vdlida em uma classe de
modelos M, denotado por M IF @, se, e somente se, VM € M, M I+ @. [ |

Definicio 9 (Validade em Frame). Uma férmula ¢ € dita vdlida em um frame F = (W, R),
denotado por F I @, se, e somente se, VM = (F, V), M- . [ ]

Definicao 10 (Validade em Classes de Frames). Uma férmula ¢ € dita vdlida em uma classe de
frames §, denotado por § IF @, se, e somente se, V.F € §, F I . [ |

As defini¢des de satisfazibilidade de férmulas em estruturas sdo andlogas as defini¢es de
validade, mas com alteragGes na quantificagcdo, entdo, por exemplo, uma férmula € dita satisfeita
em um modelo se ela € verdadeira em algum mundo do modelo, ji4 uma férmula € dita satisfeita
numa classe de modelos se € satisfeita em algum modelo da classe. Um conjunto de férmulas é
dito satisfeito/vdlido em alguma estrutura se toda férmula deste conjunto € satisfeita/valida nesta

estrutura.

Definicao 11 (Férmulas Vélidas). Uma férmula ¢ é dita vdlida, denotado por I+ ¢, se, e somente

se, F |- ¢ para qualquer frame F. |
Por fim, temos a consequéncia semantica, como descrito em Wind (2001):

Definicao 12 (Relacdo de Consequéncia Semantica). Sendo & uma relacdo definida sobre
2tM 5 LM e sendo 90t uma classe de modelos, S serd dita uma relacio de consequéncia semantica
onde, paratodo ' C LM e ¢ € LM, (I', ) € S se, e somente se, se para todo y € I', M I 7,
entdo M I @, em qualquer modelo M € 9. Denotaremos consequéncias por I' E ¢ ou I' Foy ¢.

Caso I' = @ escreveremos = @ ou Fgp @ e ¢ serd dita uma tautologia na classe 1. ]

2.3 AXIOMATIZACAO

Existem, na literatura, diversos sistemas dedutivos para a l6gica modal, dentre eles
sistemas de dedu¢do natural, como € o caso de Wind (2001), sistemas de tableaux, como € o caso
de Priest (2008) ou sistemas axiomaticos de Hilbert, como € o caso de Chellas (1980), Gabbay
(2003) e Zalta (1995). O presente trabalho apresentard um sistema axiomatico no modelo de
Hilbert.
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De acordo com Gabbay (2003), um sistema axiomdtico de Hilbert € composto de um
conjunto possivelmente finito de férmulas e de um conjunto finito de regras de inferéncia. Este
conjunto de féormulas € chamado de conjunto de axiomas da l6gica em questdo e a l6gica € dita
axiomatizdvel pelo conjunto.

Uma derivagdo de uma férmula ¢ em um sistema de Hilbert € uma sequéncia finita de
formulas yp, ..., ¥, ¢, onde toda férmula é uma instincia de um axioma ou o resultado da
aplicacdo de regras de inferéncia em férmulas anteriores na sequéncia. Instancias de férmulas

sdo obtidas a partir da substitui¢do de proposi¢des em férmulas, como descrito abaixo:

Definicao 13 (Substitui¢do). Sendo ¢ e y férmulas, a substituicdo em ¢ de p; por y, denotada
por @{p; — y} é definida como:

p{pim Y=y

pi{pir W} =pj, casoi# j

(c@){pi— y} =o(e{pi— y}),0€ {00, ~}

(@oo@){pi— v} = (eo{pi— y}opi{pi— y}),0€{AV,—} u

Temos o seguinte conjunto de regras de inferéncia:

Definicao 14 (Regras de Inferéncia). A légica modal pode ser descrita pelas regras de

Necessitagdo (Nec) e Modus Ponens MP:

I'-o N ' —vy I'-oe
TFde ¢ TFy

MP
|

E o seguinte conjunto de axiomas, como apresentado em Silveira (2020). E de interesse
ressaltar que este conjunto ndo € minimo nem méximo, € possivel apresentar uma axiomatiza¢ao

com menos axiomas, assim como com mais axiomas:

Definicao 15 (Axiomas da Logica Modal). A 16gica modal pode ser descrita pelo seguinte

conjunto A de axiomas:

po — (p1 — po) (Ax1)
(Po — (p1 = p2)) = ((po — p1) = (Po — p2)) (Ax2)
(=p1 = —po) = (po — p1) (AX3)
po— (p1 = (poAp1)) (Ax4)
(PoAp1) = po (AX5)
(PoAp1) = p1 (AX6)
po— (poV p1) (AX7)

p1— (poV p1) (Ax8)
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(po — p2) = ((p1 = p2) = (PoV p1) = p2) (Ax9)
—po — Po (Ax10)
H(po — p1) — (Bpo — Up1) (K)
O(poV p1) = (OpoV Op1) (Possibilidade) M

Dados dois axiomas ¢ e Y, caso ¢ - v ou ¥ - ¢, ¢ e ¥ sdo ditos dependentes, caso
contrario sdo ditos independentes. Dois conjuntos de axiomas ® e W sao dito dependentes
caso exista @; € P e y; € ¥ onde @; e y; sdo dependentes, e sdo ditos independentes caso
contrario. Dados conjuntos de axiomas I" e ¥, escreveremos '@ X para denotar o menor conjunto
de axiomas independentes definido sobre I'U%, como apresentado em Gabbay (2003). Caso
Y = {¢}, escreveremos I' @ ¢.

Com essas defini¢des, podemos entdo apresentar o conceito de axiomatizagdo para a

l16gica modal, como apresentado por Chellas (1980):

Definicdo 16 (Axiomatizagio da Logica Modal). Uma axiomatiza¢do é um par (X,9R), onde X é
um conjunto de axiomas e R € um conjunto de regras de derivacdo. Caso X seja finito, entdao a

16gica axiomatizada por X € dita finitamente axiomatizdvel. |

Toda 16gica monomodal normal pode ser axiomatizada pelo par (A pm T, {Nec, MP}),
onde I" € um conjunto possivelmente vazio de axiomas adicionais. Caso R = {Nec, MP}, pode-

mos omitir YR da apresentacdo da axiomatizagdo desta logica.

Definiciio 17 (Relacio de Consequéncia Sintética). Sendo S uma relacio definida sobre 2MM x
LM e sendo (X,9R) uma axiomatiza¢do, S serd dita uma relagdo de consequéncia sintdtica onde,
paratodo ' C LM e ¢ € LM, (T', ) € S se, e somente se, exista uma derivacdo de ¢ a partir
das férmulas do conjunto I'® X usando as regras em R. Denotaremos consequéncias por I' - ¢.

Caso I' = @ escrevemos |- ¢ e ¢ serd dito um teorema. |

2.4 SISTEMAS DE LOGICA MODAL E CORRESPONDENCIA DE FRAMES

Como apresentado em Chellas (1980) e Gabbay (2003), a imposi¢do de restricdes sobre
a relacdo de acessibilidade de um frame torna certos esquemas de féormulas validos nestes
frames. Estes esquemas de férmulas sdo ditos correspondentes aos frames que respeitam a
restri¢do, por exemplo, o esquema [1¢p — ¢ corresponde a frames cuja relacio de acessibilidade
respeita a propriedade de reflexividade, como apresentado na Tabela 1. O axioma K, apresentado
na Sec¢do 2.3, é correspondente a todos os frames. Se o frame de um modelo respeita uma
dada restricdo, entdo é dito que este modelo também respeita esta restricao, por exemplo,
modelos de frames reflexivos sdo ditos (modelos) reflexivos. Algumas restricdes notdveis e suas
correspondentes formulas encontram-se na Tabela 1.

O sistema de 16gica modal mais simples (também pode ser chamado de sistema bdsico da

l6gica modal) chama-se K, em homenagem a Saul Kripke. O sistema K € definido sobre todos
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Tipo de Relacdo | Condicdo no Frame Esquema

Reflexiva Yw € W,wRw T:Op — ¢

Transitiva Ywo,wi, w2 € W, 4:Oe — Ode
(WoRWl A W1RW2) — woRw»

Euclidiana Ywo, w1, wa € W, 5: 00 = 00
(WoRWl A WQRW2) — wiRw»

Simétrica Vwg, w1 € W, B: ¢ — 000
Wonl — WlRW()

Convergente Vwg,wi,wa,dwz € W, C: 00 — OO0
(won1 N WoRWz) — (WlRW3 VAN W2RW3)

Serial Ywo, Iw; € W, woRw D: 0o — Qo

Funcional VYwo,wi,wa € W, CD: O — o
(WoRWl A WoRWz) — W) =w)

Densa Vwo,wi,Iwp € W, C4: e — Uo
woRw; — (WoRWz A W2RW1)

Tabela 1 — Relagdes e axiomas correspondentes
Fonte: Adaptado de Silveira (2020).

os frames (W, R), sem qualquer restricdo sobre R. Sua relacdo de consequéncia semintica
¢ descrita por uma relacio F definida sobre a classe 91 de todos os modelos cuja relagdo de
acessibilidade do frame nao € restrita, e sua relacdo de consequéncia sintdtica € descrita por uma
relagdo - definida sobre a axiomatizag¢do (A, {Nec,MP}). Representaremos a 16gica definida
sobre o sistema K por Lg = (LM, Fgy,Fk), ou simplesmente por K = (LM, ).

A imposi¢ao de restrigdes sobre a relacao de acessibilidade de frames da surgimento a
outros sistemas de l6gica modal, distintos do sistema basico K. Sendo F, = (W, R) um frame
qualquer pertencente a uma classe de frames §y, onde a relagdo R de todo frame desta classe
respeita alguma restricdo X. Como R € restrito, cada frame F, de §, descreve uma classe de
modelos 2, menor que a classe de todos os modelos sem restricdo. J4 uma axiomatiza¢ao
para F, serd definida pelo par (A m @ E,{Nec,MP}), onde E € o conjunto de axiomas cor-
respondentes a X. Portanto, a classe §, gera o sistema Lz = (LM, Foy_, =), ou simplesmente
F,= (LM,Fg_FF,).

Sistemas de 16gica modal geralmente sdo nomeados de acordo com os nomes de seus
axiomas correspondentes (apresentados na Tabela 1), por exemplo, é chamado de sistema KT o
sistema definido sobre a classe de modelos reflexivos?, ja o sistema definido sobre a classe de
modelos reflexivos e transitivos é chamado de KT4. Podemos omitir o K em nomes de sistemas.

Sao excegdes a essa regra os sistemas S4 e S5, descritos no exemplo a seguir.

Exemplo 2 (Sistemas de Logica Modal). A partir do que foi apresentado na Tabela 1, podemos
descrever outros sistemas l6gicos, como apresentado abaixo (para evitar repeti¢des, a linguagem

LM foi omitida das defini¢coes):

* T = (Fon,,Fr), onde M7 € a classe de modelos reflexivos;

3 Lembre que o axioma K é correspondente a todos os frames.
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* 4= (Fop,,F4), onde M4 é a classe de modelos transitivos;
* S4 = (izmﬂ, Fr1a4), onde M7y € a classe de modelos reflexivos e transitivos;

e S5 = <':93T7-B P 1eBa4), onde M7p4 € a classe de modelos reflexivos, simétricos e tran-

sitivos. Alternativamente, podemos definir S5 por:

- S5= <':9ﬁTB » Fs4aB), onde S4 @ B denota o menor conjunto de axiomas definido

pelo conjunto de axiomas do sistema S4 e o axioma B;

— S5 = (Font,Fres), onde Mrs € a classe de modelos reflexivos e euclideanos.
|

Para denotar valoracdo de férmulas ou validade em sistemas especificos de 16gica modal
usaremos a notagdo S,wl-x @ ouwl-x s @, onde S € alguma estrutura (modelo, frame, classe de
frames, classe de modelos) e X € um sistema. Omitiremos o X subscrito caso ndo seja necessdrio
explicitar o sistema que estd sendo discutido. Andlogo para F e I-.

Por fim, usaremos os termos ‘“‘sistema de 16gica modal”, “l6gica modal” e “l6gica” como

sindnimos no restante do texto.

2.5 ALGUMAS META PROPRIEDADES

Sistemas de l6gica modal sdo, assim como muitos outros sistemas 16gicos, corretos e
completos como foi demonstrado por Silveira (2020), Chellas (1980) e Blackburn, Rijke e
Venema (2001), e também possuem outras propriedades interessantes, como decidibilidade e
propriedade de modelos finitos, como demonstrado por Gabbay (2003). Provar essas propriedades
€ uma tarefa grande, complexa e que se encontra fora do escopo do presente trabalho. Apesar
disso, estas propriedades serdo enunciadas, brevemente explicadas e provas delas na literatura
serdo indicadas.

O problema de demonstrar corretude e completude de sistemas 16gicos se resume a de-
monstrar que hd uma correspondéncia entre suas relacdes de consequéncia sintatica e semantica.
Caso uma logica seja correta entio toda formula sintaticamente derivdvel também € semantica-
mente derivavel, caso uma légica seja completa toda férmula semanticamente derivavel também
¢ sintaticamente derivdvel. Logo, as relacdes de consequéncia sintdtica e semantica de uma
l6gica correta e completa sdo igualmente expressivas.

As defini¢cdes de completude e corretude abaixo foram retiradas de Blackburn, Rijke e
Venema (2001).

2.5.1 Corretude

Definicao 18 (Corretude). Uma 16gica modal £ € dita correta com respeito a uma classe de
frames (modelos) G se, para qualquer férmula ¢ e qualquer frame (modelo) S € G, se -, ¢

entdo S F, @. |
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Teorema 1 (Corretude da Légica Modal K). A l6gica modal K é correta para a classe de todos

os frames. |

Ideia da Prova do Teorema 1. Provas de corretude de 16gicas modais se resumem a provar que
0s axiomas que axiomatizam uma légica s@o corretos, isto é, sdo férmulas validas, e que as regras
de derivagdo preservam validade, isto é, demonstrar que, ao aplicar uma regra de derivacdo em
um conjunto de férmulas vdlidas, teremos como resultado outra férmula vélida.

Em particular, para provar a corretude da I6gica modal K como apresentada neste trabalho,
basta provar que os axiomas descritos na Secao 2.3 sdo validos e que as regras de derivacao de
Necessitacdo e Modus Ponens preservam validade. Como K € correta para a classe de todos os
frames, qualquer outro sistema da l6gica modal “herda” a corretude das regras de derivacao e
axiomas que axiomatizam K. Para provar a corretude de outros sistemas modais, basta provar
que seu(s) axioma(s) correspondente(s) é(sdo) vilido(s) na sua respectiva classe de frames.

Provas de corretude podem ser encontradas em Silveira (2020), Chellas (1980) e Zalta
(1995). |

2.5.2 Completude

Defini¢ao 19 (Completude). Sendo & uma classe de frames (modelos), uma légica £ é dita
fortemente completa com respeito a G se, para qualquer conjunto de férmulas I" e qualquer
formula @, se ' Fg £ @ entdo I' - .

Sendo & uma classe de frames (modelos), uma légica £ € dita fracamente completa com

respeito a G se, para qualquer férmula ¢, se G F, ¢ entdo -, ¢. ]

Teorema 2 (Completude da Logica Modal K). A logica modal K é fortemente completa para a

classe de todos os frames. |

Antes de apresentar a ideia da prova, € necessdrio definir o conceito de consisténcia de

um conjunto de férmulas:

Definicao 20 (Consisténcia). Sendo I' um conjunto de férmulas, I" € dito consistente se nao
existe formula @ talque p €I'e ~p €T |

Ideia da Prova do Teorema 2. Ao contrario da corretude, provas de completude para 16gica
modal sdao consideravelmente complexas e, de acordo com Blackburn, Rijke e Venema (2001),
sdo essencialmente teoremas sobre a existéncia de modelos, pois para demonstrar completude de
uma dada l6gica modal £ com relagdo a uma dada classe de estruturas G, é demonstrado que
todo subconjunto consistente do conjunto de todos os teoremas de L ¢ satisfazivel em algum
modelo.

Entdo o problema se torna: “como construir estes modelos?”. A resposta é: construindo
modelos candnicos. Modelos candnicos sdo uma classe especifica de modelos que estao intima-

mente relacionados com o conceito de conjuntos maximais consistentes de formulas, estes sdo os
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“maiores” conjuntos de féormulas consistentes. Este método de prova € bastante complexo e ndo
ha muito mais que possa ser explicado sobre sem antes abordar detalhes técnicos fora do escopo
deste trabalho. Blackburn, Rijke e Venema (2001), Chellas (1980) e Silveira (2020) apresentam
provas de completude. ]

2.6 LOGICAS MULTIMODAIS

Loégicas multimodais sdo uma extensao intuitiva do conceito de 16gicas modais com
apenas uma modalidade (ou um par de modalidades duais, como € o caso da l6gica alética

apresentada), que contém diversas modalidades distintas.

2.6.1 Linguagem

A linguagem LM, da l6gica n-modal é uma simples extensdo da linguagem da 16gica
modal apresentada na Se¢do 2.1, onde, ao invés de termos apenas a modalidade [] e sua dual ¢,
temos n modalidades [y,. ..., e suas duais O1,...,0,. O conceito de subféormulas € estendido
para lidar com as novas modalidades. Temos a seguinte defini¢do de profundidade modal, como
apresentado por Gabbay (2003), que serd utilizado posteriormente na prova de transferéncia de

completude pela fusdo de 16gicas modais:

Definicio 21 (Profundidade Modal). A profundidade de uma férmula ¢, denotada por d(¢), é

definida indutivamente por:

(p)= 0, caso p e PU{T, L}
d(—¢) = d(e)

d(@oy) = max(d(@),d(y)),0 € {A,V,—}
d(op) = d(¢)+ 1,0 € {0y,...,00,01,...,0n}

Onde max € a funcdo de maximo entre dois nimeros. ]

2.6.2 Semantica e Axiomatizacao

Estender a semantica de mundos possiveis para lidar com diversas modalidades € também
intuitivo, basta estender o conceito de frames para n-frames, como apresentado por Gabbay
(2003).

Defini¢do 22 (n-frames). Um n-frame é uma n-upla F, = WV, R1,...,R,), onde W # & e
RiCWxW,1<i<n. |

Definicao 23 (n-modelos). Um n-modelo é um par de n-frame e uma funcdo de valoracdo da
forma M,, = (F,, V), onde V é uma fungio total bindria definida por V : P — 2"V, Os n-modelos
também podem ser apresentados como M, = (W, Ry,...,R,, V). [ |
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A definic¢do de valoragdo de férmulas em légicas n-modais € uma generalizag¢ao do caso

monomodal, onde os casos para [J e ¢ sdo substituidos por:

M, wo lF ;0 sse Vw; € W, (W()'Riwl — M,,wi IF (p),l <i<n
M, wo IF Qi@ sse Fwyp € W, (woRiwi AM,wilF @), 1 <i<n

As defini¢Oes de outros conceitos semanticos sdo estendidas da maneira intuitiva.

Definicao 24 (Axiomatizagdo Multimodal). O conjunto de axiomas Ay, de uma légica n-
modal € uma generaliza¢do do conjunto Ay monomodal, onde o axioma K € substituido por n

instancias de:
Oi(po — p1) = (Qipo = Oip1),1 <i<n (K5)

e o conjunto de regras de derivacdo € uma generalizacdo do caso monomodal, com 7 instancias da
regra Nec, ou seja, R = {Necy,...,Nec,, MP}. Logo, uma légica n-modal pode ser axiomatizada
pelo par (A v, ® T, {Necy,...,Nec,,MP}), onde I" é um conjunto possivelmente vazio de

axiomas adicionais. ]

A mesma generalizacdo pode ser aplicada para outros axiomas, como apresentado no

exemplo abaixo.

Exemplo 3 (Esquemas Multimodais). Considerando os esquemas de féormulas descritos na

Tabela 1, temos as seguintes generalizacdes multimodais para alguns deles:

T;: Uip— o

4+ Uie — UiLig

5i0 Cip = Li0ig

Bi: ¢ = Ui0ip u

Relacdes de consequéncia sintdtica e semantica sdo estendidos de modo intuitivo. O
sistema n-modal béasico K,, é definido sobre todos os n-frames sem restri¢des, de forma anédloga

ao sistema K monomodal.

Exemplo 4 (Sistemas Multimodais). Apresentaremos aqui as versdes multimodais dos sistemas
de 16gica modal apresentados no Exemplo 2. Para evitar repeti¢des, a linguagem LM, foi omitida

das definicdes:
* T, = (Fan,,,Fr;). onde M1, € a classe de n-modelos reflexivos;

* 4, = (Fon,,,F4), onde My, é a classe dos n-modelos transitivos;

* S84, = <|:ng4n ,FT.@4,), onde M4, € a classe dos n-modelos reflexivos e transitivos;
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* 85, = (Fon gy, " T.oBiw4;)> onde My p4, € a classe dos n-modelos reflexivos, simétricos

e transitivos. Alternativamente, podemos definir S5, por:

- S5, = (l=931764n,l—s4n@3i>, onde S4, & B; denota o menor conjunto de axiomas

definido pelo conjunto de axiomas do sistema S4,, e o axioma B;;

- S5, = <':istnv F1.05,), onde M, € a classe dos n-modelos reflexivos e euclide-

anos. [ |

Um n-modelo M, = (W, Ry,...,R,,V) é dito respeitar uma restri¢do se cada R; res-
peita a restricdo, por exemplo, se toda R; € uma relacdo reflexiva, entdo o n-modelo € dito
reflexivo. Alternativamente, um sistema descrito pela classe de n-modelos que respeitam uma
dada propriedade X" pode ser visto como o sistema onde cada modalidade []; se comporta como
a modalidade [J do sistema monomodal que respeita a mesma propriedade X', como apresentado
por Gabbay (2003).

2.7 OUTROS TIPOS DE LOGICAS MODAIS

Como afirmado no inicio deste capitulo, a I6gica modal ndo lida apenas com conceito
de necessidade e possibilidade, de fato, linguagens modais sdo uma excelente ferramenta para
raciocinar sobre estruturas relacionais, de acordo com Blackburn, Rijke e Venema (2001). Estru-
turas relacionais estdo presentes em diversas dreas do conhecimento, por exemplo, sistemas de
transicao para programas de computador, redes semanticas para representacdo de conhecimento
ou estruturas linguisticas de atributo e valor, de acordo com Gabbay (2003).

Para raciocinar sobre estas e outras estruturas relacionais, € necessdrio especializar a
16gica modal que foi apresentada até entdo, onde os conectivos [J e ¢) de necessidade e possibili-
dade sdo substituidos por outros conectivos modais que representam os conceitos desejados de
modo mais preciso. Ademais, sistemas modais mais complexos podem ser construidos a partir
da combinagdo de sistemas modais mais simples (ROGGIA, 2012), algo que serd visto mais a
frente.

Nesta secao, serdo brevemente apresentadas as 16gicas modais temporal, epistémica e

temporal epistémica, com alguns exemplos de suas aplicacdes em computacao.

2.7.1 Légica Temporal

De acordo com Emerson (1990), 16gica temporal € um tipo especial de 16gica modal que
define um sistema para descrever e raciocinar sobre como a veracidade de afirmagdes mudam
com o tempo. Ja Gabbay (2003) define como uma aplicacio natural e intuitiva da lI6gica modal.
Mais ainda, Emerson (1990) apresenta uma classificacao de l6gicas temporais, onde estas se
dividem em: proposicional ou primeira ordem, global ou composicional, tempo ramificdvel ou

linear, pontos de tempo ou intervalos de tempo, tempo discreto ou continuo, passado ou futuro.
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Gabbay (2003) apresenta cinco modalidades para 16gica temporal, “sempre no passado/fu-

99 ¢ £99

turo”, “desde”, “até€” e “no proximo instante”. J& Emerson (1990) apresenta quatro modalidades

para a l6gica temporal linear, “eventualmente”, “sempre”, “no proximo instante” e “até”.

De acordo com Emerson (1990), Pnueli (1977) foi o primeiro a descrever a légica
temporal como formalismo para verificacdo de programas sequenciais e concorrentes. Exten-
soes da 16gica temporal também sdo muito usadas para formalizar e verificar programas, por
exemplo Lamport (1983) descreve um formalismo baseado em légica temporal para especificar
programas concorrentes, este foi estendido em Lamport (1994) com a descri¢do de um sistema
16gico, baseado em légica temporal, chamado de TLA (Temporal Logic of Actions*) para forma-
lizar e raciocinar sobre programas concorrentes, por fim Lamport (2002) estende o sistema TLA

gerando entdo o sistema TLA™.

2.7.2 Légica Epistémica

Segundo Fagin et al. (1995), a 16gica epistémica € a légica que estuda o conhecimento,
de um ou mais agentes. Gabbay (2003) afirma que a l6gica epistémica € relevante para diversas
disciplinas, dentre elas: teoria dos jogos, inteligéncia artificial e sistemas multiagentes.

Gabbay (2003) apresenta uma formalizacao da légica epistémica como uma légica
multimodal com diversas modalidades [, onde cada [J; indica o conhecimento de um agente
i sobre uma dada férmula ou proposi¢do. Ja4 Lescanne (2004) apresenta como uma logica
multimodal com trés modalidades, Kj, Eg e C que representam, respectivamente, conhecimento
de um agente i, conhecimento de todos os agentes num grupo G e conhecimento comum a todos
0s agentes.

Por fim, Gabbay (2003) define que a 1dgica epistémica pode ser interpretada em sistemas
multimodais aléticos, caso o operador [] seja interpretado de forma epistémica, onde cada
sistema impoe restricdes sobre o conhecimento de um agente. Por exemplo, em um interpretagdo
epistémica de Ty, é imposta a restricao que tudo que um agente sabe € verdadeiro.

Gabbay (2003) descreve uma aplicacao de 16gica epistémica no problema dos trés homens
sébios e os chapéus, apresentado como o problema pode ser modelado dentro de um sistema

l6gico epistémico e descrevendo como o problema € usualmente resolvido.

2.7.3 Légica Temporal Epistémica

Légica Temporal Epistémica é uma familia de 16gicas que foi construida com o intuito de
formalizar o comportamento de agentes em sistemas multiagentes (GABBAY, 2003). Fagin et al.
(1995) afirma que a combinag@o de operadores epistémicos e temporais numa unica linguagem
possibilita que afirmagdes sobre o desenvolvimento do conhecimento no sistema sejam feitas.

A sua linguagem incorpora elementos da linguagem da l6gica temporal e da ldgica

epistémica para poder representar afirmagdes sobre o conhecimento de agentes com relagdao ao

4 Légica Temporal das Acdes.
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tempo, por exemplo “O agente i sempre soube ¢ (FAGIN et al., 1995).
Em Fagin et al. (1995) € apresentada, como exemplo de uma logica temporal epist€mica

para sistemas multiagentes, a formalizacdo de um sistema de transmissao de bits entre agentes.

2.8 OUTRA FORMA DE DEFINIR LOGICAS

A interpretacdo de 16gicas (modais) como sistemas que contém uma linguagem e uma
(ou mais) relacao(des) de consequéncia definida(s) sobre essa linguagem apresentada no co-
meco deste capitulo ndo € a unica defini¢cao possivel do conceito de 16gica. A forma utilizada
por Blackburn, Rijke e Venema (2001), Gabbay (2003) e Fine e Schurz (1996) por exemplo, é
apresentando l6gicas como conjuntos (usualmente infinitos) de férmulas fechados para algum
operador de consequéncia. Esta apresentacdo de l6gica € ttil para demonstrar meta propriedades
de sistemas 16gicos, como completude e corretude.

Nesta interpretacado, € definido um conjunto base de férmulas, usualmente um conjunto
de axiomas, como o apresentado na Defini¢do 15, ou o conjunto de todas as tautologias, e é
definida uma operacdo de consequéncia (sintdtica ou semantica) sob a qual este conjunto deve
ser fechado. O conceito de teoremas/tautologias/consequéncias € definido a partir do fato da
férmula pertencer ao conjunto, dependendo da relacio sobre a qual o conjunto é construido.

Diferentes autores apresentam defini¢cdes levemente diferentes uma da outra, variando a
assinatura utilizada ou o conjunto de axiomas base, porém todas seguem a forma geral descrita
anteriormente. Por exemplo Blackburn, Rijke e Venema (2001) define 16gica modal sobre a
assinatura {—, ¢, V} utilizando o conjunto de todas as tautologias proposicionais juntamente
com o axioma K e a férmula ¢ ¢ <+ —[J—¢, ja Gabbay (2003) define 16gica modal sobre a
assinatura {—,0, 0, A, vV, —} utilizando um conjunto de axiomas semelhante ao apresentado na
Definicdo 15.

Para a definicdo abaixo, vamos considerar a linguagem LM apresentada na Defini¢do 1, o
conjunto Ay apresentado na Defini¢do 15, a regra de Substitui¢do apresentada na Defini¢ao 13

e as regras de Modus Ponens e Necessitacdo apresentadas na Defini¢do 14.

Definicao 25 (Légica Modal como Conjunto). Uma l6gica modal definida sobre uma teoria I" é
o menor conjunto £ tal que I' C £, A|p C L e L € fechado para a regras de Substituicdo, Modus
Ponens e Necessitacdo. Se ¢ € L entdo ¢ é dito um teorema e escrevemos -, @, caso contrario

escrevemos ¥, Q. |

Os sistemas modais apresentados na Secdo 2.4 podem também ser descritos com essa
defini¢do de logica. O sistema K é definido a partir de I' = &, o Sistema T € definido a partir de
I'={0¢ — ¢}, jd o Sistema S5 pode ser definido a partir de I' = {J¢ — ¢,Ceo — OO, ¢ —
O00@}oul ={0p — ¢, 00 — T0e}.

Légicas multimodais sdo definidas de forma andloga. Podemos usar a notagdo -, ¢ para

indicar que @ € L, e ¥, ¢ para indicar que ¢ ¢ L. Tendo apresentado o conceito de l6gica como
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conjunto, podemos apresentar o conceito de dedutibilidade em légicas vistas como conjuntos,

como apresentado em Blackburn, Rijke e Venema (2001):

Definicao 26 (Dedutibilidade). Sendo I' um conjunto de férmulas, ¢ uma férmula e £ uma
16gica, € dito que @ € dedutivel em L a partir de T se -, @, ou existem férmulas y,..., % € I’

tal que:

Fe (A AW) — @

Caso ¢ seja dedutivel em L a partir de I, escrevemos I' -, ¢, caso ndo seja, escrevemos
I'¥# Q. |

Segundo Blackburn, Rijke e Venema (2001), todas as 16gicas sdo fechadas sob a operacdo
de deducdo: se ¢ € dedutivel a partir das premissas Yy, ..., V,, entdo - ype ... e - y, implica
que - @.

Note que esta € uma apresentacdo sintdtica do conceito de 16gica, porém ela ndo € muito
diferente de uma apresentagcao semantica do conceito: considere {§ uma classe de frames, a 16gica
definida por essa classe serd dada pelo conjunto Lz ={¢ | ¢ € LM e § I ¢}.

N3o € dificil de observar que essa definicao de l6gicas modais € equivalente a definicao
apresentada antes neste capitulo. Considere, por exemplo, a lI6gica modal K apresentada na
Secdo 2.4, ela pode ser igualmente definida pelos conjuntos 7 = {@ | ¢ € LM e Fx ¢} U{(pA
AW =00, mEMe Y,k @teTe={p|oclMeFIF @} U{(A---A
) = Q| ©,%,.-. % €LMeY,....% Fon @} (sendo § a classe de frames irrestritos e 9t a
classe de modelos construidos com frames em §), que representam, respectivamente, todas as
férmulas semantica e sintaticamente derivdveis no sistema K.

Naturalmente, é possivel expressar meta propriedades de ldgicas apresentadas como
conjuntos tal e qual é possivel expressar para l6gicas apresentadas como sistemas. As definicdes

abaixo foram retiradas de Blackburn, Rijke e Venema (2001).

Definicao 27 (Corretude como Conjunto). Uma légica £ € dita correta com relagdo a uma

classe de frames (modelos) S se, e somente se, se ¢ € L entdo S |- ¢. Ou seja, L C Lg |

Definicao 28 (Completude como Conjunto). Sendo & uma classe de frames (modelos), uma
16gica L € dita fortemente completa com respeito a G se, para qualquer conjunto de férmulas I
e qualquer férmula ¢, se ' Fg @ entdo I' - ¢.

Sendo G uma classe de frames (modelos), uma légica £ € dita fracamente completa com

respeito a G se, para qualquer férmula @, se G I- ¢ entdo -, ¢. Ou seja, Lg C L. |

Provar a completude e a corretude para logicas vistas como conjuntos pode ser entendido
como provar que as defini¢Oes sintdticas e semanticas desta 16gica sdo equivalentes, como afir-
mado por Blackburn, Rijke e Venema (2001). Considerando £ uma l6gica descrita sintaticamente,

como apresentado anteriormente, e Lz sua correspondente semantica com relagdo a alguma
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classe de frames §. Caso L seja correta para a classe §, entdo £ C Lz, caso £ seja completa,
entdo Lz C L, portanto, caso L seja correta e completa temos que £ = L3.
Podemos entdo apresentar a seguinte defini¢do, retirada de Blackburn, Rijke e Venema

(2001), cuja importancia serd vista a frente.

Definicao 29 (Consisténcia com Respeito a Conjunto). Sendo I'" e A conjuntos de férmulas,
I" é dito consistente com respeito a A, ou A-consistente, se, € somente se, ndo existe y tal que

y €T e =y € A. Uma férmula ¢ é dita A-consistente se { @} é A-consistente. [

Na definicdo anterior, caso A seja uma logica, I" serd dito consistente com respeito a A se
['¥a L, poisT'5 L implica que existem férmulas ¥, ..., % € [talque Fa (o A=A %) — L,
ouseja, Fao (WA A¥) VL. Isto é, existe pelo menos um 7; que pertence a I' mas nao pertence
aAou l €A Caso L €A, Aé dita uma légica inconsistente e todo conjunto é inconsistente
com respeito a A.

Por fim, temos o seguinte resultado auxiliar referente a completude, retirado de Blackburn,

Rijke e Venema (2001), cuja importancia também serd vista a frente:

Proposicao 1. Uma logica L é dita fortemente completa para uma classe de frames §, se, e
somente se, todo conjunto de formulas L-consistente é satisfazivel em algum frame de §. Uma
logica L é dita fracamente completa para uma classe de frames §, se, e somente se, toda formula

L-consistente é satisfazivel em algum frame de §. [

Satisfazibilidade em um frame pode ser entendida como satisfazibilidade em ao menos

um modelo construido com aquele frame. Analogamente para classes de frames.

Prova da Proposicdo 1. A prova para completude fraca é um caso particular para o caso da
completude forte, onde I' = &, logo, provaremos apenas o caso da completude forte. A prova é
dividida em dois casos; no primeiro caso € provado que se uma légica € fortemente completa
entdo todo conjunto consistente € satisfazivel, ja no segundo caso € provado que se todo conjunto
consistente € satisfazivel entdo uma légica € fortemente completa. Ambos os casos serdo provados

por contraposi¢ao.

Caso 1 Supondo algum conjunto de férmulas I e alguma férmula ¢ tal que TU {¢} é L-
consistente e insatisfazivel em §. Como I'U{¢@} é insatisfazivel, temos, pela defini¢do
de F, que TU{@} Foq 1>, em algum modelo M = (F,V) onde F € §. Como TU{¢} é
L-consistente, temos que 'U{¢@} ¥ L. Portanto, £ ndo é fortemente completo para 5.

Caso 2 Supondo que £ nao € fortemente completa com relacdo a §. Logo, existe um conjunto
de formulas I" e uma férmula ¢ tal que I' F5 @, porém I'¥ 2 ¢. Logo, o conjunto 'U{—¢}
€ L-consistente, porém nao ¢é satisfazivel em qualquer frame da classe §. [

> A defini¢do de F nos diz que “Caso o antecedente é satisfazivel em todos os mundos de algum modelo M,

entdo o consequente também serd” Como I'U { ¢} é insatisfazivel em todos os mundos de qualquer modelo M
construido com qualquer frame da classe §, temos que qualquer férmula é consequéncia seméntica de TU {@}.
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Note que a Proposi¢do 1 indica que ha uma correspondéncia entre o conceito de comple-

tude com alguma classe de frames e satisfazibilidade de conjuntos L-consistente nesta classe.
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3 FUSOES DE LOGICAS MODAIS

A fusdo de 16gicas modais € o método mais simples de combinar duas 16gicas modais,
segundo Gabbay (2003). Combinacdes de 16gicas € um topico relativamente recente no estudo
da légica moderna, de acordo com Carnielli e Coniglio (2020). Consiste de métodos para
sintetizar novos sistemas légicos a partir de sistemas ja existentes, seja por meio da juncao de
diversos sistemas em um unico ou pela separacdo de um sistema légico em diversos sistemas
componentes (CARNIELLI et al., 2008). A ideia fundamental por trds da combinacdo de 16gicas
€ que sistemas l6gicos podem ser “reutilizados”, gerando sistemas mais expressivos mas que
possuam as mesmas propriedades tteis dos sistemas 16gicos base (ROGGIA, 2012).

A combinagdo de 16gicas € uma ferramenta para tratar problemas tanto praticos quanto
filos6ficos. Por exemplo, linguagens l6gicas que tratam de espago, tempo e conhecimento
podem ser combinadas num sistema l6gico ideal para raciocinar sobre sistemas multiagentes. J&
linguagens logicas que tratam de obrigatoriedade e possibilidade podem ser combinadas para
tratar do problema da “Obrigacao implica Possibilidade”, onde o fato que algo € obrigatorio
implica que € logicamente possivel de ser feito ou ocorrer (CARNIELLI et al., 2008).

Segundo Carnielli et al. (2008), a fusdo de ldgicas modais pode ser vista como um
mecanismo de combinagdo de légicas ©, tal que, dadas duas l6gicas £ e £;, gera uma nova
l6gica L1, = L1 ® L,. Aldgica L, é entdo definida como uma extensdo (maxima ou minima) das
16gicas base, isto é, estende a linguagem, semantica e sintaxe de £ e £, de maneira controlada,
de forma que nenhuma caracteristica indesejada seja inclusa em L1,. Mais ainda, as légicas
base devem ser apresentadas da mesma forma, por exemplo, duas 16gicas modais apresentadas
semanticamente por uma semantica de mundos possiveis e sintaticamente por uma axiomatizagao
de Hilbert.

O estudo de combinagdes de 16gicas modais se iniciou, segundo Roggia (2012), com Fit-
ting (1969), onde o autor apresenta sistemas 16gicos resultantes de combinagdes de S4, S5 e
sistemas 16gicos dednticos por um método semelhante a fusdo, ja Thomason (1984) introduziu
o termo “fus@o” e definiu sistematicamente a fusdo de 16gicas modais. Ademais, segundo Car-
nielli e Coniglio (2020), a fusdo definida por Thomason foi o primeiro método genérico de
combinacdes de logicas.

No que segue, serd apresentada a fusdo de 16gicas modais e suas propriedades de acordo

com a formulacao de Gabbay (2003).

Definicao 30 (Fusdo de Légicas Modais). Sendo £ e £, 16gicas monomodais, cujas linguagens
LM; e LM> sdo definidas sobre as assinaturas C; e C, com modalidades [y e [, distintas entre
si!, correspondentes as classes de frames §; e F», sendo (W, R) e (W,S) seus respectivos
representantes®, e axiomatizadas por (Apm, ® Z1,{Neci,MP}) e (A_m, ® Eo, {Neco, MP}).

Alégica L1; = L1 ® L, resultante da fusdo de £; com L, terd linguagem LM, definida

Isto é, [J; e U, sdo interpretadas de maneira diferente.

2 Note que o conjunto de mundos W é o mesmo em todos os frames de ambas as classes.
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sobre a assinatura Cj, = C; U Cy, serd correspondente a classe §jp de 2-frames da forma
(W, R,S) e serd axiomatizada por (A m,, ® (1 € &), {Necy,Necy, MP}). |

Como LM; e LM; nao compartilham modalidades, £, serd dita independentemente
axiomatizdvel como apresentado por Kracht e Wolter (1991). A operagao de fusao é associativa
e comutativa (GABBAY, 2003), e a fusdo de l6gicas modais pode ser vista como uma forma de
obter as 16gicas multimodais descritas na Se¢do 2.6. O caso de fusdes de 16gicas multimodais
€ uma generalizacao do caso acima, onde LM e LM, sao linguagens multimodais e os demais

conceitos sdo generalizados de acordo.

Exemplo 5 (Légica Epistémica como Fusdo). Como apresentado em Gabbay (2003), considerar
16gicas epistémicas como fusdes de 16gicas aléticas € algo simples. Considere L4, Lp € L¢
l6gicas monomodais aléticas cujas modalidades representam o conhecimento de agentes A, B e
C respectivamente. Caso seja desejado um sistema logico que modele interagc@o entre os agentes,
€ necessdrio descrever um formalismo que seja capaz de expressar tanto o conhecimento de cada
agente sobre o mundo ao seu redor, quanto o conhecimento de cada agente sobre o conhecimento
dos outros agentes. Esse sistema € obtido pela fusdo das légicas L4, Lp € Lc em um tnico
sistema l6gico L4pc. Os axiomas deste sistema que contém alguma modalidade descrevem o
conhecimento do seu respectivo agente, mas, por defini¢do, todos os axiomas contém apenas
uma modalidade, logo nao ha nenhum axioma que explicitamente relaciona o conhecimento de
dois agentes distintos.

Porém, nao € dificil imaginar situacdes onde interagdes entre os agente sdo necessdrias,
por exemplo caso um agente saiba tudo o que o outro sabe. Para lidar com essas restri¢gdes,
basta adicionar novos axiomas na axiomatizaciao de L4pc. Por exemplo, caso seja necessario
representar a afirmacao “o agente A sabe tudo o que o agente B sabe” basta adicionar o axioma

Oppo — U4 po na axiomatizagao de Lagc’. [ |

Este capitulo € organizado da seguinte forma: na Se¢do 3.1 serd apresentado o conceito
de preservacdo de propriedades pela fusdo de 16gicas modais e serd provada a transferéncia de
algumas propriedades pela fus@o e na Secdo 3.2 serd apresentado o sistema bimodal KT © K4,

que serd utilizado posteriormente para a prova de conceito de fusdo de 16gicas modais em Coq.

3.1 PRESERVACAO DE PROPRIEDADES

Uma das mais importantes caracteristicas da fusao de légicas modais € a preservacao
de propriedades, também chamada de transferéncia de teoremas por (FINE; SCHURZ, 1996).
Segundo (KRACHT; WOLTER, 1991), uma propriedade € dita preservada pela fusio se, sendo
L1> uma légica multimodal resultante da fusao de duas 16gicas (multi)modais £ e L5, caso L

e L, satisfacam alguma propriedade P, entdo L1, também ira satisfazer P.

3 Obtendo entdo um sistema Eg BC-
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Dentre as propriedades que sdo preservadas pela fusdo de 16gicas modais, t€ém-se as
descritas na Secdo 2.5. No restante da se¢do, serdo apresentados conceitos e provas referentes a
preservacgdo das propriedades de corretude e completude, retirados de Fine e Schurz (1996).

Em Fine e Schurz (1996), os autores consideram uma légica monomodal como um
conjunto de férmulas, como foi descrito na Secao 2.8. Para manter consisténcia com a prova
original, usaremos esta defini¢do de l6gica pelo restante da se¢do. Conceitos semanticos, como

frames, modelos e classes destes ndo sdo alterados.

Definicao 31 (Fusio de Légicas como Conjuntos). Sendo £ e £, l6gicas monomodais cujas
linguagens sdao LM e LM, e s@o definidas com base nos conjuntos Am, € A m,. A logica Lo
resultante da fusdo de £; e £, terd linguagem LM, (obtida da forma descrita na Defini¢do 30) e

serd definida (remeta a Defini¢do 25) com base no conjunto Apm, UApm,.

Definicao 32 (Frames e Modelos para Logicas). Sendo £ uma l6gica, um frame (modelo) S é

dito um frame (modelo) para L se, e somente se, L é vdlida em St [ |

No restante desta sessdo, serdo analisadas duas l6gicas monomodais £ e £; cujas lin-
guagens s3o LM; e LM, estas sdo combinadas numa légica bimodal £, cuja linguagem é LM ;.
As linguagens LM{,LM; e LM, sdo definidas de forma andloga a linguagem LM apresentada na
Defini¢do 1, porém sdo baseadas nas assinaturas minimas C; = {V,—,00;}, C; = {V,—~,[,} e
Cip ={V,—,0;,0,} respectivamente. Os conectivos A, —, {1 e {7 sdo abrevia¢des definidas a
partir das dualidades apresentadas na Defini¢ao 2.

Denotaremos por §1 € §> as classes de frames de £; e £, e denotaremos por §12 =
§1 ® 3§ a classe de 2-frames {(W,R1,R2) | (W,R1) € F1e W, R,) € §a}, da légica L5.
Andlogo para modelos e classes de modelos.

3.1.1 Preservacao de Corretude

Considerando a Defini¢do 27 que apresenta o conceito de completude para l6gicas

descritas como conjuntos, temos o seguinte teorema:

Teorema 3 (Transferéncia de Corretude). Sendo L e L, logicas modais corretas com relacdo

as classes de frames §| e §2, Li12 = L1 ® Ly serd correta com relacdo a classe de frames

S12 = §1 @52 [

Prova do Teorema 3. A prova decorre diretamente da definicdo de §; e da corretude de £ e
L,. Como §F1» é uma classe de frames forma {WV, R, R2) | W, R1) € F1e (W, R2) €Fa}e
ambas as légicas sdo corretas, sabemos que todos os axiomas proposicionais (Definicdo 15) sdao
validos em todos os mundos w € W de todo frame F € §y,x € {1,2}, mais ainda, temos que a
regra de Modus Ponens (Defini¢do 14) e a propriedade de Substitui¢do (Defini¢do 13) preservam

validade.

4 Veja as definicdes 7 e 9.
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Como L; € correta para §;, sabemos que toda instancia de K; é valida em todos os
mundos w € W de todo frame F| € §| e que a regra de Necessitagdo para [ (Defini¢do 24)
preserva validade.

Como L, € correta para §,, sabemos que toda instancia de K, é valida em todos os
mundos w € W de todo frame F, € §§» e que a regra de Necessitacdo para L1, (Definicao 24)

preserva validade. |

3.1.2 Preservaciao de Completude

Uma l6gica € dita (forte ou fracamente) completa se ela é (forte ou fracamente) completa
para alguma classe de frames. Ademais, toda l6gica € (forte ou fracamente) completa para a sua
classe de frames correspondentes”. Logo, para provar que a légica L1, = £ ® £, é completa,
dada a completude de £ para §| e L, para §,, basta provar que ela € completa para a classe
F12 = &1 ® §2 de frames.

Para demonstrar a preservaciao de completude, devemos antes apresentar alguns conceitos
que sdo necessdrios para construir a prova.

Toda férmula da linguagem bimodal LM, pode ser vista como uma férmula da linguagem
LM; (LM,) se tratarmos todas as subférmulas cujo conectivo mais externo € [1, ([J;) como

atomos. Por exemplo, a férmula:

Oi(poV p1) = Oz(p3 A (OipoVOzp1))

pode ser vista uma férmula de LM, se tomarmos (I (p3 A (1 po Vap1)) como um dtomo:

Di(poV p1) = P(Oa(psA(DipoVTap1)))

ou como uma férmula de LM, se tomarmos O (po V p1) e O; pp como dtomos:

P (povpr) 7 Ha(ps A (p(DlPO) Vap1))

Usaremos a varidvel w € {1,2} no lugar dos indices 1 e 2 para indicar uma légica
monomodal e seus componentes (férmula, frame, modelo, etc.) e usaremos a varidvel 7 para
indicar a 16gica monomodal oposta e seus componentes, isto é, T = 1 sse T = 2 e vice versa.
Note que 7 e 7 sdo simbolos da nossa metalinguagem e nao fazem parte da linguagem da 16gica
modal, apenas indicam o indice de um objeto qualquer.

Definicdo 33 (Fragmentos Monomodais e Elementos). Sendo [z = {{Jz¢ | ¢ € LM} o conjunto
de todas as férmulas cujo conectivo principal € a modalidade [, podemos definir os fragmentos

nw-modais de LM, como sendo os menores conjuntos LMy que satisfazem as seguintes regras:

> Alternativamente, uma légica pode ser dita correspondente 4 alguma classe de frames sse ela for (forte ou

fracamente) completa para essa classe.
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Se ¢ € LMy, entdo o ¢ € LMy, sendo o € {{z, —}
Se ¢,y € LMy, entdo ¢V y € LMy

O conjunto Y = PUz é chamado de conjunto de 7-dtomos de uma linguagem LM,5. O
conjunto Y = Y| U Y3 € o conjunto de todos os elementos de LM, isto €, o conjunto de todas as

formulas atbmicas ou cujo conectivo mais externo € uma modalidade. [

Definicao 34 (n-Ldgicas, m-Frames e 7-Modelos). Uma 7-l6gica é um conjunto L definido
como o fecho do conjunto contendo todos as tautologias e o axioma K para Modus Ponens
Necessitagio para (], e Substituicdo de férmulas por elementos de Y-8,

Um n-frame é um par da forma (W, Ry) e um m-modelo é uma tripla da forma
W, Rz, Vy) onde Vy : Xz — 2V, [ |

E importante ressaltar que dtomos em x-légicas sdo termos em P e férmulas cujo
conectivo principal é Lz, ou seja, férmulas cujo conectivo principal é [z sdo interpretadas

como atomos na légica L.

Definicao 35 (-Subférmulas). O conjunto de 7w-subférmulas de uma férmula ¢ € LM, deno-
tado por Subz (@), é definido indutivamente como o menor conjunto que satisfaz as seguintes

restri¢des:

SUbn<pj> = {pj}apj €Xg
Subz (o) = {op} USubg (@), sendo o € {0z, —}

Subz (@ Vy) = {@V y}USubz(¢)USubz(y) u

No que segue, serdo apresentadas diversas funcdes que operam sobre férmulas e que sdo

necessdrias para a prova de transferéncia.

Definicao 36 (Funcdes sobre Férmulas). O conjunto de 7w-dtomos de uma férmula ¢ € LMy,
denotado por C(¢), é o conjunto de todas as z-subférmulas de ¢ que sdo interpretadas como

atdmicas em LM . E definido como:

Cr(@) =Subz (@) N Yz ={w | w € Subz(9) e y € (PULR)}

O conjunto de sub-elementos de uma férmula ¢ € LM;,, denotado por SC(¢@), é o
conjunto de todas as subférmulas de ¢ que sdo interpretadas como atomos, isto €, € o conjunto
de todas as subférmulas de ¢ que sdo interpretadas como atémicas em LMy ou LMz. E definido

COmo:

SC(¢) =Sub(¢)NY ={y | y € Sub(p) e y € (PUL;ULDy)}

Podemos entender Y como as férmulas que sdo interpretadas como atdmicas em Ly.

Andlogo a Definicdo 13.

Essa defini¢do de 16gicas pode ser entendida como uma versdo mais restrita da definicio de 16gicas apresentada
na Defini¢do 25.
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O conjunto de m-sub-elementos de uma férmula ¢ € LMy, denotado por Sz(¢), € o con-
junto de todos os sub-elementos de 7-atomos de @, isto €, é o conjunto de todas as subférmulas
interpretadas como atomicas das m-subformulas interpretadas como atémicas em LMy de ¢. E

definido como:

Sz(¢) = SC(Cr(¢)) = SC(Subz(9) N Yz) = Sub(Subz (@) NYz)NY =
{y|yeSub(y)eye (PULULL) | weSubg(p) e ye (PULR)}

Note que estd definicdo é equivalente a:
Sz(9) = SC(SC(9)) Ny

Ou seja, Sz (¢) “abre” férmulas compostas porém interpretadas como atdmicas em uma lingua-
gem, permitindo analisar suas subférmulas. Por exemplo, sendo ¢ = Ll,p; AU, pg, entdo
S1(@) = {Tap1,02p0, p1,po}, mesmo que yrpg e [lrp; sejam interpretadas como atdmicas
em LM;.

O conjunto de elementos booleanos de uma férmula ¢ € LMy;, denotado por TC(¢), é o
conjunto de todos os 4&tomos (termos em [P) de ¢ que estdo dentro do escopo de algum conectivo
booleano. Por exemplo, considerando ¢ = [0y py — Uy p3, temos que TC(¢) = {po, p1}, mas
considerando y = ;0,00 po, temos que TC(y) = 2.

As funcgdes descritas acima podem todas ser aplicadas a conjuntos da seguinte forma:

f(T) ={f(y) | yeT}

Por fim, o conjunto dos componentes booleanos de um conjunto de férmulas I' C LM,

denotado por B(I"), é definido como o fecho de I" para os operadores booleanos, isto é, sendo

T'={%,%,...,%} temos que B(T') = {=10,-. -, " Y, A Vs, OV Vs s Yo = Y1, .o. 0. B

Definiciio 37 (-Profundidade de Férmulas). A 7-profundidade d2(¢) de uma férmula ¢ € LMy,
representa a quantidade de modalidades (I, aninhadas em ¢ e fora do escopo de qualquer Cz. E

definida como:

Ja a m-profundidade estendida d;(¢) de uma férmula ¢ € LM, representa a quantidade

de modalidades L]; aninhadas em ¢, independente de instancias de [1z. Sua defini¢do € andloga a

9 Essa operacio ird criar diversas férmulas que sdo equivalentes (semanticamente e sintaticamente), por exemplo:

YA enAp.
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anterior, alterando a primeira regra paradz(p;) =0, se p; € P e adicionando a regra: dz(Oz¢) =
d(¢). Para conjuntos de férmulas I, d2(T") é definido como:

0 Sel'=9
() =< max ({d0 )| Y€T}) Se existe mdximo em {do )| yeT}
(0] Caso contrario
Onde o denota a cardinalidade de N. A defini¢do € andloga para d. [

Exemplo 6 (Aplicacdo das Func¢des Sobre Férmulas). Considerando a seguinte férmula:

o =01(poVp1) = Da(p2A(OipoVOapr))

e considerando:

90 7 P (D (p2A\(@1poVTapy))
917 P (D (povpy))
q2 = P, po)
437 P(Typy)
obtemos os seguintes resultados ao aplicar as fun¢des {Suby,Cr,SC,Sz, TC} em ¢:
Subi (@) ={po, P1,90,01(po V p1),01(po V p1) = qo}

Subz(¢) ={p1,p2,91,92.2p1,92V Oap1, p2 Ag2 vV Oapi),0a(pa A (g2 vV Dapy)),
g1 — a(p2 A (q2VDap1))}

Ci(9) ={po,P1,90}
C2(9) ={p1,r2,91,92}
SC(®) ={po,P1,P2,90,91,92,93}
S1(¢) ={po.P1,P2,90,93}
S2(¢) ={po,P1,P2,91,92}
TC(¢) ={po.p1,p2} m

Definicao 38 (Caminhos e Distancias). Sendo F um frame, uma sequéncia de mundos
wo,...,wp € W,n > 0 é chamado de um R-caminho, ou apenas caminho, de wqy para wy,
com comprimento n, se Vi,0 < i < n, existe (w;,w;;1) tal que w;Rw;, . Sendo Fr um n-frame,
escrevemos wy — wj, para denotar que ha um R z-caminho de wq para wy,.
T . . »
A distdncia entre dois mundo w; € w;, representada por dist(w;,w J-), ¢ o menor n > 0 tal

que hd um caminho de comprimento n entre w; e w;, caso ndo exista entdo dist(w;,w;) = ®. W

Sendo F um 7-frame, escrevemos dist(w;,w;) para representar a 7-distancia entre w;
e w; em casos onde ndo for necessario explicitar . A importancia semantica do conceito de
distancia € facil de observar com o seguinte exemplo: sendo ¢ uma férmula tal que d?r(qo) # 0,
entdo a valora¢do de ¢ em um mundo w de um 7-modelo M depende dos mundos x tal que
dist(w,x) < d2(o).
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Definicao 39 (Fecho Modal). Para todo conjunto I' C LM;;, chamamos DC(T") de Oz-fecho

conservador de grau de I' e definimos como o menor conjunto que satisfaz as seguintes regras:
1. T CDCg(T);
2. Sendo y€ DCz(T") e y €T, se dz(y) < dz(y) entdo Uy € DCr(T).

Alternativamente, podemos definir DC(I") como o conjunto de todas as férmulas da forma (%7,

ondeyel, "y=0...0yedz(%y) <dz(I). [
n

Definicao 40 (Espaco de Férmulas). Um conjunto de férmulas ® é chamado de espaco de

formulas se © é fechado para a operacdo de subférmulas e para a operagdo B(I") de componentes

booleanos, apresentada na Defini¢do 36. |
Por fim, temos a defini¢do de completude generalizada:

Definicao 41 (Completude Generalizada). Uma légica £ € dita completa com relacdo a um
conjunto de formulas I se, e somente se, para todo A C I', onde A é L-consistente, A € satisfazivel

em um frame para L. |

Esta defini¢do de completude é uma generalizacdo da defini¢do apresentada na Propo-
sicio 1. Considerando a classe § = {F | F I £}'° e considerando I" = LM,, temos que a
Definicdo 41 descreve exatamente a completude forte como apresentada na Proposicao 1. J4, se
mantivermos a mesma classe § mas considerarmos I' C LM, e I' finito, temos exatamente a

completude fraca. Podemos entdo enunciar o teorema principal desta secao:

Teorema 4 (Transferéncia de Completude). Sendo L e L, 1- e 2-l6gicas definidas sobre LM,
e sendo ® um espago de formulas. Se L é completo com relacdo a DC(0®) e L, completo com

relacdo a DC»(0), entdo L1y = L1 ® Ly € completo com relagdo a ©. [ |

No que segue, € apresentada uma prova informal deste teorema, retirada de (FINE;

SCHURZ, 1996, p. 178). A prova formal deste teorema encontra-se no Apéndice A.

Ideia da Prova do Teorema 4. Sendo I' C ® um conjunto £-consistente, devemos provar que
I' € verdadeiro em algum mundo de um 12-modelo baseado em um 12-frame para L. Para isso,
serd apresentado um algoritmo que constréi este modelo, com base em certos 1- e 2-modelos
baseados em 1- e 2-frames para £ e £, respectivamente, 0s quais tornam certos subconjuntos
de DC; (@) e DC,(®) verdadeiros.

Como I' é L>-consistente, I" também € L;-consistente e L£,-consistente. Ademais, como
I' C ® C DC,(0), existe um w-modelo, baseado em um 7-frame para L, onde I" é verdadeiro
em algum mundo (devido a premissa de completude de £ e £;). Este modelo é chamado de

modelo inicial e é denotado por Z, ja o mundo onde I' é verdadeiro é chamado de mundo inicial

10" Abuso de notagdo para indicar que £ é vélida no frame F.
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e € denotado por i. O mundo i tem um papel importante em Z, logo, ele também recebe o nome
de mundo base de Z.

No restante da prova, lidaremos com 7-modelos etiquetados, estes sdo triplas da forma
(M,wrg,2(M)), onde M é um modelo, wrq é um mundo de M, chamado de mundo base
e L(M) € o conjunto de elementos de M, que é fechado sob a func¢do SC, onde o conjunto
de elementos de Z é dado por SC(I'). Para cada mundo w em M ¢ atribuido um conjunto de

elementos Xy ((w) de acordo com a seguinte defini¢do indutiva:
L. Zp(wpmg) =E(M);

2. SewRzwje Oz € Zpq(w;) entdo SC(@) € Zpq(w)).

Figura 1 — Um exemplo de um modelo etiquetado chamado A, onde w4 € seu mundo base
Fonte: Elaborado pelo autor.

A

Considerando, para qualquer mundo w; em Z, os conjuntos Sz(Xz(w;)) de m-dtomos de
Yz(wj), esses conjuntos contém todos os elementos (férmulas pertencentes a Y) de férmulas
em Xz (w;). Estes conjuntos sdo chamados de conjuntos de concorddncia, pois com base neles
construiremos novos 7-modelos etiquetados N cujo mundo base é w; e que “concordam” com a
valoragdo dos elementos dos conjuntos Sz (Xz(w;)).

Para isso, chamaremos o conjunto {g | ¢ € Sz(Ez(w;))} U{=¢ | ¢ & Sz(Zz(w;))} de
elementos que sdo verdadeiros ou cuja negagdo € verdadeira em w, de diagramas de concorddn-
cia e devemos garantir que estes conjuntos sao Lp-consistentes. Para garantir a consisténcia

destes conjuntos, definimos 0s conjuntos
Trz(A) ={0%6 | 6 € B(Sz(A))N Lz e dr(0%6) < dr(A)}

chamados de 7-teorias e impomos a restricdo que T7(Sz(X(Z))) deve ser verdadeiro em i.
A 7-teoria de um dado conjunto A é o conjunto de todos os L7-fechos de teoremas que s@o
componentes booleanos de férmulas em A, ou seja, € o conjunto de todas as férmulas da forma
L% @, tal que @ é um teorema de L1, e tem forma =y ou Yy V i, e n é menor ou igual ao
comprimento da maior sequéncia de modalidades [ de alguma férmula no conjunto A. Como
I"é Lp-consistente e Tr(Sz(E(Z))) C L2, TUTR(Sz(XE(Z))) é L12-consistente.

Para cada mundo w; no conjunto de mundos de Z, o diagrama de concordancia de w; €

L1,-consistente e estd contido em O, logo, existe um 7T-modelo etiquetado N baseado num frame
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para L7 que torna este diagrama verdadeiro em algum mundo. Chamaremos de wy este mundo
de NV, tomaremos ele como o mundo base para N e assumimos que este € o tinico mundo que Z
e N compartilham. O conjunto de elementos de A é o conjunto Sz (Xz(wy)), que é o conjunto
concordancia de w,. Por fim, A/ deve tornar a 7-teoria de £(N') = T#(Sz(X(Z))), verdadeira

em wy.

B C

Figura 2 — Modelos ancorados em A, onde B e C sao do tipo diferente que A, wg é o mundo base
de B e wi é o mundo base de C
Fonte: Elaborado pelo autor.

Caso todas estas condi¢des sejam satisfeitas, N € dito ancorado em Z no mundo wy.
Ancoramos em Z 7-modelos etiquetados disjuntos (ou seja, que ndo compartilham mundos entre
si) em cada mundo do modelo. Entao, cada mundo de Z é o mundo base de algum 7-modelo
etiquetado ancorado em Z. Adicionalmente, podemos ancorar 7-modelos etiquetados nos 7-
modelos, ancorados em Z, em mundos que ndo sdo base. Esta constru¢do pode ser repetida
infinitamente. E importante ressaltar que, exceto o modelo etiquetado ancorado em i em Z,
nenhum modelo etiquetado serd ancorado no mundo base de outro modelo etiquetado. Também
¢ importante ressaltar que modelos etiquetados de um tipo s6 sdo ancorados em modelos
etiquetados de outro tipo, ou seja, T-modelos etiquetados s6 sdo ancorados em 7-modelos
etiquetados, e vice versa.

Essa relacdo de ancoramento constréi uma drvore de modelos, onde a raiz € Z e novas
folhas sdo inseridas ancorando modelos em algum modelo folha da arvore. Para entdo avaliar
uma férmula, devemos percorrer a arvore avaliando as subférmulas da férmula em modelos

compativeis com a férmula'!. Logo, temos uma forma de avaliar, passo a passo, férmulas que

1" Ou seja, caso a férmula seja do tipo [J; ¢ ela é avaliada em um 1-modelo e caso a férmula seja do tipo (I, ¢ ela
¢ avaliada em um 2-modelo.
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contenham modalidades distintas. Para entdo construir um 12-modelo que satisfaca o conjunto
I, devemos considerar 1- e 2-modelos ancorados uns nos outros que satisfazem as férmulas
Y € I'. O conjunto de todo conjunto de modelos que satisfaz as férmulas em I' serd chamado de
conjunto de brotos de Z.

O lema de Zorn (ZORN, 1935) nos diz que o conjunto de brotos tem um elemento
méaximo. A unido dos elementos (mundos, relagdes entre mundos e valoracdes) do elemento
maximo do conjunto de brotos nos dard o 12-modelo desejado, do qual podemos obter um 12-
frame para L. Isso quer dizer que, na arvore de modelos gerada pela relacdo de ancoramento,
existirda um caminho (sequéncia de modelos) que satisfaz todas as féormulas do conjunto I,
podemos entdo unir todos os modelos deste caminho em um tnico modelo, do qual podemos

obter um frame para L.

Figura 3 — Arvore de modelos com raiz em A, onde uma seta indica um ancoramento
Fonte: Elaborado pelo autor.

Isso conclui a prova informal do Teorema 4. |
A prova formal do Teorema 4 encontra-se no apéndice A.

Teorema 5 (Transferéncia de Completude Forte). Sendo L e L, logicas modais fortemente
completas com relacdo as classes de frames §1 e §», entdo L1y = L1 © Ly serd fortemente

completa com relacdo a classe de frames F1o = 51 X Fa. [ |

Prova do Teorema 5. Completude forte € exatamente completude generalizada com relagdo ao
espaco de férmulas LM},. No enunciado do Teorema 4, tome ® := LM, assim, DC;(LMy;) =

DC,(LMyz) = LMy, logo, pelo Teorema 4, provamos o Teorema 5. [ |

Teorema 6 (Transferéncia de Completude Fraca). Sendo L e L, logicas modais fracamente
completas com relagdo as classes de frames §1 e T2, L12 = L1 ® Ly serd fracamente completa

com relacdo a classe de frames F12 = §1 X Fa. [ |
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Prova do Teorema 6. Completude fraca é exatamente completude com relag@o a todo conjunto
{@} onde ¢ € LMy;. Considerando um ¢ qualquer, no enunciado do Teorema 4, tome ® =
B(Sub(¢)). Como o conjunto definido por Sub(¢) é finito por defini¢do, ® = B(Sub(¢)) contém
uma quantidade finita de formulas cujo valor verdade é diferente entre si'. Portanto, existe uma
quantidade finita de formulas em DC(®) que ndo sido equivalente entre si em (um frame/modelo
qualquer para) L. Entéo, todo subconjunto A C DC(®) é equivalente em (um frame/modelo
qualquer para) £z a um conjunto de férmulas finito Ay e, portanto, € equivalente em (um
frame/modelo qualquer para) £ a uma tnica férmula (por exemplo A Ay), que serd verdadeira
no mundo i no modelo Z, pela Defini¢do 46.

Portanto, £ é completo com relagdo a DCr(®), logo, pelo Teorema 4, L, é completa

com relacdo a @ e, portanto, é completo com relagio a {@}. |

Este método de prova € suficientemente genérico para provar a transferéncia de outras
propriedades, sendo necessdrio apenas pequenas variagdes em em componentes da prova, como

demonstrado em Fine e Schurz (1996).

3.2 O SISTEMA BIMODAL KT © K4

O sistema bimodal KT © K4 € talvez um dos sistemas multimodais mais simples, ele
consiste da fusdo dos sistemas monomodais KT e K4. Este sistema serd descrito formalmente
nesta secdo, pois foi usado como estudo de caso para a modelagem de fusdo de 16gicas modais

em Coq, na biblioteca descrita no Capitulo 5.

3.2.1 Linguagem, Semantica e Axiomatizacao

A linguagem LMy4 do sistema KT © K4 € baseada na assinatura
C={07,0r,04,04,,A,V,—} e é definida abaixo:

Definicao 42 (Linguagem de KT © K4). A linguagem do sistema é KT © K4 definida indutiva-

mente como 0 menor conjunto que satisfaz as seguintes regras:

T,LelMpy

P C LMpy

Se ¢ € LMy, entdo o ¢ € LMy, 0 € {Or,04, 07,04, —}

Se @,y € LMyy, entdo ooy € LMyy,0 € {A,V,—} |
Definicao 43 (7 4-frames e 74-modelos). Um T4-frame é uma tripla da forma Fry =
W, R7,R4), onde W # &, R, R4 CW x W e Ry € uma relagdo reflexiva e R4 € uma
relacdo transitiva.

Um T 4-modelo é um par da forma M4 = (Fry,V), onde V: P — 2" e Fry é um
T 4-frame. [ |
12° Veja Definigio 36.
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Definicao 44 (Valoracdo de Férmulas). A valoragdo de férmulas em KT © K4 ¢ definida de forma
igual a valoragdo de férmulas para 16gicas monomodais, com os casos para [J e ¢ substituidos

por:
M7’4,W0 I+ DT(P sse Vw; € W, (WORTWl — MT4,W1 I+ (p)
Mpg,wo lEOr @ sse Iwy € W, (woRrwi A Mg, wy - (p)

(
MT4,W0 I D4(p sse Yw; € W, (W()'R,4W1 — MT4,W1 I+ (p)
Mg, wo - <>4(P sse dw; € W, (W()'R,4W| AN Mg, wy I (p) [ |

Outros conceitos semanticos sdao definidos de maneira anéloga.

Defini¢io 45 (Axiomatizagdo de KT © K4). O conjunto de axiomas Ay, para o sistema
KT © K4 ¢ uma especificagdo do conjunto Ay, multimodal, onde as n instancias do axioma K;

sao substituidas por:

Or(po — p1) = (Orpo — Orpr) (K1)
Oa(po — p1) = (Hapo — Oapr) (K4)

e com a adicao dos axiomas 7
Ure — ¢

e 4:
Hap — Usllye

O conjunto de regras de derivagdo é definido como R = {Necr,Necs, MP}. Logo, o sistema
KT © K4 pode ser axiomatizada pelo par (A_m.,, {Necr,Necs, MP}). |

3.2.2 Corretude e Completude

Como demonstrado por Blackburn, Rijke e Venema (2001), os sistemas monomodais
KT e K4 sdo ambos corretos e fortemente completos, sendo KT correto e fortemente completo
para a classe 57 de frames reflexivos e sendo K4 correto e fortemente completo para a classe §4
de frames transitivos. Portanto, pelos Teoremas 3 e 5, temos que o sistema KT & K4 é correto
e fortemente completo para a classe §74 de 2-frames da forma WV, Ry, R4), sendo Ry uma

relacdo reflexiva e R4 uma relacdo transitiva.
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4 ASSISTENTES DE PROVAS

Segundo Geuvers (2009), assistentes de provas'

sdo sistemas computacionais que per-
mitem usudrios definirem, provarem propriedades e raciocinarem sobre teorias e objetos ma-
tematicos. Harrison, Urban e Wiedijk (2014) descrevem como um sistema que um humano
usa interativamente para produzir provas formais. Ja Silva (2019) descreve como programas
que auxiliam no desenvolvimento de provas formais, mas ndo as fazem automaticamente e
necessitam de um humano para guiar a prova.

Segundo Harrison, Urban e Wiedijk (2014) o conceito de assistentes de provas surge
durante os anos de 1960 e 1970, a partir do reconhecimento que a capacidade de provadores
automaticos de teoremas estavam estagnando, apesar de grande atividade e inovagio na drea.
Provadores automadticos de teoremas, ao contrario de assistentes de provas, sdo softwares que
automaticamente geram, se possivel, provas para expressdes matemadticas, geralmente por um
método de busca em um dominio especifico. De acordo com Harrison, Urban e Wiedijk (2014)
e Geuvers (2009), durante este periodo surgiram os primeiros assistentes de provas, dentre eles
estdo Automath, LCF, Mizar e PVS.

De acordo com Silva (2019), provas assistidas por computador inicialmente ndo foram
bem recebidas pela comunidade matemética, pois o objetivo de uma prova € convencer um leitor
que algo € verdadeiro e explicar o porqué, algo que provas desenvolvidas em computador nao s@o
bem adaptadas, pois, em geral, suas linguagens internas ndo sdo de ficil entendimento. Porém,
diversos resultados importantes foram provados em assistentes de provas, segundo Geuvers
(2009), o teorema da Curva de Jordan foi provado em ambos Mizar e HOL Light, o Teorema dos
Numeros Primos foi provado em Isabelle e o Teorema das Quatro Cores foi provado em Coq.

E de interesse analisar mais este tltimo teorema, pois foi o primeiro grande resultado
provado em um computador. Em especifico, o problema foi detalhado e alguns casos foram
provados em Appel e Haken (1976) e outros casos, além de uma prova em computador (em
linguagem assembly para computadores IBM 370), foi apresentada em Appel, Haken e Koch
(1977). O motivo da prova ter sido realizada em um computador € devido a quantidade de casos
a serem analisados, cerca de 1 bilhdo de acordo com Gonthier (2005).

A prova de Appel, Haken e Koch ndo foi imediatamente aceita pela comunidade matema-
tica, apenas com a publicacdo de uma monografia definitiva da prova em Appel e Haken (1989)
e com a prova de Robertson et al. (1997), também em computador mas muito mais simples e
feita na linguagem C, o Teorema das Quatro Cores foi considerado provado (GONTHIER, 2005).
Por fim, Gonthier (2005) formalizou a prova de Robertson et al. em Coq, dando, o que o autor
descreve, como o passo final na prova. Ao longo dos anos, provas formalizadas em computador
conseguiram reconhecimento, pois se demonstraram mais confidveis que provas tradicionais.

Assistentes de provas também sdo amplamente usados para verificar componentes de

software, segundo Avigad, Moura e Kong (2017) verificacdo formal consiste no uso de métodos

' Também chamados de provadores semi-automaticos de teoremas ou provadores interativos.
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matematicos e computacionais para expressar afirmacdes em termos matematicos precisos. Essas
afirmacdes podem se referir a corretude de certos sistemas de software ou hardware ou a garantia
de que um certo estado de um programa nunca serd atingido, estes que, a0 serem expressos em
termos matemadticos, podem ser demonstrados por meio de assistentes de provas.

Segundo Silva (2019), assistentes de provas tem propriedades interessantes, por exemplo,
verificacdo rdpida e mecanica de provas, comandos de busca de teoremas e lemas e automatiza¢ao
de provas. Uma propriedade que alguns assistentes de provas compartilham (por exemplo
Coq (TEAM, 2022) e Lean (AVIGAD; MOURA; KONG, 2017; MOURA et al., 2015)) é
satisfazer critério de de Bruijn. O critério afirma que o programa verificador de um assistente (seu
kernel ou niicleo) deve ser um programa muito pequeno, que pode ser verificado manualmente,
seja por meio de papel e caneta ou por um algoritmo simples que uma pessoa cética poderia
desenvolver facilmente (BARENDREGT; GEUVERS, 2001). O verificador deve gerar algum
tipo de “objeto de prova”, por exemplo um termo A, que pode ter sua veracidade comprovada da
mesma forma que o verificador de tipos.

Neste capitulo, serd apresentado o conceito de teoria de tipos e o assistente de provas
Coq sera descrito. Na Secdo 4.1 serd brevemente apresentada a Teoria de Tipos e na Se¢ao 4.2

serd descrito o assistente de provas Coq.

4.1 UMA BREVE APRESENTACAO DE TEORIA DE TIPOS

Teoria dos tipos surge, de acordo com Coquand (2022), como uma tentativa de Russell
para lidar com o Paradoxo de Russell: sendo R = {x | x ¢ x} entdo R € R <> R ¢ R, presente na
Teoria de Conjuntos. O cerne do paradoxo se encontra na quantificacdo de x na definicao de
R, em especifico, x é quantificado sobre todos os conjuntos, o que inclui o proprio conjunto R,
possibilitando entdo que x seja instanciado como R.

Em uma carta para Frege escrita em 1902, Russell comunica a descoberta do paradoxo e
indica que o problema est4 relacionado com a quantificacdo de objetos; Frege responde a Russell
menos de uma semana depois, indicando que uma possivel solu¢do para o problema lidaria
com “niveis” de objetos, assim impedindo que um objeto de um dado nivel possa quantificar
sobre objetos de niveis diferentes (HEIJENOORT, 2002). Porém, uma proposta de solucao ao
paradoxo surge apenas no apéndice B de Russell (1903)? onde Russell introduz provisoriamente
a “Doutrina de Tipos”, o que eventualmente se tornou a Teoria de Tipos moderna.

Ap6s explorar diversas outras teorias para lidar com os paradoxos da Teoria de Conjun-
tos (HEIJENOORT, 2002), Russell voltou a trabalhar na teoria de tipos, resultando na Teoria de
Tipos Ramificada (RUSSELL, 1908). Porém, problemas presentes nesta teoria® levaram Ramsey

(1931) a desenvolver a Teoria de Tipos Simples, que € uma versdo mais restrita da Teoria de

2 E de interesse ressaltar a seguinte passagem do livro, presente no Apéndice A, pagina 762: “A variable will not

be able, except in special cases, to extend from one of these sets into another; and in x € u, the x and the u must
always belong to different types]...]".
3 Para mais detalhes sobre, veja (HEIJENOORT, 2002, p. 150-153).
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Tipos Ramificada.

A Teoria de Tipos Simples foi reformulada por Church (CHURCH, 1940) para desenvol-
ver a sua propria versdo da teoria de tipos, usando a sintaxe do Calculo-A, o que hoje é chamado
de Cilculo-A Simplesmente Tipado (HUET, 1990). Na sua formulacéo, novos tipos sio definidos
indutivamente a partir de dois tipos bésicos, (i para individuos e o para proposi¢des) € de uma
regra de defini¢do de tipos (sendo A e B tipos, entdo toda fungdo A — B de A para B € um tipo).
Predicados tem tipo i — o e funcdes tem tipo i — i. Por fim, expressdes sdo definidas a partir de
uma linguagem de Cdlculo-A estendida para lidar com tipos.

Segundo Howard (1980), Curry e Feys (1958) apontaram uma correspondéncia direta
entre axiomas do fragmento positivo implicativo de 16gica proposicional e combinadores do
Cilculo-A, ja Tait (1967) observou uma correspondéncia direta entre a regra de eliminagdo do
corte em Calculo de Sequentes e redugdo de Termos A. Howard (1980) entao demonstrou, com
base nestes resultados, que ha uma correspondéncia direta entre a Logica Intuicionista (descrita
sintaticamente como um célculo de sequentes) e o Célculo-A Simplesmente Tipado, dando
surgimento ao que hoje é chamado de Correspondéncia de Curry-Howard?.

Na década de 1970 foi desenvolvido um novo tipo de Calculo-A tipado, chamado de
Sistema F ou Célculo-A de Segunda Ordem, independentemente por Girard (1971) e Reynolds
(1974). Este sistema estende o Cdlculo-A Simplesmente Tipado adicionando uma operacéo
de abstragdo de tipos, permitindo definir termos A com varidveis que podem ser instanciadas
como um tipo (GIRARD; TAYLOR; LAFONT, 1989). Isso se mostrou especialmente util para a
computacdo, em especifico para a formalizagcdo do conceito de fungdes polimorficas.

Pouco tempo apds o desenvolvimento do Sistema F, Girard apresentou o Sistema Fg, (GI-
RARD, 1972) que € uma generalizagcao do Sistema F, adicionando os conceitos de construtores
de tipos e kinds®. Construtores de tipos sdo tipos especiais de funcdes que recebem tipos e
retornam tipos, ja kinds podem ser entendidos como “tipos de tipos”, essencialmente € uma copia
do Cilculo-A Simplesmente Tipado a nivel de tipos (PIERCE, 2002). As abstracdes de tipos do
Sistema F pode ser entendida como uma dependéncia de termos em tipos, ja os construtores de
tipos do Sistema Fg, pode ser entendidos como uma dependéncia entre tipos.

Outro importante desenvolvimento na teoria de tipos foi a Teoria de Tipos Intuicionista
ou Teoria de Tipos de Martin-L6f (MARTIN-LOF, 1975; MARTIN-LOF; SAMBIN, 1984),
proposta por Martin-Lof como um sistema l6gico fundacional para a matematica construtivista,
de forma andloga a Teoria de Conjuntos de Zermelo-Frankel para a matematica classica. Uma
das caracteristicas deste sistema ¢ uma distin¢c@o rigorosa entre proposicdes e julgamentos;
proposicdes sdo objetos que podem ser combinados por meio de operagdes ldgicas como
-, A\,V,—,3,V, ja julgamentos sdo afirmagdes sobre proposi¢cdes. Por exemplo, na frase “¢ é

verdadeiro”, ¢ é uma proposicdo e “@ é verdadeiro” é um julgamento (MARTIN-LOF; SAMBIN,

4 Essa nogio é expandida por Wadler (WADLER, 2015) onde o autor defende que a Correspondéncia é apenas um
nome para um fendmeno maior chamado de Propositions as Types (Proposi¢des como Tipos).

> Pode ser traduzido como “género”.
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1984).

A Teoria de Tipos de Martin-Lof esta intimamente relacionada a Correspondéncia de
Curry-Howard, pois toda proposicdo em Teoria de Tipos de Martin-L6f representa um tipo,
o tipo de todas as provas da proposi¢ao. Por exemplo, a frase “971 € um nimero ndo primo”
descreve a proposicao que é provada fornecendo dois nimeros naturais maiores que 1 e uma
computacdo que mostra que seu produto € 971. Por outro lado, todo tipo também descreve
uma proposi¢do, em especifico, a proposi¢cao que o tipo em questdo ndo € vazio, que € provada
fornecendo um objeto que habita o tipo (MARTIN-LOF, 1975). Ao provar uma proposi¢io em
Teoria de Tipos de Martin-Lof, construimos um objeto que habita o tipo desta proposi¢ao, estes
objetos sdo chamados de objetos de prova e sdo ditos serem festemunhas para a verdade da
proposi¢dao (DYBJER; PALMGREN, 2023).

Duas nocdes importantes para a Teoria de Tipos sdo introduzidas na Teoria de Tipos
de Martin-Lof, s@o elas o Universo de Tipos e Tipos Dependentes. Universo de tipos é uma
forma de lidar com a necessidade de criar tipos arbitrarios dentro da linguagem. Existem duas
familias de tipos: os tipos pequenos e os tipos grandes, estas respeitam a seguinte hierarquia bem
fundada: Vo eV, € Vo € --- €V, €...5 sendo V; a familia dos tipos pequenos e toda familia
V;,i > 1 dos tipos grandes de ordem i, onde todo V,, tem tipo V,..; (MARTIN-LOF, 1975). E
importante ressaltar que ndo € possivel impor a restricdo que um tipo seja um objeto dele mesmo,
ou seja que V tenha tipo V, pois isso levaria a uma contradi¢do semelhante ao Paradoxo de
Russell (GIRARD, 1972). Uma varidvel de tipo em uma expressao € dita dependente se o tipo a
qual ela serd instanciada depende do valor de algum termo na expressao, nesse caso o tipo de
toda a expressdo é dito dependente (MARTIN-LOF, 1975).

Segundo Team (2022), Coquand e Huet uniram o sistema Fg, e a Teoria de Tipos de
Martin-Lof para criar o Cédlculo de Construgdes (CoC), que € um sistema 16gico baseado em
teoria de tipos intuicionista com abstrag¢des de tipos, construtores de tipos e tipos dependentes
capaz de descrever indiretamente defini¢des indutivas. Mais ainda, segundo Paulin-Mohring
(2015), o Célculo de Construgdes é um sistema de tipos puro, ou seja, € um tipo de Célculo-A
com uma unica linguagem que descreve ambos tipos e termos.

Na Figura 4, € apresentado um diagrama proposto originalmente por Barendregt (1991)
para demonstrar relacdes entre diversos sistemas de tipos modernos. Cada flecha indica uma
relacdo de inclusdo (C) entre seus vértices, ou seja, o vértice de origem de uma flecha esta
incluso no vértice de destino da mesma. Uma das principais ideias no diagrama € representar as

possiveis dependéncias mutuas entre tipos e termos, da seguinte forma:

* Tipos dependerem de termos (—)
* Termos dependerem de tipos (1)

* Tipos dependerem de tipos (")

6 Aqui considere que a notagio a € B indica que B é o tipo do objeto a.
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Ao = AC
/ / A
A2 = AIT2
A
Yo = Allw
A— = AT

Figura 4 — Cubo A’
Fonte: Adaptado de (BARENDREGT, 1991).

Como termos dependerem de outros termos é um componente basico do Célculo-A4, isso

ndo € representado. Os sistemas de tipos representados sdo os seguintes:

* A—: Célculo-A Simplesmente Tipado;
» A2: Sistema F;
* Aw: Sistema F;
— A®: Uma versdo mais fraca do Sistema F;

» AIL: Logical Framework, um sistema de Calculo-A com tipos dependentes (HARPER;
HONSELL; PLOTKIN, 1993);

¢ AC: Cilculo de Construgdes.

O Célculo de Construgdes foi estendido por Coquand e Paulin (1988) com a inclusdo de
defini¢des indutivas primitivas, o que gerou o Calculo de Construcdes Indutivas (CCI) (TEAM,
2022). Este sistema de tipos € o formalismo por trds do Coq, todo objeto definido dentro do Coq
¢ traduzido para um termo do CCI.

Como apresentado em Team (2022), no CCI, todo objeto tem um tipo, incluindo os
préprios tipos. O tipo dos tipos se chama sort®, e ha uma hierarquia infinita e bem-fundada de
sorts, onde os sorts base sdo Set e Prop. Usaremos a notacao A : B para denotar que o objeto A

tem tipo B.

7 Diagrama originalmente produzido por Artem Pelenitsyn, de titulo original “Lambda Cube”, gratuitamente

disponivel em <https://www.overleaf.com/latex/examples/lambda-cube/drnrtqnnjfzf>, licenciado pela licenca
Creative Commons CC BY 4.0 <https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pt_BR>.

8 Pode ser traduzido adequadamente como “classe”.


https://www.overleaf.com/latex/examples/lambda-cube/drnrtqnnjfzf
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pt_BR
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O sort Set € o tipo de todos os tipos pequenos, isto inclui tipos como o tipo dos nimeros
naturais e o tipo de termos booleanos, e também produtos, subconjuntos e fun¢des sobre estes
tipos. O sort Set € o menor dos tipos.

O sort Prop € o tipo de proposicdes logicas, onde um objeto P : Prop descreve uma
classe de termos que representam provas de P, ja um objeto p : [P € dito uma testemunha para
a provabilidade da proposicao P. Objetos em Prop que ndo tem testemunhas sio contradicoes.
O sort SProp é uma extensdao do Coq originalmente proposta por Gilbert et al. (2019) que
define uma classe de proposicoes estritas, estas sdo proposicdes cujas provas sao irrelevantes
(todas as provas sdo iguais). Ambos os sorts Prop e SProp sdo impredicativos, isto €, uma
funcao que quantifica sobre todos os Props/SProps € também do tipo Prop/SProp. Formalmente,
segundo Crosilla (2017), uma defini¢do € impredicativa se define uma entidade por referéncia a
alguma totalidade a qual a prépria entidade pertence, e € predicativa caso contrdrio.

Como Set ser do tipo Set gera uma teoria inconsistente, a linguagem do Célculo de
Construcdes Indutivas tem infinitos sorts Type(i),i > 1. Em particular, os sorts Set, Prop e SProp
sdo do tipo Type(1) e Vi, Type(i) : Type(i+1). Os tipos s@o cumulativos, ou seja, para qualquer
X, se x : Type(i) entdo x : Type(i+1), de forma anédloga ao que ocorre na Teoria de Tipos de
Martin-Lof.

4.2 O ASSISTENTE COQ

Coq € um assistente de provas para légica de ordem superior desenvolvido desde 1984
por membros do instituto francés INRIA e seu kernel € baseado no CCI. De acordo com Silva
(2019), a Correspondéncia de Curry-Howard € o que d4 versatilidade suficiente para o Coq para
expressar logicas mais sofisticadas, o autor ainda afirma que parte consideravel da matematica
pode ser expressa em Coq.

Segundo Silva (2019), dentro da Ciéncia da Computagdo, Coq € usado principalmente
como uma ferramenta para verificacdo de programas, como é o caso de Leroy (2021), que
desenvolveu um compilador para a linguagem C totalmente verificado em Coq, chamado de
CompCert. Coq também pode ser usado para formalizar sistemas l6gicos, como € o caso
de Silveira et al. (2022) e Wind (2001) que descrevem a 16gica modal alética em Coq e Paiva e
Caleiro (1998) que descreve a l6gica temporal em Coq.

De acordo com Silva (2019), Coq € tanto uma linguagem de programagado funcional
quanto uma linguagem de provas. Mais especificamente, Coq é composto dos seguintes compo-

nentes:

Gallina, que é uma linguagem de especificacdo e programacao funcional, onde todo

programa termina;

Vernacular, que € uma linguagem de comandos, permite interagir com o kernel do Coq;

* Um conjunto de tédticas para realizar provas, que sao traduzidas para termos em Gallina;
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» [Ltac, que € uma linguagem para implementacdo de taticas.

Para utilizar o Coq de forma interativa, ferramentas como o CoqIDE’, VSCoq'? ou o
ProofGeneral'! podem ser utilizadas. No que segue, serdo apresentados exemplos feitos no
CoqIDE, porém o mesmo se aplica as outras ferramentas.

Para realizar uma prova em Coq usa-se os comandos Theorem, Lemma, Example ou
Corollary!? para declarar uma expressio que serd provada. Provas sio iniciadas com o comando
Proof e finalizadas com o comando Qed ou o comando Def ined, mais ainda, provas podem ser
aceitas sem serem completas com o comando Admitted e interrompidas com o comando Abort.

Coq permite a defini¢do indutiva de novos tipos, assim como a defini¢do de funcdes
recursivas e nao recursivas. Tipos indutivos, definidos pelo comando Inductive, sdo definidos
analogamente como na matemaética “tradicional”, onde € definido um conjunto de casos base
para a indug@o e regras para a criacdo de novos objetos do tipo, onde ambos casos base e regras
sdo chamados de construtores do tipo. Fun¢des recursivas podem ser definidas pelo comando
Fixpoint, estas operam sobre objetos de tipos indutivos podendo ter comportamentos diferentes
dependendo de qual construtor de tipo foi usado para definir o objeto. Por fim, Coq também
permite a defini¢do de objetos arbitrarios, com o comando Definition, que ndo passam da
atribuicao de um nome a algum termo (PIERCE et al., 2021).

No desenvolvimento de provas interativas com o Coq uma prova pode ser verificada
“passo a passo” pelo (kernel do) Coq enquanto € desenvolvida (isto €, antes de ser finalizada). As
ferramentas apresentadas anteriormente dispdem de duas janelas, uma janela de edi¢do de texto,
onde a prova de fato € escrita e uma janela de visualizacdo, onde o estado da prova pode ser
acompanhado, como pode ser visto com o caso do CoqIDE na Figura 5. O estado de uma prova
€ o conjunto de todas as hip6teses desta prova, assim como o conjunto de todos os termos que
devem ser provados, chamados de goals ou objetivos (TEAM, 2022). O goal pode ser separado
em diversos subgoals com a aplicacdo de algumas taticas, onde cada subgoal deve ser provado
para terminar a prova. A janela de visualizagdo € dividida em duas partes por uma linha de
inferéncia. Acima da linha estao as hipoteses e abaixo da linha estd o goal, como pode ser visto
na Figura 5.

Durante o desenvolvimento interativo de provas, linhas sdo destacadas pela ferramenta
que esta sendo utilizada, a partir da resposta dada pelo verificador de tipos sobre o contetido
daquela linha. Linhas destacadas em verde ndo geraram qualquer erro e foram aceitas pelo
verificador de tipos, linhas destacadas em amarelo geraram algum tipo de aviso e linhas em
vermelho foram rejeitadas pelo verificador de tipos, isto €, estdo erradas de alguma forma.

Na Figura 6, as linhas 13 e 15 até 17 estdo destacas em amarelo pois ndo foram verificadas

pelo verificador de tipos do Coq, isso € devido aos comandos Admitted e Axiom, que fazem

9

10
11
12

<https://coq.inria.fr/refman/practical-tools/coqide.html>.
<https://github.com/coq-community/vscoq>.

<https://proofgeneral.github.io/>.

Internamente ao Coq todos sdo sinénimos, a distin¢do € apenas para os leitores.


https://coq.inria.fr/refman/practical-tools/coqide.html
https://github.com/coq-community/vscoq
https://proofgeneral.github.io/
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i§ Theorem exemplo : forall (P : Prop) (x y: nmat), 1 goal
P->x=y ->P /\y =X, (1/1)
Proof.| forall (P : Prop) (x y : nmnat), P -> x =y ->P /\ y =x
intros P x y H1 H2.
split.
= apply H1.
- rewrite H2.
reflexivity.
el Qed
il Theorem exemplo : forall (P : Prop) (x y: nmat), 1 goal
P->x=y ->P /\y=X. P : Prop
ElProof. X, y @ nat
' intros P x y H1 H2.| H1 : P
B split. H2 : x =y
51 - apply H1. (1/1)
7l - rewrite H2. P/\Vy=x
8 reflexivity.
ElQed.

Figura 5 — Antes e depois de aplicar a titica intros.
Fonte: Elaborado pelo autor.

com que os termos nao sejam verificados pelo Coq e sejam tratados como verdades. A linha 23

estd destacada em vermelho pois ocorreu um erro nela, em especifico, o Coq rejeitou a aplicacio

da tatica easy. As restantes estdo destacadas em verde pois foram aceitas pelo verificador de

tipos.

forall n, exists n°',
n=0wvn=5n".
ibl Proof.

k] Admitted.

ik] Axiom exemploAmarelo2:
forall n, exists n°,
n=0\Wn=5n".

n+1=1%n.
ba8 Proof.
intros.|

easy.
28 Qed.

Ll Exanple exemploVermelho: forall n,

(1/1)

Figura 6 — Provas no CoqIDE.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Dentro de provas no Coq, objetos sdo manipulados com téticas, por exemplo, a titica

intros introduz termos quantificados universalmente no goal e termos a esquerda de implica-

¢des!? para o conjunto de hipéteses, a titica apply modifica o goal ou as hipéteses com base

13 Estes na realidade sdo um caso particular de quantificaciio universal onde nio ha dependéncia de tipos entre o
termo quantificado e a proposicao sobre a qual ele estd quantificado (PIERCE et al., 2021).



54

no que estd sendo aplicado e onde!* e a titica rewrite reescreve equivaléncias no goal ou em
hipdteses.
No que segue, conceitos de Coq serdo apresentados por meio de exemplos praticos feitos

pelo autor ou retirados de Pierce et al. (2021).

Exemplo 7 (Defini¢oes e Fungdes em Coq). Abaixo € definido indutivamente o tipo “nat” que
representa os nimero naturais. Um nimero natural ou € 0 (representa o nimero 0) ou € o sucessor
de outro nimero natural, representado como a aplicac@o da func¢ao sucessor S a algum ntimero.
A funcdo recursiva “plus” apresenta a defini¢do recursiva da soma de dois nimeros naturais, j4 a

funcdo “pred” descreve uma operacio de predecessor de um nimero.

Inductive nat : Set :=
| 0
| S: nat — nat.
Fixpoint plus (n: nat) (m : nat) : nat:=
matchnwith
| 0 =m
| Sn’” = S(plusn’ m)
end.
Definition pred (n: nat) : nat:=
matchnwith
| 0=0
| Sn” =n’

end.

Definicoes indutivas também podem ser utilizadas para descrever relacdes, como € o caso da
relagcdo “ev”, representando paridade de nimeros, abaixo. Esta defini¢do descreve uma relagao

que associa nimeros naturais (nat) a provas (Prop).

Inductive ev:nat — Prop :=
| ev_0: evO

| ev_SS(n: nat) (H: evn) : ev (S (S n)).

O construtor ev_SS de ev requer evidéncias para ser aplicado, em especifico, ele requer
um ndmero natural n € uma prova H de ev n, ou seja, uma prova que n € par. Ao aplicar ev_SS
em algum termo, serd necessdrio fornecer estas evidéncias para que verificador de tipos do Coq

aceite a aplicacao. ]

Para realizar provas em Coq, uma proposi¢do é declarada, um nome € atribuido a ela
e entdo um termo € construido a partir de axiomas, premissas e outros resultados ja provados.

Taticas sao usadas para manipular estes e outros objetos relevantes para a prova até que esta seja

14 Em especifico, caso aplique-se um termo de tipo A — B numa hipétese de tipo A, seus tipos serdo unificados e a
hipétese resultante terd tipo B, ou seja, equivale a aplicar a regra de modus ponens; caso aplique-se um termo de
tipo A — B num goal de tipo B, seus tipos serdo unificados e o goal resultante terd tipo A, ou seja, é um tipo de
backwards reasoning - para provar B basta provar A.
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concluida. Quando concluida, o termo provado € incluido no universo de fatos do Coq e pode ser

utilizada em provas futuras.

Exemplo 8 (Provas em Coq). O teorema “exemplo]” mostra uma prova da comutatividade da
disjunc¢do logica, ja o lema “exemplo2” mostra uma prova indutiva que a soma de qualquer
nimero natural com 0 € igual ao préprio nimero. Provas sobre relacdes indutivas podem ser
feitas aplicando os construtores destas relacdes, no caso de ev do exemplo anterior, aplicando as
regras ev_0 e ev_SS, como apresentado no coroldrio “exemplo3” abaixo, que prova que 4 € um

ndmero par.

Theorem exemplol: forall A B: Prop,
AVB—=BVA
Proof.
intros AB [HA | HB].
— right. assumption.
— left. assumption.
Qed.
Lemma exemplo2: forall n: nat,
n+0=n
Proof.
intros n.
inductionnas|[ | n’ IHn].
—reflexivity.
— simpl. rewrite IHn. reflexivity.
Qed.
Corollary exemplo3: ev 4.

Proof. apply ev_SS. apply ev_SS. apply ev_0. Qed.

4.2.1 Automacao em Coq

Ha diversos comando de automagdo em Coq, cujo intuito € agilizar o desenvolvimento
de provas. Estes comandos se dividem em duas categorias, 0s facticals e as titicas de automagao
propriamente ditas. Tacticals sdo “taticas de ordem superior”, titicas que recebem outras taticas
como argumento (PIERCE et al., 2021). Alguns dos comandos mais comuns sdo apresentados

abaixo.

Exemplo 9 (try). O ratical try tenta executar uma tatica T, caso esta tenha sucesso, T é

executada como normal, porém, caso T falhe, nada acontece, ao invés de ocorrer um erro.

Theorem exemplob : forall (P: Prop),
P —P.

Proof.
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intros P HP.
try reflexivity.
apply HP.

Qed.

No teorema acima, apenas executar a tatica reflexivity teria falhado, porém, como o tatical

try foi utilizado, nada ocorre. [ |

Exemplo 10 (Ponto e Virgula). O tatical ; (ponto e virgula) tem duas formas, na sua forma mais
simples, dadas duas téticas T e T, T; T, ird executar a titica T, em todos os resultados da
aplicacao da tatica T.
Fixpoint leb (nm: nat) : bool :=
matchn, m with
[ 0, _ = true
| _, 0 = false
| Sn’, Sm’ = lebn'm’
end.
Lemma exemplo6: forall n,
(leb 0 n) = true.
Proof.
intros.
destruct n; simpl; reflexivity.
Qed.

No exemplo acima, é definida uma funcdo recursiva leb que verifica se um nimero é menor
que outro, ja no lema “exemplo6”, é feita uma prova por anélise de caso no termo n pela tdtica
destruct e nos (dois) resultados desta tatica € aplicada a titica simpl, em seguida, nos (dois)
resultados da aplicagdo da tdtica simpl, € aplicada a titica reflexivity, que finaliza a prova.

Na sua forma genérica, o tatical ; pode ser aplicado a n+1 téticas Ty, ... T,, usando a
sintaxe To; [T | T, | ... | Ty], onde é inicialmente aplicada a titica Ty entdo, no seu primeiro
resultado € aplicado T, no seu segundo resultado € aplicado T», ...e no seu n-ésimo resultado é
aplicado T),. |

Exemplo 11 (repeat). O tatical repeat repete a aplicacdo de uma dada tatica T até ela falhar.
Caso T ndo seja aplicavel (isto €, falha na primeira aplica¢do) ndo é aplicada nenhuma vez. Este
tatical € ideal para ser combinado com os dois anteriores, como no seguinte exemplo:
Fixpoint In {A: Type} (x : A) (1 : 1list A) : Prop:=
match 1 with

| [] = False
| x>+ 1" =2x=xVInx1l
end.

Theorem exemplo7:
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In 10 [1;2;3:4;5;6;7;8;9;10].
Proof.

repeat (try (left; reflexivity); right).
Qed.

Neste exemplo, € definida uma fung¢do recursiva In que verifica se um argumento estd numa lista,
ja no teorema “exemplo7” o tatical repeat € usado em combinacio com os taticals ; e try para

repetidamente verificar se 10 estd na lista. ]

Por fim, temos trés tdticas que resolvem automaticamente uma grande variedade de

provas, auto, lia e intuition.

Exemplo 12 (auto). Segundo Pierce et al. (2021), auto implementa um algoritmo de busca
de provas que tenta automaticamente resolver provas por meio de aplicagdes das taticas intros
e apply". Caso auto ndo consiga resolver uma prova, estado dela nio serd modificado. Hd
variantes de auto, como o eauto e o rauto que operam de maneira semelhante, mas utilizam
taticas levemente diferentes!®. E possivel estender a base de fatos que auto e suas variantes
podem usar em provas por meio do comando Hint. Também € possivel indicar o uso de algum

fato especifico pelo auto por meio do comando using.

Example exemplo8: forallPQRSTU : Prop,
(P—-Q —(P—>R)—
(TR —>EB—>T—->0U)—
(P=>Q—=F®—=38)—
T—-P—>U

Proof.
auto.

Qed.

Lemma le_antisym: forallnm: nat, (n <=m Am <=n) —-n=m.
Proof. Admitted.
Example exemplo9: forall nmp: nat,
(n<=p 2 (<=mAm<=n)) —
n<=p—n=m
Proof.
auto using le_antisym.
Qed.

Neste exemplo, o lema “le_antisym” € assumido correto (serd provado no préximo

exemplo) e € usado com 0 auto para provar o exemplo “exemplo9”.

15 Na realidade, usa uma versio mais fraca do apply (TEAM, 2022).
16 Em especifico, utilizam as variantes eapply e rapply da tatica apply.
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A tatica auto tem uma variante chamada trivial que ndo busca recursivamente por
possiveis solugdes e tenta aplicar apenas taticas de baixo custo (TEAM, 2022), é normalmente

usada para provar termos que sdo instancias de termos provados anteriormente. ]

Exemplo 13 (1ia). A tdtica 1ia implementa um algoritmo de decisdo para um subconjunto da
16gica de primeira ordem chamado de Aritmética de Presburger (PIERCE et al., 2021). A tatica
lia € capaz de decidir se uma férmula envolvendo operagado aritméticas e conectivos logicos é
verdadeira ou ndo. Caso seja verdadeira, uma aplicagdo de 1ia ird provar a férmula, caso nao

seja ou caso o termo a ser provado ndo tenha apenas operacdes aritméticas, 1ia ird falhar.

From Coq Require Import Lia.

Lemma le_antisyml : forall nm:nat, (n <=m Am<=n) —-n=m
Proof. 1lia. Qed.
Example exemplol0: forall mn p,
m+(n+p) =m+n+p.
Proof.
intros. lia.
Qed.

Como lia nio estd na biblioteca padrao do Coq € necessdrio importar ela com o comando From

Coq Require Import Lia. |

Exemplo 14 (inuition). A titica intuition implementa um algoritmo de decisdo para 16-
gica proposicional intuicionista capaz de provar qualquer instancia de uma tautologia desta
l6gica (TEAM, 2022).

Lemma exemplol2: forall (P Q: Prop),
Q@=P)=>F—=>0—=F=0.

Proof. intuition. Qed.

Como € possivel observar no exemplo, intuition € capaz de introduzir termos também, logo

nao é necessario usar a tatica intros [ |
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5 IMPLEMENTACAO

Os desenvolvimentos deste trabalho sdo baseados numa biblioteca em Coq versdo 8.15.2
desenvolvida em Silveira (2020) e Silveira et al. (2022), que se encontra disponivel em <https:
//github.com/funcao/LML/tree/master/cog>. A modelagem de 16gica modal em Coq destes
trabalhos é caracteristica de um deep embedding este que, segundo Azurat e Prasetya (2002), é
uma forma de modelar um sistema l6gico Ly dentro de outro sistema l6gico £ representando
completamente a sintaxe e semantica de L.

Neste capitulo, serd apresentada a biblioteca base sobre onde os desenvolvimentos deste
trabalho foram feitos e os proprios desenvolvimentos serdo descritos. Na Sec¢do 5.1 serd descrita
a biblioteca de 16gica modal que serviu de base para este trabalho, na Secdo 5.2 serd descrita
a modelagem do sistema multimodal KT © K4 na biblioteca e na Secdo 5.3 serd descrita a

modelagem genérica de 16gicas multimodais na biblioteca.

5.1 A BIBLIOTECA EM COQ

A biblioteca é dividida em nove arquivos, dos quais oito sdo referentes a alguma parte
da modelagem de l6gica modal e um apresenta exemplo de uso da biblioteca. O arquivo
Modal_Library.v apresenta as principais defini¢des da biblioteca, como a definicdo de férmu-
las da 16gica modal, frames, modelos, valoragdo de férmulas, consequéncia semantica e provas de
diversas propriedades da consequéncia semantica. Férmulas da 16gica modal sio representadas
como tipo indutivo dentro do sort Set, frames e modelos sao representados como estruturas do

tipo Record, como descrito a seguir:

Inductive formula: Set :=

| Lit : nat — formula

| Neg : formula — formula

| Box : formula — formula

| Dia : formula — formula

| And : formula — formula — formula
| Or : formula — formula — formula

| Implies: formula — formula — formula.
Record Frame: Type := {

W: Set;

R: W —-W—Prop
}.
Record Model: Type := {

F: Frame;

v: nat - (WF) — Prop


https://github.com/funcao/LML/tree/master/coq
https://github.com/funcao/LML/tree/master/coq
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Para construir um frame ou modelo sdo usados os construtores Build_Frame e
Build_Model, respectivamente. O arquivo Modal_Notations.v descreve uma notagdo para
representar férmulas da 16gica modal e operagdes sobre férmulas dentro do Coq de maneira mais

conveniente. Por exemplo, uma férmula como:

(poV p1) = (poA—p2) = (Opo — Op1)

¢ representada dentro da biblioteca como (note os delimitadores):
[V (#0 \/ #1) -> (#0 /\ = #2) -> ([] #0 -> <> #1) !]

O arquivo Logical_Equivalence.v apresenta diversas provas de equivaléncias logicas
da l6gica modal, por exemplo, provando a dualidade entre [J e (. O arquivo Modal_Tactics.v
apresenta provas de diversos resultados uteis para desenvolver provas mais complexas. O arquivo
Frame_Validation.v apresenta provas de corretude de frames, isto €, prova que se um frame
respeita uma dada propriedade entdo o axioma correspondente desta propriedade serd valido
naquele frame e que se o axioma correspondente de uma propriedade for valido em um frame
entdo este frame respeitard aquela propriedade.

O arquivo Deductive_System. v descreve o sistema axiomdtico de Hilbert para a l6gica
modal, onde axiomas sdo representados como um tipo indutivo dentro do sort Set, instancias de
axiomas sio obtidas por meio de uma fun¢do de instanciacdo e deducdes sdo representadas por

uma relacdo definida indutivamente, como apresentado a seguir:

Inductive axiom: Set :=
| ax1 : formula — formula — axiom
| ax2 : formula — formula — formula — axiom
(* algumas linhas foram omitidas *)
| axK : formula — formula — axiom
| axPos: formula — formula — axiom
(* algumas linhas foram omitidas *)
| axGL : formula — axiom.
Definition instantiate (a: axiom): formula :=
match awith
| ax1 f0fi =1[!'f0—(f1—£f0)!]
| ax2 fO0f1f2=1[!(f0 — (f1 - £2)) —» ((f0 — £f1) —» (f0 — £2)) !]
(* algumas linhas foram omitidas *)
| axK f0f1 =[!'[I(£f0 —£f1)—([] £0 —[] £1) !]
| axPos f0fl =[!<>(f0V{fl) = (<>f0V<>£l1)!]
(* algumas linhas foram omitidas *)
| axGL f£O =[! [(] £0 — £0) — [1f0!]
end.
Inductive deduction (A: axiom — Prop): theory — formula — Prop :=
| Prem: forall (t: theory) (f: formula) (i: nat),
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(nth_error t i = Some f) — deduction At f
| Ax: forall (t: theory) (a: axiom) (f: formula),
A a — instantiatea=f — deductionAt f
| Mp: forall (t: theory) (f g: formula)(dl: deductionAt[! £ = g!])
(d2: deduction At f), deductionAtg
| Nec: forall (t: theory) (f: formula) (dl: deduction A t f),
deduction At [! []£f !].

Os arquivos Soundness.v e Completeness.v apresentam provas de corretude e com-
pletude para a l6gica modal, respectivamente. Para a prova de corretude, € provado que todos os
axiomas do sistema de Hilbert sdo tautologias da l6gica modal e que as regras de Modus Ponens
e Necessitacdo preservam validade de férmulas. J4 para a prova de completude, € definido como
construir conjuntos de Lindenbaum para entio construir conjuntos maximais consistentes, porém,

até o momento da escrita deste trabalho, a prova de completude nao foi terminada.

5.2 O SISTEMA BIMODAL KT © K4 EM COQ

Para este trabalho, foi modelado em Coq versao 8.15.2 o sistema bimodal KT © K4,
descrito formalmente na Secdo 3.2, como prova de conceito da possibilidade de modelar 16gicas
multimodais na biblioteca descrita anteriormente neste capitulo. O sistema foi implementado
em trés arquivos distintos que modelam, respectivamente, os componentes bdsicos do sistema
(linguagem, frames e modelos, sistema axiomético), as propriedades semanticas do sistema (da
valoracdo em mundos/modelos e da consequéncia semantica) e as propriedades sintéticas do
sistema (da relacdo de consequéncia sintética).

O cdbdigo desenvolvido seguiu os padroes de nomenclatura e estilo da biblioteca base,
com o intuito de tornar este o mais proximo possivel do que ja foi desenvolvido. O codigo
desenvolvido encontra-se disponivel em: <https://github.com/funcao/LML/tree/Fusao>.

Para esta implementacdo, foram feitos vérios pares de defini¢des/fun¢des/teoremas para
representar certas propriedades sobre o sistema KT © K4 com respeito aos sistemas KT e
K4, pares estes que sdo essencialmente iguais, portanto, em casos onde nao for estritamente
necessario apresentar os dois elementos de um par, serd apresentado apenas um para evitar
repeticOes desnecessdrias. Para representar formulas da linguagem do sistema KT ©® K4, foi
necessdrio definir um tipo indutivo novo, andlogo ao tipo das férmulas para a linguagem modal

bdsica, como apresentado a seguir:

Inductive KT4formula : Set :=

| T4Lit : nat — KT4formula

| T4Neg : KT4formula — KT4formula
| TBox : KT4formula — KT4formula
| TDia : KT4formula — KT4formula

| K4Box : KT4formula — KT4formula
| K4Dia : KT4formula — KT4formula


https://github.com/funcao/LML/tree/Fusao
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| T4And : KT4formula — KT4formula — KT4formula
| T40r . KT4formula — KT4formula — KT4formula
| T4Implies: KT4formula — KT4formula — KT4formula.

Nao foi possivel utilizar o tipo j4 definido de férmulas, pois as férmulas para KT © K4 contém
duas modalidades distintas, ja as formulas da 16gica modal descritas na biblioteca basica contém
apenas uma modalidade.

E definida uma notagio para férmulas de forma andloga ao que foi feito na biblioteca

base, onde uma férmula:

(poV p1) = (poA—p2) = (Orpo — Oap1)

¢ representada dentro da biblioteca como (note os delimitadores):
<V (#0 \/ #1) -> (#0 /\ ~ #2) -> ([T] #0 -> <4> #1) !>

Para definir frames e modelos de KT & K4, foi necessario redefinir os conceitos de
reflexividade e transitividade de relagdes pois, na biblioteca base, essas relagdes sao definidas

para frames com apenas uma relacdo de acessibilidade da seguinte forma:

Definition reflexivity_frame (F: Frame): Prop :=
forallw, RF w w.

Definition transitivity_frame (F: Frame): Prop :=
forallwOwlw2: WF, (RF wOwl ARF wlw2) —-RFw0w2.

O que nao é compativel com o conceito de frames para KT ©® K4, logo as seguintes defini¢des

foram feitas:

Definition reflexive_rel (X: Set) (R: X — X — Prop): Prop :=
forallw, R w w.

Definition transitive_rel (X: Set) (R: X — X — Prop): Prop :=
forall wOwl w2, (R wO wl AR wl w2) — R w0 w2.

E provadas corretas com as defini¢des de anteriores, exclusivas para frames:

Theorem refl_equivalence: forall FWR,

F =Build_Frame WR —

reflexivity_frame F <> reflexive_rel WR.
Theorem trans_equivalence: forall FWR,

F =Build_Frame WR —

transitivity_frameF <> transitive_rel WR.

No trecho acima, a expressao Build_Frame W R denota o construtor do Record Frame
apresentado anteriormente na Se¢do 5.1. Com estas defini¢des € possivel definir frames e modelos
para KT © K4:

Record KT4Frame: Type := {
WT4: Set;
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RT: WT4 — WT4 — Prop;

RT_refl: reflexive_rel WT4 RT;

R4: WT4 — WT4 — Prop;

R4_trans: transitive_rel WT4 R4
}.
Record KT4Model: Type := {

FT4: KT4Frame;

VT4: nat — (WT4 FT4) — Prop

Também sao dadas defini¢des explicitas de frames e modelos para os sistemas KT e K4.

E importante ressaltar que estes conceitos ja existiam antes, mas de forma implicita:

Definition KTFrame (F: Frame) := reflexivity_frame F.

Definition KTModel (M: Model) := exists Fv, M = [F —— v] A KTFrame F.

Definition K4Frame (F: Frame) := transitivity_frame F.

Definition K4Model (M: Model) ;= exists Fv, M = [F —— v] A K4Frame F.

No trecho acima, a expressdo [F -- v] € uma notacdo para o construtor Build_Model
do Record Model apresentado anteriormente na Segdo 5.1. E necessdrio provar que frames
(ou modelos) para KT ©® K4 siao extensdes dos mesmos conceitos para KT e K4, para isso é
necessario demonstrar como obter um frame (modelo) de KT (K4) a partir de um frame (modelo)
de KT ©® K4. Isso ¢ feito definindo fungdes que constroem frames (modelos) de KT (K4) com

os componentes de um frame (modelo) de KT © K4:

Definition KT4_frame_into_KT (F: KT4Frame): Frame :=
match Fwith
| Build_KT4Frame W RT RT_refl _ _ = Build_Frame WRT
end.
Definition KT4_model_into_KT (M: KT4Model): Model :=
match M with
| Build_KT4Model (Build_KT4Frame WRT _ R4 _ asF) V=
Build_Model (KT4_frame_into_KTF)V

end.

E provando que estas fungdes sdo corretas, isto €, que de fato transformam frames de um tipo em

frames do outro tipo:

Theorem KT4_frame_into_KT_sound: forall F,
KTFrame (KT4_frame_into_KT F).

Theorem KT4_model_into_KT_sound: forall M,
KTModel (KT4_model_into_KT M).

A valoracgado de féormulas de KT ©» K4 € definida de forma anéloga ao que foi definida

para a biblioteca base:
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Fixpoint KT4eval (M: KT4Model) (w: WT4 (FT4 M)) (f: KT4formula): Prop :=
match f with

| TALit X = VT4 Mxw
| TBox f1 = forall w,RT (FT4 M) w w — KT4eval Mw’ f1
| TDia f1 = exists w,RT (FT4M) w w AKT4eval Mw’ f1

| K4Box f1 = forall w',R4 (FT4 M) w w — KT4eval Mw’ f1
| K4Dia f1 = existsw,R4 (FT4 M) ww AKTdeval Mw’ f1
| T4Neg f1 = —KT4eval Mw f1

| T4And f1 f2 = KT4eval Mwfl AKT4eval Mw £2

| T40r f1 £2 = KT4eval Mw flV KT4eval Mw £2

| T4Implies f1 £2 = KT4eval Mw f1 — KT4eval Mw £2

end.

Sao definidas duas funcdes que transformam férmulas da biblioteca basica para formulas
de KT ©® K4 sdo elas KTformula_to_KT4formula e K4formula_to_KT4formula, isso € im-
portante para provar que certas propriedades que KT e K4 respeitam também sado respeitadas

por KT © K4. Também € provado que estas fungdes s@o injetivas:

Theorem KTformula_to_KT4formula_injective: forall f1 f2,
KTformula_to_KT4formula f1 =KTformula_to_KT4formula f2 —
f1=1£2.

Com a definicdo de valoragdo de férmulas, € definido o conceito de validade em modelos,
consequéncia semantica em um modelo e consequéncia seméntica em todos os modelos, sao
provadas propriedades da valoracdo de férmulas, das operacdes de validade e consequéncia
em modelos e é provado que valoragdo de férmulas (e validade e consequéncia) semantica em

KT © K4 é uma generalizacdo dos casos para KT e K4.

Theorem KT_eval_generalization: forall WRT RT_refl R4 R4_trans V £,
let FT4 := Build_KT4Frame WRT RT_refl R4 R4_trans in
let MT4 := Build_KT4Model FT4 V in
let M := KT4_model_into_KT MT4 in
forall w, fun_validationMw f <

KT4eval MT4 w (KTformula_to_KT4formula f).

O sistema sintatico de KT & K4 ¢ definido com base num conjunto de axiomas, definido
como um tipo indutivo, uma fun¢@o que associa objetos deste tipo a férmulas, de forma andloga
ao que foi feito na biblioteca base e as regras de derivagao do sistema de Hilbert sdo definidas

como um tipo indutivo, tal qual na biblioteca base.

Inductive KT4axiom: Set :=
| KT4axl : KT4formula — KT4formula — KT4axiom
(* algumas linhas foram omitidas *)
| KT4axK_T : KT4formula — KT4formula — KT4axiom
| KT4axK_4 : KT4formula — KT4formula — KT4axiom
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| KT4axPos_T: KT4formula — KT4formula — KT4axiom
| KT4axPos_4: KT4formula — KT4formula — KT4axiom
| KT4axT : KT4formula — KT4axiom
| KT4axK4 : KT4formula — KT4axiom.

Definition KT4instantiate (a: KT4axiom): KT4formula :=
match a with
| KT4ax1 fofi =<'f0—(f1 —£f0) !>
(* algumas linhas foram omitidas *)
| KT4axK_T f0f1 =<![T](f0 — £f1)— ([T]£f0 —[T]£f1) !>
| KT4axK_4 fO0f1 =<![4](f0 — f1) — ([4] £0 — [4] £1) !>
| KT4axPos_Tf0fl =<!<T>(f0V £fl) = (<T>f0V<T>fl)!>
| KT4axPos_4f0fl =<!<4>(fOVEl) > (<4>f0V<d>1£fl) !>
| KT4axT f0 =<![T] £f0 — f0 !>
| KT4axK4 £0 =<![4] £0 — [4][4] fO !>

end.

Sao provadas algumas propriedades adicionais da transformacao de teorias dos sistemas
KT e K4 para o sistema KT © K4 e sdo provadas propriedades da derivacao no sistema KT © K4.
Por fim, é provado que toda dedugdo nos sistemas KT / K4 é possivel de ser feita no sistema
KT © K4, por meio de predicados definidas indutivamente, que associam axiomas da biblioteca

base para axiomas do sistema KT © K4.

Theorem KTdeduction_generalization: forall G f,
let KT_to_KT4 :=KTformula_to_KT4formula in
deduction T G f — KT4deduction KT4Ax (KT_theory_to_KT4theory G) (KT_to_KT4 f).

Por fim, é definido um predicado que descreve a corretude de um dado sistema axiomadtico
com respeito a alguma classe de frames (representado como uma fun¢do de tipo Frame — Prop),
para entdo provar que, assumindo a corretude dos sistemas KT e K4, o sistema KT © K4 ¢

correto, ou seja, provar a transferéncia da corretude para este caso particular de fusdo.

Definition relative_soundness (A: axiom — Prop) (P: Frame — Prop) :=

forallGf, (A; Gl—— f) — forallFV,PF — entails (Build_Model F V)G f£.

Este predicado é provado correto com relacdo a definicdo de corretude para o sistema K da

biblioteca base, onde o predicado indutivo anyFrame descreve a classe de todos os frames!:

Inductive anyFrame (F: Frame): Prop := anyFrameMk: anyFrame F.

Lemma relative_soundness_correct:
relative_soundness K anyFrame <
(forall (G: theory) (f: formula), (K; G I— f) = (Gll= 1)).

I Este predicado poderia ser substituido por uma funcio que recebe um frame e retorna True independente do

frame.
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Com base nessa defini¢do, foi provada a corretude dos sistemas KT e K4:

Theorem KT_soundness:

relative_soundness T reflexivity_frame.

Theorem K4_soundness:

relative_soundness K4 transitivity_frame.

Analogamente ao que foi feito anteriormente para o sistema K, foi definido um predicado
que representa a corretude no sistema KT © K4 e uma fun¢io que descreve a classe de todo

2-frame reflexivo e transitivo:

Inductive anyKT4Frame (F: KT4Frame): Prop := anyKT4FrameMk: anyKT4Frame F.

Definition relative_KT4soundness (A: KT4axiom — Prop) (R: KT4Frame — Prop) :=
forall Gf, (A; G l——t4 f) — forall FV,RF — KT4entails (Build_KT4Model F V)G f£.

Com essas defini¢des, foi provada a corretude do sistema KT © K4:

Theorem KT4_soundness:

relative_KT4soundness KT4Ax anyKT4Frame.

Porém nao foi possivel completar essa prova com base nas premissas de que KT e K4
sdo corretos. Essas premissas ndo levaram a nenhuma contradi¢ao, porém elas também nao
contribuiram na prova pois, devido a maneira que foram definidos os conceitos de consequéncia
sintdtica e semantica e como as interpretagcdes destes conceitos na biblioteca base e na prova de
conceito foram relacionados, as premissas de que KT e K4 s@o corretos geram outras premissas
indteis. A prova da corretude de KT © K4 foi feita provando (com grande auxilio das ferramentas
de automagdo do Coq) cada caso da prova “manualmente”, independente da hip6tese de corretude
de KT e K4.

53 LOGICAS MULTIMODAIS

A segunda parte da implementagdo deste trabalho consiste na modelagem em Coq versao
8.15.2 de 16gicas multimodais, descritas formalmente na Secdo 2.6, também usando como base
a biblioteca de 16gica modal descrita anteriormente neste capitulo. Este sistema foi modelado
em cinco arquivos distintos, dos quais quatro representam componentes de fato do sistema
multimodal e um descreve exemplos de aplicagdo. Assim como na modelagem do sistema
KT ® K4, o cédigo desenvolvido seguiu os padroes de nomenclatura e estilo da biblioteca base
e encontra-se disponivel em: <https://github.com/funcao/LML/tree/Fusao>.

Inicialmente, férmulas da linguagem multimodal foram modeladas como um tipo indutivo
de maneira semelhante ao que foi feito na biblioteca base e na modelagem do sistema KT & K4,
porém a principal diferenca entre a modelagem aqui descrita e as outras modelagens é que as
férmulas da linguagem multimodal que contém modalidades recebem um argumento adicional,

que indica o indice da modalidade:


https://github.com/funcao/LML/tree/Fusao
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Inductive MMformula : Set :=
| MMLit : nat — MMformula
| MMNeg : MMformula  — MMformula

| MMBox : nat — MMformula — MMformula
| MMDia : nat — MMformula — MMformula
| MMAnd : MMformula — MMformula — MMformula
| MMOr : MMformula  — MMformula — MMformula

| MMImplies: MMformula — MMformula — MMformula.

A notacdo para férmulas definida na prova de conceito € reaproveitada nesta se¢do, onde

uma féormula como:

(poV p1) = (poA—p2) = (Hopo — O3p1)

E representada dentro da biblioteca como?:

<V (#0 \/ #1) -> (#0 /\ ~ #2) -> ([0] #0 -> <<3>> #1) !>

Note que esta definicao indutiva ndo representa de fato a unidao das assinaturas de duas
linguagens distintas, ou seja, ndo representa precisamente a defini¢do de linguagens multimodais
como foi descrito na Defini¢do 30. Mais serd comentado sobre isso na Secdo 5.4.

H4 dois motivos por trds da representacdo de modalidades com um indice: permitir que
um udnico tipo indutivo seja capaz de representar férmulas de qualquer sistema multimodal,
independente de quantas modalidades ele tenha e garantir que uma férmula (leia-se, um objeto
que habita o tipo MMformula) ndo precise de alguma prova para ser construida, ou seja, nao
€ necessario fornecer uma prova que o indice da modalidade de uma férmula € menor que
o nimero de modalidades num dado sistema modal para entdo poder construir uma férmula.
Porém, essa escolha carrega um problema: como garantir que, em um sistema multimodal com n
modalidades, ndo seja possivel operar sobre formulas que contenham modalidades cujo indice é
maior que n?

Para resolver este problema foi utilizado o mecanismo de se¢cdes do Coq com o intuito de
definir uma varidvel que representa a quantidade de modalidades em um dado sistema multimodal,

assim como uma restri¢ao de que h4 mais de uma modalidade no sistema multimodal.

Section MultiModal.
Variable Modalities: nat.
Hypothesis minimum_modalities: Modalities > 1.
(C I )

End MultiModal.

A defini¢do dessa varidvel nao passa de uma conveniéncia pois apenas adiciona, no contexto de

toda definicao/tipo indutivo/prova dentro da secdo, um termo do tipo nat chamado Modalities.

2 Nio foi possivel representar a modalidade ¢), apenas por <x> pois a nota¢do “? < x”, onde x é um natural, é

reservada para a operacdo de menor, que estd definida na biblioteca padrao e portanto ndo pode ser sobrecarregada
sem antes realizar outras alteragdes.
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Ou seja, adiciona um argumento/premissa ja instanciado, este que se torna um termo quantificado

universalmente quando o objeto definido dentro da se¢do € invocado fora dela.

Require Import Nat.
Section MultiModal.
Variable Modalities: nat.
Definition foo (n: nat): nat :=
match lebn Modalities with
| true =0
| false=1
end.
Check foo. (*foo: nat — natx*)
(k.. .%)
End MultiModal.
Check foo. (*foo: nat — nat — natx)

A partir destas definicdes, foi implementada uma funcao recursiva que verifica se uma
formula pode ser deduzida num sistema multimodal, onde uma férmula ¢ pode ser deduzida
num sistema multimodal com x modalidades se, e somente se, para toda subférmula de ¢ da
forma [J;y ou Q;y, i < x. Uma funcdo semelhante é definida para verificar dedutibilidade de

teorias (listas de férmulas).

Fixpoint deducible_formula (f: MMformula): Prop :=
match f with
| MMLit _ = True
| MMNeg f1 = deducible_formula f1
| MMBoxx f1 | MMDiax fl = x<Modalities A deducible_formula f1
| MMAnd f1 f2| MMOr f1 £2 | MMImplies f1£f2 =
deducible_formula f1 A deducible_formula f2
end.
Fixpoint deducible_theory (T: MMtheory): Prop :=
match T with
I [ 1 = True
| h:: t = (deducible_formulah) A (deducible_theory t)

end.

Frames e modelos para o sistema multimodal sdo definidos de forma semelhante ao que
¢ feito na prova de conceito, onde um frame multimodal contém um conjunto de mundos, uma
lista de relacdes de acessibilidade definidas sobre o conjunto de mundos e uma prova de que ha
tantas relacdes quanto hd modalidades no sistema multimodal, j4 um modelo multimodal contém

um frame multimodal e uma fung¢do de valoracio definida sobre o conjunto de mundos do frame.

Record nFrame: Type :={

nW . Set;
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nR : list (nW — nW — Prop);
rel_cond: (length nR) = Modalities
}.
Record nModel: Type := {
nF: nFrame;

nV: nat — (nW nF) — Prop

Para acessar uma relagdo arbitrdria do conjunto (lista) de relacdes de um n-frame, foi
definida uma fun¢do, chamada get_rel, que apenas encapsula a funcdo nth da biblioteca padrdo
e foi definida uma relagdo (vazia) especial, chamada dummyRel, que € usada como o retorno
padrio da funcio nth. E de interesse ressaltar que esta relacio especial s6 serd retornada pela
fungdo get_rel caso os outros argumentos passados a ela sejam invalidos, por exemplo caso
seja passado um indice maior que o tamanho da lista ou seja passada uma lista vazia. Também

foram provados alguns teoremas sobre a corretude da fungdo get_rel.

Definition dummyRel (X: Set) := (fun x: X = (funy: X = False)).
Definition get_rel (X: Set) (1R: 1ist (X — X — Prop)) (index: nat) :=
nth index 1R (dummyRel X).
Lemma get_rel_sound: forall X 1R n,
length IR <n — (get_rel X 1R n) = (dummyRel X).
Lemma get_rel_sound2: forall X 1R n,
— In (dummyRel X) 1R —+ n < length 1R — (get_rel X 1R n) <> (dummyRel X).

Nao foi possivel representar a unido de frames como foi descrito na Defini¢cao 30 (mais
serd comentado sobre isso na Se¢do 5.4), foram apenas definidas fungdes que separam um

n-frame em um ou mais frames, algo semelhante foi definido para n-modelos:

Definition split_frame (F: nFrame): 1ist Frame:=
match F with
| Build_nFrame nW nR _ = map (Build_Frame nW) nR
end.
Definition nFrame_to_Frame (F: nFrame) (index: nat): Frame :=
match F with
| Build_nFrame nW nR _ = Build_Frame nW (get_rel nW nR index)
end.
Definition nModel_to_Model (M: nModel) (index: nat): Model :=
match Mwith
| Build_nModel (Build_nFrame nWnR _) V=
Build_Model (Build_Frame nW (get_rel nW nR index)) V

end.

Com isso entdo foi definida a valoracdo de férmulas no sistema multimodal, onde s6 é

possivel valorar férmulas caso elas sejam dedutiveis no sistema multimodal em questao e uma
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férmula que contém uma modalidade de indice x serd valorada com base na x-ésima relacio do

frame do modelo em questao:

Fixpoint valuation (M: nModel) (w: nW (nF M)) (f: MMformula): Prop:=
match f with
| MMLiti =@V M iw
| MMNeg f1 = deducible_formula f1 —
(—valuationMw f1)
| MMBox i f1 =-deducible_formula (MMBox i f1) —
(forallw’, (get_rel (uW (nF M)) (nR (nF M)) i) w ww — valuationMw’ £1)
| MMDia i fl =-deducible_formula (MMDia i f1) —
(exists w’, (get_rel (uW (nF M)) (nR (nF M)) i) w w AvaluationMw’ f1)
| MMAnd f1 £2 = deducible_formula (MMAnd f1 £2) —
(valuation Mw f1 A valuation Mw £2)
| MMOr £f1 £2 = deducible_formula (MMOr f1 £2) —
(valuation Mw f1 V valuation Mw £2)
| MMImplies f1 £f2 = deducible_formula (MMImplies f1 £2) —
(valuationMw f1 — valuation Mw £2)

end.

Com base nesta defini¢do de valoragdo, foram definidas relagdes de consequéncia se-
mantica e foi provado que a valoracdo (ou consequéncia semantica) em n-modelos é uma
generalizacdo da valoracdo (consequéncia semantica) em modelos, tal qual foi feito para a prova

de conceito.

Theorem MMvaluation_generalization: forall modalities W1RRCV f n,
let NF := Build_nFrame modalities W1RRC in
let NM := Build_nModel modalities NF V in
let M := (nModel_to_Model modalities NMn) in
deducible_formulamodalities (formula_to_MMformula f n) —
forall w, fun_validationMw f <>

valuation modalities NM w (formula_to_MMformula f n).

Foi definido um conjunto de axiomas e um sistema de Hilbert para a 16gica multimodal,
de maneira semelhante ao que foi feito na biblioteca base e na prova de conceito, com tipos
indutivos representando axiomas e derivacdes no sistema de Hilbert e uma fun¢do que transforma

objetos do tipo de axiomas em féormulas multimodais.

Inductive MMaxiom: Set :=
| MMax1 : MMformula — MMformula — MMaxiom
| MMax2 : MMformula — MMformula — MMformula — MMaxiom
(¥*algumas linhas foram omitidas*)
| MMax10 : MMformula — MMformula — MMaxiom
| MMaxK : nat — MMformula — MMformula — MMaxiom

(*algumas linhas foram omitidas*)
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| MMaxGL : nat — MMformula — MMaxiom.
Definition MMinstance (a: MMaxiom): MMformula :=
match a with
| MMax1 f1f2 =<!fl—(f2—f1)!>
| MMax2 f1£2 £3 = <!(f1 — (£2 — £3)) = ((f1 — £2) — (f1 — £3)) I>
(¥algumas linhas foram omitidas*)
| MMax10 f1f2 =<!--f1—=f1!>
| MMaxK 1 f1 f2 =<![i](f1 — £2) — ([i] f1 — [i] £2) !>
(*algumas linhas foram omitidas*)
| MMaxGL i f = <V [A]([ i]lf — £) = [i]f >
end.
Reserved Notation "A ; G |--M p" (at level 110, no associativity).
Inductive MMdeduction (A: MMaxiom — Prop): MMtheory — MMformula — Prop :=
| MMPrem: forall (G: MMtheory) (f: MMformula) (i: nat),
(deducible_theory G) — (nth_error G i = Some f) — A; G |I——M £
| MMAx: forall (G: MMtheory) (a: MMaxiom) (f: MMformula),
A a — (deducible_formula f) — MMinstancea=f —
(deducible_theory G) — A; G I—M £
| MMMp: forall (G: MMtheory) (f1 £2: MMformula),
(deducible_formula <!f1 — £2!>) — (deducible_theory G) —
(A; G 1—M (<!f1 — £21>)) — (A; G I-—M £1) — (A; G |—M £2)
| MMNec: forall (G: MMtheory) (f: MMformula) (i: nat),
i < Modalities — (deducible_formula f) — (deducible_theory G) —
(A; GI——M£) = (A; G I——M <I[1]£!>)
where "A ; G |--M p" :=(MMdeduction A G p).

A partir destas defini¢cdes foram descritos sistemas axiomdticos para a 16gica multimodal,
em especifico, foram modeladas versdes multimodais de cada sistema axiomético na biblioteca

base:

Inductive Kn (index: 1ist nat): MMaxiom — Prop :=
| Kn_ax1: forall f1 f2, (deducible_formula (MMinstance (MMax1 f1 £2))) —
Kn index (MMax1l f1 £f2)
| Kn_ax2: forall £1 £2 £3, (deducible_formula (MMinstance (MMax2 £f1 £2 £3))) —
Kn index (MMax2 f1 £2 £3)
(*algumas linhas foram omitidasx)
| Kn_axK: forall i f1f2, In i index —
(deducible_formula (MMinstance (MMaxK i f1 £2))) — Kn index (MMaxK i f1 £2)
| Kn_axPos: forallif1lf2, Ini index —
(deducible_formula (MMinstance (MMaxPos i f1 £2))) — Kn index (MMaxPos i f1 £2).

Estes sistemas sdo parametrizados por uma lista de nimeros naturais, que representam as

modalidades daquele sistema. Entdo, por exemplo, caso um sistema seja parametrizado pela
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lista [1,2,3], entdo as modalidades deste sistema serdo [y /(1,02 /02 € U3 /3. Para definir um
sistema que contém todas as modalidades até a varidvel Modalities, basta passar o parametro
seq 0 Modalities, a fungdo seq, que € definida na biblioteca padrdo, computa a lista de
todos os naturais menores que o segundo argumento, iniciando no primeiro. Ou seja, seq 0
Modalities ird retornar a lista [0, ..., Modalities-1].

Foram modelados sistemas axiomaticos que representam a fusao (tal qual apresentada
na Definicdo 30) de outros dois sistemas axiomaticos, sejam eles dois sistemas monomodais
(sistema join), um sistema monomodal e outro sistema multimodal (sistema join_one) ou dois

sistemas multimodais (sistema join_two).

Inductive join (S1 S2: axiom — Prop) (index1 index2: nat):
list nat — MMaxiom — Prop =
| derivable_S1:forall ab,S1a — axiom_to_MMaxiom indexl ab —
deducible_formula (MMinstance b) —
join S1 52 index1 index2 (index1 :: index2:: nil) b
| derivable_S2: forall ab, S2 a — axiom_to_MMaxiom index2ab —
deducible_formula (MMinstance b) —
join S1 52 index1 index2 (index1 :: index2 :: nil) b.
Inductive join_one (S1: axiom — Prop) (S2: 1ist nat — MMaxiom — Prop)
(indexl: nat) (index2: 1list nat): 1list nat — MMaxiom — Prop :=
| derivable_S1_one: forall ab,S1 a — axiom_to_MMaxiom indexl ab —
deducible_formula (MMinstance b) —
join_one S1 52 index1 index2 (index1 :: index2) b
| derivable_S2_omne: forall a, S2 index2 a —
join_one S1 52 index1 index?2 (index1 :: index?2) a.
Inductive join_two (S1 S2: 1ist nat — MMaxiom — Prop) (indexl index2: 1ist nat):
list nat — MMaxiom — Prop =
| derivable_S1_two: forall a, S1 indexl a —
join_two S1 52 index1 index2 (index1 ++ index2) a
| derivable_S2_two: forall a, S2 index2 a —

join_two S1 52 index1 index2 (index1 ++ index2) a.

Estes sistemas utilizam a mesma no¢ao de parametrizacdo por listas de indices de modalidades
que os sistemas multimodais apresentados anteriormente, sendo que as listas de indices destes
sistemas resultantes de fusio € gerada a partir das listas de indices dos sistemas unidos. No caso
da jun¢do envolvendo sistemas monomodais, um nimero natural € atribuido a cada sistema, para
servir de indice das suas modalidades quando este for elevado para o sistema multimodal.

Para definir a fusdo de sistemas axiomaticos foi necessario antes definir uma forma de
transformar axiomas do sistema monomodal para o sistema multimodal, o que foi feito por meio

de um predicado definido indutivamente.

Inductive axiom_to_MMaxiom (index: nat): axiom — MMaxiom — Prop :=

| transform_ax1: forall f1 £2, axiom_to_MMaxiom index (ax1 £f1 £2)
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(MMax1 (formula_to_MMformula f1 index) (formula_to_MMformula f2 index))
| transform_ax2: forall £1 £2 £3, axiom_to_MMaxiom index (ax2 f1 £2 £3)
(MMax2 (formula_to_MMformula f1 index) (formula_to_MMformula f2 index)
(formula_to_MMformula f3 index))
(*algumas linhas foram omitidas*)
| transform_axK: forall f1 £2, axiom_to_MMaxiom index (axK f1 £2)
(MMaxK index (formula_to_MMformula f1 index) (formula_to_MMformula £2 index))
(¥*algumas linhas foram omitidas*)
| transform_axGL: forall f, axiom_to_MMaxiom index (axGL f)

(MMaxGL index (formula_to_MMformula f index)).

Por fim, foi provado que toda férmula derivavel no sistema K também € derivavel no
sistema K, e que a fusdo de sistemas dedutivos preserva derivacdes, ou seja, toda férmula
derivavel num sistema S; também serd derivavel no sistema S; ® S, para qualquer S,, sejam

estes sistemas mono ou multimodais.

Theorem MMdeduction_generalization_Kn: forall modalities indexesnG f,
let K_to_Kn := formula_to_MMformula in
n < modalities — Inn indexes — deductionKGf —
MMdeduction modalities (Kn modalities indexes)
(theory_to_MMtheory Gn) (K_to_Kn f n).
Theorem join_preserves_deduction: forall modalities S1nl G f,
let K_to_Kn :=formula_to_MMformula in
nl < modalities — deductionS1Gf —
forall S2n2b, (forall a, axiom_to_MMaxiomnl ab) —
joinmodalities S1S2n1n2(nl: n2: nil) b —
MMdeduction modalities (joinmodalities S1 S2nl n2 (nl::n2:: nil))
(theory_to_MMtheory Gnl) (K_to_Kn f nl).
Theorem join_two_preserves_deduction: forall modalities S1821112Gf a,
MMdeduction modalities (S111)Gf — join_two S1S21112 (11 ++12)a —
MMdeduction modalities (join_two S1S21112 (11 ++12))G f£.

Isso conclui a modelagem de 16gicas multimodais no Coq com base na biblioteca de
l6gica modal apresentada no inicio deste capitulo. Devido as complexidades impostas pela
modelagem no Coq e restricdes de tempo, ndo foi possivel modelar provas de transferéncia de
propriedades descritas na Se¢do 3.1, porém, os resultados obtidos pela prova de conceito e de
tentativas de comecar a modelagem desta prova indicam que € possivel provar, pelo menos, a

transferéncia de corretude.

5.4 DIFICULDADES NA IMPLEMENTACAO

Um dos pontos que causou grande dificuldade na implementacdo foi a defini¢cao das

linguagens, tanto para o sistema KT ©® K4 quanto para o sistema multimodal. Em especifico,
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o problema era como seria possivel implementar no Coq as linguagens de tal forma que elas
representassem corretamente suas respectivas apresentacoes, e também que fosse possivel definir
traducgdes entre as linguagens da biblioteca base e do sistema multimodal. A solucdo selecionada
resolve esses problemas, porém, uma limitacdo desta solug¢do é que ele ndo representa a uniao
de assinaturas de duas linguagens distintas®. A necessidade de realizar traducdes também nio é
ideal, pois limita a expressividade dos sistemas desenvolvidos.

Outro ponto de grande dificuldade foi na defini¢do e tradu¢do de frames para o sistema
multimodal. Inicialmente, pretendia-se definir um n-frame a partir da unido de frames da biblio-
teca base, tal e qual € feita na defini¢do de fusdo de 16gicas, porém isso ndo € possivel devido ao
fato que o conjunto de mundos dos frames da biblioteca base sao objetos do tipo Set. Isto gera
dois problemas: igualdade entre objetos em Set nio é a mesma que igualdade entre conjuntos e
o Coq ndo consegue verificar se os conjuntos de mundos de dois frames distintos sdo iguais sem
saber como estes frames sao construidos.

Este segundo problema se mostrou o maior, pois torna muito dificil (ou até impossivel)
obter a lista de relacdes de acessibilidade de frames a partir de uma lista de frames, algo necessdrio
para representar a unido de varios frames para a obten¢ao de um n-frame. Considerando uma
funcdo que recebe uma lista de frames como argumento e que deve retornar a lista das relacdes de
acessibilidade de todos os frames na lista de frames, qual serd o tipo do seu retorno? Certamente
seria da forma 1ist (X -> X -> Prop) onde X: Set e X é o conjunto de mundo dos frames da
lista, porém o Coq nao consegue verificar se X é conjunto de mundos de todos os frames da lista,
pois ndo sabe como eles sdo construidos, logo ele ndo consegue verificar se o tipo da fungdo é
vélido e, portanto, ndo permite a definicdo desta fun¢do. Este mesmo motivo torna muito dificil a
conversao de n-modelos multimodais para modelos monomodais, mas, ao invés do problema
estar na lista de relacdes de frames, estd na fun¢do de valoracdo dos n-modelos.

Para resolver este problema, uma possivel solucao seria alterar a defini¢do de frames da
biblioteca base para que todo frame seja parametrizado por algum tipo T e entdo o conjunto de
mundos do frame seria do tipo T -> Prop, ou seja, seria a fun¢do caracteristica de um conjunto
de objetos que habitam o tipo T. Essa ndo ¢ a tinica maneira de modelar conjuntos, no Coq,
porém talvez seja a mais adequada para esta situagao.

Outro problema estd relacionado com a lista de relagdes de um n-frame. Como € neces-
sario acessar elementos arbitrarios desta lista, foi utilizada a fung¢do nth da biblioteca padrao
do Coq, que retorna o n-ésimo elemento de uma lista, porém esta funcao requer um objeto
do mesmo tipo que os objetos na lista para ser retornado caso tente-se acessar um elemento
maior que o tamanho da lista. Para tanto, foi definida uma relagcdo (vazia) “especial” chamada
dummyRel, apresentada anteriormente, porém, o problema com essa forma de lidar com isso

€ que esta € uma relacao valida, logo ela poderia estar contida na lista de relagdes de algum

3 A impossibilidade de modelar a unido de assinaturas de linguagens com tipos indutivos no Coq nio é uma

hipétese a ser descartada, talvez outra abordagem seja necessaria para tratar este problema.

4O autor vem por meio desta nota expressar seu grande desgosto de trabalhar com teoria de conjuntos no Coq.
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n-frame, portanto, caso essa relagdo fosse retornada ao aplicar a fungdo numa lista de relagdes
que contém uma relagdo vazia, seria impossivel determinar se a funcao teve esse retorno pois
ndo encontrou o elemento na lista de relacdes ou porque essa era a relagio selecionada.

Por fim, provar a transferéncia de corretude, tanto na prova de conceito quanto na
modelagem final dos sistemas multimodais, se mostrou um problema maior do que o esperado.
Apesar de ter sido possivel provar a corretude do sistema KT © K4 na prova de conceito, por ser
uma prova direta que ndo necessitou das premissas de corretude dos sistemas base, tal prova ndo
foi uma prova de transferéncia. Este resultado inicial indica que, caso seja possivel provar esse
fato no Coq, talvez essa prova ndo seja pelo método de transferéncia, ou pelo menos que essa
prova nio seria tao simples quanto ela € no “papel e caneta”. Mais ainda, para a implementagao
dos sistemas multimodais foi possivel formular um predicado de corretude porém, devido a
restri¢cdes de tempo, a complexidade dessa prova e as dificuldades envolvendo frames descritas

anteriormente, a prova de corretude de fato nao pode ser concluida.
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6 CONCLUSOES

Combinagdes de ldgicas € um tépico relativamente novo e complexo dentro da 16gica,
tanto do ponto de vista filoséfico quanto matematico, porém muito ja foi estudado e desenvolvido
sobre, algo que foi evidenciado no Capitulo 3 e no Apéndice A deste trabalho, tal apresenta-
¢ao entende-se por satisfazer o primeiro objetivo deste trabalho, especificamente “Estudar os
principais conceitos de combinacdes de ldgicas, em especial, a fusdo”. Assistentes de provas
sdo ferramentas também novas, que permitem expressar grande parte da matematica em suas
linguagens e que possibilitam seus usudrios provarem propriedades sobre objetos expressos
dentro de si. Ademais, essas provas independem da verificacdo de um humano para garantir a
confiabilidade, logo, assistentes de provas s@o excelentes ferramentas para provar propriedades
de sistemas complexos, como sistemas de software.

Portanto, temos que assistentes de provas podem ser usados para modelar e verificar
a corretude de sistemas logicos resultantes da combinacdo de outros sistemas logicos mais
simples, algo que foi evidenciado com os desenvolvimentos deste trabalho. Foi possivel modelar
e verificar a corretude do sistema KT © K4, um sistema resultante da fusao de dois sistemas
l6gicos mais simples. Entende-se que esta implementagao satisfaz o segundo objetivo deste
trabalho, especificamente “Realizar um estudo de caso de fusdes de 16gicas modais no Coq™.
Esta implementacao ndo foi trivial e a prova de corretude nio se deu por meio do método de
transferéncia, porém ela indica que, pelo menos para casos restritos, € possivel provar em Coq a
corretude de sistemas l6gicos resultantes da fusao.

A principal contribui¢do deste trabalho foi a modelagem de sistemas sintdticos de logicas
resultantes da fusdo de forma paramétrica, sendo também demonstrado que a fusdo de sistemas
sintdticos preserva derivacdes. Com isso, € possivel representar, sintaticamente, sistemas logicos
resultantes da fusao de dois outros sistemas l6gicos arbitrarios. Entende-se que este resultado
satisfaz o terceiro objetivo deste trabalho, especificamente, “Modelar, de forma paramétrica,
sistemas de l6gicas multimodais resultantes de fusdo de l6gicas modais em Coq”.

Apesar disto, a modelagem € complexa e nao foi possivel representar explicitamente a
combinacdo dos sistemas semanticos de l6gicas monomodais, apenas foi possivel representar a
combinacao de seus sistemas sintdticos. Além do trabalho de representar os componentes do
sistema 16gico, é também interessante provar que estes estdo corretos com relagc@o aos sistemas
bésicos que foram combinados, algo que, devido a impossibilidade de modelar os sistemas
semanticos, ndo foi possivel de ser feito.

Propde-se como trabalhos futuros alteragdes tanto na biblioteca modal base quanto na
extensao desenvolvida nesse trabalho, modificando a defini¢ao de frame da biblioteca base para
que este seja parametrizado por algum tipo (como descrito na Secdo 5.4), refletir essa alteracao
nos n-frames da extensdo para poder descrever a fusdo de frames, lidar com a selecdo de uma
relacdo da lista de relagdes de uma n-frame de forma que nao seja necessario utilizar a fungao

nth ou variantes, modelar a unifio de assinaturas de linguagens e, por fim, provar a transferéncia



de corretude e completude pela fusao.
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APENDICE A - PROVA FORMAL DA TRANSFERENCIA DE COMPLETUDE PELA
FUSAO DE LOGICAS MODAIS

Prova do Teorema 4. Sendo I' C ® um conjunto L,-consistente, devemos provar que I" € ver-
dadeiro em algum mundo de um 12-modelo baseado em um 12-frame para £15. Como I" é
L1>-consistente, I também é L -consistente e L£;-consistente. Ademais, como I' C ® C DCr(0®),
existe um m-modelo, baseado em um 7-frame para L, onde I" é verdadeiro em algum mundo
(devido a premissa de completude de £; e £»). Este m-modelo serd chamado de modelo inicial,
e serd apresentado formalmente a frente.

Inicialmente, devemos definir formalmente os conceitos de 7m-teorias, modelos etiqueta-

dos e elementos de modelos.

Definicao 46 (7-Teorias, m-Modelos Etiquetados e m-Elementos de Modelos).

46.1 Sendo A um conjunto de férmulas, a 7-teoria de A é definida como, onde L, é uma légica

bimodal:
Tr(A) ={0076 | 6 € B(Sz(A))N L1z e dx(U76) < dz(A)}

46.2 Um m-modelo etiquetado é uma tripla (M, wpq,X(M)), onde M = (W, Rz, Vr) e:

(i) M é um m-modelo para Lz;
1) wy €W,
(iii) £(M) é um conjunto de elementos (férmulas interpretadas como atomos), fechado
para a operagdo de sub-elementos sobre elementos;
(iv) Tz(E(M)) é verdadeiro em w ( em M.
46.3 Dado um m-modelo etiquetado £ = (M, wpq,L(M)) onde M = (W, Rz, V), para cada

mundo w € W o conjunto de elementos X \q(w) de w é definido indutivamente como:

1) Zpmwam) =Z(M);
(i) Sendo w;,w; € W, se wiRzw; e Oz € Xrq(w;), entdo SC(@) € Zpq(w;). [ |

O mundo w4 é chamado de mundo base do modelo M, £(M) é chamado de conjunto
de elementos do modelo M e X ((w) é o conjunto de elementos de w em M. Sendo £ =
(M,wpr,L(M)) um modelo etiquetado, escreveremos w € & para indicar que w € W, sendo
M= (W,R,V).

Com isso, podemos definir formalmente os conceitos de modelo e mundo iniciais, a partir

de algum conjunto de férmulas I'" que deve ser satisfeito.

Definicio 47 (Modelo Inicial e Mundo Inicial). E chamado de modelo inicial o m-modelo

etiquetado:

T = (Z,i,SC(I))
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onde o mundo base i deste modelo é chamado de mundo inicial. O modelo Z € o modelo que

satisfaz I" e o mundo i € um mundo onde I" € verdadeiro.
Podemos entdo provar o seguinte resultado auxiliar:
Lema 1. Sendo € = (M,wr,2(M)) um modelo etiquetado e w; € E, entdo:
1.1 Se Zpq(w;) # @ entdo dz (Ep(wi)) = (dg(E(M)) —dist(wpg, wy));
1.2 Sendo w; # wag, Eaq(wi) = @ sse dist(w g, w;) > dg(Z(M)). |
Prova do Lema 1. Temos dois casos, um para 1.1 outro para 1.2:
Caso 1.1 Prova-se por inducdo em dist(wq,w;):

Base: Pela defini¢do de dist, temos que wy = w;, logo, dz(Ep(waq)) = dgz(E(M)),
pela defini¢do de X, temos dz(X(M)) = dz(E(M)).

Hipotese: Assumindo Vwy,dist(waq, wi) = k, temos que dz(Ep(wi)) = dg(E(M)) —
dist(w g, wi)-

Passo: Pelas defini¢oes de X e dr, temos que VYw,, wp, onde w,Rwy,,dz(Ea(wy)) =
dz(Xa(wp)) + 1. Assumindo que dist(waq,w;) = k+ 1, sabemos que existe algum

wy onde wyRw; e dist(waq,wy) = k. Logo, pela hipétese podemos concluir que:
dz(E(wx)) = dz(Z(M)) — dist(wrg, w)

Mais ainda, temos:
* Pela definicdo de Ly q: Z(M) =Z (W)
* Pelas conclusdes anteriores: dz(Zaq(wx)) = dz(Zpm(w))) +1

Portanto temos:
dz(Z(w;)) +1=dz(Zpm(war)) — dist(wag, we)
Ou seja:
drz(Z(w;)) = da(Zpm(war)) — (dist(wag, wy) +1)
Logo:
dz(Z(w;))) = dz(Epm(wam)) — dist(wag, wj)
Caso 1.2 Consequéncia imediata do caso anterior e da defini¢do de X 4. |

Este lema demonstra que, dado dz(X(M)) finito, dz(Xx¢(w;)) ird diminuir com o au-
mento de dist(waq,w;) até Xy (w;) se tornar vazio, ou seja, o conjunto de elementos de um
dado mundo em um modelo depende da distancia do mundo até o mundo base do modelo.

Com isso, podemos formalmente enunciar o conceito de ancoramento de modelos:
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Definicéio 48 (Ancoramento de Modelos). Sendo & = (M,w, E(M)) e &1 = (N, war, Z(N))

modelos etiquetados, onde & tem tipo 7, € dito que & estd ancorado em &, se, e somente se:

48.1 &) tem tipo T;

48.2 Sendo M = Wy, R, Vi) e N = W,, R, V) entdo, W,, "W, = {wpa'} e & =T ou
w ndo é o mundo base de &y;

48.3 Z(N) =Sz (Zp(wn));

48.4 Paratodo @ € X(N) : M,wpr Ik @ sse Nywps I- @ |

E f4cil de observar que a definicao de ancoramento € irreflexiva e antissimétrica, mais
ainda, se & estd ancorado em & e w € o mundo base de &1, € dito que & estd ancorando em
&y no mundo w. Para cada w-modelo & e mundo w € &, o conjunto Sz(Xx((w)) é chamado
de conjunto de concordancia de w em & pois, para cada T-modelo &£ ancorado em w, &) e £;
devem concordar com a valoragdo deste conjunto em w.

Intuitivamente, podemos interpretar a operagdo de ancoramento de modelos como uma
forma de “alternar o contexto” durante a valora¢do de uma férmula que contenha multiplas
modalidades, pois permite que formulas com modalidades de um tipo sejam valoradas em um

modelos de outro tipo.

Definicao 49 (Diagramas). Para cada conjunto L-consistente A, 7-modelo M e mundo w em

M, o diagrama de A em M no mundo w, denotado por DG(A) é dado por
DGA)={d|dcAeM,wiFd}U{-6|5cAe M,wl 5}

O diagrama de concordincia Dpag(w) do mundo w em M é definido como Dpg(w) =
DG(Sz(Zr(w)))- u

E facil observar que a condigdo 48.4 é equivalente a impor a restri¢do que D v((wyr) seja
verdadeiro no mundo wxr no modelo . Uma importante propriedade de m-modelos etiquetados

¢ a seguinte:
Lema 2. Para todo m-modelo etiquetado £ e w € €, Dag(w) é Li-consistente. [

Prova do Lema 2. Inicialmente, devemos assumir que D rq(w) é L,-inconsistente, para algum
w € €. Entdo, existe um conjunto finito e ndo vazio A C D (w) onde = AA € L1»', ou seja,
existe algum 6; tal que 6; € Ae ~0; € L.

Assumindo que dist(w g, w) = k. Sabemos que, pela defini¢do de Dy, todo & € A é da
forma @ ou —¢, sendo @ € Sz(Xp((w)). Portanto @ € Sz(E(M)) e A C B(Sz(X(M))), mais
ainda dz (@) <dz(X(M)) —k e, portanto, dz(A) < dz(X(M)) —k (isso se dd pelo Lema 1.1, no
caso Ly # 9, pois A # ).

I Onde NAA= (8§ A---N8y).
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Temos entio que (K~ A A € Tz (X(M)) (pela Definicdo 46.1), onde [IX.— A A é verda-
deiro no mundo wy em & (pela Defini¢do 46.2.(iv)). Isso implica que — A\ A € verdadeiro no
mundo w em &, contradizendo o fato que A A € também verdadeiro em & (pela Definigcdo 49).

Portanto, D ((w) ndo pode ser L ,-inconsistente. [ |

Definicao 50 (Ancoramento Indireto). Sendo E um conjunto de w-modelos e 7T-modelos eti-
quetados e sendo &y, & € E. A relagdo de ancoramento indireto, dita “&| estd indiretamente

ancorado em &)”, € definida indutivamente como:
50.1 Se & esta ancorado em &, entdo & esta indiretamente ancorado em &;

50.2 Se, para algum &, € E, onde &, estd ancorado em &) e & estd indiretamente ancorado em

&, entdo &£ esta indiretamente ancorado em &. [ |

Com essa defini¢ao, podemos apresentar um dos conceitos mais importantes para a prova:

Definicao 51 (Brotos). Um broto de Z é qualquer conjunto B de m-modelos e w-modelos

etiquetados tal que:
51.1 Z € B e Z nio estid ancorado em nada em B;

51.2 Para todo m-modelo etiquetado £ € B, se £ # Z entdo £ estd indiretamente ancorado em
Z;

51.3 Para cada &y,& € B, onde & # &1, & e & s6 compartilham um mundo se um esta

ancorado no outro. [ |

Um broto pode ser entendido como um conjunto de modelos de tipos alternados, ancora-
dos dois a dois, que inicia em Z e cujo intuito é permitir a valoracio de férmulas com madltiplas

modalidades distintas. Podemos entdo demonstrar algumas propriedades sobre brotos.

Lema 3. Sendo B um broto de I, entdo:
3.1 Paratodo & € B e w € &), no maximo um &; € B estd ancorado em £ no mundo w ;
3.2 Paratodo & € B, se & # I entao, & estd ancorado em exatamente um & € B;
3.3 Todo z-modelo etiquetado em B tem conjunto de mundos disjuntos?;

3.4 E chamada de cadeia de ancoramentos em € de comprimento n a sequéncia finita (; | i <
n,n > 1) de modelos etiquetados em B iniciando com Z e terminando com £ onde, para
cada 1 <i<n, & estd ancorado em &;_;. Para todo £ € B, existe exatamente uma cadeia

de ancoramentos em £ onde os elementos sdo disjuntos dois a dois;

3.5 Se & € Bestda ancorado em & € B em w e w # i, entdo w ndo é o mundo base de &y;

2 Ou seja, apenas modelos etiquetados de tipos diferentes compartilham mundos.
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3.6 Para todo m-modelo etiquetado & = (M, wr,Z(M)) € Bew € &:

(i) Se & estd ancorado em &1 = (N, wy,X(N)) entdo X(M) C Z(N);
(i) Z(M) CE(T) C @
(i) Dag(w) C ©;
(iv) Tz(E(M)) S DCz(O). u

Prova do Lema 3.

Caso 3.1 Pela Definicdo 48.1, sabemos que s6 podemos ancorar um modelo etiquetado de tipo
/7 em um modelo etiquetado de tipo 7/x, pela Defini¢dao 48.2 sabemos que estes dois
modelos etiquetados compartilham apenas um mundo e, pela Defini¢dao 51.3 sabemos que
dois modelos etiquetados distinto compartilham mundos apenas quando um estd ancorado
no outro. Logo, concluimos que, para um mundo w € &j, ha no maximo um modelo

etiquetado £; em B ancorado neste mundo;

Caso 3.2 Pela Definicao 51.2 sabemos que todo m-modelo etiquetado diferente de Z estd
indiretamente ancorado em Z, esse fato, juntamente com as Defini¢des 51.3 e 48.1, nos
diz que todo modelo etiquetado em B diferente de Z estd ancorado em exatamente um

outro modelo etiquetado em B;

Caso 3.3 Pelas Defini¢des 51.3 e 48.1, temos que todo par de modelos etiquetados de mesmo

tipo tem conjuntos de mundos disjuntos;

Caso 3.4 Pela defini¢ao indutiva de ancoramento indireto (Defini¢do 50) e pela Definicdo 51.2,
sabemos que essa cadeia de ancoramentos existe. Pelo Lema 3.2, sabemos que todo modelo
etiquetado diferente de Z na cadeia tem exatamente um predecessor €, pela Definicdo 51.1,
que nos diz que Z nao estd ancorado em nenhum modelo etiquetado, sabemos que Z nao

tem predecessor na cadeia, portanto, pode haver apenas uma cadeia de ancoramentos em
&

Caso 3.5 Decorre diretamente da Defini¢do 48.2;
Caso 3.6.(i) Decorre da Definigdo 48.3: X(N') = Sz(Za((war)) e do fato que Zpq(w) C EZ(M);

Caso 3.6.(ii) Pelos Lemas 3.4 e 3.6.(i) concluimos que X(M) C £(Z), o que é suficiente para
provar o caso, pois £(Z) = SC(I') C ®;

Caso 3.6.(iii) Pelo Lema 3.6.(ii) e pelos fatos que D y((w) C B(Z¢(w)) e © é fechado para B,
pela Definicao 40;

Caso 3.6.(iv) Pelo Lema 3.6.(i1) e o fato que ® € fechado para B, podemos concluir que
DCr(B(X(M))) C DCr(®) e, pela Definigdo 46.2.(iv), que nos diz que Tr(X(M)) é
verdadeiro em w4, temos que Tz (X(M)) C DCz(B(Zr)). |



89

Tendo apresentado estas propriedades, € possivel observar que um broto de Z pode
ser visto como uma arvore, cuja raiz € Z e uma cadeia de ancoramentos para algum modelo

etiquetado £ é um ramo na arvore, partindo da raiz e indo até a folha £.

Definicao 52 (Fung¢do de Selecao de Modelos). Uma funcdo de selecao de modelo f é uma
funcdo que associa, para cada 7 e para cada conjunto L-consistente de féormulas A C DCr(0®),
um conjunto ndo vazio fr(A) de pares da forma (€, w) tal que £ é um modelo etiquetado para

Lz que satisfaz A em w. Para uma dada funcdo de sele¢ao f, definimos:
« My ={&|(€,w) € fa(A),AC LM e Aé Ly-consistente }
s Wy=UWIWeMMe&EecMy}
© Xy =max{Ro,sup ({{W|| M= (W,R,V) € Ms})}
As fungdes de sele¢ao de modelos analisadas respeitam as seguintes propriedades:
1. Wy éum conjunto e [Wy| > X;

2. Para cada conjunto Lip-consistente A C DCz(®), fz(A) é fechado para isomorfismo em

(ou seja, entre objetos de) W . |

Para uma dada func@o f, iremos assumir que (Z,i) € fz(I'UTz(Z(Z))) e que os mundos

de todos os brotos de Z estardo contidos no conjunto W ¢.

Defini¢ao 53 (Conjunto de Brotos). Um broto de Z é chamado de um f-broto de Z se, para cada
m-modelo etiquetado no broto, (£,wq) € fz(DG(E(M)UTz(E(M)))).
Para cada f, chamaremos de ®B r o conjunto de todos os f-brotos de L. ]

E importante ressaltar que B f € um conjunto de conjuntos de modelos etiquetados, em

especifico, € um conjunto de conjuntos que satisfazem as Definicdo 51 e 53.

Lema 4. Para cada f, o conjunto *5 y tem um elemento mdximo. ]

Prova do Lema 4. O Lema de Zorn (ZORN, 1935) nos diz que, sendo X um conjunto parci-
almente ordenado (por alguma relacdo de ordenamento <), se todo subconjunto totalmente
ordenado de X tem um limite superior, entdo X tem um elemento méximo (com relacdo a <).

Considerando *5 ; parcialmente ordenado por C e sendo C um subconjunto® totalmente
ordenado de 5 ;. O conjunto | JC € um limite superior de C pois S C C, para todo broto S € C.
Mais ainda, | JC satisfaz todas as condi¢des para ser um f-broto (é facil observar que a operacdo
U preserva as propriedades 51.1 — 51.3 e 53).

Portanto, B ; tem um elemento méaximo. [ |

3 Note que C é um conjunto de conjuntos.
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E importante esclarecer o que significa B £ ter um elemento maximo; como B € um
conjunto de brotos e cada broto pode ser entendido como uma drvore cuja raiz € Z, o elemento
maximo de ‘B s € a maior drvore no conjunto, ou seja, a maior sequéncia de modelos ancorados
dois a dois partindo do modelo inicial. A importancia de By ter um elemento méximo ficara
clara a frente.

O elemento méximo de 5 ; respeita a seguinte importante propriedade:

Lema 5. Sendo S um elemento mdximo de By, entdo, para todo & # I € St e mundo ndo

base w € &, entdo existe um £ € ST ancorado em &y no mundo w. [ |

Prova do Lema 5. Assumindo que S™ é um elemento méximo de B ¢ e assumindo que &) #
Z ¢ 8™ é um mw-modelo etiquetado, w € £ um mundo ndo base de & e que ndo ha qualquer
&1 € ST ancorado em &£y no mundo w.

Pelo Lema 2, sabemos que o diagrama de concordancia D (w) de w em &y é L2-
consistente. Como Tz(Sz(X¢(w))) € 0 um conjunto de teoremas de L£;,, sabemos que D o (w)U
T#z(Sz(Xa(w))) é L12-consistente e, portanto, Lz-consistente.

Como D (w) UTg(E(M)) € DC#(0®) (pelo Lema 3.6) sabemos que D(w) U
Tz(Sz(Zam(w))) € verdadeiro em algum mundo w; de um 7-modelo etiquetado & tal que
(E1,wi) € fr(Dp(w) UTz(Sz(Ea(w)))). Portanto, sendo N' um modelo onde N € & e
Wy € N, temos que Wy C Wre [Wy| < Xy

Como f € fechado sob isomorfismo em W ¢, podemos tomar w; como sendo w, declarar
w como o mundo base de ] e tomar Z(N) = Sz(Z(w)) (portanto D () = DG(Z(N))).

Como ST €8 f» todo modelo etiquetado em ST tem, no mdximo, cardinalidade* X f-
Pelo fato que S T tem uma estrutura de arvore, sabemos que S T contém, no maximo, (X f)”_l =
X s modelos etiquetados com cadeias de ancoramento de comprimento n. Portanto, S™ é um
unido contével de conjuntos de modelos etiquetados cuja cardinalidade € no méaximo X ¢, ou
ST <Xy

Portanto, sendo X = J{W |[W e M, M e E,€ € ST}, temos |X| < Xy < |W¢|, adici-
onalmente [Wy/| < X ¢ < |[W¢|. Como fz(DG(E(N)UTz(X(N)))) é fechado sob isomorfismo
em Wy, podemos assumir que todos os mundos ndo base de & sdo elementos do conjunto
We—A&.

Assim, temos que & satisfaz todas as condi¢es para ser um 7-modelo etiquetado

seja,

ancorado em &) no mundo w e que & estd indiretamente ancorado em Z (Defini¢cdo 50). Os
mundos nao base de & sdo disjuntos do conjunto X e £ ndao compartilha o mundo w com
qualquer outro modelo diferente de & em ST (Definigdo 51.1 e hipétese), portanto ST U{E; } €

um f-broto que contém ST, ou seja, ST nio é maximo, o que é contraditdrio. [ |

Note que essa prova ndo afirma que ST serd necessariamente infinito. Considere, por

exemplo a cadeia de ancoramentos Z,..., A, B e considere W A(B) © conjunto de mundos

4 A cardinalidade de um modelo etiquetado se refere a cardinalidade do conjunto de mundos do modelo associado
ao modelo etiquetado.
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do modelo associado ao modelo etiquetado A(B), sendo W4 = {wa,wp}, Wg = {wp} e
Z,...,A B¢ St. Portanto, existe um modelo etiquetado ancorado em um mundo no base de

A onde ndo ha nenhum outro modelo ancorado, pois seu inico mundo é o mundo base.

Defini¢ao 54 (Modelos Mdximos). Para cada elemento maximo St em B f» definimos o seu
12-modelo correspondente M (S™), sendo € = (M, w,2(M)) € ST um modelo etiquetado

qualquer, como:

WM($+) = U{W | W e M}
Ramst) = |JH{Rz|RzeMeMédotipo w}
Vs (p) = JVr(p) | Vi e M}

Este modelo € chamado de modelo *5 r-mdximo ou simplesmente modelo mdximo. ]
Com essa defini¢do, temos a seguinte propriedade importante:

Lema 6. Sendo M(S™) = (W, R1,R2,V) um modelo mdximo, entdo:

6.1 Todo w € W pertence exatamente a um modelo M (w), este que pertence a um 1-modelo
etiquetado & € ST, e a um modelo M?(w), este que pertence a um 2-modelo etiquetado

& € 8T, onde &)/€&; estd ancorado em &) /&y no mundo w;

6.2 O n-frame (W, Ry) é a unido disjunta de todos os n-frames (W, Rr) € M onde M €
EefeST. |

Prova do Lema 6.

Caso 6.1 Pela defini¢do de M(S™), sabemos que w estd em algum 7-modelo Mz (w). Entéo

temos dois casos para considerar:

(i) w=1iouw #1iewnio é o mundo base de Mz (w).
Nesse caso, temos que w estd em algum 7-modelo Mz(w) que estd ancorado em

Mz (w) no mundo w, pelo Lema 5.

(i) w#iew é o mundo base de Mz(w) (portanto Mz (w) # I).
Nesse caso, w estd em algum 7w-modelo Mz (w) tal que M (w) estd ancorado em

Mz(w) no mundo w, pelo Lema 3.2.

Em ambos os casos, temos que w estd em pelo menos um M!(w) e um M?(w), um
ancorado no outro em w. A unicidade de M!(w) e M?(w) é consequéncia direta do
Lema 3.3;

Caso 6.2 Pelo Lema 6.1, sabemos que W = J{W | M € £,€ € ST e M é do tipo 7} é valido
para € {1,2}, ja o Lema 3.3 nos diz que os conjuntos de mundos de m-modelos sdo

mutuamente disjuntos. ]
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Os principais resultados relacionados ao modelo M (S™) sdo o Lema de Concordéncia e
o Lema do Frame. O Lema da Concordancia nos diz que o modelo “grande” M (S™) concorda
com todos os modelos “pequenos” M (w) na valora¢do de todos os componentes booleanos de
elementos em X vy () (w) (lembre-se das Defini¢oes 33 e 36). No que segue, escrevemos M

ao invés de Mz (w) quando ndo for necessdrio indicar w.

Lema 7 (Lema de Concondéncia). Sendo M = (W, R, R2,V) um modelo mdximo. Entdo,
paracadaw € W e ¢ € B(Epr,(w)), @ serd verdadeiro em w no m-modelo Mz = Wz, Sz, Vr)

se, e somente se, ¢ for verdadeiro em w no 12-modelo M.
Prova do Lema 7. Provaremos por indugdo em ¢:
Caso Base ¢ := p, p € P: Dividimos essa prova em dois casos:

(=) Como Mz, wl p temos que w € Vr(p), logo w € V(p) pela Defini¢do 54;

(<) Como M,w I p sabemos que w € V(p), logo temos que w € V1(p) para algum
N = (WL 8L Vly € S*, pela Definigio 54, onde N deve ser o modelo M (w)
ou o modelo M?(w) no Lema 6.1. O Lema 6.1 também nos diz que um modelo
deve estar ancorado no outro no mundo w e, qualquer que seja o caso, temos que
pEXya(w)e peXyp(w), pela Definicdo 48.3. A Defini¢do 48.4 nos diz que
MU wik p sse M2, wlF p, ou seja, temos Mz, w I p.

Caso ¢ := ~y e ¢ := y V7. Decorrem diretamente da hipétese de indugao.
Caso ¢ := Lyy: Temos a seguinte hipétese de indugao:
Vw, W,y € B(Zn, (W) AMg,wlky o M wlk-y

Sabemos que M, w I Lz y serd vélido sse Yv,wSpv — Mz, v IF y e, pelo Lema 6.2,
sabemos que isso serd valido sse Vv, wRzv — My, v Iy for vilido. Pelo Lema 6.1,
sabemos que caso wR v entdo My = Mz (w) = Mz(v), ou seja, w e v estdo no mesmo

m-modelo.

Ademais, temos que y € B(Z, (v)) pois TC(y) C X(My(v)) (no caso onde w # v, isso
€ devido a Definicdo 46.3.(i1), ja no caso onde w = v, isso € devido as Defini¢Oes 46.2.(ii1)
e 46.3.(1)). Como y € B(Z v, (v)), podemos aplicar a hipétese de indugdo em Mz, v Iy,
portanto, temos: Vv,wRzv — M,v IF v, que serd verdadeiro apenas se M,w IF Ly,

portanto provamos o caso.
Caso ¢ := zy: Temos a seguinte hipétese de indugao:

Vw, W,y € B(Zp, (W) AMp,wlEy s Mwliky

5 Note que Ry se refere as relagdes R e R, do modelo M.
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Vamos assumir que Ozy € X, (w). Temos que ou M estd ancorado em Mz em w ou
vice versa. Em ambos os casos, o fato que zy € X vq_(w) decorre da Definigdo 48.3 (no
primeiro caso, pelo Lema 3.6.(i), no segundo caso pelo fato que L7y € um m-elemento).
Pela Definicdo 48.4 temos que Mz, w |- Ozy sse Mz, w IF Ozy, sendo que Mz, w I+
Lzy serd verdadeiro sse M, w I LIz, o que pode ser provado de forma andloga ao caso

anterior, se substituirmos Ll por [z. [ |

Definicao 55 (Condi¢do de Frame). Uma funcio f satisfaz a condicdo de frame se, para cada
conjunto de férmulas £z-consistente A C DCr(®), os modelos em f7(A) sdo baseados em

frames para L. |

Uma fung@o f que satisfaz a condi¢@o de frame existe quando £ e £, sdo completas
com relacdo a DCr(®). A existéncia dessa funcdo se déd pela completude de £ e £, - como L
¢ completa, temos que todo A C DC,(®) € satisfazivel em algum modelo baseado num frame
para Lz, logo, pela definicdo de fungdo de selecdo de modelos, sabemos que todos os modelos

em fr(A) sdo baseados em frames para L.

Lema 8 (Lema do Frame). Sendo M = (W, R1,R2,V) um modelo B y-mdximo onde f satisfaz
a Definicdo 55. Entdo (W, R1,R,) é um 12-frame para L |

Prova do Lema 8. Sabemos, pela definicdo de unido disjunta e pela definicao de frames, que
conjuntos de frames sdo fechados para a operacio de unido disjunta®. Com isso e o Lema 6.2,
temos que o par (W, R) descreve um frame para a 16gica £ e o par (W, R,) descreve um

frame para a 16gica £,. Pela definicdo de 12-frames e pelo Teorema 3, concluimos a prova. W

Como I' C B(Xz(i)) é verdadeiro em i no modelo Z = M! (i), o Lema 7 nos diz que I"
¢ verdadeiro em i no 12-modelo M. Como L e £, sdo completas, podemos assumir alguma
funcdo de selecdo de modelos f que satisfaz a Defini¢do 55; portanto, o frame que define M ¢é
um frame para L, pelo Lema 8.

Portanto, com este método conseguimos construir um modelo que satisfaz todo subcon-

junto L;,—consistente do espago de formulas ®. Assim, concluimos a prova do Teorema 4. H

6 Por exemplo: F| = {wo, w1}, {{(wo,w1), (wo,wo), (wi,wi)}) e Fo = ({wa,ws},{{w2,ws)}), sua unido disjunta

serd o frame Fip = <{W01ﬂW117W227W32}a{<W017W11>7 <W017W01>» <W11’W11>a <W227W32>}>'
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