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RESUMO

Desde que a légica linear foi inicialmente proposta, sua relevancia tem aumentado constante-
mente, pois seu funcionamento permite que ela modele problemas que ndo sdo abrangidos pela
l6gica classica, como seu nao determinismo. Em virtude disso, se faz necessario a definicao
de ferramentas que permitam a verificacdo de propriedades em sistemas equivalentes a légica
linear. Para tanto, através do assistente de provas Cog, € possivel criar um formalismo que per-
mita que se construa uma traducao da ldgica cldssica para a linear e assim utilizar os recursos
e propriedades da légica para criar provas que contornem o problema do ndo determinismo e
que ainda estejam formalizadas e possam ser reutilizadas. Adicionalmente, essa tradug¢do para
a logica linear em Coq permite que se defina de forma simples e automatizada um valor compu-

tacional pra as provas construidas através do mesmo.

Palavras-chave: Logica Linear. Coq. Confluéncia. Logica Proposicional Cléssica. Logica In-

tuicionista.



ABSTRACT

Since linear logic was initially proposed, it’s relevance has steadily increased, as its operation
allows it to model problems that are not covered by classical logic, such as it’s non determinism.
As aresult, it is necessary to define the tools that allow the verification of properties in systems
equivalent to linear logic. Therefore, through the Coq proof assistant, it is possible to create a
formalism that allows the construction of a translation of classical logic to linear logic and then,
utilize the resources and properties of the logic to create proofs that circumvent the problem of
non determinism and that are still formalized so that they can be reutilized. Additionally, this
translation to linear logic in Coq allows a simple and automated definition of a computational
value for the proofs built through it.

Keywords: Linear Logic. Coq. Confluence. Classical Propositional Logic. Intuitionistic Logic.
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1 INTRODUCAO

Desde que foi inicialmente proposta, a I6gica como uma area de estudo tem se aprimo-
rado e evoluido constantemente através dos séculos, 0 que culmina na descoberta de sua relagdao
com a matemadtica no inicio do século XX, possibilitando a fundac¢ao dos sistemas formais que
sao utilizados até os dias de hoje pela Ciéncia da Computacdo (BORNAT, 2005). Estes con-
ceitos, apds serem refinados, passaram a ser chamados de 16gica cldssica. Entretanto, como
Priest (2009) atesta, ha férmulas que ndo podem ser propriamente descritas pela l6gica cléssica,
e assim novas propostas de l6gicas foram criadas com o intuito de suprir esta deficiéncia de
representatividade.

A estas 16gicas se € dado o nome de l6gicas ndo classicas, e temos nesta categoria, por
exemplo, a 16gica intuicionista, a qual tem como principal caracteristica seu tratamento de for-
mulas como provas e o ndo cumprimento do principio do terceiro excluido. Nesta mesma linha
de reimaginar a interpretacao de suas formulas, temos a ldgica fuzzy, a qual possui um sistema
multivalorado onde suas férmulas, em vez de representar verdades ou falsidades absolutas, per-
mite a representacdo do conceito de verdades parciais.

E ainda seguindo esta subversao da interpretagcdo das férmulas, a 16gica linear € uma das
légicas que propdem uma expansao dos conceitos propostos pela 1ogica classica, sem deixar
de atingir o nivel de representacdo da mesma (GIRARD, 1987). Para tanto, a légica linear
modifica a nocdo atribuida as férmulas na légica classica e na intuicionista, onde ao invés de
ter seu foco voltado respectivamente para verdades e provas, as formulas passam a ser tratadas
como recursos (COSMO; MILLER, 2019).

Estas propriedades inerentes a ldgica linear fazem com que ela possua uma verosimi-
lhan¢a muito maior com o nosso mundo, j4 que o funcionamento da grande maioria dos sis-
temas mecanicos e até mesmo organicos funcionam a partir do pressuposto que os recursos
existente sdo finitos e sdo consumidos pelo sistema (XAVIER, 2017). Portanto, a 16gica linear
encontra usos em dreas extremamente diversas, como na Biologia Molecular (CHAUDHURI;
DESPEYROUX, 2013), Computacdo tradicional (ALEXIEV, 1994), Linguistica (MOOT; PI-
AZZA, 2001) e Computacdo Quantica (LAGO; FAGGIAN, 2012). Além destas dreas, existe
um paralelo interessante que pode ser tracado entre a l6gica linear e as redes de Petri, como
discutido por Marti-Oliet e Meseguer (1989), em que € demonstrada a facilidade com que a
l16gica linear pode representar sistemas concorrentes.

Com a aparicao de novos problemas e aplicacdes para a ldgica linear, surgem formaliza-
coes que permitem a verificacdo de propriedades da l6gica e na especificagdo de softwares que
a usem. E os assistentes de provas, como Coq e Isabelle, sdo 6timas ferramentas para fornecer
auxilio no desenvolvimento formal de provas. Segundo Xavier (2017), o assistente de provas
Coqg demonstra ser a o assistente de provas mais confidvel para a formaliza¢do de sistemas,
permitindo por exemplo, a implementacdo do cdlculo de sequentes em Cog como um sistema

dedutivo para a 16gica linear. E esta caracteristica se deve, em grande parte, a sua linguagem de
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especificacdo que permite a construcdo de axiomas para teorias proprias e seu sistema de taticas
que permite o desenvolvimento de provas (PAULIN-MOHRING, 2011).

E como demonstrado por Nishizaki (1993), a 16gica linear pode inclusive ser utilizada
para compensar fraquezas presentes em outras ldgicas, como por exemplo, o ndo determinismo
da logica cldssica. Assim, surge o interesse de se desenvolver um formalismo em Cogq para a
traducdo da logica proposicional cldssica para a légica linear, como proposto por Girard (1987),

e verificar os méritos que tal abordagem pode proporcionar.

1.1 OBJETIVO GERAL

Este trabalho tem como objetivo a criagdo de um formalismo para a tradugdo da l6gica

proposicional cldssica para a l6gica linear, através do uso do assistente de provas Cogq.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Com base no objetivo geral, sdo definidos os seguintes objetivos especificos:

Apresentar de forma didatica e coesa a logica linear.

Demonstrar a capacidade de se criar provas para a légica linear em Cogq.

Formalizar a tradu¢do da légica proposicional cldssica em Cogq.

* Comprovar a capacidade de confluéncia da légica linear.

1.3 METODOLOGIA

O procedimento metodoldgico utilizado neste trabalho tem como base o levantamento
de uma fundamentacdo tedrica sobre a logica linear, a ldgica cldssica e a 1dgica intuicionista,
dissecando o funcionamento de cada uma delas, bem como de suas propriedades. Também foi
realizado um estudo sobre Term Rewriting System e, em conjunto, foi realizado uma revisao
bibliografica nos trabalhos relacionados para se tragar possiveis abordagens que possam ser

utilizadas no desenvolvimento das tarefas propostas.

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente trabalho est4 organizado no seguinte formato: o Capitulo 2 apresenta a 16gica
linear e a intuicionista, introduzindo para ambas o seu funcionamento, gramatica e sistema
dedutivo, além de também demonstrar diferencas entre as duas. O Capitulo 3 apresenta a logica
linear, sua linguagem, sistema dedutivo e propriedades da légica.

Em seguida, o Capitulo 4 explica o conceito de Term Rewriting e a relagdo que as logicas

possuem com a confluéncia. O Capitulo 5 detalha em profundidade como € feito a tradugdo das
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l6gicas cldssica e intuicionista para a légica linear, ressaltando as diferencas existentes e suas
finalidades.

O Capitulo 6 apresenta trabalhos relacionados ao objetivo deste e discute possiveis
aprendizados obtidos através da andlise dos mesmos. O capitulo 7 discute os aprendizados obti-

dos neste do trabalho e explana possibilidades para a continuacdo do projeto.
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2 LOGICA CLASSICA E INTUICIONISTA

As ldgicas classica e intuicionista possuem abordagens distintas em seu tratamento de
formulas 16gicas e interpretacdo de seus significados. Enquanto a légica cldssica possui raizes
profundas na l6gica aristotélica, que busca demonstrar a verdade ou falsidade dos fatos, a 16gica
intuicionista abstrai este conceito através da interpretacdo de férmulas como provas e da rejeicao
de diversas propriedades inerentes da ldgica classica (TROELSTRA; SCHWICHTENBERG,
2000).

Entretanto, mesmo com estas diferencas, € inegdvel as similaridades que ambas também
possuem. Assim, neste Capitulo estas propriedades serdo provadas e exemplificadas. Na Se¢do
2.1 serd explicado o funcionamento da légica cldssica, através da defini¢do de seus operadores e
o comportamento dos mesmos, bem como uma demonstracdo das regras inerentes a Idgica. Na
Secdo 2.2, serd demonstrado o funcionamento da légica intuicionista e também serdo explica-
das as diversas diferencas e similaridades compartilhadas pelas 16gicas. Por fim, na Sec¢do 2.3,
serd apresentado um sistema dedutivo para ambas as 16gicas, e também as diferencas que este

sistema deve ter para representar cada uma das 16gicas.

2.1 LOGICA CLASSICA

A ldgica classica, também conhecida como 16gica aristotélica ou légica tradicional, é
um ramo da ldgica formal que tem suas origens na Grécia antiga. Ela desempenhou um papel
significativo no desenvolvimento da matematica, filosofia e ciéncia da computagdo. A histéria
da légica cldssica remonta as obras de Aristételes, que estabeleceu as bases para o raciocinio
l6gico e desenvolveu o sistema de logica silogistica. As teorias logicas de Aristételes fornece-
ram um quadro para analisar proposicoes e tirar conclusdes vélidas, formando a base da l6gica
classica (PRIEST, 2017).

Atualmente, a 16gica cldssica € vista como um sistema formal que visa provar a validade
de proposi¢des logicas a partir de um conjunto de regras e operadores. Assim, ela tem como
foco interpretar se uma férmula ou proposicao é verdadeira ou falsa. Para construir estas valora-
coes, a logica cldssica define em sua gramética (descrita na Figura 1) trés operadores principais:
conjuncao (A), disjun¢do (V) e negacao (—), duas constantes (L e T) (PRIEST, 2017).

Figura 1 — Gramatica da Logica Clédssica

Além destes, ainda ha o operador de implicagdo (=) presente na légica classica. Entre-

tanto ele ndo estd explicitado na gramadtica pois é construido a partir da utilizacdo do operador
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de disjung¢do da seguinte forma: (a = b) equivale a (—a Vv b) (PRIEST, 2017). Dessa maneira,

podemos definir a interpretagcdo da valoracdo de cada um dos operadores da seguinte forma:

* Asconstantes L e T s@o sempre falsa e verdadeira respectivamente.
¢ Uma férmula a s6 € verdade se a férmula —a for falsa.
¢ Uma férmula A A B € verdade somente se ambos, A e B, forem verdadeiros.

e Uma férmula A V B € verdade se A for verdade, se B for verdade ou se ambos forem

verdadeiros.

* Uma férmula A = B € sempre verdade se A for falso. Porém se A for verdadeiro, entao

ela somente sera verdade se B também for verdadeiro.

Com estas regras definidas, podemos facilmente utilizar esta gramdtica para construir
frases ou expressoes de linguagens naturais dentro da 16gica cldssica (ENDERTON, 2001). Por
exemplo, a frase "Nao ird chover e também ndo fara sol", pode ser traduzida para: (—A A —B),
onde A representa chover e B representa fazer sol. Pode-se verificar que esta traducdo esta de
fato correta pois, se essa férmula for interpretada tendo em mente as defini¢des j4 estabelecidas
para a logica, veremos que ela s6 pode ser verdade se A e B forem falsos, ou seja, se ndo chover
nem fizer sol respectivamente.

Entretanto, existe outra férmula cldssica que também atenderia as limitagdes definidas
pela formula do exemplo anterior, sendo ela: =(A V B). Isso se deve ao fato que, tanto a férmula
anterior como (—A A —B) sdo equivalentes. E o que permite essa caracteristica € uma das propri-
edades do operador de nega¢do na légica classica, conhecida como De Morgan (ENDERTON,

2001). Essa regra determina as seguintes equivaléncias:
* =(AVB)=(-AN-B)
* =2(AAB) =(-AV-B)

Uma caracteristica interessante da ldgica cldssica que pode ser derivada do uso da regra
de De Morgan, é a capacidade de se remover da gramédtica o operador de disjuncdo ou o de
conjuncao, sem que a légica perca sua capacidade de expressdo. Isso fica claro pois, como De
Morgan define uma equivaléncia, basta substituir um operador por seu equivalente conforme
a regra, que este operador se tornaria obsoleto para a expressividade da l6gica (ENDERTON,
2001).

Outras regras observadas dentro da légica cldssica e fundamentais para a interpretacao
das férmulas e construcao de provas, sdo as regras de comutagdo e distributividade, como de-
finidas na Figura 2. Note que o operador de implicagdo, por mais que seja definido através do

operador de disjuncdo, nao pode ser comutado de forma direta.
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Comutacao Distributividade
AANB=BANA AN(BVC)=(AAB)V(ANC)
AVB=BVA AV (BAC)=(AVB)A(AVC)

A= (BANC)=(A=B)AN(A=C)

Figura 2 — Comutagdo e distributividade para l6gica classica

Finalmente, existem duas caracteristicas implicitas a regras da linguagem que basica-
mente definem a ldgica cldssica. A primeira € a regra do terceiro excluido, a qual determina
que uma férmula do tipo (A V —A) é sempre uma verdade. A dltima regra é chamada de elimi-
nacdo da dupla negagdo e define que, a negacdo de uma férmula negada é a prépria férmula
(ENDERTON, 2001). Ambas as regras sdo formalmente definidas na Figura 3.

(AV-A)=T —-—A=A
@) (i1)

Figura 3 — (1) Regra do terceiro excluido, (i1) elimina¢do da dupla negacdo

2.2 LOGICA INTUICIONISTA

O intuicionismo como uma légica foi pela primeira vez apresentado e formalizado pelo
matematico e l6gico holandés Arend Heyting em 1928. Entretanto o intuicionismo como um
conceito matemdtico precede em muitos anos o seu fragmento 16gico e € a base direta de onde a
mesma foi derivada. O intuicionismo se baseia na construcdo de fatos e inferéncias que podem
ser descritos por um linguagem e, devido a caracteristicas da matemadtica intuicionista, essas
descricdes acabam apresentando padrdes linguisticos. A validade desses padrdes e de suas in-
feréncias sdo derivadas da validade das premissas contidas pelos mesmos, e € para o estudo
matematico dessas inferéncias que a ldgica intuicionista é utilizada (ATTEN, 2022).

Efetivamente a 16gica intuicionista (LI) se baseia na construcao de provas de seus ele-
mentos, onde uma prova de um elemento atdmico € uma constru¢do matemaética intuicionista
que demonstra que este elemento € verdade (ATTEN, 2022). Assim, em termos mais simples, a
l6gica intuicionista € uma dissidéncia da légica cldssica que ndo permite a utilizacdo da regra
do terceiro excluido e a remog¢do da dupla negacdo (MOSCHOVAKIS, 2022).

Como a logica intuicionista possui a mesma gramdtica que a ldgica cldssica podemos,
como demonstrado por Priest (2009), expandir o conceito intuicionista de provas para descrever
o funcionamento dos outros conectivos da légica cldssica que também estdo presentes na légica

intuicionista:
* Uma prova de (A A B), € um par composto por uma prova de A e uma prova de B.
* Uma prova de (A V B), se obtém a partir de uma prova de A ou B.

* Uma prova de (A = B), é uma construcao que indica que, dada uma prova de A qualquer,

€ possivel aplicd-la para criar uma prova de B .
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* Uma prova de (—A), indica que ndo € possivel construir uma prova de A.

Através dessas defini¢des, se torna simples deduzir as limitagdes estruturais impostas
pelas regras da ldgica intuicionista j4 mencionadas. A dupla negagdo (——A), por exemplo, in-
dica a inviabilidade de construir uma prova de que nao ha prova de A. Entdo, diferente do que
acontece na logica cldssica, ndo podemos inferir nenhuma informacdo sobre A através desta
interpretagao.

Da mesma forma, podemos expandir ainda mais essas defini¢cdes e demonstrar a nao
conformidade da regra do terceiro excluido (A V —A) ao aplica-14 em um problema real, como o
da infinidade de ndmero primos gémeos.

Este problema visa provar a existéncia de infinitas combinagdes de nimeros primos cuja

diferenca € igual a dois (Ex: 11 e 13, 59 e 61). Assim, determinando que:
* A seja uma possivel prova para o problema.
* —A seja uma prova de que ndo € possivel construir uma prova para o problema.
* E que existe uma prova de (A V —A).

Na l6gica cldssica, bastaria encontrar uma prova de que —A € falso, ou seja, que existe
uma prova de —=—A, para que seja possivel determinar que A existe. Entretanto, essa interpreta-
¢do estaria ignorando uma terceira op¢ao, a de que também ndo € possivel construir uma prova
de A (PRIEST, 2009).

Este exemplo torna 6bvio a utilidade que a légica intuicionista cumpre, especialmente
para a computagdo. Se pudéssemos aplicar a regra do terceiro excluido sem nenhuma restri¢ao
junto ao Isomorfismo de Curry-Howard, por exemplo, poderiamos através da prova de ——A
construir uma prova e, por consequéncia do isomorfismo, um c6digo que resolvesse A, mesmo

sem que conseguissemos de fato criar uma prova para A.

2.3 DEDUCAO NATURAL

A deducido natural é um sistema dedutivo presente em uma grande parcela das 16gi-
cas, incluindo a intuicionista e a classica. Este sistema permite a criagdo de provas para uma
férmula a partir da criagdo de uma arvore de prova para essa mesma formula através de suposi-
coes abertas localizada nos nés do topo da arvore, também chamados de folhas (TROELSTRA;
SCHWICHTENBERG, 2000).

Uma deducdo neste sistema € construida de forma indutiva, onde sua base € uma éar-
vore com um Unico né que possui uma suposicdo. E o passo indutivo € construido a partir da
aplicacao de uma das regras descritas na Figura 4:

E importante destacar que as regras apresentadas possuem certas caracteristicas que as

diferenciam das regras de dedugdo natural para a 16gica intuicionista encontradas na literatura.
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T-A ALB TFAANB

rarars D r-a  (Er) kB

TAFB TFA=B AFA TF L
rrasg ) rarg P rra (LE)
A B TFAVB AAFC ZBFC
rrave VR mayp Vi) T.ALFC (VE)

Figura 4 — Deducao natural para a légica intuicionista

Ao se comparar com as defini¢cdes providas por Troelstra e Schwichtenberg (2000), se torna evi-
dente a auséncia das regras de "para todo"(V) e "existe"(d). Isso se deve ao escopo deste projeto,
j& que optou-se por trabalhar somente com o fragmento proposicional das 16gicas abordadas e,
portanto, nenhum dos operadores de primeira ordem serao utilizados.

Outra diferenca € a utilizacdo explicita de um conjunto de conjungdes para expressar as
férmulas presentes no contexto junto ao simbolo de derivacdo. Aqui, a notagdo I' - A indica
que, a partir de uma ou mais férmulas presentes em I', € possivel provar A.

Essa mudanca foi feita inicialmente a partir de um ponto de vista didético, pois isso
facilitard no entendimento das provas da tradu¢do da légica intuicionista para a logica linear,
j4 que esse método de construgcdo das regras da deducdo natural as torna muito similar aos
sequentes utilizados no sistema dedutivo da l6gica linear. Entretanto, essa mudanca acaba se
tornando extremamente relevante para a construcdo da tradugdo, pois a partir dela podemos
criar uma prova que se aplique para casos que possuam um conjunto qualquer em seu contexto,

0 que claramente torna a prova muito mais significativa.

T TFAA

rra (W0 rra (<)
(weakening) (contraction)

Figura 5 — Regras de weakening e contraction para dedugdo natural

Por fim, a dedu¢do natural possui diversas regras estruturais que podem ser utilizadas
para auxiliar na constru¢cdo das provas. Porém neste momento, vale a pena citar a regra de
weakening e a de contraction (5), que tanto para a ldgica intuicionista como para a clédssica
sao implicitas junto com o sistema dedutivo. Aqui, diferente do que acontece na logica linear,
estas regras nao possuem nenhum limite de uso atrelados a elas e normalmente s6 sdo usadas

de forma explicita em um prova para melhorar o entendimento da mesma (GIRARD, 1987).
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2.3.1 Deducao Natural para Logica Classica

Como ja apresentou-se neste capitulo, a 16gica cldssica compartilha diversas caracteris-
ticas com a légica intuicionista, incluindo as regras de dedu¢do natural que sdo definidas pela
mesma. Entretanto, somente as regras ja definidas ndo sdo o suficientes para compor um sistema
dedutivo para a l6gica cldssica (TROELSTRA; SCHWICHTENBERG, 2000).

T-AF L .
“Tra OB gy (masic)

Figura 6 — Regras de deduc¢do natural adicionais para a logica cldssica

Portanto, a Figura 6 apresenta duas novas regras que podem ser adicionadas ao sistema
dedutivo. Basta adicionar uma destas regras nas ja definidas para a deduc¢do natural intuicionista
que se obtém um sistema dedutivo que pode representar provas para a logica cldssica. Note que,
ambas as regras definidas acima sdo propriedades da ldgica cldssica que a 1dgica intuicionista
ativamente evita implementar, sendo que, a primeira dessas regras representa a eliminacao da
dupla negacdo (—E), enquanto que a segunda regra (magic) representa a incorporacao do ter-
ceiro excluido (TROELSTRA; SCHWICHTENBERG, 2000).
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3 LOGICA LINEAR

A l6gica linear é um produto da ldgica cldssica e da ldgica intuicionista, criada com
o intuito de refinar conceitos propostos por ambas, sem deixar de atingir o nivel de represen-
tacdo das mesmas. Desde quando foi inicialmente proposta em 1987, como uma légica capaz
de representar certos aspectos de sistemas concorrentes (GIRARD, 1987), novos usos para a
l6gica linear foram encontrados em dreas extremamente diversas, como na Biologia Molecular
(CHAUDHURI; DESPEYROUX, 2013), Computagdo tradicional (ALEXIEV, 1994), Linguis-
tica (MOOT; PIAZZA, 2001) e Computacdo Quantica (LAGO; FAGGIAN, 2012).

O principal objetivo da 16gica linear € trazer para suas regras uma verossimilhanca maior
na forma com que as regras da légica cldssica funcionam em situacdes reais. Para tanto, em vez
de manter o conceito de que férmulas sao verdades ou provas, como acontece respectivamente
na ldgica clédssica e na légica intuicionista, a 16gica linear passa a tratar as férmulas como
recursos (COSMO; MILLER, 2019).

Assim, se faz necessdria a adicdo de causalidade em suas regras, o que permite que a
16gica linear emule a utilizacdo de recursos e seu consumo (GIRARD, 2005). Para alcangar tal
feito, a l6gica linear como descrita por Girard (1987), restringe o uso das regras weakening e
contraction como presentes na légica cldssica, e modifica a regra de implicagcdo para que ela
ndo permita uma nova iteracdo dependendo de como seu contexto foi modificado.

Este conceito pode ser mais facilmente entendido através do funcionamento de uma
Miquina de Vendas. Supondo que em tal maquina pode ser inserido o valor de um real e ela
ird The fornecer uma bala, utilizando a 16gica linear € possivel modelar este sistema da seguinte

forma:

Assumindo A como a acdo de gastar um real.

Assumindo B como a obten¢do de uma bala.

A férmula A —o B representa o funcionamento da maquina.

Assim, se um contexto possuir as seguintes premissas A e A — B, é possivel modificar
permanentemente estas premissas de forma a se obter B. Dessa forma, fica explicito o fato de
que o recurso um real foi consumido para que o recurso bala pudesse ser produzido, o que
evidencia o foco da l6gica linear em tratar suas férmulas como recursos.

Entretanto, apds entender o funcionamento da implicac@o linear e seu consumo de re-
cursos, um grande problema surge na proposta inicial da légica linear: a de expandir a légica
classica sem perder a expressividade da mesma. Portanto, neste capitulo serd explicado de forma
mais detalhada o funcionamento da légica linear e os operadores que s@o utilizados para suprir
as disparidades com a ldgica cldssica. A Se¢do 3.1, apresenta a gramatica da l6gica linear, intro-
duz os operadores exponenciais e explica: o funcionamento dos operadores bindrios, a imple-

mentacao do operador dual e a construcao da implicacdo linear. A Secdo 3.2 introduz o célculo
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de sequentes e explica o funcionamento do mesmo na légica linear, além de exemplificar as
diferencas dos sequentes com seu equivalente cldssico e definir regras de De Morgan para a
negacao linear. A Secdo 3.3, demonstra como expressar equivaléncias na ldgica linear, prova a
existéncia das propriedades de comutagdo e distributividade e explica de forma mais detalhada
o funcionamento dos exponenciais. Por fim, a Se¢@o 3.4 traz uma das formas possiveis de se
interpretar as férmulas da 16gica linear e apresenta um exemplo de como modelar uma maquina

real utilizando a l6gica.

3.1 LINGUAGEM

Uma l6gica normalmente possui uma linguagem formal, a qual € composta por simbolos
e um determinado meio de se construir férmulas desta 16gica a partir da utilizacdo desses sim-
bolos (SHAPIRO; KISSEL, 2021). Tendo isso em mente, a Figura 7 define a gramética para a
linguagem da légica linear, nela se assume F' como uma férmula qualquer que pertence a légica

linear.

F == F|F*
| OfL[L[T
| FRF|F&F
| FOF|FX®F
|

?F | \F
Figura 7 — Gramatica da Logica Linear

Para implementar a casualidade nas férmulas presentes na ldgica linear, se faz neces-
saria a adicdo de diversos novos simbolos e operadores a l6gica. Inicialmente os que mais se
destacam sdo os dois operadores de conjun¢do e dois operadores de disjun¢do. O primeiro des-
tes operadores € a conjuncao multiplicativa (fensor), também representado pelo simbolo ® e
que possui 1 como identidade, indica a viabilidade de executar ambas as a¢des. Relembrando
o exemplo da méaquina de vendas utilizado na secdo anterior, se o preco de uma bala fosse
de dois reais, é possivel remodelar a maquina para que seu funcionamento seja descrito como
A®A —o B. Gragas ao operador tensor é possivel indicar a obrigatoriedade de se gastar duas
moedas de um real para se obter uma bala.

O préximo operador presente na ldgica linear € a conjuncao aditiva (with), representado
pelo simbolo & e que possui T como identidade, indica a viabilidade de somente uma das
acoes, a qual serd escolhida por nés. Utilizando mais uma vez o exemplo da maquina de vendas,

podemos definir uma nova miquina da seguinte forma:
* Assumindo A como a a¢do de gastar um real.
* Assumindo B como a obten¢do de uma bala.

* Assumindo C como a obten¢do de um suco.
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* A férmula A — B&C, representa o funcionamento da médquina.

Neste caso, a mdquina ao receber um real entregard uma bala ou suco, porém nunca
ambos, e a decisdo de qual produto serd entregue cabe ao consumidor.

A disjuncdo aditiva (plus), representado pelo simbolo & e que possui 0 como identidade,
indica de forma semelhante a viabilidade de somente uma das a¢des, entretanto ndo € possivel
escolher o resultado. Como exemplo podemos utilizar o funcionamento de uma maquina caca-
niqueis, onde ap6s o depdsito de uma certa quantia, a maquina ird decidir de forma arbitraria

entre a vitdria ou derrota. Este sistema pode ser modelado na 16gica linear como:
* Assumindo A como a a¢do de gastar um real.
* Assumindo V como a acdo de ganhar.
* Assumindo D como a a¢do de perder.
e A férmula A — V @ D, representa o funcionamento da maquina.

Por fim a disjun¢do multiplicativa (par), representado pelo simbolo % e que possui L
como identidade, indica a viabilidade de ambas as a¢des, porém nunca ambas a0 mesmo tempo.
Para entender melhor este operador, podemos modificar levemente o sistema da maquina de

vendas de forma que:
+ Assumindo A como a acdo de NAO gastar um real.
* Assumindo B como a obten¢do de uma bala.
* A férmula A% B, representa o funcionamento da maquina.

Neste modelo, € possivel observar que a méquina permite que a bala ou o dinheiro sejam manti-
dos pela pessoa, porém nunca ambos a0 mesmo tempo. Assim, a partir do momento que a acao
A deixa de existir no contexto, ou seja, uma pessoa gasta um real, imediatamente a acdo B se
faz presente.

Observe que para exemplificar a definicdo do operador acima, utilizou-se a negacdo de
uma férmula que havia sido utilizada em um exemplo anterior. Para facilitar esta representacao,
¢ feita a adicdo de um conectivo na ldgica linear chamado de negacdo linear, o qual é represen-
tado por (.)*, e que permite a definicdo do dual de uma determinada férmula. Por exemplo, se
A é a acdo de gastar um real, entdo A é a acdo de NAO gastar um real.

Conhecendo a definicao da negacdo linear se torna claro que a implicacao linear ndo
€ necessariamente uma operacdo inerente a logica, como pode ser visto abaixo, € sim uma
férmula obtida através da utilizagdo do operador de disjun¢ao multiplicativo, fazendo com que

ndo seja necessdria a adi¢do explicita deste operador a l6gica linear.

A-—-oB=A'%B (1)



21

Por fim, para manter a expressividade da 16gica linear no mesmo nivel da intuicionista e
cléssica, dois operadores, chamados de exponenciais (representados por ! e ?), sdo adicionados
a logica. Juntos, eles permitem a reiteracao de acdes as quais estes conectivos estao associados,
permitindo o controle da aplicacdo das regras de weakening e contraction dentro da légica

linear.

3.2 SISTEMA DEDUTIVO

Como descrito por Shapiro e Kissel (2021), um sistema dedutivo € criado com o intuito
de verificar a validade de argumentos e realizar a prova de teoremas de uma determinada légica.
Através do mesmo € possivel derivar novas férmulas que sdo consequéncias légicas do conjunto
de féormulas que compdem o sistema (SILVA, 2006). Existem diversos métodos que podem ser
utilizados para se representar o sistema dedutivo de uma ldgica, entretanto, na logica linear, o

célculo de sequentes ¢ o método mais aceito e difundido.

3.2.1 Calculo de Sequentes

Proposto originalmente em 1935 como uma alternativa ao método de deducio natural,
o cdlculo de sequentes é um estilo de argumentacdo 16gica, onde cada uma de suas linhas é
composta por uma tautologia, a qual chamaremos de sequente.

Um sequente possui forma I" = A, onde o lado esquerdo do sequente é visto como uma
conjuncao das férmulas 16gicas pertencentes ao conjunto I' e o lado direito € interpretado como
uma disjun¢do das férmulas légicas pertencentes ao conjunto A, sendo ambos estes conjuntos
finitos. Através dessa expressao, o sequente indica que a partir das férmulas presentes em 1" é
possivel derivé-las para obter as formulas em A.

Para se construir a prova de uma determinada férmula, sdo utilizadas regras como a

apresentada abaixo:

PP, Ps,.... B
C
A qual indica que uma conclusdo C € verdade sempre que as premissas P, P, P3,..., P, sdo

verdadeiras. Assim uma prova normalmente € constituida por multiplas regras distintas ou nao
que compdem a sua construcdo. Entretanto, é importante notar que as construgdes de provas
utilizando o célculo de sequentes normalmente se dd de baixo para cima (bottom-up), ou seja,
a partir da férmula que se deseja provar sdo aplicadas as regras do sistema, para que assim se

descubra como a férmula foi criada e, por consequéncia, sua validade.

3.2.2 Calculo de Sequentes para a Légica Linear

Antes de apresentar as regras dos sequentes para a logica linear, € importante entender

o funcionamento do operador de negacao linear. Através dele, é possivel definir o dual de qual-
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quer férmula da Iégica, e por ser um operador involutivo (ou seja, a férmula ((A)+)* pode ser
identificada simplesmente como A), é possivel a constru¢do de regras para a 16gica linear seme-
lhante as regras de De Morgan presentes na logica classica. O dual dos operadores da l6gica
linear e, por consequéncia, as regras de De Morgan que estdo vinculadas com os mesmos sao

apresentados na Figura 8.

1t:=1 1+:=1
TL:=0 0t:=T
(A®B)t :=A+*®B+ (A®B): :=At®B*
(A&B)* :=At®B+ (A®B)t:=A'&B*
(1A)+ =24+ (2A4)*+ :=1A+

Figura 8 — Negacdo Linear

Para facilitar a defini¢do das regras do cdlculo de sequentes da 16gica linear, as regras
de derivacdo a esquerda serdo, em sua maioria, omitidas. Isso se torna possivel gracas as regras
de derivacdo da negacdo linear, que permitem que uma féormula a esquerda da derivacdo seja
reescrita a direita como seu dual. Assim, se define as regras do cédlculo de sequentes para a
16gica linear como apresentado na Figura 9.

Note que, através da regra par € possivel concluir que as virgulas que separam as diferen-
tes formulas de um sequente t€m a mesma funcdo que o operador de disjun¢do multiplicativa.
Através disso, podemos, por exemplo, construir uma das tautologias mais simples da 16gica
classica que também se aplica a 16gica linear, a regra A — A. Demonstrando de forma efetiva a
criacdo de uma regra de sequente para a implicagdo linear, devido a existéncia da equivaléncia

entre a implicacdo e o operador de disjun¢do multiplicativa.

(id)
(par)
(implication)

AL A
FATDA
FA— At

Agora, vejamos o exemplo abaixo onde, além de ser possivel observar o funcionamento
do célculo de sequentes, também temos a demonstracio de um dos lados das regras de De
Morgan mencionadas anteriormente e da utilizacdo da regra de negacdo linear para transpor

uma férmula da esquerda para a direita de um sequente.

id id
PAL¢§( ) FBLJi( )

T (ex) T (ex)
—iZ&i——(bﬁlmy———fL—f@im lus)
A At @Bt P +B,At @B+ % P

-A&B, At & Bt (with)

’ (Ieft dual)

(A&B)+ - A+ @ B*
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FT,A  FALA

identit
A e =
FRB¢LA(mdmne) FT,A  FALA (cun)
FT,A,B,A & FT,A cu
I'FAA AFA
——— (left dual ———— (right dual
RALFA( ) '-ALA (rig )
o FIC
I (one) T.1 (false) T (true)
FT,A F&A(f ) FI1LAB (par)
FT,AQB,A e FT,AxB P
FI,A
FRT‘BB (left pIUS)
FILA FI,B )
FTA&B VD)
FI,B )
FT.AGB (right plus)
FT,A T .
T 1A (of course) “T.7A (weakening)
FT,A . FI,?24,7A )
FT.74 (dereliction) W (contraction)

Figura 9 — Célculo de Sequentes para a logica linear

Perceba que a regra chamada exchange foi utilizada para modificar o sequente e tornar
possivel a aplicacdo da regra identity. Essa regra permite a troca de posicao de férmulas separa-
das por virgula e € inerente a defini¢do de cdlculo de sequentes, ja4 que um sequente nada mais
€ do que um multiconjunto de férmulas. Além disso, essa regra recebe um reforco ainda maior
na logica linear, pois a virgula pode ser interpretada como um operador de disjungcao multipli-
cativa, e 0 mesmo é comutativo. Tal regra ndo necessariamente precisa ser utilizada de forma
explicita, porém para um melhor entendimento das provas e para manter consistente o sentido
computacional das mesmas (ver Se¢do 6.1), este serd o método abordado.

Agora, para exemplificar algumas das propriedades ja demonstradas e levantar alguns
pontos importantes sobre a construgdo dos sequentes, vamos tracar na Figura 10 um compara-
tivo entre um sequente para uma férmula da 16gica classica (b) e um potencial equivalente na
l6gica linear (a).

A principio a Unica caracteristica que impede que a prova do sequente da esquerda seja
completada €é a impossibilidade de aplicar a regra weakening na linha “*” do sequente, assim

como ocorre no que aparenta ser seu equivalente da légica cldssica. Poderiamos entdo concluir
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x id
PALHLA,() FBLJi( )

T T (tensor)
~ALAAGBLE
AL, A®B+ AB 5 (d)

jﬁ® 22 (L dual) AFA "y (id)
AADBEAB (o AFAA BEB 7
AA—-BFAB P AA—BFAB

(a) (b)

Figura 10 — Comparagdo de um sequente da légica linear com um sequente da ldgica cldssica

que, basta adicionar mais uma férmula A a esquerda do sequente para entdo ser possivel derivar
A, B. Entretanto, esta interpretacdo estd errada, pois como foi visto anteriormente, as virgulas a
direita do sequente podem ser interpretadas como disjungdes multiplicativas (%) e este operador
indica a potencialidade de somente uma das regras, ao invés da obrigatoriedade de ambas, que
€ o que a férmula a esquerda do sequente deveria demonstrar. Assim, o sequente abaixo utiliza

o operador de conjuncdo multiplicativa para corretamente expressar a derivacio desejada.

id
AT A (d) +B+.B

, AT, A®B*.B
(id)

AT A +B,A+,AQ B+
FAT,A®B,At A B+
FAT AT A®BL A®B
AA AT 3BHA®B
A,AJ/A—BFA®B

(id)
(tensor)
(ex)
(tensor)
(ex)
(left dual)
(implication)

E interessante perceber que a férmula 2 esquerda do sequente acima ndo pode derivar
a formula (B ® B), ja que a prépria possibilidade de executar uma transformagio de A para B
também é consumida se a mesma for efetuada. Se voltarmos a analisar o exemplo da maquina
de vendas previamente proposto, é como se a quantidade de férmulas (Real —o Bala) existentes

no contexto do funcionamento da maquina indicasse o estoque de balas que a mesma possui.

3.3 PROPRIEDADES DOS CONECTIVOS

Um sistema dedutivo é fundamental para a constru¢do de provas sobre propriedades e
teoremas de uma determinada 16gica (SILVA, 2006). Portanto, tendo definido o funcionamento
do cdlculo de sequentes para a ldgica linear, se torna possivel demonstrar a validade de certas
propriedades referentes a l6gica. Esta secdo focard em explicar e provar algumas das proprieda-

des dos operadores da l6gica linear e da implicagdo linear.
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3.3.1 Teorema da Deducio e Equivaléncia

Proposto originalmente por Herbrand (1930), o teorema da deducdo € um metateorema
que facilita a construcio de provas condicionais. Esse teorema permite que, em uma prova de
uma implicagdo A — B, se assuma A como uma hipétese e, a partir dela, se derivar B. Ou seja,
para quaisquer formulas A, B, se '/ AF B,entio'-A — B

Assim, como demonstrado abaixo, é possivel a partir de A - B construir um sequente que
tem como resultado A —o B, o que efetivamente prova que o metateorema da deducdo também
¢ vélido para a implicacdo linear.

A+B .

—~——= (right dual

~ALB (rig )
(par)

FALRB
————— (implication
FA—op (P )
Tendo provado a validade deste teorema para a légica linear, podemos utiliza-lo para
facilitar a construcao de diversas provas da mesma. E uma das classes de teoremas que mais se

utiliza dessa propriedade € a de equivaléncia, pois dado duas férmulas A, B quaisquer, podemos

interpretar a equivaléncia entre elas como:
A<>B=(A—-B)&(B—A)

Além disso, observe o inicio da constru¢do de um sequente que prova essa mesma equi-

valéncia:

F(A—B) F(B—A)
F(A—B)&(B—-A)

(with)

Fica claro que a tnica a¢do possivel de ser tomada no inicio deste sequente € a aplicacao
da regra with, por consequéncia o mesmo se aplica para todos os outros sequentes que provam
equivaléncias. Assim, para facilitar o entendimento e a constru¢do dos sequentes, podemos
provar cada uma das implica¢des separadamente, e ainda assim obter efetivamente o mesmo
resultado.

Além disso, podemos utilizar o metateorema da deducao para tornar os sequentes ainda
mais concisos. Assim, como demonstrado no exemplo presente na Figura 11, podemos construir
a prova da féormula (A® (BD¥C)) — ((A®B) ¥ C), a qual é chamada de distribui¢do linear.

3.3.2 Comutatividade e Distributividade

Entre todas as propriedades dos operadores da l6gica linear, uma das mais simples e
fundamentais € a comutatividade, a qual dita que trocar a ordem dos operandos em uma opera-
¢do bindria ndo altera o resultado da mesma. Como provado na Figura 12, todos os operadores

bindrios da légica linear sdo comutativos.
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— (identity) —1 (identity)

. B, ,
Cala (identity) CB.(Blech).C (tensor)
: : ’ tensor
AL, (A®B),(B-t®Cth),C ( )
(exchange)
FAL(BTOCH),(ABB).C
ar
AL (BLoCh),(A®B) N C f -
FAL@@L®CHAA®mwc(fﬂd1)
e a
(A2 (BBC))F (A®B)XC) !
Figura 11 — Distribui¢do Linear
% (identity) CAA T (identity) | | | |
- BL BoA AL (tensor) ) (identity) —— (identity)
- AL,BL 37 " (exchange) ﬁ (right plus) m (left plus)
s , b & ,b@D ,B® )
ALyBL o P FAL&BL BoA (with)
4 (left dual) ’ (left dual)
ARBFB®A AGBFB®A
CA AL (identity) Tal g (identity)
) A AToBl s "~ (tensor) ey (identity) T (identity)
|_A,L L B,A (exchange) m (right plus) m (left plus)
rAloBlana PP T ATo Bl BaA A (with)

Figura 12 — Comutatividade dos Operadores

Em seguida temos a distributividade, propriedade que assim como a comutatividade s6
atua sobre operadores bindrios. Na 16gica linear hd somente duas relagdes de distributividade
presentes entre seus operadores. A primeira delas € da conjun¢do multiplicativa sobre a disjun-

¢do aditiva, como demonstrado na férmula a seguir:
AR(B®C)=(A®B)&(A®C)

E importante ressaltar que o oposto, ou seja, a distributividade da disjungio aditiva sobre
a conjuncdo multiplicativa, ndo € possivel. Isso se torna claro se analisarmos a seguinte férmula:
(A® (B®C(C)), e aplicarmos nela a distributividade de forma errénea. Essa féormula descreve
que uma escolha entre A ou (B® C) deve ser feita, e coloca énfase em B e C serem escolhidos
obrigatoriamente juntos. Assim, ao aplicar a distributividade de forma incorreta, obtém-se ((A®
B) ® (A®C)), uma férmula que distorce completamente o significado de seu contra-partido
original, pois a opcao de escolha entre A ou B junto a C, foi removida do contexto.

A Figura 13 demonstra a prova desta distributividade, note que a prova desta equivalén-

cia estd dividida em duas partes para facilitar a leitura e entendimento da mesma.
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——— (identit identit identit identit
I—AL,A( y) -~ B.BL ( y) T ( y) L ( y)
T T (tensor) T T (tensor)
FA-,(A®B),B FA-, (ARC),C
(exchange) (exchange)
FAL,BL, (A®B) AL CH (A®C) ,
(left plus) (right plus)
FALBL (A®B)® (A®C) FALCH (A®B)® (A®C) (with)
wi
AL Br&CH (A®B)® (A®C) (par)
ar
FAL D (BL&CL),(AwB) @ (A C) (fftd )
eft dua
AR (B®C)F(A®B)® (A®C)
T (identity) T (identity)
———— (identity) ———— (left plus identity) ————— (left plus
I—AL,A( Y)B@C,Bl( plus) T ( y)B 7L( plus)
(tensor) (tensor)
AT A® (B&C),B* FAT A® (B®C),Ct
(exchange) (exchange)
FA+ BY A® (B&C) (par) FAL CHA® (BOC) (par)
ar ar
FAT®BL AR (B®C) P FATRCLH AR (BOC) (p h)
wi

F (AT B BH&AT N CH),AR (B®C)

(AB)®(A®RC)FA® (B®C) (left dual)

Figura 13 — Distributividade da conjuncao multiplicativa sobre a disjuncao aditiva

A segunda regra se refere a distributividade da disjun¢@o multiplicativa sobre a conjun-

¢do aditiva, como demonstrado na férmula abaixo.
AR (B&C) = (A¥B)&(ADC)

Assim como a primeira regra de distributividade, nao € possivel distribuir a conjun¢ao
aditiva sobre disjuncdo multiplicativa. De forma ainda semelhante a regra anterior, essa distri-
bui¢do ndo funciona pois, se aplicada, ela muda completamente o sentido da férmula original.
Finalmente, a prova da distributividade, apresentada na Figura 14, também esta divida em duas
partes.

A ultima regra demonstrada ainda pode ser expandida para denotar uma regra de distri-

butividade para a implicagdo linear, da seguinte forma:
A — (B&C) = (A — B)&(A — C)

A prova desta regra ndo serd demonstrada pois, se relembrarmos que a defini¢do do
operador em questdo é definida pela Formula 1, torna-se claro que a partir de uma aplicacao

direta dessa definicdao do operador se obtém a regra citada acima.

3.3.3 Exponenciais

Como mencionado anteriormente, as regras de exponenciais sdo utilizadas para emular o

funcionamento da l6gica cldssica na 16gica linear. Para alcancar tal feito, existem trés regras para
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identit ——— (identit
(identity) L’( (leftY)lus) (identity) FC.C ( (rig}lll)t plus)
-A,AL Y Blact P AL - (Btecth),C
(tensor) (tensor)
FAAt® (BteCh),B FAAt® (Btach),C
(exchange) (exchange)
At ® (BL®Ct),A,B FAt® (BtecCh),AC
T T AT (par) T (par)
FA-®(B-@®C-),A¥B FAT®(B-®CH),ANC (with)
wi

FAL®(BF®Ch),(AXB)&(ABC)
A% (B&C) F (ABB)&(ABC)

(left dual)

(identity) (identity) (identity) —1 (identity)

- AvAJ_ Lu 7AJ_ )
(tensor) (tensor)
A (A*®BY),B FA (At®Cch),C
(exchange) (exchange)
F(At®BY),A B F(At®CH),AC _
T (left plus) (right plus)
F(At®@Bh)® (At ®CH),AB - (At®@Bh) @ (At ®CH),A,C

ith
- (At @B @ (At ®Ch),A, (B&C) (with)

F(At®BY) @ (At ®Ch),AD (B&C)
(ABB)&(ADNC)-AX (B&C)

(par)
(left dual)

Figura 14 — Distributividade da disjun¢do multiplicativa sobre a conjuncao aditiva

‘6'7’

o operador “?” e uma regra para o operador “!” dentro do conjunto de sequentes apresentados.
As regras: weakening, dereliction e contraction, sdo utilizadas para representar a potencialidade
de se utilizar uma determinada férmula infindédveis vezes. Por outro lado, a regra of course, por
mencionar que seu contexto deve ser ?1', pode ser interpretada como a obrigatoriedade de uma
determinada férmula possuir recursos infinitos em seu contexto para poder ser provada.

Para melhor compreender o funcionamento dessas regras, podemos como exemplo, com-
pard-las com o funcionamento de uma copiadora. Enquanto uma férmula !A, e por consequéncia
a regra of course, representa a capacidade de criar cOpias sem restri¢des, as outras trés regras
realizam efetivamente esta potencialidade ao simular as seguintes acdes: apagar uma copia (we-
akening), criar uma tnica copia (dereliction) e a duplicando a prépria maquina (contraction).

Para contextualizar estar propriedades, podemos modelar o funcionamento de uma mé-
quina montadora de lapis. Esta maquina recebe grafite e madeira (representados respectiva-
mente por G, M) e as transforma em um lépis (representado por L). A principio a acdo executada
por esta maquina poderia ser representada pela formula: ((G ® M) —o L). Entretanto, por mais
que a maquina tenha um limite de 1dpis que a mesma possa montar baseado em sua expectativa
de vida, nao ha como efetivamente mensurar um limite de produ¢@o para a maquina. Assim, po-
demos descrever o funcionamento da maquina como !((G® M) —o L), efetivamente removendo
o limite de montagens que podem ser feitas pela mesma.

Tendo esclarecido o funcionamento dos exponenciais, podemos analisar a prova de dois

isomorfismos pertinentes a estes operadores, como apresentado nas Figuras 15 e 16.
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——————— (left plus) ———— (right plus)
FAt®Bt A . - B,At©B* .
i (dereliction) i (dereliction)
F2(At®B),A B,2(A+ @Bt
(of course) (of course)

(At ®BY), 1A -!B,2(At @ Bt)
(At ©Bt),'A®!B, (At @ BY)
F2(At @ B),2(At @ BY),!AR!B
F2(At @ BY),!A®!B
I(A&B) F!A®!B

(tensor)

(exchange)

(contraction)
(left dual)

(identity)

(dereliction)

(identity)

1
"5 ,B (dereliction)

AL A
F24+. A 2B+, B
F2A+, 7B A 24+, 2B+ B
241, 2B+ (A&B)
24+ 2B+ 1(A&B)
F2A+%7B+ 1(A&B)
'A®!B -!(A&B)

(weakening) (weakening)
(with)

(of course)

(par)

(left dual)

l"”

Figura 15 — Isomorfismo do exponencial

(identity)

(dereliction)

_ (weakening)
FAL A e

FAL 24 ]
-AL,?7A,2B +Bt,7A,?2B
-ALt&B,7A,7B
F1(A+&B+),7A,?B
H(A+&B*),2A%7B
2(A®B) F2A%?B

'_Bj’?B (dereliction)
(weakening) (weakening)
(with)

(of course)

(par)

(left dual)

— (identity)

_FAAT (left plus)
FAGB,A"

313 (identity)

TBLagp ehtplus)

F2(A®B),A+ BL2(A®B
~2(A®B),!A+ B, 2(A®B)
F(A®B),!At®!B+,A(A®B)
HAL®!BL 2A(A®B),?2(ADB)
HAT®!B+ 2(ADB)

2AN?B (A ® B)

(dereliction) (dereliction)

(of course) (of course)

(tensor)

(exchange)

(contraction)
(left dual)

Figura 16 — Isomorfismo do exponencial "?"
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3.4 CODIFICACAO DE ESTADOS

A caracteristica que as formulas na légica linear tém de representar recursos as torna um
6timo meio para caracterizar estados de um sistema, ou seja, permite que represente premissas
que em certo momento do sistema sejam verdade, porém apds alguma transicdo as mesmas se
tornam falsas. Esta caracteristica € naturalmente introduzida a légica através do funcionamento
do operador implicacdo linear. Por exemplo, podemos descrever um determinado estado de um
contexto como 7; : A, !(A — B) e, apds o consumo de A pela implicagio, temos como resultado
um novo estado m, :!(A — B),B.

Vejamos com um outro exemplo, a partir da maquina de estados finitos representada na
Figura 17, onde ha dois possiveis estados que uma maquina hipotética pode assumir, ou ligado
(On) ou desligado (Off).

Apertar

Sensor

Figura 17 — Modelagem das ac¢des de Liga/Desliga de uma méiquina

Ao analisar esta maquina de estados, e considerando que A = Apertar, O = On, F =

Off e S = Sensor, podemos obter mais alguns detalhes sobre o sistema que a mesma representa:

* Se a maquina estiver desligada e um botao for apertado, o estado da maquina entdo muda

para ligado. Esta transi¢do pode ser representada como:
T = (F ®A) — 0

* Da mesma forma, se a maquina estiver ligada e o mesmo botao for pressionado, o estado

da méquina entdo muda para desligado. Esta transi¢do pode ser representada por:
= (0 ®A) —o F

* Por fim, a mdquina ainda possui um sensor que pode detectar uma falha no sistema,

desligando-a caso isso ocorra. Esta transi¢ao pode ser representada por:

T = (0®S> — F
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Como estas transicdes podem ocorrer indefinidamente, e considerando que a andlise da
maquina tem inicio com a mesma desligada, nds podemos representar seu estado inicial através

do seguinte sequente:
Torr=F\T1,\T2,!T3F

Tendo esta representagcdo, podemos demonstrar que ao apertar o botdo a maquina mudard

para um novo estado 7, = (0, !T},!T»,!T3), como pode ser visto na prova abaixo:

id) id
I—AL,A( II—F,FL( )
FAL AxF Ft (tensor)
) ) ex
AL FL AxF (€x) F+0L 0 Et ) S Gd)
AL FL (AxF)x0+,0 UL T
—— — (d?) L (d) (id) (id)
AL FL2((AxF)x0%),0 (T, def) 2T ( =TT @ )I—T3,TL @
€ — (0!
AL FL Tt 0 : 1Ty, T T Ty,
T ol T (tensor) L o!) (o))
FAL FL T (00T, 2T, R IS, T
T o0 orl ol ex) (tensor)
AL P T T (09!Th) @ I—?T2 (1H®!Ty), T3 .
C! €X
AL FL T (02!TY) F(\DL®ITs), 155, 2T " )
ensor
AL FE T (0T @ LRI T3), 1T, 2T5
FAL FL T (ORI TR\ TR\ Ts), 25, T3 (tensor)
1 1 2 3) 2 513 (ex)
AL FE T T T (O T @\ ! T
i (09 T 9 END) (left dual)

A F T\, \Ts = (0®!Tl®!T2®!T3)

As transi¢des criadas pelo operador de implicagdo linear podem ser interpretadas como
multi-set rewriting, € portanto, qualquer sistema computacional que utiliza este conceito € pas-
sivel de ser modelado através da l6gica linear. Sistemas que possuem concorréncia na utilizacao
de recursos, por exemplo, sdo 6timos candidatos para serem modelados utilizando a 16gica li-
near como base, ja que a mudanga de alocagao de recursos podem ser naturalmente interpretados
como mudancas de estados (MARTI-OLIET; MESEGUER, 1989).

3.5 ELIMINACAO DA REGRA DO CORTE

A regra do corte, como definida por Girard (1987), € uma regra estrutural explicita que
faz parte do célculo de sequentes da 16gica linear. Essa regra € muito ttil em alguns casos para
facilitar a construcao de provas.

Um exemplo de sua utilidade pode ser visto neste trabalho, pois na "simulagdo"das re-
gras de weakening e contraction irrestritas da lgica cldssica e intuicionista durante a sua tra-
dugdo, a regra do corte é amplamente utilizada. Entretanto, vale notar que esta regra € opcional

ao seu sistema dedutivo, ja que qualquer prova de sequente da l6gica linear que utiliza a regra
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do corte pode ser substituida por uma prova equivalente que ndo utilize esta regra (XAVIER,
2017).

O teorema da eliminagdo da regra do corte fornece duas propriedades muito importantes
para a légica linear. A primeira é a garantia de que as féormulas das premissas sempre serdao
sub férmulas da conclusdo. A segunda, e mais importante, € a remoc¢ao da ambiguidade gerada
pela regra do corte. Como a ldgica linear tem uma preocupa¢do muito grande em controlar
a quantidade de regras e féormulas que estdo sendo utilizadas (vide a escassez de recursos),
¢ contra intuitivo permitir a utilizacdo de uma regra que permite a adi¢do irrestrita de novas

férmulas que contenham exponenciais (XAVIER, 2017).

Teorema 1. Seja (- T',A) um sequente qualquer da ldgica linear que possui uma ou mais
aplicagoes da regra do corte em sua prova, é possivel reescrever a prova para esse sequente

sem a utilizagdo da regra do corte.

Esse teorema foi originalmente demonstrado por Girard (1987), e fazia o uso de proof
nets na construcao de sua prova. Embora pudéssemos utilizar esta mesma prova de eliminacao
da regra do corte com base na correspondéncia entre as proof nets e o célculo de sequentes,
existe uma prova escrita por Lincoln et al. (1992) que € nativa ao célculo de sequentes e se
encaixa melhor nas necessidades geradas pelas traducdes descritas neste trabalho. Devido ao
tamanho da descricdo da prova deste teorema, optou-se por ndo demonstra-la em sua integra
aqui. Entretanto, uma breve descricdo da prova e alguns dos casos de indugdo relevantes ainda
serdo descritos.

A prova é definida por inducdo através de dois parametros, a altura do sequente onde
o corte € feito e sobre o grau do corte. Aqui, altura é definida como a posi¢do na drvore de
derivacdo do sequente onde o corte foi aplicado e grau do corte € definido como o nimero
de simbolos presentes nas premissas onde o corte foi aplicado. Neste caso, também devemos
definir que consideramos como simbolos todas as constantes e conectivos, bem como cada uma
das proposicdes presentes no sequente (LINCOLN et al., 1992).

A construcdo da prova é feita a partir da demonstracao de dois teoremas distintos. O pri-
meiro teorema determina que, a partir da prova de um sequente que termina com uma aplicacao
de um corte com um grau d > 0, e que nenhuma das premissas deste corte possua um corte de
grau maior que d, € possivel construir uma prova para este sequente que termine com um corte

que tenha grau menor que d.

FT.A FBA -9, AL B . FAB FWAL B

; — ' par : cut
FT,LAQB,A "M Ly alypl t FT,A FAawAl
FT,A WP 4 T, AY Y

Figura 18 — Eliminacao do corte: fensor e par
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Ao analisar uma das partes da eliminacio da regra do corte demonstradas na Figura 18,
€ visto que as mesmas premissas foram utilizadas em ambas as constru¢des dos sequentes e que
a quantidade de simbolos no corte € menor apds remover o corte designado. Logo, o grau do
novo sequente é menor nesta transformacao e, portanto, a hipdtese € valida para esta regra.

E curioso notar que a eliminagio de um corte néo precisa garantir que nenhum corte seja
usado em seu resultado, tanto que, como demonstrado no exemplo acima, a quantidade de cortes
aumentou apds a eliminacao do corte original. E isso € vélido, pois pela indugado basta gerar uma
prova com grau do corte menor, para que eventualmente o corte seja completamente eliminado
nas folhas da drvore de deducao do sequente (na altura méaxima). E € isso que o segundo teorema
auxiliar para a eliminag@o do corte visa provar. Ele dita que, a partir de um sequente qualquer
de grau d > 0, € possivel construir um sequente com grau menor que d. Assim, como se pode
intuir a partir da Figura 19, algumas regras podem ser tidas como “base” da prova por inducao,
jé que elas sdo as que de fato eliminam completamente o uso do corte (LINCOLN et al., 1992)
—id .

-, ot s
Fe, W

Figura 19 — Eliminacdo do corte: identidade

(cuy) = I—‘i’,c

Por fim, a prova proposta por Lincoln et al. (1992), que foi brevemente explicada neste
capitulo, também permite que se utilize as regras presentes na prova indutiva para a construcao
de um algoritmo que transforme uma prova que utilize o corte em uma prova sem o uso da regra.
Entretanto, por mais que existam diversas vantagens em sua remo¢do, ¢ necessario mencionar
que em alguns casos (como em aplicacdes do corte sobre os exponenciais) a remog¢do da regra
do corte pode gerar uma explosdo no tamanho da prova do sequente. Assim, cabe cautela na

decisdo se vale ou ndo a pena aplicar este algoritmo.
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4 TERM REWRITING E CONFLUENCIA

Dentro das dreas de estudo da computacdo, uma de suas dreas que se intersecta com
a légica e a matemadtica € o estudo da forma com que férmulas podem ser reescritas antes de
serem resolvidas, a essa area € dado o nome de Term Rewriting. Este método tem aplicagcdes
em vdrias dreas da ciéncia da computacdo, incluindo raciocinio automatizado, linguagens de
programacdo e demonstracdo de teoremas (BAADER; NIPKOW, 1998).

Formalmente, Term Rewriting € um modelo computacional que envolve a transformacao
de expressoes, conhecidas como termos, usando regras de reescrita. A ideia € substituir deter-
minados padrdes dentro dos termos por outras expressdes de acordo com regras predefinidas.
Esse processo € repetido iterativamente até que ndo seja possivel realizar mais reescritas ou
quantas vezes o processo determinar necessario. Assim, ao definirmos regras de reescrita e as
expressdes que compdem os termos, obtemos um processo ao qual pode ser chamado de Term
Rewriting System (BAADER; NIPKOW, 1998).

Como um exemplo, analisemos a descri¢cdo de um Term Rewriting System para a soma
de nimeros naturais provida por Baader e Nipkow (1998). Para tanto, inicialmente definimos o
termo O como a constante base e s como o passo indutivo que permite a constru¢cdo dos demais
nimeros. Em seguida, descrevemos as identidades que representam as regras de reescrita para

a execugdo da soma:

Rl: x40 = X
R2: x+s(y) = s(x+y)

Com estas regras definidas, podemos utiliza-las para efetuar o célculo de dois nimeros.
Vejamos como isso se aplica ao calcular a soma de 1 (representado por s(0)) com 2 (represen-
tado por s(s(0))):

s(0)+s(s(0)) = s(s(0)+s5(0)) = s(s(s(0)4+0)) = s(s(s(0)))
R2 R2 R1

Neste exemplo, todas as regras de equivaléncia foram aplicadas da esquerda para a di-
reita, ou seja, a partir do momento que é encontrado uma correspondéncia com uma férmula a
esquerda do simbolo de equivaléncia, ela era substituida pela férmula correspondente a direita
da equivaléncia. Entretanto o processo inverso, uma substituicdo da direita para a esquerda,
também & permitido neste caso (BAADER; NIPKOW, 1998).

Note que essa propriedade permitiria que a partir do nimero 3, pudéssemos construir
uma soma completamente irrelevante, como: "0 + 3" (0 + s(s(s(0)))). Assim, as regras podem
ser definidas como tendo sentido tnico, para evitar resultados indesejados durante o processo
de reescrita.

Assim como demonstrado acima, um Term Rewriting System pode possuir algumas pro-
priedades estruturais em seu processo de reescrita, sendo o resultado de como suas das regras

foram definidas. Uma destas propriedades é conhecida como Termination, ela dita que para
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um Term Rewriting System, existe um limite implicito na aplicacdo das regras de reescritas em
uma férmula desse sistema, ou seja, haverd um ponto em que nenhuma regra serd equivalente
a férmula reescrita (BAADER; NIPKOW, 1998). No exemplo da soma de naturais, poderia-se
obter essa propriedade ao for¢ar com que as regras s6 fossem aplicadas da esquerda para a
direita, como consequéncia disso, 0 comportamento notado no pardgrafo anterior ndo poderia
acontecer.
———— (identity) ———— (identity)
FAL A +B,B+
A+, A®B,B*
A+, B®A,B*
A+, A®B,B*

Figura 20 — Nao conformidade da légica linear com a propriedade Termination

(tensor)

(tensor comm)

(tensor comm)

A ndo conformidade com a regra de Termination é prejudicial para a capacidade de cons-
trucdo automatica de provas. Como visto na Figura 20, a regra de comutagao pode ser realizada
quantas vezes for desejado no sequente, sem que altere o resultado da prova. Infelizmente, essa
€ uma caracteristica que na maioria das 16gicas ndo pode ser eliminada, pois isso acabaria com
seu nivel de expressao (ROBINSON; VORONKOV, 2001).

Entretanto, hd mais uma propriedade presente nos Term Rewriting Systems que é de ex-
trema relevancia para a construg@o de provas e algoritmos, e ela € conhecida como Confluéncia.
Esta propriedade possui problemas similares a de Termination entretanto, como demonstrado
por Nishizaki (1993), ha algumas formas de se adaptar as 16gicas para que elas atendam essa
propriedade. Assim, este capitulo ird explicar o funcionamento da propriedade de confluéncia e

como ela se relaciona com cada uma das légicas apresentadas neste trabalho.

4.1 CONFLUENCIA

Uma possivel interpretacio para melhor visualizar uma série de aplicacdes de reescritas
€ aquela de uma arvore. Entretanto, isso parece contra intuitivo com o que foi apresentado até
agora, ja que todas as regras de reescrita geravam uma sequéncia linear de transformacdes. Mas
e se fosse adicionado a um Term rewriting system regras que permitissem uma bifurcacdo na
arvore de transformacodes, ou seja, uma férmula que possua mais de uma regra para reescrevé-la.

Vejamos entdo o que isso implicaria a um sistema, através do seguinte exemplo proposto
por Baader e Nipkow (1998). Inicialmente, € definido um sistema que permite a reescrita de
formulas matematicas. Esse Term rewriting system tem como termos constantes 0, 1, X, Y e

possui as regras de reescrita unilaterais como descritas a seguir:
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Rl: Dy(X) = 1

R2: DY) = 0

R3: Dy(u+v) = Dy(u) + Dy (v)

R4: Dy(uxv) = (uxDy(v))+ (Dx(u)*v)
RS: u+0 = 0

Como podemos observar na Figura 21, a reescrita da férmula D, (x *x) tem um compor-
tamento diferente do que foi visto até o momento. A partir da aplica¢do da regra R4, obtém-se
uma férmula em que € possivel executar duas aplicagdes distintas da regra R1, e que portanto,
geram formulas reescritas que também tdo distintas. E € esse comportamento o que faz com que

o processo de reescrita de um termo possa ser interpretado como uma arvore.

x(X = X)

|

(X * Dx(X)) + (Dx(X) * X)

N

R1
(X*1)+(Dx(X)*X) (X*#Dx(X))+(1*X)
(X *1)+ (1« X

Figura 21 — Exemplo de Term Rewriting confluente

Note ainda que, apds a divisdo causada por aplicacdes distintas de R1, através da apli-
cacdo de novas regras em cada lado da arvore, foi possivel gerar uma férmula que unificasse
novamente a drvore em um unico nod e que, além disso, essa féormula também € final, pois ndo
ha mais nenhuma nova regra de reescrita que pode ser aplicada. Para esta propriedade presente
em termos de um Term rewriting system é que damos o nome de Confluéncia.

Assim surge a questdo, € possivel que existam processos de reescrita que nao sejam con-
fluentes? Para verificar este questionamento, vejamos outro caso provido por Baader e Nipkow
(1998). Neste exemplo, utilizamos o sistema de reescrita de féormulas matematicas para verificar
o processo de Term Rewriting da férmula D, (X + 0).

A principio, como demonstrado na Figura 22, a férmula inicial permite que duas regras
distintas sejam aplicadas, o que gera uma bifurcacdo na arvore. Os resultados do processo de
reescrita sdo diferentes, como € esperado, entretanto ao continuar as transformagdes em cada

um dos galhos dessa arvore, obtém-se duas férmulas finais distintas. Como claramente nao
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Dx(X +0)

o N\
Dx(X) Dx(X)+ Dx(0)
R RI
1 1+ Dx(0)

Figura 22 — Exemplo de Term Rewriting nao confluente

existe uma regra que permita unificar os nds dessa arvore, isso implica que este processo de
Term Rewriting nao é confluente.
Portanto, podemos generalizar a propriedade de confluéncia de um udnico termo para

definir formalmente a propriedade para um Term rewriting system como:

Definicao 1. Um Term rewriting system é considerado confluente se o processo de Term Rewri-

ting para todos os seus termos é confluente.

Sistemas computacionais que nido possuem a propriedade de confluéncia apresentam
um problema grave de ndo determinismo, pois ele surge a partir do momento que um programa
com a mesma entrada, pode assumir resultados diferentes. Logo, tracando um paralelo com a
confluéncia, uma ou mais escolhas feitas durante a execu¢do do programa levam o mesmo a
exibir um comportamento diferente do esperado (MCDERMOTT; MYCROFT, 2023).

Um dos fragmentos da computacdo que estd diretamente vinculado ao nao determinismo
e problemas de confluéncia sdo as estratégias de avaliacdo, pois uma mesma fungdo pode ser
avaliada de formas diferentes (Ex: call-by-name ou call-by-value) e ndo exibir o mesmo resul-
tado (NISHIZAKI, 1993).

4.1.1 Call-by-name vs Call-by-value

Na avaliagdo call-by-value, as expressoes utilizadas como argumento sao avaliadas antes
de serem passadas para uma func¢do. Isso significa que os valores dos argumentos sdo calculados
e associados aos seus respectivos nomes de parametro antes da funcdo ser invocada. Como
resultado, a funcdo recebe copias dos valores dos argumentos, € quaisquer alteragdes feitas nos
parametros dentro da fun¢do ndo afetam os argumentos originais (MCDERMOTT; MYCROFT,
2023).

Por outro lado, na avaliacdo call-by-name, as expressoes utilizadas como argumento
ndo sdo avaliadas antes de serem passadas para uma funcido. Em vez disso, elas sdo passadas

em sua forma base nao processada. Durante a execu¢do da fun¢do, o programa pode escolher
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quando e se quer avaliar os argumentos. Isso significa que as expressdes de argumento sao
reavaliadas cada vez que sdo referenciadas dentro da fungdo. Como resultado, as alteragdes
feitas nos parametros dentro da fun¢do podem afetar os argumentos originais (MCDERMOTT;
MYCROFT, 2023).

O comportamento nao confluente de ambos os métodos de avaliagdo pode ser observado
no exemplo da Figura 22. Consideremos que D, € uma fun¢do computacional e que X + 0
¢ o argumento passado a ela. Neste caso, a divisdo causada pelas regras R5 e R3 podem ser
interpretadas como aplicagdes de call-by-value e call-by-name.

Para R3, o argumento X + 0 € avaliado imediatamente, gerando assim um novo valor
unico que serd usado como argumento para D,. Este € um claro caso de call-by-value, pois
o argumento foi processado antes da funcido poder modificd-lo. Por outro lado, em RS temos
uma execucdo considerada call-by-name pois o argumento ndo € processado de imediato, o que
permite que a funcdo o altere e, a0 mesmo tempo, torne impossivel o processamento feito por
R3.

Assim, fica clara a relacdo que a confluéncia tem com o nio determinismo que os di-
ferentes métodos de avaliagdo podem gerar em um sistema. Portanto, podemos concluir que
basta garantir a confluéncia de um sistema e de seu método de avaliagdo para remover o nao
determinismo indesejado de um sistema (NISHIZAKI, 1993).

4.2 CONFLUENCIA APLICADA A LOGICA

Como foi demonstrado até agora, a confluéncia é uma propriedade inerente a Term
rewriting systems com consequéncias que abrangem até mesmo o funcionamento de progra-
mas. Tendo em vista esse aspecto computacional, podemos utilizar a correspondéncia de Curry-
Howard para tracar um paralelo entre provas logicas e a confluéncia (NISHIZAKI, 1993).

Este formalismo demonstra que hd uma relagdo direta entre provas légicas e programas
de computador, ou seja, que hd uma correspondéncia que permite que provas sejam transforma-
das em cddigo. Portanto, 0 meio como a prova de um sequente, por exemplo, é construida pode

alterar o funcionamento de um programa derivado dessa prova.

RO RO
- A - A,
~a,B k) B Echkf))
SALA “
A k
v ¢
)

m A
_FA wk) F A2 A Eex)R)
SALAz o ALA o

A K ~A i

Figura 23 — Removendo Corte na Ldgica Cléssica
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Vejamos como exemplo a prova em dedugdo natural da 16gica cldssica presente na Figura
23, onde também foi demonstrado o processo de reescrever a prova removendo a utiliza¢do da
regra do corte. Note ainda que, neste exemplo, serd utilizado A = A} = A,, para facilitar a
distin¢do de férmulas iguais dentro da prova.

E evidente que, neste caso, hd dois meios possiveis de se reescrever a prova para que se
obtenha o mesmo resultado final. Entretanto, € preciso lembrar que, como dita a correspondén-
cia de Curry-Howard, a estrutura da prova altera o resultado do cédigo. Assim, neste exemplo,
ndo se observa confluéncia das provas, pois mesmo que elas obtenham o mesmo resultado final,
sua estrutura nao ¢ a mesma (NISHIZAKI, 1993).

Este comportamento de nao confluéncia computacional pode também ser observado no
exemplo proposto por Nishizaki (1993) e representado pela Figura 24. Aqui o autor propde
um exemplo de calculo lambda que possua a primitiva call-with-current-continuation (call/cc).
Neste exemplo, se a computagao utilizar um método de avalia¢ao call-by-value, os argumentos
serdo processados antes de serem chamados pela fun¢do, o que fard com que a fungdo gere a
resposta "2", como resultado da funcdo exit que estava dentro do argumento. Por outro lado,
se for feita uma avaliagdo call-by-name, o primeiro exit € chamado, gerando 1 como resultado.
Como ambos os resultados sdo diferentes, fica nitido o ndo determinismo presente entre os

diferentes métodos de avaliagdo.

(call/cc(lambda (exit)
((lambda(x) 1) (exit 2))))
N z
1 2
(call-by-namse) (call-by-value)

Figura 24 — Nao confluéncia de cdlculo lambda call/cc

Infelizmente, essa caracteristica de multiplas provas possiveis que ndo sao confluentes
¢ inerente ao funcionamento da légica cléssica. Esta caracteristica provém do uso irrestrito das
regras de weakening e contraction em ambos os lados do simbolo de derivacdo. Obviamente,
este problema pode ser evitado através de uma restri¢do no funcionamento dessas regras e da
manipulacdo estrutural da prova. Entretanto, realizar estas modifica¢des a torna muito mais en-
gessada e, ainda assim, ndo eliminam totalmente a ndo confluéncia gerada por regras estruturais
como a comutagdao (NISHIZAKI, 1993).

E € aqui que a l6gica linear mostra sua relevancia. Como ja foi descrito extensivamente
ao longo do Capitulo 3, a l6gica linear possui, através das regras dos operadores exponenciais,
um controle extremamente preciso sobre como e quando as regras de weakening e contraction
podem ser utilizadas.

Assim, a partir da tradu¢do de uma férmula cléssica para uma férmula equivalente na

l6gica linear, € possivel garantir a constru¢do de multiplos sequentes que provem a férmula
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traduzida (e por consequéncia a original também), e que elas serdo confluentes. Assim sendo, a
tradugdo garante que provas construidas com base na légica cléssica serdo deterministas, pois
elas estardo sendo representadas pela logica linear (NISHIZAKI, 1993).

Por fim, como um exemplo da capacidade computacional provida por uma possivel tra-
ducdo, podemos analisar a interpretacdo computacional da regra do terceiro excluido. Basica-
mente o terceiro excluido ao ser chamado, retorna o termo a direita do operador de disjuncao
(wA = A = 1). Caso esta fun¢ao seja invocada, o programa entao retorna a sua operagio ao
estado que estava no momento que o terceiro excluido foi executado e entdo retorna o termo a
esquerda da disjuncdo (WADLER, 2003).
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5 PROVA DAS TRADUCOES

As traducdes da logica cldssica e da ldgica intuicionista para a logica linear existem
desde a primeira publicagdo da l6gica linear provida pelo criador da mesma Girard (1987). Por-
tanto, as tradugdes que serdo formalizadas em Cogq e explicadas neste capitulo, terdo como base
o que ja foi provido na literatura. Entretanto, fez-se necessario realizar algumas modifica¢des
em como a prova € construida para que assim se torne mais facil o seu entendimento e a cons-
trucdo de algumas taticas.

A principal mudanca estd no meio como uma regra da deducgdo natural € traduzida para
um sequente. Enquanto Girard (1987) optou por utilizar um cédlculo de sequentes que possui
regras para ambos os lados da derivagdo, a traducdo presente neste trabalho utilizard somente
as regras do lado direito do sequente.

Esta mudanca foi feita pois a biblioteca da légica linear em Cog implementada por
Laurent (2017), que serd utilizada para a constru¢do das tradugdes somente possui as regras
para o lado direito do sequente. Como demonstrado na Secao 3.2.2, todo sequente pode ser
transformado em um sequente que possui somente regras a direita do simbolo de derivacao
através do uso da regra left dual. Além disso, o cdlculo de sequentes somente com regras a
direita possui 0 mesmo nivel de expressividade que o célculo de sequentes bilateral, portanto
nao hd nenhuma perda na capacidade de construc@o de provas através do uso deste método de
tradugdo.

Outra mudanga menos significativa realizada na estrutura da prova foi feita devido a
necessidade de deixar explicita a utilizacdo da regra de weakening em um sequente para ge-
rar um conjunto de férmulas da l6gica linear. Na prova da traducdo como descrita por Girard
(1987), essa regra € usadas de forma implicita. Entretanto, como o intuito dessa prova € criar
um formalismo em um assistente de provas, todo teorema utilizado deve ser explicitamente
descrito. Portanto, para facilitar a correlacdo das provas descritas neste capitulo com aquelas

implementadas em Cog, o teorema como descrito acima serd redefinido e provado a seguir.

Teorema 2. Seja (?T") uma lista qualquer de férmulas da l6gica linear onde todas as suas
formulas sdo precedidas pelo operador logico "?", a partir de um sequente qualquer é possivel
deduzir (0).

A prova deste Teorema € construida a partir de uma indugao sobre o nimero de férmulas
em (?T"). Para a base, a solugdo é trivial jia que (?I") é uma lista vazia. Para o passo, temos
como hipétese de indugdo - (?T°) e provamos que a partir dela é possivel construir o sequente
- (?[T",A]), como mostrado abaixo:

E[_Iweakening
F2A, M

F2[T,A]
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5.1 TRADUCAO DA LOGICA INTUICIONISTA

A traducdo da ldégica intuicionista fornecida por Girard (1987), possui uma traducao
para todos os operadores presentes na logica intuicionista cldssica, como visto na Figura 25. A
terminologia utilizada para expressar a traducao de uma férmula A da l6gica intuicionista para
a 16gica linear seguird a seguinte notagdo: ()’. Assim sendo, A’ é uma férmula pertencente a

16gica linear.

AAB=A'&B  AVB=!(A)®!(B)
A=B=!(A)—B  -A=(A")—0

Figura 25 — Regras de tradugdo da Légica Intuicionista para a Légica Linear

A principio, ao analisar as tradu¢des fornecidas, a primeira conclusdao que se obtém ¢é
que pode-se utilizar a regra da implicag¢do para construir a tradu¢do de uma regra da deducao
natural do tipo I' = A, como demonstrado na Figura 26. Assim, todas as regras da deducdo
natural provindas do lado esquerdo do simbolo de deducgio serdo traduzidas para a l6gica linear

como 2(I'").

(THFAT
FT=A ————~—"— (par)
FArHtmAt
m (lmpllcatlon)

Figura 26 — Regra base para traducao de LI

Tendo definido a forma base de como as regras da dedugdo serdo traduzidas, podemos
comecar a construir e provar a traducao para o sistema dedutivo da l6gica intuicionista. A tradu-
¢ao € definida através de uma inducao no tamanho da dedugdo e sua prova € feita a partir dessa
inducdo, sendo aplicada a cada uma das dez regras presentes na deducao natural para a légica

intuicionista.

Teorema 3. Seja uma prova qualquer para a logica intuicionista que termine em I' = A, e que
foi construida a partir de uma das regras de deducdo natural intuicionista. Pode-se utilizar

o cdlculo de sequentes da logica linear para construir uma prova que tenha como conclusdo
( (T1)*hAY.

1. O primeiro passo para provar a tradu¢do de uma prova por deducdo natural baseia-se em
demonstrar a validade do axioma do sistema dedutivo. Assim, tomando como verdade
a hipétese (I' - A), ou seja (A € '), devemos provar (F2(T" /) A"). Assim, a partir da
regra de identidade da 16gica linear, utilizamos a regra de weakening e a hipétese (H)

para construir ?2(I"?)+.
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m (ld@ntlty)

F2(A") - A
F2(AT) -, 2(AT) A
(0 )+ Al

(dereliction)

(weakening)

(H)

ii. Para o préximo passo, provamos a traducdo da introducdo da implicac@o. Para tanto,
demonstramos a partir da hipétese (?(I' 7)1, ?(A)*,B) é possivel construir o sequente
(2T )+, 1(4) — B).

(H)
(par)

(implication)

20 )L, 2(AY), B!
2T, 2(A) B B
(T )4, 1(AY) — B!

iii. Em seguida, provamos a elimina¢do da implicacio (modus ponens). Aqui, assumimos as
hipéteses H': (F?2(I' ")+, 1(A") — B') e H": (F2(A")*, (A")) para construir a prova. Note
que, na construgio do sequente a partir de H”, foi necessario utilizar a regra of course.
E s6 foi possivel utilizar a mesma pois, como definido anteriormente, todas as regras do

conjunto ?(A") sdo precedidas pelo operador ?.

(H")

(of course)

AT (A7)

) F2(A")+, 1A - (B")*,B

(=) F2(A) L, 1A @ (B, B
AL+, (AN, B

(identity)

(times)

(cut)

iv. Agora, focamos em provar a regra que define a dedugdo natural intuicionista, a introducao
do absurdo. Perceba que, como definido de forma implicita na Figura 25, utilizamos
o 0 para representar a tradugdo de L. Portanto, a hipétese (F2?(I" *)*, (L)) pode ser
interpretada como (F2(I" ")+, 0)

———— (H
l—?(F’)L,O( ) AT

Fo(C 1)+, A

(true)
(cut)

v. A préxima regra a ser provada € a introdugdo da conjuncdo. Aqui, conforme as regras
para a deducdo natural, assumimos as hipéteses H': (F2(I")+,A") e H": (F2(A")*,BY).
Note que, como provado no Teorema 2, precisamos aplicar a regra de weakening de um
conjunto para que seja possivel unificar ambos os sequentes que contém as hipdteses e
assim, construir a traducgao.

(H")

(weakening)

(H")
(weakening)
(with)

o)+ Al F2(A") -, B!
F2C 1)+, 2(A7) A F2C 1)+, (A, B
F2C 1)+, 2(A") -, A'&B!
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vi. A elimina¢@o da conjuncdo na deduc¢do natural possui duas regras. Para a primeira regra,

tomamos (-2(I"'*)+, A’&B'") como hipétese para construir o sequente.

(identity)

(left plus)
(dual)
(cut)

HA” (A")*
(H/) - A’, (At>L D (Bt)L
2L 1)+, A'&B' -A' (A'&B')*

F2C )+ A

vii. Para a segunda regra da eliminagdo da conjun¢io, temos a mesma hipétese que foi utili-
zada acima, porém aplicamos a outra regra do operador plus, gerando assim um sequente

que “espelha” a prova acima.

T+ (identity)

" B.(B) (right plus)
right plus
|_Bt At 1 Bt 1

(H')
2!+, A'&B - B (A'&B')*
FoC )+, B! (cu)

viil. As trés ultimas regras que precisam ser demonstradas sdo as regras para o operador
de disjuncdo. A primeira delas a ser provada € a eliminacdo da disjuncdo. Aqui, sera
construido o sequente a partir da hipétese H: (F2(I'*)*,1(A")®!(B")) e das hipéteses D:
(F2(AN,C2(AN) e D' (F2(9) 4, C12(BY).

— (D)
(wk)
(with)

FQ(AZ)L Ct Q(At>L (D) l—q(\Pt)L Ct r)(Bt)
! N Guy (Wk) ! N Guy
A () At M et aw E e (s -
P& AL O elE)E
F2(0 1)+, 2(A) 2 (), ¢

(H)

AT (AN (B)

ix. Por fim, € necessdrio provar a traducdo para as duas regras de introdu¢do da disjuncgdo.
Para provar a primeira regra, assumimos (-2(I" )+, A’) como hipétese para construir o

sequente.

(H)

(of course)
(left plus)

20 1)+, (AT
204 1(AD®!(B)

x. De forma similar, para a segunda regra da introdug¢io da disjungéo, assim assumimos (-
2(C'")*, B') como hipétese para construir o sequente. Note que, em ambas as provas para
a introdugdo da disjun¢do, pudemos usar a regra o f course pois, todas as regras presentes

no sequente no momento de aplicacdo da mesma estavam precedidas pelo operador ?.
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(H)

(of course)

(left plus)

F2(C )4, 1(BY)
FAT )L, (AN (BY)

5.1.1 Variacgoes da Tradugio para a logica intuicionista

Além da traducdo demonstrada no inicio desta se¢do, em sua publicacdo original da
l6gica linear Girard (1987) apresentou mais um meio de realizar esta tradugdo, a qual suas

regras estdo definidas de forma adaptada na Figura 27.

AANB=!(A")®!(B") AVB=!(A")®!(B)
A— B=!(A") —!(B") —A=!(A") !0

Figura 27 — Regras de traducdo call-by-name da Légica Intuicionista para a Logica Linear

Esta tradugao funciona de forma similar a que ja foi apresentada, pois ela também se
estende a uma traducdo de provas. Assim, é possivel construir para esta traducdo uma prova
para o Teorema 3 de forma extremamente similar a que ja foi apresentada. Portanto, nesta se¢ao
nao serd demonstrada esta prova, sé serd discutido o propdsito que ambas as traducdes possuem.

Entretanto, vale ressaltar uma mudanca da constru¢do da prova. Como fica evidente
através da andlise das novas regras, houve uma mudanga em como a implicagdo € traduzida.
Assim, com base nesta regra, a traducio para uma regra de deducdo natural base do tipo I' - A,
serd =2(I°'7), 1(A")

A existéncia de duas tradugdes serve um propdsito interessante para a proposta da reso-
lucdo do problema de confluéncia da 16gica intuicionista. Veja, como se pode induzir do que
foi demonstrado no Capitulo 4, o proprio processo de traducdo também € um Term rewriting
System. Assim, a ordem de avaliacdo € algo que deve ser levado em conta baseado no contexto
no qual a tradugdo seré efetuada.

Assim, podemos definir que a traducao da Figura 25 possui ordem de avaliagdo call-by-
value. Por outro lado, a segunda traducdo, apresentada na Figura 27, possui ordem de avaliacdo
call-by-name Girard (1987).

5.2 TRADUCAO DA LOGICA CLASSICA

A ldgica cléssica, assim como a légica intuicionista, possui duas tradugdes possiveis
propostas por Girard (1987), que seguem o mesmo propdsito demonstrado na Se¢do 5.1.1. En-
tretanto, neste trabalho sé foi possivel demonstrar a traducado call-by-value da 16gica cldssica.
Essa traducdo € feita de forma similar as outras ja apresentadas, como exposto na Figura 28.

Uma propriedade importante desta traducdo para a constru¢do de provas € o fato que
toda férmula da légica classica quando traduzida, € precedida pelo operador exponencial ?. Isso

permite que seja possivel, para um sequente qualquer do tipo - I',!A, deduzir este sequente a
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ANB=2A'&B') AVB=(!(A")®!(B"))
A—B=!(A") — B —A =72(A")*

Figura 28 — Regras de traducdo da Légica Cléssica para a Logica Linear

partir da utilizacdo da regra de of course no sequente - I', A, desde que todos os membros de I"
sejam precedidos por ? ou sejam uma tradugéo ().

E possivel também construir e provar a tradugdo para o sistema dedutivo da 16gica clds-
sica. A traducdo € definida de forma similar a l6gica intuicionista, por meio de uma indu¢do no
tamanho da deducdo e sua prova € feita a partir dessa indug@o. Entretanto, por mais que seja
possivel provar o Teorema 3 para esta traducao de forma similar ao que ja foi demonstrado para
a l6gica intuicionista, isso ndo € o suficiente para provar esta traducdo pois, como demonstrado
na Secdo 2.3.1, a légica cldssica possui mais duas regras para a deducao natural.

Assim, € necessdrio expandir a prova do Teorema 3 para que inclua a regra de elimina-
¢do da dupla negacdo e a regra de incorporacio do terceiro excluido. Para tanto, definimos os

seguintes passos indutivos:

i. Para a eliminagdo da dupla negacao, precisa-se definir uma traducdo da constante 1. Ao
analisar as regras definidas para a traducdo, podemos inferir que a constante | da l6gica
cléssica é traduzida como ?_L, sendo esta tltima uma constante da l6gica linear. Assim, po-
demos construir a prova assumindo como verdade a hipétese H: (F?(I"*)+, 2!1(A?),2L).

———— (identity)
FA” (A")*
- A 2(A")+
GY) (dereliction)

- A 2(AT)* =7
% (of course) F1
- AT, 122(A7) I

AL (172(ADF@!1)
F (M(A)R? L)+ Al (
C

(dereliction)

one)
ofcourse)

times)

—~~

(H)
(parr)

(0 1)L A

—

F2(r 1)+, 211(AT), 2L
2T )L, (2111(AD)2921)

ii. Para a incorporacao do terceiro excluido ndo hd nenhuma hipétese. Portanto, basta cons-

truir a traducgdo da regra utilizando o cédlculo de sequentes da légica linear.
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(identity)

(dereliction)

F (A (A
F2(A") "+, (A7)
=22(A") -, (A
F22(AN)+, (AT

F22(AN) L, (1(AD)@!122(A") 1)

F22(A) L, 2(1(AD) 1 22(AT) 1)

F122(A%) 5, 2(1 (AN @122(A) )

(dereliction)

(ofcourse)
(leftplus)

(dereliction)

(ofcourse)

(A4 ), 2(1(A)D172(AT) ) ((foeti:gn)
F2(HAN)BI72(AT) ), 2(1(A)S122(AT) ) (weakening)

F2T )1, 2(1(A)®!172(AN) 1), 2(1(A) 1 72(A") )
F2(0 )4, 2(1(AN)@!172(A1) )

(contracion)

A utilizagdo dos operadores exponenciais nesta tradu¢do faz com que a prova das regras
descritas acima sejam grandes. Esse aumento também € observado na tradugdo para as outras
regras da deducdo natural. Porém, este fato nio forca a necessidade de demonstrar de forma
explicita a prova de cada uma das regras, pois como ja foi dito, as regras sdo provadas ao que
jé foi demonstrado no Teorema 3. Ou seja, as hipoteses sdo as mesmas, porém adaptadas para

estar de acordo com as regras de traducao.

5.3 FORMALIZACAO DAS TRADUCOES NO COQ

As provas de todas as tradugdes formalizadas neste trabalho segue o mesmo método
de prova ja discutido extensivamente no decorrer deste capitulo. Como sua implementagdo é
longa, ndo cabe incluir a mesma em sua integra neste texto. Entretanto, ainda ha alguns pontos
relevantes sobre o formalismo que merecem ser mencionados.

O primeiro destes tem relacdo a como foi definido a traducao dos operadores e do se-
quente base para todas as trés traducOes formalizadas. Na Figura 29, hd um exemplo de como
esta regra foi construida para a traducgao call-by-value da l6gica intuicionista. Veja que, a tra-
ducgdo dos operadores € relativamente simples, o Fixpoint cbv aplica uma recursdo que traduz
cada uma das sub-férmulas contidas dentro de uma férmula.

Neste mesmo exemplo, também € possivel analisar a traducao do sequente base (definida
por dual_set_cbv), onde ¢é utilizado novamente uma recursdo para que, cada férmula 16gica
contida dentro do conjunto I' € traduzida utilizando cbv. Além disso, como visto na Figura
26, também foi necessario utilizar a regra da implicacdo para a tradugdo das férmulas. Dessa
maneira, ¢ garantido que todas férmulas traduzidas serdo precedidas pelo operador ? e que
elas serdo o dual da tradugdo base, ja que s serdo usadas regras a direita do sequente para a
constru¢do do formalismo.

Vale ainda notar que as outras duas tradugdes formalizadas sdo construidas de forma

similar, obviamente tendo como diferenca que as definicdes formalizadas levam em conta suas
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respectivas regras de tradugdo.

Fixpoint cbv (a: PropF) : formula :=
match a with
| Vvar A == var A
| Disj A B => aplus (oc (cbv A)) (oc(cbv B))
| Impl A B == parr (wn (dual (cbv A))) (cbv B)
| Neg A == parr (wn (dual (cbv A))) zero
| Bot => zero
| Conj A B == awith(cbv A) (cbv B)
end.

Fixpoint dual set cbv (a: list PropF) : list formula :=
match a with

| [1==11]

| A::t => (wn (dual (cbv A)))::(dual set cbv t)
end.

Figura 29 — Defini¢do formal da traducio call-by-value da 16gica intuicionista

Outro ponto interessante para se ressaltar pode ser observado na Figura 30, onde € apre-
sentado a definicdo do formalismo para o Teorema 3, tanto para a traducdo call-by-value intui-
cionista, quanto para a traducdo call-by-name intuicionista. Veja que, na defini¢do da traducao
call-by-name a traducao da férmula A € feita utilizando o operador !. Esta diferenca entre a
traducdo cbn e a traducdo cbv se da pelo meio como a traducdo da implicacdo é definida em
cbn, assim o sequente base € traduzido como ja demonstrado na Secdo 5.1.1.

Theorem proof cbv: forall I A, T \- A -> (11 ({cbv A)::(dual_set cbv I'))).

Proof.
intros. dependent induction H.

Theorem proof cbn: forall I A, T \- A -> (11 ((oc (cbn A))::(dual set cbn I')}).
Proof.
intros. induction H.

Figura 30 — Formalismo para o teorema da tradugdo call-by-value e call-by-name da légica
intuicionista

Além disso, € possivel evidenciar outras duas caracteristicas interessantes de como este
formalismo foi definido. O primeiro ponto € o método de construcdo de prova que, como ja foi
demonstrado neste capitulo, € baseado em uma indugao sobre as regras da deducgdo natural. O
segundo ponto estd relacionado a como as férmulas foram dispostas no sequente traduzido, que
no formalismo estd como - A?, (I' ). Esta comutacio é valida, pois a comutagio de férmulas
em um sequente é permitido na légica linear, e ela foi feita para facilitar a aplicacio das regras

do célculo de sequentes durante a construgdo das provas dentro do assistentes de provas.
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6 TRABALHOS RELACIONADOS

Neste capitulo serdo discutidos trabalhos que possuem implementagdes para a légica
linear em um assistente de provas. O desenvolvimento de um sistema de provas para a logica
linear utilizando o assistente de provas Coq € algo abordado por diversos autores, porém com di-
ferentes peculiaridades em suas implementagdes, como serd discutido nas secdes abaixo. Além
destas, existe uma proposta feita por Trifunovski (2017), a qual foi implementada em OCaml, e

que propde a constru¢do de um assistente de provas especificamente para a ldgica linear.

6.1 XAVIER (2017)

Este autor teve como objetivo modelar um sistema primariamente sintatico para a logica
linear utilizando o assistente de provas Coq e utilizar este sistema para criar ¢ manipular provas
e metateoremas referentes a logica. Para alcancar tal feito, Xavier (2017) traduziu a sintaxe da
l6gica para o Coq junto com a definicdo da negacdo linear e a prova de que a mesma € involutiva,
além de formalizar o cédlculo de sequentes.

Sua formalizacdo do célculo de sequentes é baseada em um moédulo que foi implemen-
tado especificamente para ser utilizado neste trabalho e é baseado em multiconjuntos, que sao
uma modificacdo da defini¢do de conjuntos para que permita multiplas instancias de um ele-
mento. Como consequéncia disso, o autor demonstra que nio € necessdrio a utilizacio da regra
exchange, devido a propriedade de permutacdo que os multiconjuntos possuem. Além disso,
multiplos sistemas de sequentes foram implementados pelo autor, entre eles foram implementa-

dos:
* O sistema two-sided, onde cada conectivo possui regras left e right;
* O sistema monadico, onde o0s conectivos possuem somente as regras right;

* O sistema com altura, que modifica as regras do sistema monddico de forma a permitir

a utilizacdo de regras de inducao;
* E o sistema com altura, regra do corte e nimero de cortes.

As provas construidas a partir do sistema proposto se dividem em duas partes. A primeira
consiste em provar propriedades sobre os sistemas de cdlculo de sequentes indutivos que foram
propostos e demonstrar o funcionamento de certas regras neste sistema. A segunda parte utiliza
as provas que foram construidas no trabalho para provar a eliminacdo da regra do corte nos
diversos sistemas de sequentes.

Em particular, a regra do corte, que € o principal foco deste trabalho, foi provada de
forma indutiva a partir da introdu¢@o de duas novas caracteristicas para as férmulas da légica
linear e seus sequentes. A primeira delas € o tamanho do corte e a segunda é o tamanho das pre-

missas, o qual € definido a partir do niimero de regras e da altura das provas. O que efetivamente
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faz com que seja possivel aplicar a inducdo, pois ela permite que se interprete a formacao de

um sequente a partir de uma base e uma sequéncia de passos.

6.2 LAURENT (2017)

Inspirando seu trabalho no projeto citado anteriormente, Laurent (2017) propde criar
uma biblioteca que prove uma deep embedding para a légica linear em Coq. As semelhangas
nas propostas dos projetos sdo claras, porém este trabalho possui uma diferenca fundamental:
ela trata os sequentes como listas ao invés de multiconjuntos.

O principal motivo desta mudanga se deve a dificuldade de se atribuir valor computacio-
nal as provas que usam multiconjuntos através da correspondéncia de Curry-Howard. Essenci-
almente, ao utilizar multiconjuntos para representar um sequente, se torna impossivel distinguir
multiplas ocorréncias de uma mesma férmula. Por outro lado, ao interpretar um sequente como
uma lista e criar uma regra de exchange explicita, € possivel rastrear as ocorréncias de férmulas
iguais através das derivacdes.

E o mais importante é que, mesmo com estas modificacdes no formato computacional
dos sequentes, o autor ainda assim conseguiu provar a remocao da regra do corte de forma
semelhante ao trabalho anterior, sendo que a principal diferenca € a quantidade maior de casos

que precisam ser provados, pois € necessario levar em conta a influéncia da regra exchange.

6.3 KALVALA E PAIVA (1995)

Este artigo teve como proposta modelar um sistema para a ldgica linear utilizando o as-
sistente Isabelle. As autoras Kalvala e Paiva (1995) optaram por utilizar o cdlculo de sequentes
como o sistema dedutivo para a construcdo das provas, entretanto, diferente dos outros artigos
mencionados, neste trabalho foi utilizado uma variante de uma formaliza¢do do célculo de se-
quentes de Gentzen (LK), ou seja, o sistema possui regras de sequentes para os dois lados da
derivacao.

Nesta implementacdo ha um foco grande destinado a automatizacdo na busca de provas
para as formulas. O artigo menciona trés regras do cédlculo de sequente que geram problemas
para algoritimos de busca: exchange, contraction e cut. O que é uma conclusdo 6bvia, ja que
estas trés regras sdo as Unicas que fazem com que buscas por exaustdo nao funcionem.

Para remover o problema causado pela regra exchange, as autoras propdem que 0s se-
quentes deixem de ser uma lista e passem a ser interpretados como um multiconjunto. Os pro-
blemas gerados pela regra contraction foram parcialmente mitigados pela adicdo de diversos
lemas extras que substituem a utilizagdo desta regra e assim reduz a quantidade de vezes que a
esta regra é utilizada. A regra cut, por outro lado, nao foi removida ou modificada devido a sua
grande utilidade na criagc@o de provas.

Em suma, o projeto teve €xito em implementar métodos de construir de forma manual

provas para a logica linear no assistente de provas Isabelle e, além disso, conseguiu provar de
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forma automadtica diversos lemas propostos na literatura.

6.4 CONSIDERACOES SOBRE OS TRABALHOS RELACIONADOS

Ao criarmos um comparativo entre os trabalhos apresentados nas sessdes anteriores,

como apresentado na Tabela 1, podemos utiliza-lo para tragar algumas conclusdes.

Autores Calculo de | Representacao Sistema Eliminacao
Sequentes | dos Sequentes Semantico do Corte
Xavier One-sided | Multiconjuntos | Nao abordado Provado
Laurent One-sided Listas Nao abordado Provado
Kalvala e Paiva | Two-sided | Multiconjuntos | Nao abordado | Nao provado

Tabela 1 — Comparativo entre os trabalhos relacionados

Podemos concluir que o melhor sistema dedutivo para se trabalhar é o célculo de se-
quentes one-sided devido a reduzida quantidade de regras que o mesmo possui, fazendo com
que seja mais facil o entendimento e a constru¢do das provas. Da mesma forma, a represen-
tacdo dos sequentes como multiconjuntos também facilita a criacdo de provas, entretanto ela
talvez ndo seja a melhor forma de se representar os sequentes, pois tem o potencial de limitar a
expressividade computacional de uma prova.

E também podemos determinar que € possivel provar a eliminacao da regra do corte em
um assistente de provas através de uma indugao relativamente padrdo sobre a altura do corte
e a altura das premissas. Por outro lado, por mais que a logica linear possua as propriedade
de correcdo e completude, como provado por Girard (1987), os autores decidiram nao abordar
estas provas devido a complexidade do sistema semantico da ldgica, e portanto este sistema

também esta fora do escopo deste projeto.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A proposta inicial deste trabalho, visava em criar um formalismo para a tradugdo da
l16gica classica e intuicionista para a légica linear utilizando o provador de teoremas Cog. O
intuito desta traducgao € permitir que haja um meio de garantir que ambas as Idgicas estejam em
conformidade com a propriedade de Term Rewriting Systems chamada confluéncia.

Este projeto obteve éxito na conclusio destes objetivos ao implementar um formalismo
para duas traducdes da ldégica intuicionista e uma da logica cldssica (podem ser acessadas
na integra em <https://github.com/AlexandreJSehnem/coq-cpl-to-1l-translation-proof/>). Além
disso, estes formalismos cumprem o propdsito de garantir que ambas as légicas possuam a pro-
priedade de confluéncia, pois as traducdes formalizadas ja possuem esta propriedade.

A implementacdo deste formalismo utilizou em seu fragmento linear a biblioteca Na-
noYalla, a qual foi implementada por Laurent (2017). Devido ao alto nivel de recursos forneci-
dos por esta biblioteca, a mesma permite que o formalismo implementado neste trabalho seja
utilizado junto a outras propriedades da Iégica linear ja provadas (Ex: remog¢ao do corte).

Além disso, a explicagdo das diversas propriedades da légica linear e o comparativo
de como seu funcionamento se compara com as outras ldgicas apresentadas, auxilia o leitor a
compreender as propriedades da 16gica linear, seu propdsito e inclusive, a aprender funcionali-
dades que saem do escopo das tradugdes, como por exemplo, a interpretacao das férmulas como

recurso.

7.1 TRABALHOS FUTUROS

Como proposta de trabalhos futuros para este trabalho, ha multiplas melhorias possiveis
que podem ser implementadas. A finalizacdo da traducao para a I6gica proposicional cldssica, ao
construir a prova da traducgao call-by-name. Em seguida, a expansao das traducdes ja descritas,
através da implementagdo de regras para os conectivos de primeira ordem.

Em uma outra vertente, também seria interessante criar a prova inversa para cada uma
das tradugdes, ou seja, a partir de uma férmula da Iégica linear, obter uma férmula correspon-
dente na ldgica cldssica ou na intuicionista. Por mais que estd tradu¢do ndo tenha o propdsito

de confluéncia, ainda seria interessante para reforcar a validade das provas j4 feitas.
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