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RESUMO

Os autématos finitos, reconhecedores de linguagens regulares, sdo muito importantes
para a ciéncia da computacao e o estudo de sistemas orientados a eventos discretos
e assincronos na automacao industrial. A classe de autdmatos finitos deterministicos
tem destaque na computacéo pratica ao passo que estd mais proxima dos calculos de-
terministicos que um computador executa. Nesse contexto, podemos obter otimizacao
na representacdo e operacao dessas maquinas por meio da minimizacao dos auto-
matos, achatando as estruturas de dados com a diminuicdo do numero de estados.
Um computador também pode auxiliar no processo de demonstracdo de propriedades
sobre algoritmos, apresentando artificios facilitadores e mecanismos de validacao, ra-
zao por que é relevante a sua aplicacdo na prova do corretismo da minimizacao de
Brzozowski. O presente trabalho apresenta demonstragdes assistidas por computador

para mostrar que tal algoritmo funciona.

Palavras-chaves: algoritmo de Brzozowski, autdmatos finitos, minimizagdo de aut6-

matos finitos deterministicos, assistente de provas, Coq.






ABSTRACT

Finite automata—regular languages recognizers—are very important for computer sci-
ence and the study of discrete and asynchronous event-oriented systems in industrial
automation. The class of deterministic finite automata stands out in practical comput-
ing as it is connected to the deterministic calculations that a computer performs. In this
context, we can optimize the representation and execution of these machines by mini-
mizing the automata, shortening the data structures through a reduction in the number
of states. Moreover, a computer can help in the process of demonstrating properties
of algorithms by providing some tools and validation mechanisms—the reason why its
application is relevant in the correctness proof of Brzozowski’s minimization. This work

presents computer-assisted demonstrations showing that this algorithm is correct.

Keywords: Brzozowski algorithm, finite automata, deterministic finite automata mini-

mization, proof assistant, Coq.
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1 INTRODUGAO

Os autébmatos sao modelos de maquinas abstratas muito importantes para os
estudos da computacgdo tedrica. Em particular, os autdmatos finitos (AFNs) reconhe-
cem as linguagens regulares, aplicadas na ciéncia da computacédo e tecnologia da
informacao (HOPCROFT; MOTWANI; ULLMAN, 2006). Sob outra perspectiva, essa
classe de autbmatos consegue descrever sistemas do mundo contemporaneo na au-
tomacéo de industrias e tecnologias, ja que o advento dos sistemas a eventos discre-
tos (SEDs) imp6s um novo paradigma, contrario aos sistemas orientados pelo tempo,
que séo, em geral, muito bem descritos pelos modelos fisicos classicos e modernos
(CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008).

Os autébmatos finitos deterministicos (AFDs) tém algumas restricoes associ-
adas ao determinismo; sabemos, a partir da entrada, das regras de transicdo e do
estado inicial, determinar o ultimo estado da computagdo da maquina. A determiniza-
cado', por vezes espontanea, corrobora a importancia dos AFDs e da otimizagao de
suas estruturas de dados e demais representacdes. Para tanto, precisamos minimizar
o AFD, o que implica em construir uma nova maquina capaz de reconhecer a mesma
linguagem e dotada de menos estados, 0 que reduz a complexidade de espaco e ajuda
a tornar o autébmato mais inteligivel. O algoritmo de Brzozowski é uma técnica que cos-
tuma ser eficiente para esse intuito, apesar de ter complexidade exponencial no pior
caso (BONCHI et al., 2012). A minimizagdo que Brzozowski e Tamm (2014) propdem
envolve a reversao das transicdes, a transformacgéo de estados inciais em finais e vice-
versa e posterior determinizacao, que pode ser complexa. Uma das abordagens para
essa operacao ocorre por meio de busca similar a de grafos, que otimiza a execucao
geral do algoritmo de Brzozowski. Os trabalhos relacionados efetuam a determiniza-
cao pela construgcado do conjunto das partes dos estados do AFD, o que resulta em
um numero exponencial de estados, com a necessidade de analisar a existéncia de
estados inalcangaveis para entdo remové-los. Por isso, o presente estudo é relevante
ao utilizar a abordagem de busca para demonstrar o funcionamento do algoritmo de
minimizacao sem analise de estados inalcangaveis. O emprego da assisténcia com-

putacional eleva o valor do trabalho ao passo que tem validadas suas proposi¢des.

1

Neologismo para a obtencédo de um AFD que executa as mesmas tarefas do AFN original
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Além disso, pela similaridade dos algoritmos citados com outros métodos da teoria da
computacéo, este estudo serve de inspiragéao para trabalhos futuros.

A constatacao de propriedades sobre AFDs especificos pode ndo ser uma ta-
refa trivial, e sua demonstracao costuma ser ainda mais dificil, pois a intuicdo, muitas
vezes, é o Unico meio utilizado para a garantia dessas propriedades. Outra técnica utili-
zada com esse fim é o model checking, no qual os instrumentos de verificagdo — model
checkers — operam enumerando exaustivamente o espaco dos estados de um modelo.
O método é limitante, porque resulta em uma explosao combinatorial, tornando impra-
ticavel a verificacdo de modelos de sistemas reais desse modo (ATHALYE, 2017). Por
isso, 0 emprego de assistentes interativos de provas matematicas € util, eles possibi-
litam a formulacao e demonstracéo das propriedades. Tais assistentes relinem meios
formais e computacionais que propiciam a verificacdo dos passos da demonstragao,
auferindo rigor. Entre os assistentes de provas, o Coq € destaque por ter comunidade
extensa, uma linguagem funcional de ordem superior € permitir a construgéo de tipos
dependentes. Outras qualidades desse assistente sdo a possibilidade de programar
taticas de provas, desenvolver e carregar médulos separadamente sem a necessidade
de verifica-los novamente e definir notagdes para melhorar a visualizagao das defini-
cOes e provas (BARRAS et al., 1999). O Coq tem se mostrado uma ferramenta robusta
e bastante aceita pela comunidade académica. A exemplo disso, Gonthier et al. (2008)
desenvolveu, nessa plataforma, uma prova do teorema das quatro cores, que requer
analise de um numero de casos impraticavel pelo ser humano por si s6. O resultado
do trabalho foi uma prova mais rigorosa em relacao as demais demonstracdes para o
mesmo teorema, pois, embora elas também tenham sido assistidas por computador,
esta tem o diferencial de dispensar a necessidade de confiar em programas verificado-
res de casos particulares e ser expressa na linguagem formal do Cog. Essas e outras
caracteristicas motivaram a escolha do Coq para a assisténcia das provas que este
trabalho externa.

A partir do exposto, o objetivo geral deste trabalho de conclusao de curso
consistiu em provar, mediante a assisténcia do sistema de provas Coq, o corretismo

do algoritmo de Brzozowski. Os objetivos especificos foram:

1. implementar estruturas de dados e definicdes para representar AFNs na lingua-

gem do assistente;
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2. demonstrar que o algoritmo de Brzozowski retorna um AFD;

3. provar a caracteristica reversa da linguagem do autdmato resultante;
4. demonstrar que todos os estados desse AFD séo alcancaveis;

5. provar a inexisténcia de estados indistinguiveis.

Com a finalidade de atingir os objetivos supracitados, o presente trabalho é
estruturados conforme segue. Primeiramente, o Capitulo 2 introduz o assistente de
provas Coq. No Capitulo 3, tratamos das definicdes de AFNs e sua representagéo
no Coq. Depois, reduzimos nosso estudo sobre AFNs ao escopo da minimizag¢ao, no
Capitulo 4. J4 no Capitulo 5, apresentamos os trabalhos relacionados a este estudo.
O capitulo seguinte, 6, explana o desenvolvimento das provas que o presente trabalho
realizou. Por fim, expressamos as consideracdes finais e, apds, estdo as referéncias
bibliograficas.

Os artefatos que este trabalho produziu foram os seguintes arquivos de codigo

do Coq:

* utils.v: estruturas de dados para listas e conjuntos, bem como lemas sobre as

definicdes;
» nfa.v: definicdes e lemas gerais sobre AFNSs;
» dfa.v: definicdes e lemas sobre AFDs;

* reversing.v: algoritmo de reversdo de AFN e provas acerca da linguagem re-

vertida;

* normalizing.v: algoritmo de normalizagdo de estados conjuntos, assim como

provas sobre diversas propriedades dos AFNs normalizados;
* determinizing.v: fungbes de determinizagédo e lemas de seu corretismo;
* brzozowski.v: 0 algoritmo de Brzozowski e a prova de sua minimizagao.
Esses arquivos estédo disponiveis em:

<https://github.com/fil1 pe/brzozowski-algorithm>


https://github.com/fil1pe/brzozowski-algorithm
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2 ASSISTENTE DE PROVAS

Um assistente de provas interativo é um artificio de software que auxilia no
processo de prova matematica. Diferentemente dos provadores automaticos de teore-
mas, 0s assistentes n&o realizam provas automaticamente com um simples comando
do usuario, mas participa com ele no processo oferecendo uma variedade de pro-
cedimentos formalizadores. Justificamos seu uso também na necessidade de validar
demonstragdes, haja vista que detalhes podem passar despercebidos pelo olhar ana-
litico do ser humano. Os assistentes mais robustos implementam a teoria dos tipos,
na qual os elementos pertencem a tipos definidos recursivamente, e n&o a conjuntos.

Ha pelo menos 13 provadores de teoremas disponiveis, entre os quais estdo
0s provadores semiautomaticos, ou assistentes de provas. Os assistentes mais utili-
zados sao: Agda, Coq, HOL, IMPS, Isabelle, Lego, Lean, Metamath, Mizar, NuPRL,
Omega-MEGA, Phox e PVS. Informagdes acerca dessas ferramentas sao consulta-
veis em Barendregt e Geuvers (2001), Moura et al. (2015). Em relacao aos sistemas
de tipos, 0 Metamath é o Unico da lista que nao é tipado e utiliza l6gica quéantica, sem
ligagdo com o presente trabalho. Em geral, os demais sistemas de provas apresentam
caracteristicas que nos permitem formular demonstracées sobre autématos finitos. O
Coq, enfoque do presente trabalho, € vantajoso por utilizar I6gica de ordem superior,
implementar a teoria dos tipos intuicionista (vide Secéao 2.1) e permitir tipos depen-
dentes, além de possuir um sistema de taticas que facilita o entendimento do codigo
e o desenvolvimento. A teoria dos tipos fornece o encontro da ciéncia da computacao
com a matematica e a légica. Ela é simultaneamente um sistema formal e linguagem
de programacao funcional que permite raciocinar enquanto se programa (LUO, 1994).
Sob outra perspectiva, a escolha do provador tem base na subjetividade e no relativo
conforto do usuério; afinal, o assistente de provas, como 0 nome sugere, tem o pa-
pel de auxiliar o usuario no processo de demonstrar teoremas. Os materiais didaticos
acerca deste assistente também s&o um diferencial para esta opc¢ao (PIERCE et al.,
2010).
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2.1 TEORIA DOS TIPOS INTUICIONISTA

A teoria dos tipos intuicionista emprega artificios I6gicos inerentes ndo a 16-
gica classica, mas a construtivista. Imprescindivel na programacao, os tipos descre-
vem caracteristicas das variaveis e constantes e o comportamento desses valores
nas operagbes e comparagdes da linguagem utilizada. Devido a isso, € natural que
usemos a teoria dos tipos para programar demonstragdes em computador. Na pra-
tica, assistentes de provas simplesmente validam programas desenvolvidos em suas
linguagens, conforme as técnicas de compiladores. Por isso, utilizamos a correspon-
déncia de Curry-Howard a fim de estabelecermos um isomorfismo entre provas e pro-
gramas. Uma prova para uma proposicao P é um termo do tipo P (SILVA, 2017;
PIERCE et al., 2010).

Peca importante desse isomorfismo, a nogdo de construtores existe também
no paradigma orientado a objeto (STROUSTRUP, 1988), e eles servem para construir
dados (termos) e tipos. Podemos definir uma disjuncéo P Q como um tipo de dois
construtores: um recebe uma prova de P e o outro, de Q . A conjungédo P Q
demonstramos por meio do seu Unico construtor aplicado a ambas as provas de P
e Q. No caso da implicagao, o tipo correspondente € o funcional; ou seja, P Q
€ o tipo de uma fungédo que recebe uma prova p:P e retorna outra prova para Q .
Quando aplicamos uma fung¢ao sobre um outro termo, estamos fazendo uma inferéncia
por modus ponens. Além disso, a recursao corresponde a prova por inducao. Ja os
quantificadores descrevem funcdes de tipos dependentes, jA que f:V x:X, P x €
uma fungéo que recebe um termo x do tipo X e retorna um termo cujo tipo depende
de x.

Neste contexto, uma linguagem ou problema ser decidivel significa existir al-
gum algoritmo que resolve o problema para toda e qualquer entrada. Assim, é ne-
cessario que esse algoritmo seja uma funcéo total, e nao parcial, 0 que possibilitaria
respostas indefinidas. O assistente de provas Coq impde que todas as funcdes defini-
das em sua linguagem sejam totais; ou seja, toda funcao deve ter algum retorno, sem
que exista alguma entrada que leve a uma computagao de duracao infinita dessa fun-
céo. Isso € uma condigao restritiva, mas indispensavel para a prova de decidibilidade.
Por exemplo, muito importante para o presente trabalho, a igualdade € um desses pro-

blemas que requerem, diversas vezes, a decidibilidade. Se uma fungao total responde
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corretamente a “ x1 = x2 ?”, dadas quaisquer entradas x1 e x2 de umtipo A, dize-
mos que ela decide a igualdade do tipo A . A teoria dos tipos intuicionista ndo possui a
lei do terceiro excluido (RICHMAN, 1996). Dessa forma, a decidibilidade € importante,

além do mais, para verificar se a regra do terceiro excluido

V x:A P x ~ P x

vale para o tipo A e afungdo P que determinam a linguagem a ser decidida. Isso
€ imprescindivel para as provas por contradi¢cao, que partem do principio de que uma
proposicao é falsa ou verdadeira e julgam que, se a proposi¢cao nao pode ser falsa, ela
deve ser verdadeira (ARISTOTELES, 1985; MENEZES, 2000).

2.2 O ASSISTENTE COQ

O presente trabalho desenvolveu as demonstracdes no assistente de provas
Coq, motivo pelo qual a teoria dos tipos intuicionista, com suas particularidades, ba-
seia as definicdes dos capitulos que seguem. A justificativa para esta escolha reside
na ampla comunidade de desenvolvedores estabelecida, o que também confere mui-
tas informacdes acessiveis em féruns e meios cientificos. Além disso, as demais facili-
dades de software — como a interface de desenvolvimento do sistema — sdo vantagens
que fizeram efeito no resultado obtido pelo trabalho.

As especificidades da teoria dos tipos supracitadas sao importantes para o
entendimento de como ocorreu a evolugao dos artefatos do presente trabalho. Além

disso, a base e as motivacdes expostas neste capitulo suscitam os proximos capitulos.
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3 AUTOMATOS FINITOS

Um autémato finito ndo-deterministico (AFN), ou simplesmente autdémato fi-
nito, € a abstracdo de uma maquina que decide uma linguagem regular. Para isso, ela
conta com um conjunto de estados e regras de transi¢cao definidas com base em um al-
fabeto, o conjunto de simbolos que sao permitidos na entrada da maquina. Uma regra
de transigao indica os préximos estados da computacédo de uma palavra — sequéncia
de simbolos — feita simbolo a simbolo, da esquerda para a direita. O processo ini-
cia nos estados iniciais e, quando termina em pelo menos um estado de aceitacao,
aceita a entrada. O nome nao-deterministico serve para indicar a possibilidade de a
computacéo ser nao-deterministica, no sentido de que alguma transi¢cdo do autémato
pode levar a multiplos distintos estados. “Um autémato finito ndo deterministico tem
o poder de estar em varios estados ao mesmo tempo”, segundo Hopcroft, Motwani
e Ullman (2006, p. 55, traducao do autor). Por outro lado, um autémato finito deter-
ministico (AFD) ndo compartilha dessa caracteristica, havendo, portanto, apenas um
estado inicial e regras de transicao deterministicas: a partir de um estado e simbolo,
s6 é possivel transicionar para um unico estado.

E comum descrevermos matematicamente um AFN como uma quintupla de

conjuntos. Veen, Rot e Geuvers (2007) escrevem um AFN G desta forma:
G=(%85104F) (3.1)

respectivamente o alfabeto, o conjunto de estados, o conjunto de estados iniciais, 0
conjunto de regras de transicdo — ou fungdo parcial de transicdo — e o conjunto de
estados finais, ou de aceitacao.

Nas secdes seguintes, discutimos a representacado de AFNs, outras definicoes

relevantes a este contexto e algumas aplicacdes.

3.1 DIAGRAMA DE ESTADOS

Para auxiliar na visualizacdo das transicdes entre os estados dos autdmatos,
os AFNs sao comumente representados por diagramas de estados. Nessa represen-
tacao, os estados sdo nds de uma estrutura semelhante a de grafos, e as transicoes,

arestas que interligam dois nés, conforme a Figura 1. Representamos as transicoes
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cuja origem e destino sdo o mesmo estado por loops: arestas que partem de um n6 e

terminam no mesmo.

Figura 1 — Representacao da transicao de estados em um diagrama

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

Nesta classe de diagramas, os estados inicial e final podem ser destacados
de alguma forma. Para este trabalho, uma seta sem n6 de origem aponta sempre para
o nd do estado inicial, e uma circunferéncia dupla enfatiza o de um estado final, como

demonstra a Figura 2.

Figura 2 — Representacao de estados inicial e final em um diagrama

estado estado
inicial final

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

Podemos citar outros aspectos desta representacao de autématos: a possibi-
lidade de adicionar rétulos aos nés, a opcao de omitir os nomes dos estados nos nés
quando nao forem necessérios e a aglutinagéo de transi¢cées que partem e terminam

no mesmo estado em uma mesma aresta, com os simbolos separados por virgula.

3.2 REPRESENTACAO COMPUTACIONAL

Antes de iniciar qualquer prova sobre AFNs no assistente de provas, devemos
definir o que sdo os AFNs na linguagem especifica do sistema. Para tanto, precisa-
mos utilizar estruturas de dados convencionais, pois estamos tratando de um assis-
tente computacional. Notadamente, a definicdo da Equacao 3.1 vem com algumas

restricoes:

1. ¥ e S s&do conjuntos finitos;

2. I,F C S,
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3. 0 é uma fungdo do tipo S x X — S.

E interessante tornar essas restrigdes intrinsecas ao tipo que definiremos em
vez de utilizar condicionais, pois facilita as provas no Coq por alguns motivos: as restri-
coes ficam implicitas e o compilador consegue verifica-las automaticamente. Fagcamos

uma singela modificacdo na definicdo da Equacgao 3.1. Fixemos
S=QUIUFUT (3.2)

sendo 0 nosso conjunto de estados definido, implicitamente, agora, pela unido dos

estados iniciais (1), finais (F), dos que sao definidos pelas transigcdes:
T ={s|3a,(d(s,a) #2V (I, s €d(s,a)))} (3.3)

e outros quaisquer (Q), possivelmente desconexos — isto é, sem transicoes partindo

ou chegando a eles. Além disso, passemos a definir o alfabeto como
Y=TuV (3.4)
de forma semelhante, a unido dos simbolos rotulados pelas transigdes:
V ={a|3s,d(s,a) # 3} (3.5)

e de outros quaisquer, como os ndo utilizados em nenhuma transicao (I'). Apesar de
ser uma maneira aparentemente mais complexa para o nosso entendimento do que é
um AFN, essa nova forma substitui as restricdes condicionais de forma conveniente.
Desse modo, um AFN G nao sera mais rotulado pela quintupla da Equacao 3.1, mas

por cinco Novos conjuntos de componentes:
« conjunto finito de estados qualquer (Q);
+ conjunto finito de estados iniciais (/);
+ conjunto finito de estados finais (F);
* conjunto finito de simbolos qualquer (I');

+ conjunto finito de transi¢des (9).
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Essa nova representacao define o alfabeto (X) e conjunto dos estados (S) de forma
que as regras que usamos na logica classica de Hopcroft, Motwani e Ullman (2006),
Cassandras e Lafortune (2008) e Veen, Rot e Geuvers (2007) ficam implicitas na de-
finicao, restando-nos apenas a restricdo 1 listada acima. A nocéao classica de AFN
deixa livre para o usuario da teoria a designacao direta dos tais conjuntos, mas ele
precisa respeitar todas as restricoes impostas. Nosso objetivo € impedir o assistente
de provas de considerar formulagdes que ndo sejam AFNSs, permitindo a construcao
indireta desses conjuntos, que vai seguir o padrdao que desejamos.

Agora nos resta representar os conjuntos finitos supracitados como estruturas
de dados computacionais. Uma abordagem comum para a representagdo de conjun-
tos faz uso de sets, uma espécie de lista ordenada sem repeticdo (BLOT; DAGAND;
LAWALL, 2016). A vantagem dessa estrutura € a extensionalidade: dois conjuntos
s&o iguais se e somente se suas representacdes sdo iguais. Todavia, ela necessita
de comparadores, os algoritmos de ordenamento interferem no desempenho da com-
putacao, entre outros. Outra dificuldade inerente aos sets reside na tentativa de re-
presentar conjuntos de conjuntos; ou seja, sets dentro de sets, uma necessidade do
presente trabalho. Sob outra perspectiva, para nossos objetivos, a auséncia da propri-
edade extensional n&o obsta as provas sobre AFNs, uma vez que podemos substituir
a relacao de igualdade de conjuntos por uma nova relacao de equivaléncia. Assim,
se representarmos 0s conjuntos por listas simples, duas listas L1 e L2 serdo ditas

equivalentes se

V x x € L1 x € L2

permitindo inclusive elementos fora da ordem ou repetidos nas estruturas.

Figura 3 — Estrutura de dados para AFNs

Inductive nfa_comp {A B
state (q:A
symbol (a:B
start (q:A
accept (q:A
trans (ql:A) (a:B) (g2:A

Definition nfa A B list (Onfa_comp A B

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.
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Baseado nisso, a estrutura usada por este trabalho, ja na linguagem do as-
sistente de provas Coq, é o tipo nfa que consta na Figura 3. E importante notarmos
uma nova restricdo decorrente da teoria dos tipos — implementada pelo Coqg. Antes fa-
lavamos em elementos quaisquer, diferenciando-os apenas pelos conjuntos aos quais
pertenciam. Ao utilizarmos tipos, no entanto, condicionamos o0s elementos — agora
termos — a eles. Os termos podem ser, por exemplo, nUmeros naturais, strings ou de
qualquer tipo que definirmos. Nem todos os tipos, entretanto, nos garantem uma pro-
priedade essencial para a computacao dos algoritmos sobre os AFNs representados:
a decidibilidade da igualdade. Um tipo A tem igualdade decidivel se existe algum de-
cisor f para a igualdade dos termos de A . Em outras palavras, precisa existir uma
funcdo f:A->A->bool que retorna true quando as entradas sdo iguais e false senao.
Dessarte, junto aos componentes, nossa representacao abarcara a restricao de exis-
téncia desses decisores para os tipos A e B da Figura 3. Nos teoremas apresentados
por este trabalho, tais decisores e as condicionais de seu corretismo ndés omitiremos
para fins de simplificagao.

A fim de compreender as estruturas apresentadas, analisemos 0s seguintes

exemplos:
1. [start O; trans 0 1 1; trans O 1 O; trans 1 0 2] ;

2. [start 0; trans 0 1 1; trans 0 1 O0; trans 1 0 2; trans 0 1 O

trans 1 0 2/ ;
3. [start 0; trans 0 1 1; trans 1 0 2; trans 0 1 0] ;

4. [start O0; trans 0 1 1; trans 0 1 O; trans 1 0 2;: state O

symbol 2

Todos os AFNs tém a mesma linguagem, embora a ordem do autbmato 3 esteja tro-
cada, o 2 tenha repeticoes e 0 4 tenha um simbolo a mais que néo é utilizado pela
funcao de transicao. O componente state 0 do AFN (4) é indtil, pois o estado 0 ja
esté definido pelas regras de transicdo trans 0 1 1 € trans 0 1 0. Entretanto, é o
symbol 2 que difere este dos demais, ja que o faz possuir um alfabeto diferente. De

forma classica, os trés primeiros sdo representacoes diferentes para o mesmo AFN

{o,1},{0,1,2}{0},{(0,1,1),(0,1,0),(1,0,2)},9) (3.6)
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e o quarto descreve o AFN

({07 17 2}7{07 17 2}7{0}7{<O7 17 1)7(07 17 O)7<17 07 2)}7®) (37)
O diagrama de ambos é o da Figura 4.

Figura 4 — Diagrama de um AFN qualquer

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

Se, em vez de state 0, tivéssemos posto state 3 no AFN (4), teriamos a
representacao para um autdbmato com um estado desconexo ( 3 ), ja que ndo ha um
caminho do estado inicial 0 até ele. E sobre caminhos e transigdes que versa a Secdo
3.3.

3.3 FUNGCAO DE TRANSICAO

Uma das fungdes mais importantes relativas aos AFNs € a de transicao. Ela
dita a computacdo das entradas do autébmato, definindo as regras de transicdo de
estados. No presente trabalho, entretanto, o contrario ocorre: as regras de transicao
ditam o funcionamento da funcdo de transicdo. Nesse sentido, uma construcdo da

funcéo de transicdo 6 deve ser tal que
YVaqq' G, (9" € (dGqa trans q a q' € G

Ou seja, aplicada a funcdo 6 sobre doistermos q e a, o resultado tera um estado q'
se houver uma regra de transi¢cao do estado q parao q' pelo simbolo a.Pensemos
na computagdo dessa funcdo como sucessivas iteragdes sobre os componentes do
autdmato de modo que seja feita uma busca por alguma regra de transicéo partindo
de q por a.

A funcao de transicao pode ser estendida para que funcione para uma dada
sequéncia de possiveis simbolos' (lista) w a partir de um dado conjunto de estados

Q desta maneira:

' Termos que ndo necessariamente fazem parte do alfabeto
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Fixpoint 6 G Qw
match w with
nil Q
a::w' 6 G gGQa w

end

em que Fixpoint indica a definigdo de funcao recursiva, nil, ou [] , é o construtor
delistavaziae g G Q a constrdi a concatenagdo detodos 6 G q a taisque q € Q.
A funcdo & aplica a funcéo de transicao sobre todos os estados da entrada e o termo
atual da sequéncia, fazendo o mesmo recursivamente com os termos resultantes e o
préximo simbolo. Todas essas definicdes recebem os decisores de igualdade do AFN,
que suprimimos para simplificar.

A funcéo de transicao é responsavel pela computagédo da entrada que o autb-

mato recebe. Formalizamos a linguagem aceita pelo AFN G como

lang fun G w dq

A

q € (0 G (start_states G) w q € (accept_states G

Logo, para verificar se uma palavra é aceita pelo AFN — se lang G w —, basta-nos
executar a funcéo de transicao sobre os estados iniciais e essa dada palavra e, depois,
verificar se um dos termos resultantes € estado final.

Outra definicdo importante relacionada a de transigdes tange aos caminhos.
Um caminho é um meio de percorrer a estrutura do AFN, semelhante aos caminhos de
grafos (BONDY; MURTY et al., 1976), em que comegamos em um né raiz e seguimos
para outros nos a partir das arestas que partem do né atual. Esta € uma definicao

indutiva de dois construtores, os quais determinam que:
- para todo possivel estado® q, existe um caminhode q a q por nil;

* para todos os estados q1, g2, simbolo a e palavra w, se existe uma transicao
trans g2 a q3 € G eumcaminhode g1 a g2 por w, entdo existe um caminho

de g1 a g3 por w a

em que € o operador de concatenacao. Cada construtor recebe os termos e provas

das hip6teses e produz uma prova para a existéncia de caminho — o presente trabalho

2 Termo do tipo dos estados do autdmato
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nomeou esse tipo proposicdo como path . A nogdo de caminho € relevante para tratar

de buscas® e da estrutura dos autdématos, como é apresentado adiante neste texto.

3.4 ALCANGABILIDADE DOS ESTADOS

A nocao de alcangabilidade relativa tange a definicdo de existéncia de cami-
nho a partir de um dado estado de referéncia. Nesse sentido, quando existe caminho
de q a q', dizemos que o estado q' é alcancavel a partir de q . De outro modo,
os ditos simplesmente estados alcangaveis sdo aqueles para os quais existe algum
caminho que leve de um estado inicial a eles. Equivalentemente, podemos definir a

alcancgabilidade de um estado q como

dw, q € 5 G (start_states G) w

que vai ao encontro da nogao com caminhos. A Figura 5 ilustra um AFN com dois
estados inalcancaveis q4 e g5, aos quais ndo existe palavra que transicione do

estado inicial a eles.

Figura 5 — AFN com estados inalcancaveis

(=)
a
—(at) I
a b
.

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

Garantimos a decidibilidade da alcancgabilidade de um estado mediante uma
busca completa no AFN a partir dos estados iniciais como raizes, ja que somente em
caso positivo existe caminho de um estado inicial para o dado estado. A fim de provar
0 corretismo da busca para essa finalidade, mostramos que a busca de profundidade
n percorre todos os caminhos de tamanho até n a partir dos estados iniciais. De-

pois provamos que todo estado alcangavel é alcangado por uma palavra menor que o

3 Como a busca em profundidade
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tamanho do conjunto dos estados do autémato. Portanto, a busca com profundidade
states G| € completa.

Os estados inalcangaveis sao inuteis para a computacéo do AFN e, removidos,

nao alteram a linguagem do autébmato. Portanto, a minimizacdo do AFN nao deve

conter tais estados.

3.5 AUTOMATOS FINITOS DETERMINISTICOS

Autdmatos finitos deterministicos (AFDs) carregam duas restricbes a mais:
(1) possuem apenas um estado inicial e (2) as transi¢ées sdo deterministicas, ou seja,
nao existem duas transicdes partindo de um mesmo estado e simbolo cujos estados
destinos sao diferentes. Consideremos permitida a existéncia de AFDs sem estado ini-
cial a fim de simplificar o presente estudo. Isso ndo acarretara inconsisténcia, uma vez
que a representacao de um AFD sem estado inicial € equivalente a de um AFD com
um estado inicial sem transicoes a partir dele — a linguagem e as propriedades de inte-
resse do trabalho ndo sdo impactadas. Para representar os AFDs no Coq, utilizemos a
mesma estrutura de dados e um tipo proposicéo indutivamente definido. Basicamente,
esse tipo ( dfa ) tera um construtor para cada construtor de AFN, com diferencgas para
os de estado inicial e transicdo. Nesses casos, adicionamos hipoteses para garantir

as restricbes. Cada construtor garante que:
« um AFN vazio G = [] é deterministico;

» para quaisquer AFD G:nfa A B e termo q:A , temos o AFD state q::G :
independentemente de qual seja q, ele pode ser concatenado como estado do

automato;

 para quaisquer AFD G:nfa A B etermo a:B, 0 AFN symbol a::G é determi-
nistico: ndo importa se a € simbolo do autdmato original, podemos adiciona-lo
ao AFD;

* accept q::G € AFD se G também é: novos estados finais nao interferem no

determinismo;

» para qualquer AFD G, start q::G € AFD também se q é um estado inicial de

G :como q ja é um estado inicial, ele, duplicado, nao interfere na multiplicidade
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de estados iniciais distintos, 0 que queremos inibir;

» para qualquer AFD G, start q::G é AFD também se G n&o tem nenhum

estado inicial: g sera o unico estado inicial do AFD, como requer a restricao;

* trans q a q'::G € um AFD se G também € e trans q a q' € uma tran-
sicao original de G : a transicdo sera duplicada, o que ndo gera transicao nao

deterministica;

* trans q a q'::G éumAFD se G também é e G ndo possui nenhuma transi¢éo
trans q a q'' (para qualquer q'' ):como & G q a = [1, o novo valor da
funcéo de transicédo aplicada sobre q e a sera um conjunto unitario; ou seja,

deterministico.

O fato de a nossa definicao ser indutiva permite-nos inferir proposicoes sobre
AFDs mediante provas por indu¢ao simples. Além disso, ao optarmos por constru-
tores de facil entendimento, conseguimos assegurar que nossas formulagdes estao

corretas.

3.6 EQUIVALENCIA DE ESTADOS

Estados equivalentes, ou indistinguiveis, sdo aqueles que, para qualquer pa-
lavra w, a transigéo a partir deles aplicada em w resulta em estado final em ambos
ou nenhum dos casos (HOPCROFT; MOTWANI; ULLMAN, 2006):

dql', (q1' € e qll w ql' € (accept_states G
d q2' qQ2' € e q2l w g2' € (accept_states G

em que gl e g2 sao quaisquer estados equivalentes. Essa propriedade permite-
nos substituir as ocorréncias de q1 ou g2 pelo seu equivalente no autdmato sem
mudancas na linguagem. Prova disso é que, para quaisquer Q@ e wi tais que
ql € (6 G Qwl), wi w' vai continuar sendo aceita ou rejeitada a partir de Q
com a troca de q1 por g2 .Desse modo, concluimos que um AFD minimo ndo pode

ter estados equivalentes distintos; isto &,

V ql g2, (q1 q2 ql = g2
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0 que o presente trabalho visa demonstrar para o algoritmo de Brzozowski.
A equivaléncia de estados pode ser generalizada a fim de valer para estados
de AFNs diferentes:

3 qt' ql' € 5 G1 qll w ql' &€ (accept_states G1
3 q2' qQ2' € 6 G2 q2] w q2' € (accept_states G2

que pode ser util para descobrir se dois AFDs sao equivalentes.

3.6.1 Equivaléncia de autématos finitos deterministicos

Dois AFNs G1 e G2 s&o ditos equivalentes se

V w, (lang Gl w lang G2 w

ou seja, se ambos aceitam as mesmas palavras. Esse é um conceito fundamental
para provarmos o corretismo dos algoritmos de minimizag&o, uma vez que eles devem
retornar um autdmato equivalente ao original.

Podemos transferir os problemas de equivaléncia de AFDs com estado inicial
para os da equivaléncia de estados, pois eles serdo equivalentes se e somente se
o estado inicial de um for equivalente ao do outro. A prova disso € simples, seja w

qualquer palavra, ela sera aceita ou rejeitada por ambos se e somente se

3 qt' ql' € 5 G1 start_states Gl1) w ql' &€ (accept_states G1
3 q2' q2' € 6 G2 start_states G2) w g2' &€ (accept_states G2

Como esses autdbmatos sao deterministicos e tem estado inicial,

3 qt' ql' € 5 G1 qll w ql' € (accept_states G1
d g2 q2' € 5 G2 q2! w q2' &€ (accept_states G2

emque gl e g2 sao os respectivos estados iniciais. Um raciocinio semelhante pode
ser aplicado para os caminhos.

Se ambos néo possuem estados inciais, ambos sao obviamente equivalentes:
nao sao capazes de aceitar uma sequer palavra. Ja no caso de apenas um deles
ter estado inicial, a decidibilidade de serem equivalentes reduziremos ao problema de

verificar se algum estado final daquele que tem estado inicial é alcang¢avel. Em positivo,



32

concluimos que nao sao equivalentes, pois existe palavra que é aceita em um, € 0
outro rejeita todas. Por outro lado, em negativo, sabemos que sédo equivalentes pois a
linguagem de ambos é vazia.

A equivaléncia de AFDs é necesséria para garantirmos que a minimizacao
completa nao altera a linguagem de um autémato. Por isso, o presente trabalho de-

senvolveu provas inspiradas na demonstracdo desta secéo.

3.7 REVERSAO

A reversdo de uma palavra resulta no espelhamento dos simbolos da palavra
no que tange a ordem deles. O reverso de [1;1;0;1] , por exemplo, € [1:0;1;1
;0de [0;1;1;0] é apropria [0:1:;1;0] — configurando um palindromo, palavra
igual a seu reverso (FERREIRA, 2018). Um algoritmo de reversao de palavras é uma

recursdo simples:

Fixpoint w R

match w with

nil nil
a: w w R a
end

Ja a reversdo de um AFN é um processo que inverte a ordem das transicoes:
a origem vira destino e vice-versa. Além disso, é parte dessa transformacéao a inversao
de qualidade dos estados; ou seja, 0s iniciais viram finais e vice-versa. Programando

temos

Fixpoint rev G

match G with

nil nil

trans q a q'::G' trans q' a q::G'
start q::G' accept q::rev G'
accept q::G' start q::rev G'

x: :G' x::rev G'

end
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A linguagem de um AFN G revertido deve ser reversa: todas as palavras da
linguagem original revertidas. E facil perceber isso, pois, com a reversdo, todos os
caminhos sao revertidos, tal como a qualidade dos estados.

A reversao de autdmatos é importante para o algoritmo de Brzozowski, motiva-
cao do presente estudo. Outro passo importante nesse algoritmo é a determinizacao,

de que trata a secao seguinte.

3.8 DETERMINIZACAO

Apesar do alto desempenho, os AFNs estritos* ndo podem ser implementados
mediante paralelismo, ja que nao existe maquina capaz de realizar computacdées em
qualquer numero de estados simultaneos. O que podemos fazer é simular o compor-
tamento de um AFN em uma espécie de busca em largura. Na pratica, isso equivale
a uma determinizacdo do autémato, na qual os novos estados Q sao conjuntos de
estados tais que, aplicada a nova funcdo de transicdo & (det G) a Q, resulta na

funcdo de transicéo original & G aplicada ao conjunto de estados que ele representa:
V q (q € (§ (det &) [Q w g€ bcqQuw

O unico estado inicial do AFN determinizado é o conjunto dos estados iniciais
original, porque é a partir de todos esses estados que se inicia a computacao das
entradas pelo AFN. J& para construirmos o conjunto dos estados finais, precisamos
determinar a maneira de obter as transicées e os estados. Uma maneira mais intui-
tiva, mas menos otimizada, é por usar o conjunto das partes dos estados: todos os
possiveis subconjuntos. Por outro lado, € provavel que alguns ou muitos desses es-
tados sejam inalcancaveis e, por conseguinte, desnecessarios. Nesse sentido, com a
construcéo do AFD por busca a partir dos estados inciais como né raiz, temos mais
eficiéncia — construimos somente os estados alcancaveis.

A demonstragdo do corretismo do algoritmo de determinizagdo que este tra-
balho desenvolveu, bem como de outros lemas importantes relativos a esse processo,
sado aprofundados na secao 6.3. Esse algoritmo faz parte da minimizacao de Brzo-

zowski, raz&o por que sua introdugéo € imprescindivel para este estudo.

4

Desconsiderando os AFDs, que também sao AFNs
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3.9 APLICACOES

As expressodes regulares sdo muito empregadas para verificar padroes de tex-
tos e cddigos. Exemplos dessas aplicacdes incluem sequenciamento genético (MA-
RASS; UPTON, 2009), deteccao de intrusdo (VASILIADIS et al., 2009), mineracéao de
dados (SAVCHENKO, 2002) e validagéao de formularios. Como toda expressao regu-
lar especifica uma linguagem regular, os AFNs sdo muito importantes nesse contexto.
A verificacdo de casamento de string com expressao regular é feita mediante AFDs
implementados nas diversas linguagens de programacao existentes.

Além das expressodes regulares, os AFNs sao utilizados para modelar siste-
mas a eventos discretos (SEDs). Segundo Lafortune (2019, p. 142, traducéo do autor)

Sistemas a eventos discretos (SEDs) sao sistemas dinamicos com
duas caracteristicas definidoras: seus espacos de estados sao discre-
tos e potencialmente infinitos, e sua dindmica é orientada a eventos,
em vez de tempo. (...) Eventos que ocorrem de forma assincrona (em

geral) causam um salto no espaco de estados, de um estado para ou-
tro.

Cassandras e Lafortune (2008) argumentam que os SEDs, diferentemente dos
sistemas orientados pelo tempo e governados pelas leis da natureza, ndo podem ser
modelados e estudados usando equacoes diferenciais. Os SEDs requerem outras téc-
nicas de analise, ferramentas de projeto, métodos de teste, entre outros.

O advento das tecnologias de comunicagao, sensoriamento e computagao im-
pulsionou a caracterizacao desta nova classe de sistemas. Os SEDs, por ndo serem
adequadamente modelados pelas equacdes das leis da fisica classica e moderna,
demandam novos paradigmas de modelagem. “Intuitivamente, nés podemos pensar
em um modelo como um dispositivo que simplesmente duplica 0 comportamento do
proprio sistema” (CASSANDRAS; LAFORTUNE, 2008, p. 3, traducdo do autor). Um
modelo descreve um sistema sob uma 6tica quantitativa, que é, muitas vezes, mais
adequada que uma simples e subjetiva descricao qualitativa. A construgdo de um mo-
delo considera um conjunto de variaveis de entrada e saida, relacionadas por intermé-
dio de uma fungdo. Assim sendo, os modelos proporcionam a habilidade predizer os
comportamentos de sistemas, o0 que os confere importancia.

Cassandras e Lafortune (2008) citam, como exemplos de SEDs, os sistemas

de filas, computacionais, de comunica¢do, de manufatura e de trafego. A exemplo
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disso, protocolos de comunicagcao em redes de computadores sdo frequentemente
modelados por SEDs, como ilustra a Figura 6. O diagrama dessa figura representa
um AFD com saida, mais especificamente uma maquina de Mealy, sendo a saida
associada as transicdes (AARTS; VAANDRAGER, 2010).

Figura 6 — Protocolo para um canal de redes de computadores

rdt_send(data)

sndpkt=make_ pkt(data,checksum)
udt_send(sndpkt)

-
-
-
-

A
Esperar Esperar rdt_rcv(rcvpkt) && isNAK(rcvpkt)
Chamada ACK ou udt_send(sndpkt)
de cima NAK

"~

rdt_rcv(rcvpkt) && isACK(rcvpkt)

A

Fonte: KUROSE, J.; ROSS K. Redes de computadores e a internet: uma abordagem top-down. 6.
ed. Sao Paulo: Pearson, 2013.

Além das aplicagbes supracitadas, os AFNs sdo base para a analise léxica
dos compiladores, responsavel por quebrar o programa de entrada em tokens a serem
processados pelos demais processos da compilacdo desse programa. Tais autdmatos
reconhecem os padrdes especificados para cada token, o que permite a classificagao
dos lexemas do programa (HOPCROFT; MOTWANI; ULLMAN, 2006).
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4 MINIMIZACAO DE AUTOMATOS FINITOS DETERMINISTICOS

Suponhamos que um determinado AFD tenha dois estados q1 e g2 equiva-
lentes e alcangaveis a partir de um outro estado q por wi e w2 respectivamente.
Quaisquer dois caminhos que comecem em q € percorram wl e w2 Sao equivalentes
no sentido de que w1 W e w2 w S840 ambas aceitas ou rejeitadas. Portanto, em
termos da linguagem do autémato, hd uma duplicacdo desnecessaria de caminhos. A
Figura 7 ilustra uma aglutinacao com possiveis ganhos: menor complexidade de es-
paco, além de simplificar o entendimento de como o AFD funciona. A complexidade de
espaco fica menor porque menos estados sdo armazenados, o que também pode tor-
nar a computagao pratica mais rapida devido ao enxugamento da estrutura de dados

gue implementa o autdmato.

Figura 7 — Aglutinagdo de caminhos

w
wl
w2

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

Em suma, o AFD minimo realiza as mesmas tarefas que o autémato original,
com o diferencial de ter menos estados e transi¢des distintos. Hajam vista os benefi-
cios dessa simplificacédo, as se¢des a seguir discutem duas técnicas de minimizacao

consolidadas.

41 MINIMIZACAO PELA UNIAO DOS ESTADOS EQUIVALENTES

O método de Hopcroft, Motwani e Ullman (2006) faz a minimiza¢do do AFD G
por meio da verificacao de equivaléncia de todos os pares de estados do AFD. Depois,

ele particiona os estados, mantendo em blocos os equivalentes entre si, e constréi as
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novas transi¢coes conforme a Figura 7.

Como forma de construir os novos estados e transicoes resultantes deste al-
goritmo, podemos poér todos os estados originais em blocos unitarios, remover o es-
tado {q2} do autébmato e renomear o estado equivalente {q1} para incluir o estado g2
como {q1, gq2}. Em seguida, fazemos o mesmo com os demais estados equivalentes a
g2 e g1, adicionando-os ao bloco que agora € {q1,q2}. Observemos a propriedade
transitiva dessa relacédo: se q1 é equivalente a q2 e g2 é equivalente a algum q' ,
entdo q1 é equivalente a q' . Isso nos garante que cada estado s6 pode estar em um
bloco. Além desta, a propriedade comutativa € clara, e a demonstracdo para ambas €
util ndo apenas para a apuragao deste algoritmo, mas da técnica de Brzozowski.

Ainda no algoritmo de Hopcroft, Motwani e Uliman (2006), o novo estado inicial
sera o bloco com o estado inicial original, e os novos estados finais serao os blocos
que tém algum estado final — todos os estados desses blocos seréo finais, pois es-
tados finais sé podem ser equivalentes a estados finais. A minimizacao € garantida
porque supomos que o AFD original ndo possui estados inalcangaveis. Nao obstante,
podemos aplicar algum decisor de alcancabilidade e remover tais estados quando
houver (ou fazer a remogdo manual); isso permite aplicar o algoritmo para qualquer
AFD. Essa mesma regra vale para o préximo algoritmo. O escopo do presente traba-

lho, entretanto, é restrito aos AFDs sem estados inalcancaveis.

4.2 ALGORITMO DE BRZOZOWSKI

Diferente do algoritmo anterior, o algoritmo de Brzozowski e Tamm (2014) nao
requer a verificacdo dos pares de estados equivalentes. Fazemos a constru¢cao de um
AFD minimo com linguagem reversa por meio da reversdo do AFN de entrada G e,

em seguida, da determinizacéo do retorno dessa transformacéao:

brzozowski fun G det (rev G

O que queremos provar neste trabalho é que, se G € um AFD sem estados inalcanca-
veis, brzozowski G € um AFD minimo que reconhece as palavras reversas as quais
o autdbmato G aceita. O resultado dessas operagdes permite-nos encontrar o AFD

minimo equivalente a G aplicando novamente o algoritmo:

brzozowski_complete fun G brzozowski (brzozowski G
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de modo que brzozowski_complete G € minimo e tem a mesma linguagem de
G R) "R = G, admitido o corretismo da fun¢gdo brzozowski .

Em comparagdo com o algoritmo de Hopcroft, Motwani e Ullman (2006), o
de Brzozowski tem um funcionamento mais simples e, por isso, pode ser mais facil
de compreender e aplicar. Além disso, apesar de ter complexidade maior, o algoritmo
costuma ser eficiente na pratica. De acordo com Tabakov e Vardi (2005), em se tra-
tando de tempo de execucgao, ele é melhor em alta densidade de transigcdes' que o

método da Secéao 4.1.

' Razao entre o nimero de transicdes e o nimero de estados
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5 TRABALHOS RELACIONADOS

Doczkal, Kaiser e Smolka (2013) apresentam uma teoria construtiva de lin-
guagens regulares em Coq na qual provam o teorema de Kleene, o lema do bombe-
amento, a unicidade do autémato deterministico minimo, o teorema de Myhill-Nerode
e propriedades sobre expressdes regulares. No trabalho, os autores definem as ex-
pressodes regulares de maneira indutiva no Coq e formalizam AFDs e AFNs com tipos
record, estruturas dotadas de atributos. Para garantir que os tipos dos estados e sim-
bolos dos autématos sejam finitos, eles utilizam uma extensdo do Coq e o tipo char
respectivamente. O trabalho resultou em cerca de 1400 linhas de c6digo e 170 lemas.

Outro trabalho relacionado que implementa autématos usando tipos record do
Coq é o de Athalye (2017), que versa sobre autdmatos de entrada e saida: /O auto-
mata. Tais autbmatos sao, como o autor define, modelos de componentes de sistemas
distribuidos, servindo de formalismos matematicos para garantir o corretismo de pro-
jetos e implementacbes de algoritmos distribuidos e protocolos. O trabalho modela
SEDs por meio de autbmatos e prova caracteristicas sobre esses modelos no Coqg.
Como motivagéo do estudo, o autor destaca a explosdo combinatorial decorrente do
model checking, o que faz essa técnica ser inutilizavel na verificagdo de sistemas reais.

Braibant e Pous (2011) propdem uma tatica para resolver equacoes e inequa-
cbes em algebras de Kleene, uma porcao de relacées binarias decidiveis nao triviais
constituida pelas constantes e operadores das linguagens regulares. Para verificar se
duas expressoOes regulares expressam a mesma linguagem, os autores desenvolve-
ram um algoritmo que constréi um AFN com transicdes vazias para cada expressao,
converte-os para AFDs e verifica a equivaléncia entre eles. O desenvolvimento foi feito
no Coq, bem como a prova de que ele é correto. O trabalho originou um algoritmo de
10 mil linhas e eficiente, se comparado seu desempenho de tempo com o dos outros
algoritmos.

A prova da minimizagao para o algoritmo de Brzozowski de Bonchi et al. (2012)
utiliza algebra e coalgebra para modelar respectivamente a alcancabilidade e observa-
bilidade, propriedade da inexisténcia de pares de estados indistinguiveis, e tem como
base a dualidade entre elas. Os autores estendem a aplicabilidade do algoritmo a Ma-

quinas de Moore deterministicas, que sdo uma espécie de AFD com saida. Apesar de
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ser um trabalho correlato, as técnicas de demonstragdo que os autores empregaram
é distante da que baseia o presente trabalho, que busca técnicas mais presentes no
cotidiano do estudante de ciéncia da computagdo. Como proveito, tiramos do estudo
a condicao de que um AFD é minimo se ele é observavel; em outras palavras, se nao
tem estados inalcangéaveis.

O trabalho relacionado executado por Paulson (2015) apresenta uma forma
de representar os AFNs no assistente Isabelle por meio de conjuntos hereditariamente

finitos, cuja construgdo é indutiva de duas formas:
* caso base: @;

 caso recursivo: dados quaisquer conjuntos hereditariamente finitos, sua uniao

também serda um conjunto hereditariamente finito.

e cuja representacédo podemos efetuar por meio de listas, fungdes ou naturais. A téc-
nica do autor utiliza um comando do Isabelle semelhante e homénimo aos records do
Coq, uma abordagem outrora tentada pelo presente trabalho, em que sao definidas as
condicionais para as restricdes dos conjuntos componentes dos AFNs. Paulson (2015)
também versa sobre a minimizacao e, nesse contexto, define que um AFD € minimo se
todos os estados forem alcangaveis e distinguiveis — mesma solugdo que seguimos.
Outro aspecto que distingue esse trabalho e o presente estudo tange a construcao do
algoritmo de Brzozowski: primeiramente o autor reverte o AFD de entrada, determiniza
o AFN gerado por meio da explosao de estados e, por fim, remove os estados inalcan-
caveis. Como ja suscitamos anteriormente, essa técnica de construgdo de AFD pelo
conjunto das partes néo é étima e requer esse passo a mais no algoritmo. Para tanto,
também mudam as provas.

Os trabalhos relacionados enumerados por este capitulo inspiraram o desen-
volvimento das definicdes que inserimos e das demonstracées que seguem. O pre-
sente trabalho também tem fundamento em informagdes da internet, que objetivamos

demonstrar.
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6 ALGORITMO DE BRZOZOWSKI E CORRETO

Como ja inserido na Secao 4.2, o algoritmo de Brzozowski e Tamm (2014)

pode ser escrito como

brzozowski fun G det (rev G

Para obtermos o AFD minimo para a linguagem original, temos de executar duas vezes
o algoritmo, j& que a linguagem do autdmato resultante € reversa. Na realidade, a
primeira execugao do programa ja retorna um autémato que € minimo; por isso, a fim
de demonstrar seu corretismo a luz de sua finalidade, basta-nos provar que o resultado
sempre € um AFN deterministico e minimo e decide a linguagem reversa. O presente
trabalho desenvolveu as provas que seguem na linguagem do assistente de provas
Coq, com a validagdo do mesmo.

O fato de podermos descrever o algoritmo em uma Unica linha mostra que seu
funcionamento € simples por si s6, mas ele depende dos algoritmos de reversao ( rev
) e determinizagao ( det ). Inicialmente, consideremos esses programas como caixas
pretas funcionando corretamente. Nosso objetivo € demonstrar que, para qualquer

autdmato finito deterministico G sem estados inalcangaveis:
1. brzozowski G é um autébmato finito deterministico (Subsecao 6.3.4);

2. lang (brzozowski G) € a linguagem reversa de G (Secdo 6.2 e Subsecao
6.3.5);

3. todos os estados de brzozowski G s&o alcangaveis (Subsecao 6.3.3);

4. todos os pares de estados de brzozowski G sao distinguiveis, ou nao equiva-

lentes.

Os itens (3) e (4), conforme explicam Bogdanov (2010), Bonchi et al. (2012), sao sufi-
cientes para mostrar que o autdmato resultante € minimo.

A primeira vista, brzozowski G é garantidamente um AFD se

V A B (G:nfa A B), dfa (det G
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Cabe ressaltar que, entretanto, como veremos, essa proposi¢ao € condicionada aos
decisores de igualdade de A e B . Na pratica, definimos o algoritmo de Brzozowski

de maneira um pouco mais complexa:

brzozowski fun A B eqA egB (G:nfa A B det eqA egB (rev G
funcéao cujo tipo é

V A B A->A->bool B->B->bool nfa A B nfa A B

que é um tipo dependente, pois os decisores e o proprio AFN dependem dos dois pri-
meiros termos da entrada. Ao observar o tipo da fungéo, podemos duvidar a principio

de algum dos tipos colocados. Ao invés, ndo seria correto o tipo que segue?

V AB A->A->bool B->B->bool dfa A B dfa A B

Lembremos que dfa nao é um tipo de estrutura de dados, mas um uma funcéo propo-
sicional indutivamente definida que engloba as restricbes dos AFDs. Logo, precisamos
separar: nfa € o que define a estrutura de dados dos AFNs em geral, e dfa € uma
fungéo proposicional sobre a qualidade deterministica de um dado AFN representado

por uma lista de algum tipo nfa A B.Logo, com

V eqA eqB A B (G:nfa A B eq_dec eqA eq_dec egB
dfa eqgA egqB (det G

reescrevemos, de forma completa, o lema que queremos provar sobre o resultado
da funcdo det ser um AFD de fato. A proposicdo eq_dec eq indica que a funcéo
eq decide a igualdade do tipo das suas entradas. As hipéteses, pois, servem para
assegurar que as fungdes eqA e eqB sao, de fato, decisores para a igualdade de A e
B respectivamente e sdo necessdrias porque precisamos fazer comparagdes durante
a busca que executamos sobre o autébmato de entrada. No entanto, como estamos
supondo que as entradas de nossas funcdes sdo AFNs corretamente especificados, a
existéncia dos respectivos decisores € necessariamente verdadeira; entdo, podemos
omiti-los. Portanto, o item (1) do nosso objetivo esta espontaneamente provado se
provarmos 0 mesmo para o algoritmo det .

Em se tratando da linguagem do autémato resultante, outrossim, reduziremos

o item (2) aos demais algoritmos. Em primeiro lugar, a linguagem de rev G deve
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ser a reversa da de G . Além disso, det G' deve manter a linguagem de qualquer
G' intacta. O AFN retornado por brzozowski , pois, aceitara a linguagem reversa do
autdmato de entrada, como queriamos demonstrar. Nesse mesmo sentido, mais uma
vez, se todos os estados do AFN retornado pelo algoritmo de determinizacéao forem
alcancaveis, claramente, brzozowski G s0 tera estados alcancaveis.

Um pouco menos trivial, a afirmacao do item (4) subdividiremos em dois le-
mas. Vale realgcar que a inspiragdo para as provas desses lemas vem de uma publi-
cacao em um férum de ciéncia da computacao de internet. Jan (2019) apresenta uma
forma aparentemente trivial de alcancar esse objetivo. O primeiro lema que ele define,
a “observacgéao basica”, é uma relagdo de equivaléncia entre as fung¢des de transicdo

do autédmato original e do minimizado. Em seguida, formaliza uma prova para

V ql g2, (gl € states (brzozowski G q2 € states (brzozowski G

ql q2 ql = 92

Embora a prova do autor esteja incompleta, ela mostra que demonstrar o corretismo
do algoritmo de Brzozowski pode ser um pouco mais simples que a forma exposta por
outros trabalhos relacionados. Por esse motivo, o presente estudo visa enfatizar essa
constatacgao.

Antes de inserirmos a observacao basica sobre o algoritmo, precisamos definir
uma funcéo parcial de transi¢ao especifica para os AFNs que sdo deterministicos. Pelo
fato de 0 Coq apenas permitir fungdes totais, precisamos torna-la total. A definicao que

segue faz isso

) fun G q w

match & G q w with

nil None
q' Some q'
end

em que None indica o indefinido, e Some , um valor definido. Sabemos que a transicao
de um AFD é sempre deterministica; ou seja, ela sera vazia ou indicara apenas um

possivel caminho. Por essa razao temos garantida a propriedade

V qw, (dfa G
VY q'. (q" € e qw 0+ Gqw~=q'
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cuja prova nos desenvolvemos e validamos no assistente Coq com esse mesmo raci-

ocinio.

Figura 8 — Observagao basica sobre o algoritmo de Brzozowski

Fonte: Jan (2019).

A observacéo basica de Jan (2019) trata da relacao entre as transicoes esten-
didas do AFD de origem e o retornado pelo algoritmo de Brzozowski. Ela especifica
que um estado g de G pertence ao estado da transi¢cao partindo de algum outro
estado Q do autémato resultante brzozowski G se e somente se a mesma palavra
percorrida, revertida, ocasiona a transicao de q a um estado original que pertence a
Q:

V q Q w, (Q € states (brzozowski G

q € (0+ (brzozowski G) Q w 0+ Ggqg wWR) €Q

sem necessidade de condicionar g como estado de G, pois, a0 admitirmos que o

algoritmo de determinizagcédo esta corretamente construido nos moldes da Secéo 3.8,

V q Q. (Q € states (brzozowski G q € q q € (states G

€ necessariamente verdadeira.
Ja falamos sobre a equivaléncia de transicao e caminho, razdo por que temos
a oportunidade de utilizar a nogdo de caminhos para chegar a conclusdo do lema

dessa observacao. Reescrevamos:

v Q' q e Q' path (brzozowski G) Q Q' w dp. (p €Q
path G g p (w R

Vp (peQ >pathGqgp (WR 3Q'. (g €qQ
path (brzozowski G) Q Q' w

a partir de tal equivaléncia. Com base na reversao de autbmatos, fagamos a substitui-

cdode G por rev G = G' no lema obtido para encontrarmos:
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vVQ'. (qgeq path (det G') Q Q' w dp, (pEQ/\ pathG' pquw

Vp, (penq path G' pq w 14Q', (q e q path (det G') Q Q' w

representada pela inversao da transicao em preto da Figura 8. Generalizando o termo
G' como um AFN com um estado final, 0 nosso trabalho de demonstrar a observacao
ficara no escopo especifico do algoritmo de determinizacdo. Isso serd discutido pos-
teriormente neste texto, mas, admitindo ser verdadeira, temos provada a observacao
bésica.

Mediante a observagéo bésica e sucessivas reescritas, podemos adiante de-
monstrar o ultimo item de nosso objetivo. Queremos provar que dois estados de
brzozowski G Serdo equivalentes apenas se forem iguais. Com isso, teremos que
nao ha estados indistinguiveis no AFD resultante.

Sejam Q1 e Q2 estados indistinguiveis de brzozowski G . Por definicéo,

Vw 0+ (brzozowski G) Q1 w) € accept_states (brzozowski G

0+ (brzozowski G) Q2 w) € accept_states (brzozowski G

Pelo funcionamento da determinizacdo, um estado deve ser final se e somente se
a ele pertence algum estado final do autdmato original — neste caso, o estado final
do algoritmo de reversdo. Pela construcao da reversdo de AFN, os estados finais de-
vem trocar de qualidade com os iniciais. Assim, o estado final do AFD revertido &
q0 € start_states (G) ou nil , porque um AFD pode ter no maximo um estado
inicial. Entao, podemos separar a nossa analise em dois casos.

Se o AFD original n&o tiver estado inicial, a linguagem sera vazia, bem como
esta revertida. O presente trabalho, em conformidade com a Secéo 3.8, desenvolveu
um algoritmo de determinizagdo que gera um autdmato vazio quando nao houver es-
tado final. No caso do autdmato nao ter estados iniciais, o revertido nao tera estados
finais. Assim, o algoritmo determinizador verificara que rev G n&o possui estados fi-
nais e retornard nil . Portanto, nesse sentido, 0 AFD det (rev G) nao tera estados
indistinguiveis — alias, ndo teré estado algum.

Embora ndo tenha sido a abordagem utilizada pelo trabalho, poderiamos ter

feito uma outra prova por contradicao no lugar da exposta. Estamos supondo que o
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AFD G nao tem estados inalcangaveis; com isso, precisa existir caminho dos estados
iniciais para os estados Q1 e Q2, um absurdo.

Jano casode G ter o estado inicial g0, extraimos

V w, (q0 € (0* (brzozowski G) Q1 w q0 € (6+ (brzozowski G) Q2 w

jaque afuncao det, como veremos, marca como finais os estados aos quais pertence
um estado final do AFN de entrada ( q0 ). Ao reescrevermos a observagao basica na

equagao, obteremos

Vow 6+ G q0 w) € Q1 6+ G q0 w) € Q2

0 que é suficiente para mostrar que Q1 = Q2 , pois, em outras palavras, isso quer
dizer que todo estado alcangcavel q € states G pertencente a Q1 se e somente
se pertence a Q2 . Como todos os estados em states G sao alcancaveis, todos os
estados pertencentes a Q1 pertencem a Q2 e vice-versa. Assim, Q1 é um conjunto
equivalente ao Q2 . Mais que isso, pelo fato de nossa determinizagédo normalizar os
conjuntos equivalentes — ou seja, fazer a substituicdo —, Q1 = Q2 como queriamos
demonstrar.

Dado que a base da prova do corretismo do algoritmo desenhado por Brzo-
zowski e Tamm (2014) esté exposta, falta-nos provar os lemas de que aqui langcamos
mao. Comecemos pela simples reversdo de autdmatos e posteriormente provemos,
baseado nos artefatos que este trabalho desenvolveu no assistente Coq, as proposi-

cOes relacionadas ao processo de determinizagéo.

6.1 REVERSAO DA QUALIDADE DOS ESTADOS

Explicitamos neste capitulo que é fundamental termos como verdadeira a pro-
posicdo que inverte a qualidade dos estados no processo de reversao. O algoritmo
de reversao de AFNs e palavras implementados no Coq sao os que especificamos
na Secgao 3.7. A prova que faremos acerca dos estados finais e iniciais do resultado
de rev G é mediante inducdo em G . A base, com G = nil , demonstramos por
contradicao, haja vista a total auséncia de estados finais ou iniciais. No passo indutivo

podemos dividir o lema. Inicialmente temos

q € (accept_states (c::G
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e a hipo6tese indutiva

q € (accept_states G q € (start_states (rev G

Observamos duas possibilidades: (1) c = accept q ou (2)

q € (accept_states G) . Do caso (1) tiramos
q € (start_states (start q::rev G

Logo

q € (start_states (rev (c::G

como desejavamos demonstrar. Aplicada a hip6tese indutiva no segundo caso, obte-

mos

q € (start_states (rev G

Outrossim, independente de qual seja c,

q € (start_states (rev (c::G

De maneira semelhante obtemos a prova de

V q. (q € (start_states G q € (accept_states (rev G

Podemos questionar o porqué de apenas provarmos um lado das bi-
implicagbes. Nao precisamos provar a reciproca; afinal, G = rev (rev G
A demonstracdo dessa igualdade também efetuamos por inducdo. A base,

nil = rev (rev nil) , é trivial. O passo é

c: :G rev (rev (c::G rev (rev (c::nil rev (rev G
Reescrevemos a hipétese de indugdo G = rev (rev G

c: :G rev (rev (c::nil G

e com analise de casos para c, encontramos

c::G c::nil G
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terminando a prova. Essa igualdade permiti-nos afirmar o contrario da reversao da

qualidade dos estados. Por exemplo,

V q, (q € (start_states (rev G q € (accept_states G

ja que, substituindo rev G por G' e usando a igualdade que acabamos de provar,
V q, (q € (start_states G' q € (accept_states (rev G'

como ja mostramos.

6.2 LINGUAGEM REVERTIDA E REVERSA

Sabemos que, paratodo w, lang G w Se e somente se path G q0 gf w com
algum q0 € (start_states G) e algum qf € (accept_states G) . Se provarmos
path (rev G) gf q0 w, entdo teremos como demonstrar que a linguagem do AFN

revertido é reversa:

lang (rev G) w lang G (w R

porque qO0 € (accept_states G) e qf € (start_states G) , conforme observa-
mos na Secao 6.1.

Por nossa definicdo de existéncia de caminho ser indutiva, podemos, como o
nome sugere, fazer inducao sobre a hipétese path G q0 qf w. A base é trivial, pois

um caminho vazio sempre existe, e 0 passo engloba
trans q a qf € G

e a hipotese indutiva

path (rev G) q q0 (w R

Garantimos

trans qf a q € (rev G

Portanto,

path (rev G) gqf q0 (a::(w' R
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ou

path (rev G) gqf q0 ((w al) R

como objetivavamos.

6.3 ALGORITMO DE DETERMINIZAGAO

Ja discutimos anteriormente sobre como escrever um algoritmo de determi-
nizacdo por meio de uma espécie de busca no grafo do AFN de entrada, uma op-
cao melhor que gerar uma explosdo de estados mediante a construgdo de todos os
possiveis estados do conjunto das partes. Consoante ao exposto, precisamos definir
uma metodologia para o0 nosso programa. Ressaltemos o fato de que representamos
conjuntos como listas e, dessarte, dois conjuntos equivalentes podem nao ser iguais,
tomando essa representacdo. No entanto, precisamos garantir que todos os estados
resultantes da determinizagédo sejam, quando equivalentes, idénticos na forma.

Neste contexto, uma abordagem que empregamos tange a normalizagéo. Ela
tem o papel de substituir todos os conjuntos equivalentes entre si por um destes.

Assim, asseguramos que o AFN final tem a propriedade que desejamos:
V Q1 Q2, (Q1 Q2 Q1 = Q2

Antes de aplicarmos a fun¢do normalizadora, no entanto, temos de definir quais serao
os estados iniciais, finais, alfabeto e transicoes, a desconsiderar a distincao entre equi-
valéncia e igualdade de “conjuntos”. O estado inicial, ja mencionado na Sec¢ao 3.8, é

o conjunto dos estados iniciais do autémato original:

start_states (det G start_states G

O alfabeto deixaremos que sejam determinados implicitamente pelas transi¢coes. Estas
serao o passo mais complexo — em tempo, espago e compreensao — e ocorrerao pela
busca supracitada. Os estados finais dependem dos demais para serem definidos.

Seja a funcéo

Fixpoint det_accept G L
match L with

nil nil
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Q::L'
if has_accept_state G Q then
accept Q::det_accept G L'
else
det_accept G L'

end

em que has_accept_state G € um decisor para a existéncia de estado final do auté-
mato G na entrada, o qual utiliza os decisores de igualdade dele. Essa definicao sera
util para a montagem final do algoritmo, pois seré responsavel por marcar os estados
finais, aqueles que possuirem algum estado final original.

Para a construcéo das transicées da determinizacdo, devemos definir antes
uma funcado que servird de foreach para o nosso programa funcional. Um foreach
€ um laco de programagéo no qual sucessivamente executamos iteragcées sobre cada
um dos elementos de uma dada entrada (SETZER, 2002). No presente trabalho, o
foreach recebera umafungdo f que executara cada iteracao, um conjunto de estados
Q e um conjunto de simbolos L . Ele sera responsavel por gerar as transigdes simples’
a partir de Q — conjunto que sera estado do autdmato determinizado —, por meio da
aplicacao da funcéo de transicdo sobre Q e os simbolos em L, e executar a funcao
f recursivamente nos estados vizinhos gerados. Estados vizinhos sdo aqueles para
0s quais existe transi¢do chegando a eles.

Agora s6 precisamos executar o lago recursivamente. Para tanto, precisamos

definir mais uma fungéao:

Fixpoint det_trans G fuel Q

match fuel with

0 nil
S fuel' foreach G (det_trans G fuel') Q (alphabet G
end

que fornecera, recursivamente, as transi¢cdes do AFN determinizado a partir da raiz da
busca Q . Neste contexto, os nimeros naturais sdo construidos indutivamente: zero e

sucessor de um natural n (S n). A primeira vista parece estranho um niimero ( fuel )

T Sem serem estendidas
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limitando o alcance da funcao, mas ele faz sentido para garantir a parada do programa.
Designamos a ele o nome de combustivel, dado seu papel exclusivo de manter o
algoritmo operando. Para o programa estar correto, deve haver um numero limitante
(combustivel) que seja suficiente para computarmos todos os novos estados. Como a
profundidade maxima da busca é o numero maximo de novos estados possiveis, se
considerarmos a relacao de equivaléncia para distinguir um conjunto do outro, teremos
até 2" |states G| conjuntos estados diferentes (DEVLIN, 1979). Um valor maior ou
igual a este serd combustivel suficiente.

Com o det_trans conseguimos, enfim, determinizar as transicoes do AFN.

A normalizagdo do estado inicial e as transi¢cdes geradas sera

h fun G normalize (start (start_states G

det_trans G (27 |states G start_states G

Juntando todas as funcdes desta secéo:

det fun G
match accept_states G with
nil nil
h G det_accept G (states (h G

end

que € o0 nosso algoritmo de determinizagdo completo, j& com a marcagao dos estados
normalizados. Como mencionamos, ele retorna o vazio sempre que o AFN de entrada
nao tiver estados finais. Acerca da determinizacao, as préximas subsecoes visam de-
monstrar os lemas pertinentes ao algoritmo de Brzozowski que aproveitamos no inicio

do capitulo.

6.3.1 Normalizacao

E essencial que o autdmato gerado pelo algoritmo de determinizagdo tenha
a propriedade de equivaléncia-igualdade. E por tal razdo que aplicamos uma norma-
lizacdo normalize ao fim da construcdo das transigcdes do AFD. Ela é uma fungéo
que substitui todos os conjuntos equivalentes por um deles — no presente trabalho, o

primeiro que aparece. Para tanto, a fun¢ao, com o decisor da igualdade do tipo A dos
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estados originais, consegue verificar, em uma lista de conjuntos representados pelo
tipo list A, da esquerda para a direita, se o conjunto atual dessa lista é equivalente
a outro da mesma lista. O presente trabalho demonstrou a garantia da propriedade
apds a normalizagdo, mediante indugcédo na entrada.

Nas préoximas subsecoes, ndés nos valeremos da manutencao de certas pro-
priedades apds a normalizacao. Isso torna possivel fazer provas indutivas acerca do
AFN anterior a ela de modo que as mesmas proposi¢coes valham para o autébmato

normalizado.

6.3.2 Estados finais

Uma proposigéo necesséria e que assumimos anteriormente concerne aos
estados finais da determinizacdo. O conjunto dos estados finais de det G €
0 conjunto de todos os estados aos quais pertence algum estado final do auté-
mato original G . Nossa prova comecga destrinchando a definicdo det . Em pri-
meiro lugar, se G ndo tem estados finais, o resultado € automaticamente vazio;
logo, a proposicdo esta conforme. Sendo, precisamos destrinchar a concatenagéo
h G det_accept G (states (h G . Na esquerda nao ha estados finais, por-
que essa lista s6 possui termos dos construtores start e trans, que a normalizacédo
mantém intactos. Para o lado direito da concatenagcédo, det_accept marca todos os
estados da sua entrada que tenham um estado final do autébmato G . Esses estados
sao resultado da construcéo do algoritmo det_trans, que 0s gera pela propria funcéao
de transicao estendida de G ; dessarte, todos os estados marcados por det_trans
sao conjuntos compostos de estados originais do AFN G, sendo, ao menos um destes,
final.

Apesar de o raciocinio ser agil nesta prova, a demonstracéo assistida por com-
putador ndo é tao simples e envolve diversas indugcdes. O material dessas provas
completas encontramos nos artefatos produzidos pelo presente trabalho no assistente

Coq.

6.3.3 Alcancabilidade dos estados

A etapa que postergamos na prova de que todos os estados do AFD retor-

nado pelo algoritmo de Brzozowski sao alcancaveis é a que versa esta secao. Argu-
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mentamos que, se a determinizacao s6 gera estados alcancaveis, entdao os estados
resultantes do método de Brzozowski também sao todos alcancaveis, notadamente.
Assim como fizemos na Subsecéo 6.3.2, precisamos destrinchar a concate-
nagao feita pela fungdo det . No caso em que ndo ha estados finais no autémato
original, o resultado é automaticamente vazio, uma constatacao espontanea. Da con-
catenacao, somente o lado esquerdo agora € util para a demonstracdo. Mais uma vez
conseguimos eliminar a normalizacao, ja que ela mantém os caminhos originais, ape-
nas possivelmente adicionando outros. Assim, se todos os estados Q de G sdo tais

que
d w, path G' Q0 Q w

para um dado Q0 —em nosso caso especifico, start_states G —, entdo esses cami-
nhos também existirdo em normalize G' com a possivel substituicdo, ndo obstante,
de Q0 e Q por equivalentes na normalizagdo. No entanto, como start Q0 € 0

primeiro termo de

G' start (start_states G)::det_trans G (2 |states G start_states G

Q0 nao sera substituido. O presente trabalho fez a demonstracao dessa propriedade
da normalizag&o por indugéo sobre w .

A prova de que todos os estados de G' sado alcangaveis faze-
mos pela inducao do combustivel 2 |states G| . No passo, podemos eliminar
start (start_states G) da conclusdo, pois ndo interfere nos caminhos do AFN,

apenas as transigdes afetam os caminhos. Por conseguinte, se

Q € (states (det_trans G (S n) QO

entdo temos, trés possibilidades: (1) Q@ = Q0, (2) Q é vizinho direto de Q0 ou
Q € (states (det _trans G n 3 Q0 [a

para algum termo a . Os casos (1) e (2) sao triviais, visto que o caminho esta dado.

Tendo a hipétese indutiva
V Q'. 3 w, path (det_trans Gn Q') Q' Q w

Com Q' = & Q0 [al ,concluimos
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path (det_trans G (S n) QO0) Q0 Q (a::w

ou seja, Q é alcangavel.

6.3.4 Determinismo

Obviamente, o algoritmo de determinizacdo precisa garantir o que ele
promete: o determinismo. Se ndo ha estados finais no autémato de origem, o
resultado € um AFD vazio. Caso contrario, destrinchemos outra vez a concatenagao
da normalizag¢ao do estado inicial e as transi¢cdes com a marcagao dos estados finais.
Sabemos que os estados finais ndo péem em cheque nenhuma das restricoes do
determinismo, assim pulemos tal marcagéo. Aqui, outrossim, necessitamos provar que
G' start (start_states G)::det_trans G (2  |states G start_states G
€ normalize G' sao AFDs.

O autbmato G' ¢é deterministico porque sé tem um estado inicial —
start_states G, pois 0s demais sao componentes construidos por trans — e to-
das as transi¢coes sao determinadas pelo estado de origem e o simbolo; isto €, para
toda transicdo trans Q a Q' € G', 0 estado Q' é determinado: Q' 5cQ la
. Ao aplicarmos a normalizacdo em G' , mantemos o0s construtores intactos; logo,
o autdbmato resultante também sé tem um estado inicial. Ademais, as transi¢cdes

trans Q a Q' € (normalize G') também sio determinadas:
Q' normalize' 5 GQ |a

em que normalize' € a fungdo que normaliza o estado de entrada, substituindo-o
pelo primeiro conjunto equivalente do AFN G' . Portanto, normalize G' €, de fato,
um AFD.

6.3.5 Relacao entre caminhos

Nesta subsecéo, concentramos os esforgos para mostrar que

vV Q'. (qgeq path (det G) Q Q' w > I p, (p € Q /\ pathGpquw

Vp, (peEQ >pathGpgqw->3Q', (g€ path (det G) Q Q' w
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€ verdadeira para quaisquer q e estado Q, como supomos que seria. Pelo fato de
o lema ser uma conjuncao, podemos dividir a prova em dois casos. No da esquerda,

facamos inducéo sobre path (det G) Q Q' w para demonstrar o passo
dp. (p €Q path G p q (w a

Temos que q € Q"' e trans Q' a Q'' € (det G) , entdo, dado que
Q'' = & G (normalize' Q') [a para algum a , deve existir um estado t € Q'

que seja vizinho de g por a . A hip6tese indutiva
Vit (teq dp, (p €Q path Gp t w

permite-nos concluir o passo indutivo.

Para o lado direito do lema, consideremos Q = start_states G
e W 2" |states G| . Por indugdo sobre 2" |states G n em
det trans G (2 |states G start_states G) , conseguimos chegar a con-
clusao que desejamos. Na base, o caminho deve ser vazio; no passo, temos

w = a::w' e ahipbtese indutiva

YV w't Q0, (t € Q0 w' n path G t q w'
3 Q' q e Q' path (det_trans G n Q0) QO Q' w'

gue nos propicia a deducao de
q € Q' path (det_trans G (S n) Q) Q Q' (a::w'

porque a:w' S lw' Sn |, path G t q w' com algum estado
t € (§Q [al) —jAque path Gpq (a-'w'),pEQet € (6dqa —e, conse-

quentemente,

qe Q' path (det_trans G n b Q [a

Com base na Subsec¢éo 6.3.3, todos os estados de det G sdo alcangaveis.
Assim, podemos generalizar o lema para qualquer estado Q de det G, considerando
agora |wQ W n,emque path (det G) (start_states G) Q wQ . Isso tam-
bém nos permite concluir que todas as palavras de tamanho até n um aceita se e

somente se o outro aceita.
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Figura 9 — Lema do bombeamento

-O——0

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

Segundo o lema do bombeamento, todo caminho que percorre uma palavra
de tamanho maior ou igual ao numero de estados do AFN possui loops, conforme
a Figura 9. Isso significa que podemos repartir o caminho em caminhos menores. O

caminho
cl q c2 q c3

existe se e somente se existem os caminhos

cl q c3
e
cl q c2 q

Fazendo essa reparticdo de diferentes modos para estes caminhos e, de forma indu-
tiva, assim por diante, sobrariam caminhos de tamanho menor ou igual ao nimero de
estados do autdmato mais um, com no maximo um loop. Como toda palavra percorrida
em um caminho tem o tamanho dele menos um, nosso AFD resultante det G tem até
2" |states G| estados e todos os caminhos dessa ordem permitem deduzir o lema
exposto, entdo qualquer caminho o faz devido ao lema do bombeamento.

O lema do bombeamento é uma conclusdo direta do principio da casa dos
pombos (Figura 10), segundo o qual, tendo n < m casas para alocarmos m pom-
bos, havera necessariamente casas com mais de um pombo colocado (PIERCE et
al., 2010). Desta analogia deduzimos que, para alocar os simbolos de uma transicao
estendida a um numero n w| de estados, havera repeticdo de estados. Como ao

primeiro estado alocamos o vazio, a comparagao € devida.
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Figura 10 — Principio da casa dos pombos

Fonte: Elaborada pelo autor, 2021.

O presente trabalho, € importante ressalvar, ndo demonstrou a generalizagao
dos caminhos exposta mediante a assisténcia computacional. Esta é uma tarefa que

ficara para os trabalhos futuros.

6.4 CONSIDERACOES DO CAPITULO

No capitulo atual, atestamos que o algoritmo de Brzozowski funciona de forma
a obter um AFD sem estados equivalentes e com a linguagem revertida quando certas
propriedades a reversao e determinizagcao apresentadas respeitam. Argumentamos
gue a determinizagdo mantém a linguagem intacta do autdmato de entrada e a rever-
sao reverte a linguagem. Também demonstramos que todos os estados do resultado
da determinizagdo sdo alcancaveis, que € uma exigéncia da minimizagdo. Provamos
gue a determinizacao realmente produz um autémato deterministico. Por fim, apoiados
nos artefatos produzidos com o Coq, tratamos da prova de alguns lemas relacionados
a observacao basica feita por Jan (2019). Isso nos permitiu concluir, no inicio deste
capitulo, que o algoritmo de Brzozowski ndo gera estados indistinguiveis.

Diante do exposto, apontamos, com base em provas desenvolvidas no assi-
tente de provas supracitado, o corretismo do algoritmo de Brzozowski para a minimi-
zagao. Funcgdes baseadas nas apresentadas podemos desenvolver em outras lingua-
gens e paradigmas de programacao, de forma a manter a l6gica e otimizar as estrutu-
ras de dados, buscas e demais definicbes. A minimizag&o proposta por Brzozowski e
Tamm (2014) com
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fun G det (rev (det (rev G

definitivamente resulta em um AFD minimo e equivalente ao AFD ao qual aplicamos
esta funcdo, com uma ressalva. Nossa definicdo de AFD ndo impbe a necessidade
de haver um estado inicial, embora Brzozowski e Tamm (2014), Cassandras e La-
fortune (2008), Hopcroft, Motwani e Ullman (2006) o fagam. Por isso, o resultado
det (rev [] [1 é diferente de det (rev [start qO start [1] , apesar
de ambos terem a mesma linguagem vazia. Em nenhum dos casos existem esta-
dos inalcangaveis ou pares de estados equivalentes. Mesmo assim, [] €& minimo, e

start [1! ndo. Com a imposi¢do de estado inicial, o primeiro AFD resultante resta
invalido; por isso, encontramos essa aparente contradicdo. Podemos resolver esse im-
passe adicionando uma condicional em nosso algoritmo de modo a retornar o vazio na
inexisténcia de estados finais. Portanto, 0 método de Brzozowski cumpre o seu papel

minimizador.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho de conclusao de curso empregou definicdes nao candnicas para
a representacdo de AFNs em ambiente computacional, especificamente o assistente
de provas Coq, que comprovamos ser eficiente e robusto para os objetivos postos.
Depois, tendo inspira¢ao nos trabalhos relacionados e com assisténcia desse sistema,
provamos que o algoritmo de Brzozowski realmente cumpre o seu papel minimizador
— retorna um AFD minimo com linguagem reversa. Demonstramos que € possivel pro-
var diversos teoremas sobre AFNs sem a teoria dos conjuntos, empregando apenas
a teoria dos tipos e estruturas de dados conhecidas, como listas. As principais con-
tribuicdes do trabalho sdo uma demonstracao do algoritmo de Brzozowski mediante
conceitos matematicos palpaveis e uma base de estudos para futuras provas assis-
tidas por computador no que tange as propriedades de AFNs. O presente trabalho
desenvolveu 3502 linhas de codigo na linguagem do Coq.

Para trabalhos futuros, podemos propor a demonstragcédo de que, se e somente
se um AFD nao possui estados inalcancaveis e indistinguiveis, entdo nao existe AFD
equivalente com numero menor de estados distintos: uma definicdo mais intuitiva de
minimizacao. Seria interessante essa prova em Coq, uma vez que os trabalhos rela-
cionados geralmente partem da mesma nocao de AFD minimo do presente trabalho.
Outro ponto de destaque concerne a prova assistida de que o combustivel do algoritmo
de determinizacao deste trabalho é suficiente. Agregaria valor uma demonstragéo para
tanto nos moldes e ferramentas dos artefatos produzidos.

Salientamos as diversas aplicacdes envolvendo AFDs, como a modelagem de
sistemas a eventos discretos. Esses autdmatos ndo sao restritos aos formalismos da
teoria da computagcédo, mas servem de abstragcéo e estrutura para aplicagbes praticas
além das presentes no cotidiano do cientista da computacao. Nesse sentido, trabalhos

futuros acerca de tais utilidades sdo possiveis e de relevancia.
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