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RESUMO

Uma das principais preocupagoes no projeto de uma maquina elétrica girante (MEG) é a
vibragao associada a duas vezes a frequéncia da rede. Quando uma MEG esta operando, essa
vibragao proveniente do estator é transmitida para a carcaca e aos mancais. Caso os valores
de vibragao estejam acima do solicitado, ocorrerd o desligamento imediato da MEG. Com
o objetivo de reduzir esse tipo de vibragao, os fabricantes de MEGs projetam componentes
mecanicos para serem instalados na interface entre o estator e a carcaca. Esses componentes
tem como objetivo atender os limites de vibracao definidos em normas internacionais como
a [EC 60034 e a NEMA MG 1, bem como as solicitagoes do mercado. Os procedimentos
experimentais para reduzir os niveis de vibracao durante a fase de projeto sao caros e
exigem muito tempo. Dessa forma, procedimentos de simulagdo e otimizacao numérica sao
empregados para evitar tais inconvenientes, reduzindo o custo durante a fase de projeto.
No entanto, a otimizacdo requer uma grande quantidade de simulagoes que também
possuem alto custo computacional. O presente trabalho visa definir um novo mecanismo
para atenuar a transmissibilidade de vibracgao entre o estator e a carcaca de MEG de
grande porte, alterando a frequéncia natural do sistema e/ou reduzindo a amplitude
de vibragao naquela regiao. O projeto desse mecanismo envolve otimizagao paramétrica
com o uso de modelos substitutos baseados na teoria de Kriging, buscando reduzir o
tempo computacional. Modelos substitutos dao agilidade ao processo de desenvolvimento
e otimizacao do produto, diminuindo o nimero de avaliagoes numéricas de alto custo
computacional. Para o projeto do mecanismo, um problema de otimizacao é definido e por
meio de modelos substitutos as fungoes objetivo e de restrigoes sao aproximadas. A funcao
objetivo ¢ usada para ajustar a frequéncia natural do sistema a um determinado valor,
enquanto as restrigoes sao velocidade de vibracao nos mancais, a deflexdo do estator e a
tensao mecanica experimentada pelo mecanismo causada pela onda de pressao girante no
estator. O método de PSO (Particle Swarm Optimization) modificado para considerar as
restri¢oes é utilizado para solucionar o problema de otimizagao. Uma comparacao entre
os niveis de vibragao do componente original e do otimizado é realizada para mostrar a
eficacia da solu¢ao. Como resultado, o mecanismo proposto mostrou-se eficiente, reduzindo
a frequéncia natural do sistema e atendendo as restri¢oes. A metodologia de otimizacao
com modelos substitutos apresentada se mostrou acurada e agil, auxiliando na tomada de
decisao durante o projeto de componentes.

Palavras-chave: Kriging. Modelo substituto. Maquina elétrica girante. Vibracao em duas
vezes a frequéncia da rede. Transmissibilidade de vibracao.






ABSTRACT

One of the main concerns in the design of a rotating electric machine (REM) is the
vibration associated to twice the line frequency. When a REM is operating, that vibration
from stator is transmitted to the frame and to the bearings. If the vibration values are
above the requested, the REM is immediately turned off. Aiming to reduce this kind of
vibration, manufacturers design mechanical components to be installed in the interface
between the stator and the frame. These components aims to meet vibration limits
defined by international standards like IEC 60034 and NEMA MG 1, as well as market
requests. Experimental procedures to reduce the vibration levels during the design phase
are costly and require a large amount of time. Thus, numerical simulation and optimization
procedures are used to avoid such inconveniences and to reduce the overall cost during
the design phase. Nonetheless, the optimization requires a large amount of simulations
which can also be very costly. This work aims to define a new mechanical component to
attenuate the transmissibility of vibration between the stator and the frame in large REMs,
by changing the natural frequency of the system and/or reducing vibration amplitude in
that region. The design involves a parametric optimization and the use of surrogate models
based on Kriging theory to decrease the overall computational time. Surrogate models
give agility to engineering and optimization process, decreasing the number of evaluations
of numerical simulations with high computational cost. For the mechanism design, an
optimization problem is defined and through surrogate models the objective functions
and constraints are approximated. The objective function is used to adjust the natural
frequency of system to a given value, while the constraints are bearings vibration velocity,
the stator deflection and the mechanical stress caused by the rotating pressure wave from
the stator. The PSO (Particle Swarm Optimization) method with constraints handling is
used to solve the optimization problem. A comparison between the vibration levels of the
original and the optimized component is performed to show the efficacy of the solution. As
a result, the proposed mechanism proved to be efficient, decreasing the natural frequency
of the system and meeting the contraints. The metodology of optimization with surrogate
models presented proved to be accurate and agile, assisting in decision making during
components design.

Key-words: Kriging. Surrogate model. Rotating electric machine. Twice line frequency
vibration. Transmissibility of vibration.
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1 INTRODUCAO

Equipamentos e dispositivos de alta eficiéncia sao cada vez mais demandados pela
industria em geral. Para os fabricantes de méquinas elétricas girantes (MEGSs) essas
solicitagoes se traduzem em alto rendimento energético, baixo nivel de ruido e de vibracao.
O alto rendimento energético é requisitado para atingir um maior retorno financeiro com
menos perdas. Um baixo nivel de ruido esta relacionado ao conforto das pessoas que
trabalham préximo ao equipamento, enquanto a redugao dos niveis de vibragao garante
uma vida util maior ao equipamento, evitando um comportamento danoso a MEG. Para
atender aos requisitos associados a vibragao, os projetos de MEGs devem seguir normas
internacionais regulamentadoras tais como IEC-60034 (IEC, 2003), NEMA MG-1 (NEMA,
2016) e API-541 (API, 2014).

A vibracao pode ser prejudicial tanto para a MEG quanto para os equipamentos a
qual ela é aplicada. Dessa forma, frequéncias naturais préximas a fontes excitadoras devem
ser evitadas com o intuito de reduzir a velocidade de vibragao em seus componentes. O
conhecimento da sensibilidade dos parametros modais e seus comportamentos em uma
MEG é de suma importancia para obter valores de vibracao estipulados por norma.

A geometria e funcionamento complexos de uma MEG limitam o nimero de
ferramentas para determinar seu comportamento modal caracteristico. No entanto, a
utilizagao de software CAE (Computer Aided Engineering) permite a realizacao de andlise
modal com elevada precisao, podendo antever situagoes criticas ainda durante a fase
da concepc¢ao do produto. Portanto, a fase de projeto desse tipo de equipamento tem
importante papel no ciclo de vida do produto, utilizando ferramentas para garantir o
atendimento dos requisitos de normas internacionais e do mercado.

1.1 MOTIVACAO

E possivel encontrar diversas MEGs no cotidiano, nas mais variadas aplicacoes,
acionando uma mdaquina de cortar grama ou um compressor de geladeira. Também
podemos enfatizar os motores de inducao de uso industrial que acionam esteiras, extrusoras,
ventiladores, etc. A energia gerada para residéncias através de hidro geradores, diesel
geradores ou turbo geradores sdo exemplos de MEGs de grande porte. Bem como motores
de inducado de média tensdo que acionam compressores reciprocos nas refinarias, moinhos
de bolas em mineradoras e bombas para transposi¢ao de dgua.

Toda esta demanda faz a industria desse tipo de maquinas ser muito competitiva,
buscando uma melhor performance nas caracteristicas eletromagnéticas, térmicas e meca-
nicas, existindo alternativas tecnolégicas para melhorar o desempenho de cada uma dessas
caracteristicas em uma MEG. Seja desenvolvendo um material novo para a construcao
dos principais componentes ou criando novas tecnologias de isoladores para reduzir a
vibracao. Devido ao aumento de competitividade, os préprios fabricantes definem critérios
de performance mais restritos do que o estabelecido por normas internacionais. Um desses
critérios ¢ a vibracao, onde se visa a reducao de sua transmissibilidade, objetivando uma
vida 1til maior ao equipamento. Consequentemente, enfatiza-se a importancia de minimizar
as falhas ou paradas de producgao por vibragao danosa a uma MEG, como por exemplo a
vibragao no estator excitada em duas vezes a frequéncia da rede. Este tipo de vibragao é
originada no entreferro, passando pelo estator, indo para a carcaga e chegando aos mancais
onde é realizada a medicao. Dessa forma, destaca-se a inovagao nos mecanismos na interface
entre o estator e carcaca, os quais visam a reducao da transmissibilidade de vibragao. Para
o desenvolvimento desses mecanismos é imprescindivel a obtenc¢ao do conhecimento dos
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parametros modais de uma MEG a fim de evitar frequéncias naturais que coincidam com
excitagoes inerentes ao funcionamento. Também devido a dinamica agil do mercado sao
necessarias metodologias de desenvolvimento de componentes que permitam o langamento
do produto ou componentes de forma robusta, eficaz e rapida, proporcionando projetos de
MEGs que atendam aos requisitos solicitados, com performance otimizada e vantajoso
custo-beneficio.

1.2 OBJETIVOS

Diante da importancia das MEGs para a industria mundial e aos requisitos de
vibragao solicitados, esse trabalho tem como objetivo desenvolver um mecanismo para a
reducao da transmissibilidade de vibracao entre o estator e a carcaga. Onde a principal
funcao do mecanismo a ser projetado é reduzir o nivel de velocidade de vibracao excitado
em duas vezes a frequéncia de rede.

No desenvolvimento do mecanismo proposto é utilizado software comercial CAD
(Computer Aided Design) para prototipagem virtual 3D, software CAE para andlise em FEM
(Finite Element Method), software de linguagem de programacao para o desenvolvimento
de modelos substitutos e de algoritmos para otimizag¢ao da geometria do mecanismo.
Portanto, o objetivo principal do presente trabalho é:

» Estudar a utilizacdo de modelos substitutos para otimizacao paramétrica e aplica-los
no desenvolvimento de um mecanismo para a reducao da transmissibilidade de
vibracao entre o estator e a carcaca de uma MEG.

Também pode-se elencar como objetivos secundarios os seguintes pontos:

» Proposta de uma metodologia de projeto de componentes utilizando modelos substi-
tutos;

« Validar a solugao 6tima através de uma simulacao computacional de alto custo.

1.3 SEQUENCIA DO TRABALHO

No capitulo inicial dessa dissertagao apresenta uma introducao geral sobre os
possiveis desafios tecnologicos em uma MEG, principalmente relacionado a sua vibracao.
Também contém uma descricao dos objetivos deste trabalho, bem como a motivagao que
originou este estudo.

O Cap. 2 descreve a construcao de uma MEG, relacionando seus principais compo-
nentes. Vibracao em MEGs é estudada de forma mais aprofundada, enfatizando a vibragao
em duas vezes a frequéncia da rede. Além disso, descreve os limites de vibragao contidos
nas normas internacionais reguladoras para a construcao de MEGs.

O terceiro capitulo descreve um problema de otimizacao e sua respectiva solugao.
Destacando técnicas de otimizacdo populacionais como Algoritmos Genéticos (GA) e
Otimizacao por Enxames de Particulas (PSO). Também é explanado quais consideragoes
sao feitas para restricdes nos tipos de técnicas apresentadas.

O quarto capitulo traz uma visao global sobre incertezas, introduzindo a teoria de
probabilidade a ser utilizada posteriormente. Neste capitulo sao apresentadas as medidas
estatisticas, uma analise de variavel aleatéria univariada e multivariada e o conceito de
verossimilhanca.
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O Cap. 5 apresenta o processo estocastico juntamente com o processo Gaussiano
e sua relagdo com medidas estatisticas. Conceitos importantes como a definicao de um
preditor utilizando a média condicional é demonstrada para a aplicagao em modelos
substitutos.

O Cap. 6 mostra a forma como modelos substitutos sao construidos através da
técnica de Kriging, estes modelos serao utilizados diretamente na otimizagdo da geometria
do mecanismo proposto. Neste capitulo sao apresentadas formas de amostragem inicial,
focando em hipercubo latino e sua forma otimizada. Também funcgoes de aquisicao para
pontos de suportes sao descritas e discutidas.

O sétimo capitulo descreve os materiais e os métodos a serem utilizados para atingir
os objetivos. Os métodos sao aplicados em um problema de teste conhecido na literatura,
utilizando a teoria e técnicas apresentadas anteriormente. Neste capitulo é apresentado
a metodologia para criar problemas de otimizacao com restrigoes através de modelos
substitutos.

O Cap. 8 apresenta o problema de construir um mecanismo entre o estator e a
carcaga para reducao da transmissibilidade de vibragdo em uma MEG. Sao demonstradas
medic¢oes de vibragao entre estator e carcaga, apresentando os conceitos de interface atual
e o respectivo modelo numérico de uma MEG. Por fim apresenta a forma do mecanismo
proposto a ser implementado e o problema de otimizacao através de modelos substitutos.

O nono capitulo traz os resultados da aplicacao da metodologia do Cap. 7 para o
mecanismo proposto descrito no Cap. 8, avaliando seu impacto em uma MEG. Trazendo
uma analise das fun¢des do problema de otimizacao por modelos substitutos e dos fenémenos
fisicos decorrentes de sua implementacao.

A conclusao do trabalho se encontra no décimo capitulo, além de sugestoes para
trabalhos futuros. Posteriormente as referéncias bibliograficas utilizadas no trabalho sao
apresentadas. Por fim, os apéndices com derivagoes do equacionamento pertinente ao
trabalho sdo descritos, bem como o detalhamento de resultados de materiais e métodos.






23

2 MAQUINA ELETRICA GIRANTE (MEG)

Segundo Chapman (2005), uma méquina elétrica girante (MEG) é um transdutor
eletro-mecanico capaz de converter energia elétrica em energia mecanica ou energia
mecanica em energia elétrica. Essa conversao ocorre por meio do fenémeno conhecido
como magnetistmo, sendo realizada através da acao de um campo magnético girante.
Ainda, de acordo com Fitzgerald, Kingsley e Umans (2003), MEGs estao na categoria
de equipamentos de conversao de energia continua, nos quais se enquadram motores e
geradores. Quando o equipamento converte energia elétrica em energia mecanica o mesmo é
conhecido como motor, ja dispositivos que convertem energia mecanica em energia elétrica
sao conhecidos como geradores.

As MEGs podem ser divididas em duas classes: maquinas assincronas e maquinas
sincronas. Maquinas assincronas sao motores e geradores das quais a corrente de campo é
fornecida por meio de indugao magnética gerada a partir dos enrolamentos do estator,
conforme mostrado na Fig 1. De acordo com Krause et al. (2013), é o tipo de MEG mais
utilizada para converter energia elétrica em mecanica, atuando bombas, moinhos e varios
outros dispositivos. J& maquinas sincronas sao motores e geradores que tem sua corrente
do campo magnético fornecida para o rotor por uma fonte externa independente e de
corrente continua, de acordo com a Fig 2. No caso de geradores sincronos, junto a fonte
externa de energia estd o AVR (Automatic Voltage Regulator), que é um sistema eletrénico
responsavel pela compensacao da tensao elétrica de saida da MEG em relacao ao sistema
elétrico. Segundo Krause et al. (2013), praticamente toda a energia elétrica é advinda de
MEGs sincronas, atuadas por turbinas hidraulicas ou a vapor e motores de combustao
interna.

Figura 1 — Circuito esqueméatico de uma méaquina assincrona.
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Figura 2 — Circuito esquematico de uma maquina sincrona.
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2.1 CONSTRUCAO DE UMA MEG

De acordo com Wappler (2014), os componentes de uma MEG podem ser divididos
em dois tipos: rotativos (girantes) e estaciondrios, possibilitando a melhor identificacao
de suas caracteristicas funcionais e estruturais. A Fig. 3 mostra a vista em corte de uma
MEG com seus principais componentes.

O principal componente rotativo é o rotor, apresentando movimento relativo de
rotagdo em relagao a um observador fixo. Nele esta o pacote de chapas com forma cilindrica
e ranhuras no didmetro externo para alocar bobinas de cobre. Segundo Pyrhonen, Jokinen
e Hrabovcova (2013), as bobinas do rotor sdo responsaveis pela interagao entre os campos
magnéticos e o fluxo de corrente com as bobinas do estator (componente estacionario). A
forma construtiva do rotor, sua corrente e tensao elétrica de alimentacao definem o modo
de operagao (motor ou gerador) e a classe da MEG.

Outro componente rotativo importante é o eixo. Nele é fixado o pacote de chapas
do rotor e onde ¢é acoplado, através da ponta de eixo, o equipamento a ser acionado, no
caso de motores ou o equipamento acionante em caso de geradores. No eixo também ¢é
fixado o ventilador do circuito interno de ventilagao, responsavel por realizar a circulacao
do ar interno da maquina e consequentemente realizar a troca térmica com um trocador
de calor.

Os componentes estacionarios sao aqueles que nao apresentam movimento relativo
a um observador fixo. Entre eles, pode-se destacar o pacote de chapas do estator, com
forma cilindrica, o qual dispde de ranhuras no seu didmetro interno conforme apresentado
na Fig. 4. Nas ranhuras sao alocadas bobinas de cobre, as quais interagem magneticamente
com as bobinas do rotor para o funcionamento de uma MEG. A carcaga é o principal
componente estrutural em uma MEG, dando rigidez ao estator. Nela estao fixadas as
tampas e 0os mancais e sua construcao pode ser vertical ou horizontal. Outra funcao da
carcaga ¢ a fixagdo da MEG na base de apoio.

Outros componentes estacionarios sao as tampas e os mancais: a primeira faz o fechamento
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Figura 3 — Vista em corte de uma MEG sincrona indicando seus componentes.
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da carcaga e a vedacao, enquanto o segundo tem como fungdo apoiar o rotor (componente
rotativo) e onde é realizada a medigao de vibragdo em uma MEG. Os mancais tem sua
posicao definida em lado acionado (LA), onde esta a ponta de eixo, e lado nao acionado
(LNA), sendo o lado oposto ao acionado.

As MEGs geram aquecimento devido suas perdas de origem mecénica (atrito com
o ar através da ventilagao, calor dos mancais...) e de origem eletromagnética (no ferro,
Joule, efeito pelicular...). Em muitas MEGs essa caracteristica ndo permite a realizagao
da transferéncia de calor somente por convecgdo natural sem danificd-la. Para realizar a
transferéncia de calor para outro meio, um trocador de calor é acoplado a carcaga. Os
mais comuns sao trocadores de calor do tipo ar-agua, ar-ar e Ho-dgua.

A regiao de interface entre o principal componente rotativo, o rotor, e o principal
componente estaciondrio, o estator, é conhecida como entreferro. E onde ocorrem as
interagoes magnéticas entre esses componentes e como é constituido pelo ar representa uma
parte ndo magnética do circuito eletromagnético. Isso torna o entreferro uma caracteristica
construtiva indesejada ja que aumenta a resisténcia ao campo magnético, devido a baixa
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Figura 4 — Pacote de chapas do estator com bobinas de cobre inseridas nas ranhuras

Fonte: Autor.

permeabilidade magnética do ar. Mas do ponto de vista mecanico é necessario, ja que separa
a parte girante da parte estatica evitando o contato mecénico entre ambos. Portanto, seu
correto dimensionamento é importante, pois tem interferéncia na magnetizacao requerida,
podendo gerar perdas de origem magnética. Ainda, deve ter um comprimento radial que
nao permita interferéncia mecanica entre estator e rotor devido a deflexao radial do eixo,
conforme Fig. 5.

2.2 FONTES DE VIBRACAO EM MEGs

Em geral, vibracoes severas induzem falhas, desgaste e fadiga aos componentes
de méquinas. Esse comportamento nao é diferente em MEGs, onde a vibragao pode ser
oriunda de diversas fontes. Ter conhecimento da origem da vibracao facilita o diagnéstico
de falha, quando agoes corretivas para a reducao dos niveis de vibragao sao tomadas.
Para melhor identificacdo de sua origem, deve-se analisar o espectro de vibracao, que
contém caracteristicas intrinsecas ao problema a ser diagnosticado, sendo que cada fonte de
vibragao possui um espectro caracteristico. Finley, Hodowanec e Holter (1999) classificam
duas fontes de vibragdo que podem ocorrer em uma MEG: as de origem mecanica e as
de origem eletromagnética. Finley, Hodowanec e Holter (1999), Taylor (2005), Baccarini
(2005) e Costello (1990) explanam a ocorréncia dessas fontes de vibragao.

Uma dessas fontes é a vibracao em duas vezes a frequéncia da rede, a qual possui
origem eletromagnética, estando relacionada ao fluxo magnético fundamental na regiao do
entreferro. O fluxo magnético fundamental é proveniente da onda de indugao magnética
fundamental, a qual possui a frequéncia da rede elétrica como referéncia. Por sua vez,
esse fluxo magnético induz uma onda girante de pressao, que varia com o quadrado da
inducao do campo magnético, a qual tem sua frequéncia caracteristica em duas vezes
a frequéncia da rede, gerando deformagoes dindmicas no estator. A forma espacial e a
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Figura 5 — A distancia entre o didmetro externo do rotor e o didmetro interno do estator é
conhecido como entreferro.
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distribuicao desta pressao magnética ao longo do perimetro do entreferro depende do
numero de polos da MEG, mas esse fendmeno ocorre independente de sua polaridade.
Sabe-se que para motores de 2 polos a vibracdo em duas vezes a frequéncia da rede é
mais severa, diminuindo a medida que se aumenta o nimero de polos. Finley, Hodowanec
e Holter (1999) apresentam um comparativo para maquinas de 1000 [HP], de 2 e de
4 polos, onde o primeiro tipo apresentou uma velocidade de vibracao de quatro a seis
vezes maior do que o segundo. Finley, Hodowanec e Holter (1999) também afirmam que
este tipo de vibracao é extremamente sensivel a rigidez da carcaca e da base onde esta
instalado o motor, tal como a planicidade dos pés da carcaca, uniformidade do entreferro e
excentricidade do rotor.

A frequéncia angular do campo magnético f. é definida por Chapman (2005) como

fo= 2 1)

pm )
onde f, em [rad/s| é a frequéncia angular de alimentagdao da rede elétrica e p,, é o niimero
de polos da maquina. Dessa maneira, para uma MEG de 2 polos, a frequéncia angular do
campo magnético fundamental é a mesma da rede elétrica de alimentacao, enquanto para
uma maquina de 4 polos a frequéncia do campo magnético é metade da frequéncia da rede
elétrica de alimentagao. Considerando um entreferro com geometria uniforme, Nau (2007)
representa a indu¢do magnética b(v,t) na forma

b(v, ) = Beos(pw — fit = 6), 2)
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onde # em [T] é a amplitude da indugdo do campo magnético, p, é o nimero de pares
de polos da MEG, v em [rad] é a posi¢ao espacial angular que varia de 0 a 27, t em [s] é
o tempo e ¢ em [rad] é o angulo de fase da harmonica. Sendo assim, a partir do tensor
de Maxwell pode-se descrever a pressao radial o, em [Pa] gerada pela indugao do campo
magnético girante que atua sobre o estator como (VALAVI; NYSVEEN; NILSSEN, 2012)

1

(B 00) 3)

or(v,t) =
onde py em [H/m] é a permeabilidade magnética do ar, b, e b; sdo as componentes radial
e tangencial, respectivamente de b(v,t), também conhecidas como ondas de indugdes
magnéticas radiais e tangenciais, conforme Fig. 6. A pressao magnética radial, origindria
de b,, é responsavel por atuar ortogonalmente ao eixo axissimétrico da MEG, causando
deformagao no estator e consequentemente vibracoes indesejadas.

Figura 6 — Pressao magnética radial agindo sobre o dente do estator.
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Tampion (1990) apresenta um modelo minimo das componentes da indu¢ao magné-
tica agindo no entreferro, com permeabilidade magnética infinta no rotor e no estator. Este
modelo enfatiza a predominéncia das ondas de indug¢ao magnética radiais em relacao as
tangenciais na pressao magnética radial. Sutthiphornsombat (2010) afirma que na fronteira
do entreferro com o estator as ondas de indugao tangenciais sao quase nulas devido a alta
permeabilidade magnética da chapa do estator. Valavi, Nysveen e Nilssen (2012) mostram
a influéncia da inducao magnética tangencial na pressao magnética radial resultante em
um gerador sincrono. Também discutem o aumento da pressao magnética radial com o
aumento da corrente elétrica e afirmam que nao hé alteragdo na ordem da magnitude de
o, mesmo desconsiderando a onda de inducao tangencial b;. Admitindo somente as ondas
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de indugao radial atuando na regiao do entreferro, a Eq. (3) pode ser reescrita como

1

b2, 4
2,&0 T ( )

o (v, t) =
Substituindo a Eq. (2) na Eq. (4) e utilizando a relagiao trigonométrica cos(a)? =
5 [1 4 cos(2a)], a pressdo magnética radial no entreferro é expressa por

2
or(v,t) = 5—[1 + cos(2p,v — 2f,t — 2¢)]. (5)
4po

A Eq. (5) mostra que a onda de pressao magnética radial ocorre com frequéncia de
duas vezes a frequéncia da rede elétrica de alimentacao. Este fendomeno é decorrente da
parcela 2f,, enquanto o produto 2p,v representa a distribui¢ao desta pressao magnética no
entreferro, demonstrando assim o modo de vibrar do estator e sua respectiva deformacgao
mecanica.

Figura 7 — Comportamento da pressao magnética e do campo magnético em fun¢ao do
angulo v.
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Fonte: Autor.

A Fig. 7 apresenta a variacao da pressao magnética e do campo magnético para
v € [0,27]. Onde é possivel visualizar a pressdo magnética variando com o dobro da
frequéncia do campo magnético, denotada pela parcela 2f, da Eq. (5). A Fig. 8 mostra a
onda de pressdao magnética agindo no estator em dire¢ao ao rotor, representando o modo
de vibrar do estator para p, = 1, ou seja, em uma MEG de 2 polos. Pode-se avaliar o
comportamento eliptico da pressao magnética conforme descrito na Eq. (5). Para efeito
comparativo também é apresentado a forma da onda de pressao magnética para uma MEG
de 4 polos (p, = 4).

2.3 NORMAS PARA LIMITES DE VIBRACAO EM MEG

Existem normas internacionais que limitam os niveis de vibragao nos componentes
das MEGs. Elas tem como objetivo evitar que projetos atinjam niveis de vibragao elevados
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Figura 8 — Gréficos representando o modo de vibrar do estator em um determinado
instante de tempo ¢, para uma MEG de 2 polos (a) e de 4 polos (b).
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a ponto de prejudicar seu funcionamento. As normas mais conhecidas e solicitadas nesse
caso sao a IEC-60034 (IEC, 2003), a NEMA MG-1 (NEMA, 2016) e a API-541 (API,
2014).

A norma IEC (2003) cita trés pardmetros para medicao de vibragao: deslocamento,
velocidade e aceleracao. Esses parametros sao medidos nos mancais, ou préximo deles,
através de transdutores de vibracao. Na pratica, o parametro mais usual é a velocidade de
vibragao, devendo ser realizada a medicao em banda larga sobre um espectro de frequéncia
que varia de 10 Hz a 1000 Hz e valores em r.m.s (root mean square). Essa norma também
determina que motores assincronos, principalmente de 2 polos, podem registrar oscilagao de
vibragao com uma frequéncia de duas vezes a frequéncia de rede. Nesses casos a severidade
de vibragao vy.ms em mm/s deve ser calculada com a relac¢ao

2 9

onde Vymae ¢ 0 maximo valor eficaz (ou r.m.s) do pardmetro medido de vibragdo em um
ciclo completo, enquanto vy, ¢ o minimo valor eficaz (ou r.m.s.) do pardmetro medido
de vibragao em um ciclo completo. Por se caracterizar somente como uma montagem
rigida devido ao porte de MEGs de média e alta tensao, a vibra¢ao nos pés da carcaga nao
pode exceder 25% da velocidade maxima medida nos mancais. Este valor é valido para
a vibracao na frequéncia de rotagao da méaquina e vibragao em duas vezes a frequéncia
da rede de alimentagao. Por fim, os limites da severidade de vibragdo nos mancais sao
determinados pela norma de acordo com altura do eixo em mm, grau de vibracao e tipo de
montagem. De acordo com a Tab. 1, o valor de velocidade de vibragao usual para MEGs
de média e alta tensdo é de 2,3 mm/s, quando nao ha exigéncia especial de vibragao.

2 2
U —|— U .
vmax vmtm
Vyrms = \/ —_— (6)
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Tabela 1 — Limite de vibragao da norma IEC 60034-14 para H;gc > 280, onde Hipc é a
dimensao de altura de centro conforme (IEC, 2003).

Grau |Tamanho da carcaca Hipo>280
de Desloc. | Veloc.| Acel.
. < Montagem 9
vibracao um |mm/s\mm/s
A Suspensao livre 45 2,8 4.4
Montagem rigida 37 2,3 3,6
B Suspensao livre 29 1,8 2,8

Montagem Rigida 24 1,5 2,4

Tabela 2 — Limite de vibracao da norma NEMA MG-1 para Hygaa > 440, onde Hygara
¢ a dimensao de altura de centro conforme (NEMA, 2016).

Grau Carcaga Hygua > 440

de Montagem Desloc. Veloc. Acel.
vibracao mils pk-pk|in/s pk-pk|g pk-pk

A Resiliente 2,4 0,15 0,61

Rigida 1,9 0,12 0,49

Resiliente 1,6 0,10 0,41

B , .. |2,4,6 polos 1,6 0,10 0,41

Rigida =g los | 1.3 0,08 | 0,33

Adicionalmente, a (IEC, 2003) traz um tépico sobre a velocidade de vibragao em
duas vezes frequéncia da rede para maquinas assincronas. Para MEGs com altura de eixo
H > 280mm e Grau de Vibracao A o valor de 2,3 mm/s é aumentado para 2,8 mm/s, ja
que ha predominancia na vibracao da componente em duas vezes a frequéncia da rede.

A norma NEMA (2016) também considera os mesmos trés pardmetros de medicao
que a (IEC, 2003), porém as unidades de medidas estao no sistema imperial e as medigoes
deve ser realizadas em pico-pico. Assim como na IEC (2003), a NEMA (2016) trata como
dois tipos de montagens para medigao da vibragao: resiliente (suspensao livre) e rigida.
A Tab. 2 apresenta os limites de vibracao, para dados nao filtrados, para cada tipo de
montagem e grau de vibracao.

Essa norma também possui um topico especifico referente a vibracao em duas vezes
a frequéncia da rede para motores assincronos com dois polos, onde ha dois critérios para
validacao:

e O valor de vibracao filtrada em duas vezes a frequéncia da rede nao deve exceder
90% do valor da Tab. 2;

« Caso seja excedido, deve-se calcular a velocidade de vibracao conforme a Eq. (6),
nao devendo ultrapassar 80% do valor da Tab. 2.

A norma API (2014) ¢é aplicada para MEGs designadas para o segmento de éleo
e gas, e trata vibragao de forma mais direta que as outras duas normas ja citadas. A
APT (2014) estabelece que valores de velocidade de vibrac¢ao nao filtrados totais ou em
determinada frequéncia nao devem exceder

2, 5Nm>

1,8 ;
max(, mm/s; 1000

(7)
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onde N, em [rpm] representa a maxima rotagao de operacao e 1,8 [mm/s] é medido em
zero-pico (valor absoluto).

Para efeito da fixagdo na base, a API (2014) considera somente base rigida e para
motores assincronos dois polos a medi¢ao deve ocorrer apés a estabilizacao da temperatura
do mancal. Posteriormente a essa estabiliza¢ao, a medi¢cao da vibragao filtrada e da nao
filtrada devem ser realizadas durante 15 minutos.
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3 OTIMIZACAO

Otimizacgao consiste na busca por solugoes que levem a valores extremos de uma
dada fungao objetivo sujeita a restrigoes (ARORA, 2004). Sistemas a serem otimizados
estao relacionados a biologia, geofisica, economia e engenharias. Um problema de otimizagao
pode ser descrito na forma

uin, /(%)

h( ):O cey gy

9i(x) <0 j=1,..n

xigx <z, (8)

onde x é o vetor de varidveis de projeto, sendo a solu¢ao étima denotada por x*, f(x) é a
funcdo objetivo a qual queremos minimizar (ou maximizar como — f(x)), h;(x) e g;(x) sao
fungoes de restricao contidas no dominio de solucoes S. As restrigoes podem ser definidas
como:

o Restrigao lateral (Boz-constraint): zt < z; < z¥, onde x' e x* sdo vetores com limites
inferiores e superiores respectivamente;

 Restrigdo de igualdade: h;(x) = 0 sendo i = 1, ..., ny;
+ Restricao de desigualdade: g;(x) < 0 sendo j =1, ...,n,.

Quando o problema de otimizacao esta relacionado ao cdlculo de um estrutura, o
mesmo ¢ conhecido como otimizacao estrutural. Podemos classificar otimizacao estrutural
em:

« Otimizacao paramétrica: o vetor das varidveis de projeto x esta relacionado a
alteragoes de parametros para alcancar a performance 6tima de um projeto ja
definido;

o Otimizacao de forma: o vetor x define alteracdo nos contornos externos e internos de
uma da estrutura inicial;

» Otimizacgao topoldgica: x descreve a distribuicao de um ou mais materiais em um
dominio de projeto pré-definido.

Karush (1939) demonstra as condigoes necessarias para que um X seja o 6timo de um
problema de otimizacao como da Eq. (8). Posteriormente, Kuhn e Tucker (1951) apresentam
de forma mais ampla o que sao conhecidas como as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker ou
KKT.

As restrides de desigualdade tornam-se restri¢coes de igualdade quando é adicionado
uma variavel de folga ¥;, ou slack variable em inglés, a g;(x). Portanto, restri¢coes do tipo
gj(x) podem ser descritas como restri¢oes de igualdade na forma

9;(x) + 95 =0, (9)
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sendo a variavel de folga sempre positiva ou nula. Quando ¥, é nula a restricao é ativa, ou
seja x estd sob a fronteira entre a regiao viavel e inviavel. Por outro lado, quando ¢ > 0 a
restrigdo € inativa, estando na regiao viavel. Também pode-se definir a funcao Lagrangiana
como

g

L(x,7, B, 9) +Z% x) Y Bi(g;(x) +97), (10)

j=1

onde 7, e Bj sao multiplicadores de Kuhn-Tucker.
Assim, as condigoes necessarias de KKT sao

OL . af(X) . a ag]
ox  Ox * Z 8x ZB

=1

oL

% = h;(x) =0, (12)
oL

g ¥ =0 13
55 = U0+ (13)
oL _

% = 25]'19]' =0, (14)
93>0V 4, (15)
(§]

B, >0V j. (16)

Entretanto, as derivadas da Eq. (10) nao sao possiveis de serem calculadas quando
as fungoes da Eq. (8) s@o desconhecidas. Além disso, as funges de problemas de engenharia
podem ser nao-convexas, ou seja, contendo de mais de um minimo. Assim, justifica-se
a utilizacao de técnicas de otimizacao que nao tendem a ficarem presas em um minimo
local e nao utilizem derivadas para encontrar x*. Um exemplo sao técnicas de otimizacao
populacionais, onde uma cole¢do de vetores de variaveis de projeto é alocada no dominio S.
Diferentemente do que pode ocorrer com técnicas por gradientes, a populacao de individuos
espalhados pelo dominio tem a menor tendéncia de ficar presa a um minimo local. Portanto,
este tipo de técnica apresenta vantagens quando utilizado para buscar o 6timo global
de uma funcao nao-convexa por exemplo. As técnicas de otimizagao populacionais sao
estocdsticas, em sua esséncia, e baseados em fendomenos naturais como biologia evolutiva
no caso dos algoritmos genéticos ou em enxame de particulas como o PSO.
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3.1 ALGORITMO GENETICO - GENETIC ALGORITHM (GA)

Algoritmo genético (GA) foi desenvolvido por Holland (1975) e é uma técnica de
otimizacao populacional baseado na biologia evolutiva, sendo como destaque a selecao
natural. Para representar cada individuo da populagao o meio mais comum é por um
cromossomo contendo uma string binaria de tamanho d com valores bindrios conforme
mostrado na Fig. 9. Para atingir o 6timo, o GA executa etapas, as quais sao: inicializagao,
selecao, crossover, mutacao e geragao de uma nova populacao.

A inicializagao estd relacionada a criacao da populacao de forma aleatoria, onde cada
cromossomo de cada individuo tem sua string preenchida com valores binarios aleatorios.
Nesta etapa deve-se cuidar para que os individuos criados aleatoriamente nao ultrapassem
os limites do dominio .S. A escolha do tamanho da populagao é importante, pois em excesso
pode gerar alto custo computacional nas etapas seguintes e a falta de individuos pode
ocasionar pouca exploracao.

A segunda etapa é a selecao, apos a avaliacdo da funcao objetivo dos individuos
criados aleatoriamente os mais aptos devem ser selecionados para criar a futura geracao
(préxima iteracao do algoritmo). A sele¢ao deve ocorrer com o objetivo de evitar individuos
que possuem valores de fungao objetivo similares, buscando uma heterogeneidade e nao
criando geragoes as quais fiquem presas a um tnico valor 6timo, que pode ser local. Existem
algumas métricas estatisticas para a sele¢ao de individuos, Arora (2004) apresenta valores
proporcionais a avaliagdo de funcao objetivo de cada individuo, fazendo uma analogia ao
girar uma roleta. Pode-se realizar a selecao através de truncamento, onde é selecionado as
melhores avaliagoes da func¢ao objetivo (da menor para o maior em caso de minimiza¢ao)
ou por meio de torneio, onde os cromossomos mais aptos sao selecionados de maneira
aleatoria.

Apos a selecao dos individuos mais aptos deve-se realizar o crossover para a geracao
da nova populacdo. Esta etapa combina os cromossomos dos individuos previamente
selecionados podendo ocorrer de diversas formas. Rao (2010) apresenta a mais simples, a
qual em um tnico ponto escolhido aleatoriamente separa a string do novo individuo em
duas porgoes, a primeira é preenchida com informacoes do cromossomo do selecionado "A"
e a segunda porc¢ao do selecionado "B". Existe o crossover que utiliza dois pontos, o qual
a string do novo individuo é dividida por dois pontos, tornando-se trés porc¢oes, sendo
essas preenchidas com informacoes do individuo "A" e "B". Por fim, o crossover uniforme
proporciona para cada informacao dos individuos "A" e "B" 50% de compor o cromossomo
do novo individuo, a Fig. 10 apresenta cada uma das maneiras de realizar o crossover.

A mutagao é a préxima etapa apds o crossover, ela é destinada para uma melhor
exploracao do dominio, ja que a etapa anterior pode nao atingir este o objetivo. De maneira
aleatéria, os novos individuos gerados pelo crossover podem ter partes de suas strings
mutadas a fim de deixar o individuo mais apto a fungdo objetivo. A taxa de mutagao é um
fator importante, podendo levar a um minimo local caso seja muito pequena bem como
reduzir a convergéncia caso haja uma taxa de mutacao muito elevada, a Fig. 11 mostra
esquematicamente a mutagao da string de um individuo.

Figura 9 — Exemplo de string com valores binarios.
7111101111711 110101 110171010101 101011000 1

Fonte: Autor.
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Figura 10 — Exemplo de crossover de um ponto (a), crossover de dois pontos (b) e
crossover uniforme (c).

/0 1 T e A A I O IO OO
Bi00OO0OD0O0000D00D0000000000000000000000000000 0} (a)
111111111111 1111111111111000000000000 0]

Panto de crossover

1 T A O O O B
B?OUOGOGODOOGOGODOOUOUODODOUOO{JOGOGUOUDGOE(b)
(1711111111000000000000000001 1T 1171111111711}

Ponto 1 de crossover Ponto 2 de crossover

1 T T e e A O A A O O O O
BEOOOGODODDD{}ODO{}ODOODOUODODODUODO{}ODUDDOE(C)
(1710101110001 100001000101011 1010111007111

Fonte: Autor.

Por fim é realizado a avaliacao da funcao objetivo com os novos individuos, tendo
o intuito de conhecer a melhora em relagao a populacao anterior. A concepc¢ao da nova
populagao pode ser realizada através dos novos individuos criados pelas etapas citadas,
adicionando os melhores da populacao anterior, este processo é conhecido como elitismo.
Com a iteracao destas etapas pode-se finalizar o algoritmo impondo alguma tolerancia
para a avaliacdo da funcao objetivo. A Fig. 12 mostra o fluxograma de um algoritmo
genético apresentando cada etapa mencionada anteriormente.

Figura 11 — Exemplo de antes e apds a etapa de mutagao.

Antes da mutagdo
0 T s s s O O O O I IR R O
Depois da mutagdo

T T O O A O O R AR

T f

Fonte: Autor.
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Figura 12 — Fluxograma do algoritmo genético (GA).

Y

Inicia populagdo Crossover

' '

Avalia fungéo objetivo
com os individuos

' Atende critério dé
parada?

Mutacdo

Y

Avalia fungéo objetivo
com os individuos

'

Elitismo

Fim

Fonte: Autor.

3.2 OTIMIZACAO POR ENXAME DE PARTICULAS - PARTICLE SWARM OPTI-
MIZATION (PSO)

A otimizagao por enxame de particulas (PSO), desenvolvido por Eberhart e Kennedy
(1995), utiliza da fisica do momento linear para encontrar o 6timo global de um problema de
otimizagao. Cada individuo da sua populagao, chamados de particulas, sdo independentes
e possuem controle de sua velocidade e posicao atualizadas e sempre carregam sua melhor
solucao encontrada individualmente. A melhor solu¢ao encontrada entre todas as particulas
¢ compartilhada para toda sua populagao a cada iteragao do algoritmo. Portanto, as
particulas sao aceleradas em dire¢cao a melhor solugao 6tima encontrada até o momento
entre toda a populacao. Esta técnica evidencia a relagao do comportamento social de um
enxame, onde utiliza-se o melhor caminho encontrado até o momento para definir o 6timo
global. A atualizacao de velocidade e posicao de cada particula realizada pelo algoritmo
PSO é representada por

Xjr1 = X5 TV
Vit = wv; + ar (X — X;) + cora(X — X;), (17)
onde X;;1 e V41 sao, respectivamente, a posicao e a velocidade da particula na iteracao

J + 1. c; representa a taxa de aprendizagem individual de cada particula e ¢y a taxa de
aprendizagem social. De acordo com Wappler (2014), esses valores dependem do problema,



38

Figura 13 — Vetor resultante (linha continua em azul) dos vetores da Eq. (17).

YU+

S

inércia da particula

Fonte: Autor.

a ser resolvido. ry e ry sao nimeros randomicos entre 0 e a unidade. Enquanto a variavel
w representa a inércia da particula e estd relacionada ao seu poder de exploracao, um
valor alto da mesma representa uma exploragao global no dominio, enquanto um valor
baixo de w contempla uma exploragao local. Uma estratégia para a definicao de w é o seu
decréscimo ao longo das iteragoes do algoritmo, realizando inicialmente uma busca global
pelo dominio e enquanto tende ao critério de parada a busca se torna mais localizada. As
variaveis X, ; € X; sao0, respectivamente, a melhor solu¢ao encontrada pela particula e a
melhor solucao encontrada pela populacao.

A Eq. (17) pode ser definida como a somatoéria de vetores gerando um vetor
resultante conforme apresentado na Fig. 13, mostrando o desempenho de velocidade de
cada particula. A primeira parcela da Eq. (17) representa a influéncia da inércia w sobre a
velocidade da particula (vetores em vermelho na Fig. 13). Enquanto a segunda representa
o incremento na velocidade devido sua taxa de aprendizagem individual (vetores em verde
na Fig. 13) e a ultima representa o incremento devido sua taxa de sociabilidade com o
restante da populagao (vetores em cinza na Fig. 13).

Durante toda a execugao do algoritmo PSO a populagao é fixa, sendo iniciada
aleatoriamente dentro do dominio S. Com a inicializagdo dos dados de velocidade e
posicao, ocorre uma avaliagdo da fungdo objetivo a cada iteracao, atualizando as particulas
com novas informacoes de qual a melhor regiao do dominio a ser explorada. Diferente
da técnica de algoritmo genético, no PSO existe uma interagao social e colaborativa na
populacao, quanto o algoritmo genético executa etapas para criar melhores individuos
para a populacao, a Fig. 14 mostra o fluxograma do algoritmo PSO.

3.3 CONSIDERACOES DE RESTRICOES EM TECNICAS POPULACIONAIS

Conforme apresentado anteriormente, as restricdes definem no dominio S uma
regidao viavel e outra inviavel de solugoes. Segundo Coello (2002), uma forma comum de
tratar as restricoes em técnicas de otimizacao populacionais é aplicando uma penalizagao
no resultado da fungao objetivo. Por exemplo, a medida que se ranqueia as solucoes da
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Figura 14 — Fluxograma do algoritmo PSO.

——m—  Atualiza velocidade

#

Atualiza posicao

Inicia parametros

4

Inicia populagao

#

Avalia fungéo objetivo _
com as particulas Fim

f

Atende critério de

Fonte: Autor.

funcao objetivo da menor para a maior em caso de minimizagao, as que se encontram
na regiao inviavel se tornam as tltimas e consequentemente descartaveis para a melhor
solucao. Matematicamente, caso alguma restri¢ao seja violada, definimos um novo valor
para a func¢ao objetivo na forma

J(x) = f(x) +C(x). (18)

Onde f(x) é o novo valor da funcio objetivo f e C(x) é a constante de penalizagao. Esta
técnica de penalizagao torna o problema com restricao em irrestrito, porém a utilizagao
de penalizagdo depende de estratégias ao ser aplicada. O valor de penalizacao muito alto
pode trazer uma variavel de projeto da regido inviavel para a viavel rapidamente de forma
a nao explorar a regiao de fronteira. Por outro lado, um valor de penaliza¢ao muito baixo
havera uma exploracao demasiada da regiao inviavel, gerando alto custo computacional e
nao explorando a regido de fronteira.

E possivel definir a constante C como uma funcéo de penalizacio, Coello (2002) e
Mezura-Montes e Coello (2011) trazem vérias técnicas para estes casos, como estatica,
dindmica, adaptativa e entre outras. Nessas técnicas, a nova fun¢ao de penalizacao C(x) é
muitas vezes dependente de parametros definidos inicialmente pelo usuario e do ntimero
de restrigoes. Tornando um problema com muitas restricbes demasiadamente custoso do
ponto de vista computacional.

Deb (2000) desenvolveu uma técnica onde a fungao objetivo em uma regiao inviavel
depende nao somente da quantidade de restrigdes violadas mas também da populagao de
solucoes da iteracao j. Essa técnica estabelece regras de torneio para avaliagao de pares de
solucoes da funcao objetivo, as quais sao:

e Qualquer solugao viavel é preferida em relacao a uma solugao inviavel;
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o Entre duas solugoes vidveis, a que possui a melhor solu¢ao da funcao objetivo
preferida;

e

« Entre duas solugoes inviaveis, a que possui o menor valor da violagao da restri¢ao
preferida.

Realizando uma andlise para essas trés avaliagoes, a primeira compara somente
valores da funcgdo objetivo, enquanto a segunda é uma andlise se a solugao é ou nao viavel,
por fim, a terceira compara valores de violacao de restricao. A ideia é nao computar a
funcao objetivo de um vetor de variavel de projeto que se encontre na regiao inviavel do
dominio S. Portanto, ocorre um comparativo somente em termos de violacao das restrigoes,
trazendo menor custo computacional. Assim, essa técnica faz o algoritmo descartar as
solugoes do espago invidvel. Deb (2000) equaciona na forma

fx)=f(x) se <0 o
f(x) = fu(x) + 37, max(0,g;) caso contrario, (19)

onde f,, é a pior solucao da fungao objetivo na regiao viavel e a segunda parcela representa
o somatorio das restrigoes violadas. Dessa forma, ocorre a convergéncia da populagao da
regido invidvel para a regiao viavel. Portanto, elimina-se a necessidade de computar a
funcao objetivo da populacdo na regiao inviavel, enquanto as solugoes viaveis mantém seus
valores originais.
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4 UMA VISAO GERAL DE PROBABILIDADE

Incertezas do cotidiano podem ter sua ocorréncia quantificadas através do uso da
teoria de probabilidades. A probabilidade P(A) é a definigdo numérica do evento aleatério
A ocorrer, quantificando o grau de possibilidade da sua realizagdo. Para cada evento
existe um espago amostral S que retne todos os seus possiveis resultados. A probabilidade
conjunta é quando dois eventos A e B ocorrem de forma independente, ou seja, onde um
evento nao influencia no resultado do outro, representada por

P(A, B) = P(A)P(B). (20)

A probabilidade condicional é a probabilidade de um evento A ocorrer, dado que
um evento B é verdadeiro, sendo denotada por P(A|B) na forma

P(A|B) = P]gf?;f) ~ P(ﬁzggm, (21)

onde P(B) > 0.

Os eventos A e B podem se referir a variaveis aleatérias unidimensionais ou vetores
aleatorios multidimensionais. A realizacao desses eventos podem ser distribuidas conforme
uma funcao de probabilidade, as quais sao parametrizadas por medidas estatisticas. Por
sua vez, esses parametros podem ser ajustados para o aumento da probabilidade de um
evento ocorrer, essa técnica é conhecida como verossimilhanca.

4.1 VARIAVEIS ALEATORIAS E FUNCOES DE PROBABILIDADE

Uma variavel aleatéria Z é uma medida que depende de um experimento ou fatores
aleatérios (do termo em latim alea, que significa sorte), assim para um evento no espago
amostral S existe uma funcdo Z que mapeia um nimero real, ou seja, Z : S — R.
Usualmente, uma variavel aleatoria é representada por uma letra maitscula, no caso Z, e
suas realizagoes sao denotadas pela correspondente minuscula z. Quando a imagem de Z é
finita ou infinita contavel a variavel aleatoria é conhecida por ser discreta. Por outro lado,
quando a imagem de Z ¢ infinita incontavel é chamada de varidvel aleatoria continua. Um
exemplo de representacdo da probabilidade de uma variavel aleatéria discreta é P(Z = z),
determinando qual a probabilidade da variavel aleatéria Z assumir o valor de z. Ja para
variaveis aleatorias continuas, um exemplo de representacao de probabilidade de um evento
¢ P(Z < z).

Através de varias realizagoes de uma varidvel aleatoria discreta pode-se observar o
comportamento do seu valor médio. Com isso podemos computar seu valor esperado como

u=E[Z] = zjj % P(Z)), (22)

onde n é o nimero de realizagoes possiveis. O valor esperado também é conhecido como
média e representa o primeiro momento central. Sendo a uma constante e Z outra variavel

aleatéria independente assim como Z, o valor esperado apresenta as seguintes propriedades
(BOROVKOV, 2013):
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e Ela] = a;

« E[Z]+ E[Z) = E|Z + Z);
e« EFla+Z]=a+ E[Z];

e ElaZ) = aE[Z).

Outra medida estatistica importante é a variancia o?

representada por

ou Var, a qual pode ser

03 = Var|Z] = Xj:(z — E[2))2. (23)

A varidncia indica o quao a variavel Z estd dispersa em relacao ao valor esperado F[Z]

e representa o segundo momento central. Como propriedades da variancia pode-se citar
(BOROVKOV, 2013):

« Varfa] =0;

v v

o Var(Z]|+ Var|Z] = Var|Z + Z];
o Varla+ Z] = Var|Z];
e VarlaZ] = CLZVCLT[Z].

De posse da varidncia 0% é possivel calcular o desvio padrao oz como

Oz = \/E, (24)

o qual representa o desvio absoluto entre a varidvel aleatéria Z e o valor esperado E[Z].

Diferente das variaveis aleatérias discretas, nao se pode associar uma variavel
aleatéria continua a somente uma distribuicdo de probabilidade, visto que variaveis
aleatorias continuas assumem infinitos valores reais dentro de um intervalo infinitesimal
[z, 24 dz]. A probabilidade deste tipo de varidvel assumir o valor de uma varidvel aleatéria
discreta é nula. Portanto para estes casos, define-se a probabilidade marginal de uma
varidvel aleatéria continua Z em um intervalo [a, b] na forma

Pla< Z<b) = /ab f2(2)dz. (25)

Também ¢é possivel determinar a probabilidade acumulada de uma variavel aleatoria
continua. A qual representa a probabilidade de Z ser menor ou igual a z, ou seja, Fz(z) =
P(Z < z), logo

Fy(z)= P(Z < z) = / ; f2(2)dz. (26)

A funcao f; contida nas Eqs. (25) e (26) é conhecida como funcao densidade de probabili-
dade de Z. f; pode assumir valores maiores que 1 e tem como propriedade sua integral de
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—o0 a 0o ser unitaria. Existem diversas formas de apresentar fz, uma delas é conhecida
como distribuigdo Gaussiana (BOROVKOV, 2013), representada por

p2) = s | -3 (E)] 27

A Fig. 15 apresenta a forma da Eq. (27) de representar a associa¢ao de uma distribuicao
Gaussiana a uma varidvel aleatéria Z ~ N (u,0%). Os termos entre parénteses sao conhe-
cidos como os parametros que definem uma distribuicao Gaussiana. Também podemos
representar f, em sua forma parametrizada como fz(z|k), onde k representa os pardmetros
de f, neste caso nao se resumindo somente a p e o2,

Figura 15 — Modelo de uma distribuigdo Gaussiana univariada conforme Eq. (27).

Fonte: Autor.

Na Fig. 15 o valor esperado representa o centro da distribuicdo Gaussiana de
probabilidade. Com posse da Eq. (25) podemos generalizar a expressdo do valor esperado
E[Z] na forma

=Bz = [ zfa(2)de (28)

Da mesma forma que o valor esperado F[Z], a variancia Var[Z] pode ser generalizada
como

03 =Var|Z] = E[(Z — E|Z))* = E[Z*] — E|Z)*. (29)

E possivel normalizar avvariével aleatéria Z para escalonar e transladar a distribuicao
Z ~ N(E[Z],Var|Z]) para Z ~ N(aE[Z] + b, a*Var[Z]). Esta normalizacao se dd pela
relacao Z = aZ + b, tal que

E[Z] = aB[Z] + b (30)
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e

Var[Z) = a®Var|Z], (31)

onde

/A

z=211 (32)
o

sendo o > 0. Percebe-se nas Eqs. (30) e (31) sea = 0 = 1e b= p = 0, podemos transladar e
escalonar a distribuicio Gaussiana Z ~ N (E[Z], Var[Z]) para Z ~ N(0,1). Dessa maneira,
é possivel associar a variavel Z auma funcao densidade de probabilidade Gaussiana, obtendo
a fungao densidade de probabilidade normal, com as mesmas propriedades da Eq. (27), na
forma

(2 = —szexn 5 (7. (3)

4.2 VETOR ALEATORIO E DISTRIBUICAO MULTIVARIADA

Um vetor aleatorio Z com N-dimensoes é um conjunto com N variaveis aleatérias
na forma Z = {Z,, Zs, ..., Zn}. Anderson (1962) computa a probabilidade marginal de
uma variavel aleatéria Z; na forma

fZi(Zi) = [ o L fzdzy - dzi_1dzigy - - d2y. (34)

Ou a probabilidade conjunta entre duas varidveis Z; e Z; de Z como

f2,2,(%i,25) = [ - [ Jzdzy - dziydzipy - - dzjoadzig - dzy. (35)

Dessa forma, pode-se calcular a probabilidade condicional para um dado Z,, assim
[2112=2,(21) € obtida com

 fz12,(21,%2)
f21125=2,(21) = @) (36)

Anélogo a Eq. (26), podemos associar o vetor aleatério Z a uma fungao de distri-
bui¢ao acumulativa multivariada Fyz, tal que

z1 ZN
Fp(Z) = /_ . /_ fa(2)dz - - dzy. (37)
fz nas Eqs. (34-37) representa a fungao de densidade de probabilidade multivariada.

O vetor aleatério Z de dimensao N possui uma distribui¢ao multivariada se qualquer
combinacao linear seja representada por uma distribuigdo univariada. Ou seja, se a relacao

A'Z ~ NATE[Z),ATCX), vaAT ¢ RY (38)
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for observada, pode-se afirmar que Z possui uma distribuicdo multivariada na forma
Z ~ N(E|Z],C). Onde AT ¢ um vetor qualquer de dimensdao N, E[Z] ¢ o vetor com o
valor esperado de cada variavel de dimensao N e C é a matriz de varidncias-covariancias
de dimensao N x N. Portanto, bem como na sua forma univariada, pode-se definir uma
distribuigdo multivariada através dos pardmetros E[Z] (ANDERSON, 1962), onde

E[Z];, = E[Z)] = /O:O o /O:O zifz(zi)dz; - - - dzy (39)
e C, tal que

Cij = OOU[ZZ', Zj], (40)
onde

CoulZiZ) = [+ [ (s = BIZI) (5 — BIZ) Sz, (5, )z, (41)

Também analogo a forma univariada, podemos associar a distribuicdo multivariada
fz a uma funcdo de densidade de probabilidade multivariada Gaussiana como

1 1 Tt
fal#) = iy e | (e~ FIE)'CT - 1), (42)

onde |C| representa o determinante da matriz de varidncias-covaridncias. No Apéndice A é
apresentado o desenvolvimento matematico da transformacao da funcao de densidade de
probabilidade univariada definida na Eq. (27) para multivariada conforme a Eq. (42).

Por fim, pode-se definir a distribui¢do condicional multivariada como Zq|Zs ~
N (E[Z1|Z,), C|Z1|Zs]). Partindo de um vetor aleatério composto por Z; e Z, na forma
Z = (Z1,7Z5)" o qual cada um tem seu valor esperado E|Z] = {E|Z1], E|Zs]} e definindo
a matriz de variancias-covariancias particionada como

Cll CIQ
C= , 43
[Czl 022] (43)

pode-se definir o valor esperado condicional na forma

E[Z4|Zy] = E[Zy] + C12Cs, (2, — E[Z)), (44)

bem como a matriz de variancias-covariancias condicional, onde

C[Z1|Zy) = Ci; — C1,C5, CL,. (45)

No Apéndice B é apresentado o desenvolvimento matemético para se obter as Eq. (44) e
(45).
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Figura 16 — Densidade de probabilidade para a Eq. (48).

Fonte: Autor.

Para exemplificar, consideramos uma distribuicao Gaussiana bidimensional N = 2
com o vetor de valores esperados

E[Z) = (2,5)" (46)

C= [4 _3] (47)

onde

R . s[04 02
fg = RS exp l—z(zl — 2,22 —5) [0.2 0.266] (21 =22 = 5>1 ' o

Graficando a Eq. (48) por meio de isolinhas conforme mostrado na Fig. 16, nota-se as
maiores densidades de probabilidade na regido préxima ao valor esperado E[Z] = (2,5)7.
Também é possivel representar a probabilidade marginal para cada variavel z; e 29, conforme
Fig. 17.

Dado z; = 3, a probabilidade condicional representada pela Eq. (36) é apresentada
pela Fig. 18 sendo um corte transversal da distribuicao da Fig. 16 em 25 = 3 e escalonada
por fz,(Z3). Considerando z; < 5 a probabilidade acumulada é aproximadamente 0.897
representada pela area azul. Para essa condigao, realizando a avaliagdo do valor esperado
através da Eq. (39), onde fz(z;) = f2,z,=3, chegaremos em um valor esperado de z; = 3.
De fato, pois

3
Pz <3|z, = 3) = /_ Formes(21)dzy = 0.5, (49)
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sendo este valor visualmente perceptivel no centro do grafico da Fig. 18.
Aplicando o conceito de densidade condicional Gaussiana multivariada no exemplo proposto,
pode-se obter os mesmos resultados. Utilizando a Eq. (44) temos

ElZi|z =3 =2+(—3)é(3—5) _3 (50)

e a Eq. (45), onde

Clz|zm =3 =4-(=3)=(=3) = (51)

e aplicando na Eq. (42) na forma

2
1 1 ({2 -3
fz1§3|22:3(21) = —F7—=6€xp | —5 (1> ) (52)

2T 2 \/g

onde percebe-se os mesmos resultados obtidos anteriormente.

Nt

4.3 VEROSSIMILHANCA

A estimativa de uma funcao desconhecida tem como objetivo buscar a melhor
distribuicao que demonstre os valores realizados. Uma forma é assumir a representacao
das realizagoes por uma funcao densidade de probabilidade dependente dos parametros K,
ou seja, fz(z|k). Esses pardmetros podem ser ajustados para aumentar a probabilidade de
conotar as realizagoes da funcao desconhecida. Assim, utiliza-se da verossimilhancga para
definicdo dos pardmetros £ maximizando a probabilidade de representar as realizagoes z.

Considerando uma amostra independente Z, com dimensao n e realizagoes z =
{#1, 29, ..., 2}, Cressie (2015) define a func¢ao de verossimilhanca L como

n

L(klz) = ] fz(zilr). (53)

i=1

Figura 17 — Probabilidade marginal para z; (a esquerda) e 2z, (a direita).

fzl=1)
falz

T T T T T T T T T T T T T T T 1 T T T T T T T 1
6 5 4 -3 .2 4 0 1 2 3 4 5 & 7 8 @ 10 & -4 2 o 2 4 [ El 10 12 14

21 2

Fonte: Autor.
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Figura 18 — Probabilidade condicional para Zo = 3 e 2; < 5.

Fa|z,=a(z1)

T T
g g5 10

Fonte: Autor.

Nota-se que a verossimilhanca é uma funcdo de k, demonstrando a probabilidade de obter
z1, 2o, ..., zn pela funcao de densidade de probabilidade assumida que contém os parametros
k. O produtorio esta relacionado a definigdo de probabilidade conjunta, com realizagoes
independentes, conforme a Eq. (20).

Conforme o niimero de realizagoes de z aumentam pode-se melhorar a estimativa
da funcao desconhecida refinada pela verossimilhanca. De forma que obtendo todas
as realizacoes ha total confianga nos parametros k encontrados. Definindo & como os
pardmetros para a estimativa da maxima verossimilhanca (FISHER, 1912), entao temos

L(&|z) > L(k|z). (54)

Para uma melhor tratabilidade matematica ¢ comum aplicar o logaritmo natural (In)
na fungao verossimilhanga. Enders (2010) explica que em geral a verossimilhanga possui
um valor entre 0 e 1, portanto seu produtério se torna um valor pequeno. Ao aplicar In,
trabalha-se com nimeros razoaveis e consequentemente o produtério de L na Eq. (53)
se torna um somatorio. Ainda esta consideracdo mantém a funcao de verossimilhanca
monotodnica crescente, conforme mostrado na Fig. 19. Em vista disso, o problema ¢é a
maximizacao global de In L, com condi¢ao necesséria

alnL_
ok

Deve-se considerar que o valor maximo da fungao da Eq. (53) nao é o mesmo quando
aplicado seu logaritmo natural, porém & traz o valor méximo tanto da Eq. (53) quanto do
seu logaritmo natural. Este processo também é conhecido como argmaz, onde se deseja
encontrar os argumentos (pardmetros) para obter o maximo da func¢do. A consideragao de
In L torna o valor da fungao negativo, consolidando a necessidade de utilizar o negativo
do logaritmo natural para obter um ntimero positivo, ou seja, aplica-se —In L. Portanto,
o problema torna-se a minimizacao global da funcao —In L em relagdo aos parametros K
ou argmin.

0. (55)



Figura 19 — Relacao de monotocidade crescente da funcao L com In L

In L

Fonte: Autor.

Considerando k = {u,0%} e Z ~ N(u,0?), a Eq. (27) pode ser utilizada como
funcao verossimilhanca L, tal que

H" 1 ((z—p)?
2 __
|217227"'7 ] 271_0_2 eXp [ 9 ( 0_2 9

onde seu logaritmo natural é

L(p, o

(56)

1 n
In Ly, 0?21, 20, ..., 20) = —g In(270?) — 252 > (57)

Com o intuito de definir &, inicialmente pode-se derivar a Eq. (57) em relacao a
, conforme condigao da Eq. (55), resultando em

Oln L 1
- =) = 58
o o i:1(z 0 (58)
Essa equacao ¢é solucionada para

(59)

Realizando o mesmo procedimento para ks = 0 obtemos

Oln L
Jo?

1
7

(60)
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Figura 20 — /i e 6 maximizam a probabilidade de representar z = {3,5, 9}, assumindo
uma distribuicao Gaussiana.

0.000342
0.000458

0.00057
0.000798, 000584

definindo & = {1, 62?}. No Apéndice C ¢ demonstrado o desenvolvimento matemdtico para

Fonte: Autor.

encontrar i e 6% a partir da Eq. (57).

Para exemplificar a utilizagdo da maxima verossimilhanca, considere o vetor z =
{3,5,9}, onde i = 5.66 e 6% = 2.49, os quais sdo os pardmetros que maximizam a

probabilidade de representar z, conforme mostrado na Fig. 20.
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5 PROCESSO ESTOCASTICO, PROCESSO GAUSSIANO E PREDITOR

Eventos nao incertos possuem caracteristicas deterministicas, reproduzindo sempre
o mesmo resultado. Por outro lado, um processo estocastico ocorre quando ha incerteza
na realizacdo de um evento e o mesmo se desenvolve de forma aleatoéria e imprevisivel ao
longo do tempo (CRESSIE, 2015). Quando a entrada do processo estocéstico é associada,
a uma variavel aleatoéria com distribuicdo Gaussiana, pode-se particularizar o processo
estocastico em Processo Gaussiano (GP). E possivel aplicar GPs para definir preditores,
permitindo inferir fun¢oes desconhecidas. Um exemplo é o preditor utilizando a média
condicional.

5.1 PROCESSOS ESTOCASTICOS

Um processo estocéstico Z = {Z(t),t € T'} é uma colegao de varidveis aleatérias,
sendo que para cada t € T, Z(t) é uma varidvel aleatéria contida em um mesmo espaco de
probabilidade S. Onde t é o tempo ou espaco e T' é o conjunto de indexadores do processo
estocastico. De forma pratica, pode-se afirmar que é um fendémeno que varia incertamente
a medida que observagoes vao ocorrendo ao longo do tempo. E comum definir processos
estocasticos em funcao do tempo, porém podem ser definidos para qualquer indexador.
Por exemplo, Zy, Z,, Z5... ¢ uma colecao de variaveis aleatérias observadas discretamente.
Dessa forma, assim como variaveis aleatérias, processos estocasticos sao classificados como
discretos ou continuos. O primeiro é representado quando 7" é um conjunto finito ou
contavel, enquanto o segundo 7' é um intervalo de nimeros reais. Portanto, ¢ possivel
associar um vetor aleatério Z a um processo estocastico, mantendo as andlises realizadas
anteriormente para condi¢do multivariada. Inclusive é possivel aplicar medidas estatisticas
como o valor esperado e a varidncia em um processo estocastico.

Considerando o valor esperado em um dado ¢; na forma F[Z(t;)], é possivel computar
a autocovariancia em um momento ¢; como

Cov[Z(t;), Z(t;)]
Cov[Z(t;), Z(t;)]

E((Z(t:) — E[Z(t:)])(Z(t;) — B[Z(t;)])"]
E[Z(t:)Z(t;)"] — E[Z(t:)]| E[Z(t;)]" (62)

Também é possivel computar sua autocorrelagdo na forma

_ Cov[Z(t), Z(tz’)]‘

U%(m"%(tj)

Cor|Z(t;), Z(t;))

(63)

Quando um processo estocastico possui sua distribuicao de probabilidade inalterada
com o avanc¢o do indexador t, o mesmo é chamado de processo estacionario. Ou seja, as
caracteristicas do processo nao se alteram com o indexador t, portanto a translacao do
processo em t ¢é irrelevante. Dado um intervalo do indexador ¢, pode-se afirmar que um
processo estocdstico é estritamente estacionario quando

FZ(t; + 1)) = f(Z(1:))- (64)

Portanto, um processo estacionario se desenvolve em torno do valor esperado E ao longo
do indexador ¢. Onde tanto E[Z(t;)] quanto e sua autocovariancia Cov|Z(t;), Z(t;)] sdo
constantes em ¢.
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Um processo estocastico é dito fracamente estacionario se seu valor esperado é
constante, sua autocovariancia é finita e dependente exclusivamente da distancia. Essas
propriedades podem ser definidas como:

. B[Z(1)] = cte:
o Cov[Z(t)?] < oc;
o Cov[Z(t), Z(t +1)] depende de t ¥ t.

Percebe-se que essas propriedades estao relacionadas para os momentos de primeira e
de segunda ordem. Um exemplo de processos fracamente estaciondrios sao os processos
Gaussianos, os quais sao definidos pelo valor esperado e a varidncia.

Em contrapartida do processo estocastico, ocorre o processo deterministico, onde é
possivel prever seu estado futuro sem aleatoriedade. Um processo deterministico sempre
vai produzir o mesmo resultado para as mesmas entradas, um exemplo sao as leis da fisica
definidas através de equacgoes diferenciais.

5.2 PROCESSO GAUSSIANO

Processo Gaussiano (GP) é um caso particular de processo estocastico, de forma
que uma familia finita de varidveis aleatérias Z(x) atribuida a cada posicao x € R”"
do dominio S possuem uma distribuicao Gaussiana multivariada. Assim, uma variavel
aleatoria Z(x) possui uma distribuigdo Gaussiana multivariada em um conjunto discreto
X = {xy,...,xn}, conhecidos como pontos de suportes, representada por

z|X ~ N(p,K), (65)

onde z = {Z(x1), ..., Z(xn)}, p = {E[Z(x1)], ..., E[Z(xn)]} e K é a matriz de varidncias-
covariancias nos pontos de suportes X.

Em um processo Gaussiano a matriz de varidncias-covariancias é assumida como K,
na qual estdo contidas as fungoes de similaridade, conhecidas como kernels (WILLIAMS;
RASMUSSEN, 2006). Essas fungoes especificam a relagao estatistica entre as amostras X
e dependem exclusivamente da distdncia entre as préprias amostras na forma ||x; — x|, ou
seja, dependem da posicao relativa. A matriz K é simétrica e positiva definida, enquanto
o kernel pode ter varias formas para mapear x;,x; € X. Williams e Rasmussen (2006)
trazem alguns exemplos de kernels, um deles é o exponencial quadratico (ou RBF - radial
basis function em inglés) na forma

||x; — %7
k(x;,x;) = o exp <_2l2j (66)

onde [ determina a caracteristica de abragéngia e escala do kernel.

Um processo Gaussiano pode ter seu comportamento definido exclusivamente pelo
momento de segunda ordem, ou seja, somente pela matriz K. Dessa forma, é assumido
que a média p é nula, onde o GP torna-se

z[X ~ N(p=0,K). (67)
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Figura 21 — Processo Gaussiano a priori unidimensional, onde x € (0, 10), para 5
realizagoes de um evento.

ST O

T

Realizagao 1
Realizacdo 2
Realizagao 3
Realizagdo 4
Realizagdo 5§
Media

Fonte: Autor.

A Eq. (67) apresenta uma quantidade incerta para representar os dados, sendo definida
somente pela matriz K, este tipo de Processo Gaussiano é conhecido como a priori
(MACKAY, 2003). A Fig. 21 mostra um exemplo de 5 realizagoes de um evento utilizando
a média nula e o kernel exponencial quadratico para formar a matriz K em um processo
Gaussiano a priori.

A medida em que z realizacoes sem ruido de um evento em X pontos de suporte
sao obtidas é possivel construir um processo Gaussiano a posteriori. Nesse caso pode-se
predizer novos valores de z, em NV, novos pontos X, na forma de probabilidade condicional.
Considerando uma distribuicao Gaussiana multivariada aumentada na forma

<ZZ) N ((:) / lII;T II<<D (68)

tal que

7,|X.; X,z ~ N (s, ), (69)
sendo

o = o + KIK (2 — p) (70)
e

z, =K. - KTK'K,, (71)

onde K, possui a dimensao N x N,, enquanto K., tem dimensao N, x N,. Observa-se a
mesma natureza entre as Eqs. (70) e (71) com as Eqgs. (44) e (45) respectivamente, pois sdo
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Figura 22 — Processo Gaussiano a posteriori para a fun¢ao Z(z) = sin(x), onde
z € (0,10), para 5 realizacoes de um evento e 5 pontos de suporte.
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Fonte: Autor.

tratadas como distribuicao Gaussiana multivariada condicionada a X,,X e z. Na Fig. 22 ¢
apresentado um exemplo de predi¢ao a posteriori com 5 realizagoes e 5 pontos de suporte.

Quando as observacoes z possuem ruido, o mesmo pode ser adicionado ao modelo.
Esse ruido é considerado como uma distribui¢ao Gaussiana com valor esperado nulo e
variancia 021, ou seja, € ~ N(0,02I). Logo, é adicionado de forma independente em cada
observac¢ao e na matriz de varidncias-covariancias K na forma

Z.=7Z+¢€ (72)
(§]
K. =K+ o’L (73)

Finalmente, pode-se definir a distribuicdo Gaussiana com ruidos na forma

Z*’X*7X7Z€ = N ~ (Z*’u‘*? E* + 0—31)7 <74)

onde é definida pelas Eqs. (70) e (71), porém substituindo a matriz K pela Eq. (73).
Percebe-se que a adi¢gao de um ruido nao altera o modelo e o mesmo nao ¢é agregado a
predicao, mas modifica as observacoes e a covariancia. A Fig. 23 é apresentado um exemplo
de predicao a posteriori com 5 realizagoes e 11 pontos de suporte.

Uma avaliacao a ser realizada é a sensibilidade dos parametros oy e [ no ajuste do
modelo, assim como a variacio do ruido o?. Tomando como base o kernel exponencial
quadratico, na Fig. 24 percebe-se para [ menores a aproximacao tende as observagoes,
mostrando um modelo mais oscilante. Por outro lado para [ maiores a aproximagao se
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Figura 23 — Processo Gaussiano posteriori para a funcao Z(x) = sin(z) com ruido, onde
x € (0,10), para 5 realiza¢oes de um evento e 11 pontos de suporte.
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Fonte: Autor.

torna mais suave se distanciando das observagoes. Por sua vez, o, controla a translagao
vertical da aproximacao, por ser uma constante que multiplica o restante da funcao kernel.
Por fim, 02 menores trazem a aproximagao mais préximas das observagoes, ji o2 elevados
evitam a sobreposicao entre as observagoes e a aproximacao.

5.3 VALOR ESPERADO CONDICIONAL COMO PREDITOR

Nas Figs. 22 e 23, é perceptivel que o valor esperado (linha amarela) da Eq. (70)
realiza uma aproximacao adequada para o modelo. Para verificar se o valor esperado
condicional ¢ o melhor preditor deve-se determinar algumas propriedades dos momentos
condicionais (ANDERSON, 1962). Considerando Z; e Z, varidveis aleatérias define-se a
lei da expectativa total como

E[E[Zl|Z2H = E[Zl] (75)

e a variancia condicional na forma

Var(Z,|Z,] = E((Zy - E|Z)| 2])*| Z5] = E[Z}|Z5] — (E[24])°. (76)

Pode-se realizar combinacoes entre a variancia e o valor esperado, podendo iniciar com a
variancia do valor esperado como

Var(E[Z1| 2] = E((E[21|Z2))* — (E|E[ 21| Z2])* = E[(E[21|Z2))* — (E[Z4])?, (77)

também havendo o valor esperado da variancia, definido por
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Figura 24 — Influéncia dos parametros [, o) e 02 na aproximacio da funcio z(z) = sin(z).
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Fonte: Autor.

EVar[21|2:)] = E((Z1 — E[Z1| 2])°] = E|E[Z|Z2]] — E[(E[Z1]25))7]
EVar|Z| 2] = B|Z}] — E((E[Z1] 2.])°]. (78)

Observando que o termo E[(E[Z|Z5))?] é comum nas Eqs. (77) e (78), é possivel construir
a relagdo da variancia de Z; como

Var|E[Z,\|Z,)] + E[Var|Z,|Z,)] = E[Z?] — (E[Z))* = Var[Z,). (79)

O critério para definir o melhor preditor é encontrar a funcio h(Z») a qual minimiza

E[(Z, — h(Z2))?), (30)

podendo ser reescrita como

E((Zy = W(Z2))*] = E|(Z, — E|Z\| 22] + E[Z1|Z2] — M(Z5))?]
E((Z1 = 1(2,))*] = E[(Z1 — BE|Z1|Z2))* + 2(Z1 — E[21| 2))(E[Z1| Z2] — h(Z2)) — (5(22))]
E((Z = h(£2))"] = E[E[(Z, — E[21]22])*| 2:)] + E[2(E[21 Z5] — h(22))E[(Z1 — E[Z1] 22])| 2:])+
1|2

[
+E((E[Z1] 2] — h(Z2))?). (81)

Onde o segundo termo é nulo, pois sua segunda parte torna-se (F[Z:|Z;] — E[Z1|Zs]),
assim a Eq. (81) é resumida a

E((Zy — M2))*] = E[Var(Z1| 2] + E[(E[Z1| Z2] — 1(Z2))). (82)

Logo, se h(Zy) = E[Z|Z,] o segundo termo torna-se zero, minimizando a Eq. (80). O
valor esperado condicional E[Z7|Z,] é apresentado na Eq. (44) na forma multivariada, bem
como na Eq. (70).
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6 KRIGING, AMOSTRAGEM INICIAL E AQUISICAO DE PONTOS DE
SUPORTE

Podemos utilizar os conceitos dos Caps. 4 e 5 para definir modelos substitutos de
fungoes desconhecidas, uma das formas é utilizando Kriging ordinario. Através de um
kernel conhecido, o método de Kriging correlaciona um conjunto de dados previamente
definido, criando o modelo substituto. Os dados definidos previamente podem serem
gerados através de métodos de amostragem como estratificagao completa ou hipercubo
latino (HCL). Além disso, o modelo substituto pode receber novos dados que podem ser
adquiridos de forma estratégica através de fungoes de aquisi¢oes, um exemplo é por meio
do Expected Improvement (EI).

6.1 KRIGING

O método de Kriging foi desenvolvido pelo matematico e gedlogo Georges Matheron
(MATHERON, 1963), com base no estudo realizado pelo engenheiro de minas sul-africano
Danie Kriege (KRIGE, 1951). O objetivo do estudo de Kriege era compreender a distribuigao
de ouro em uma mina através de poucas amostras, neste caso realizando o menor niimero
de perfuragdes. Atualmente a krigagem (termo também designado por Matheron) possui
varias aplicagoes em projetos de engenharia, principalmente relacionados ao projeto de
otimizagao de sistemas mecanicos (SIMPSON et al., 2001).

Considerando que nao ha ruidos nas realizacbes y nos pontos de suporte X, o
preditor

I(x) = p+ Z(X), (83)

é assumido para descrever uma func¢ao desconhecida, onde Z(X) é um processo Gaussiano
com média nula e varidncia o?. A primeira parcela da Eq. (83) (i) representa a tendéncia
global, enquanto Z(X) denota o ajuste local para a predigao. Definindo o kernel

N
Cor(x;,x;) = exp <— Z Or|zi g — xjyk|p’“> , (84)
k=1

o qual correlaciona os valores de y(X) através das amostras X, onde N é a dimensao
do espaco amostral S, € e p sdo parametros que definem o tamanho da correlagao e a
suavidade da predicao respectivamente. A matriz de variancias-covariancias é definida na
forma

C =", (85)

onde ¥ é a matriz de correlacdo com o kernel da Eq. (84), denotada por

Cor(x;,x;) -+ Cor(x;,Xn)
v = : : : (86)
Cor(xy,x;) --- Cor(xy,Xn)

Inicialmente pode-se analisar o comportamento do kernel da Eq. (84) em relagao
aos parametros 6 e p. Na Fig. 25 é possivel observar que exp (—|z;, — ;) — 1 &
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medida que a diferenga entre duas amostras tende a zero (z;, — ;5 — 0), denotando que
y(z; 1) e y(z;,) possuem alta correlagao. Por outro lado, quando x;, — ;, — 0o o valor
de exp (—|z;x — z;%["*) — 0, apontando que as amostras y(z;x) € y(z;)) ndo possuem
correlacao. Na Fig. 25 observa-se um gradiente de correlacao continuo para p = 2. Esse
valor é o mais utilizado na literatura, trazendo suavidade para o kernel da Eq. 84.

Figura 25 — Comportamento do kernel da Eq. (84) em rela¢do ao pardmetro p
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A Fig. 26 mostra como o parametro 6§ afeta o kernel da Eq. (84). Para valores
baixos de # havera influéncia das amostras distantes na predi¢ao, enquanto para valores
altos de # observa-se que os pontos proximos da predicao terao maior correlacio.

Devido a Z(X) ser um processo Gaussiano pode-se associar § a uma distribuicao
Gaussiana multivariada na forma §(x) ~ N (1u, C). Percebe-se que a matriz de varidncias-
covariancias C é composta pela varidncia o2 e por ¥, que por sua vez é dependente dos
parametros 6 e p. Os valores dos parametros que maximizam a probabilidade de representar
y sao definidos através da utilizacao da técnica da verossimilhanca. Assim, g é associado a
uma distribuicdo Gaussiana multivariada através de quatro parametros u, o, 6 e p. Os
dois primeiros parametros podem ser determinados conforme explanado no Capitulo 4.
Por outro lado 6 é nao-convexo e definido através de Algoritmo Genético, e como definido
previamente p = 2.

E possivel definir a funcdo verossimilhanca conforme Eq. (42), porém reescrita em
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Figura 26 — Comportamento do kernel da Eq. (84) em rela¢ao ao pardmetro 6
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funcao dos parametros explicitos e implicitos citados anteriormente como

TRV o P W
1N exp 1)y — 1) | (87)
(2m0?) % |2

202
Aplicando o logaritmo natural temos

L(p,0%,0,pX,y) =

N

N 1 1))y -1
In(£(n.0%0.p/X.y)) = 5 In(2m) — ¥ In(o?) — L) - MY 210

202

Portanto, utilizando o conceito da maxima verossimilhanca o pardmetro p é definido como

. (88)

On(L(p, 0%, 0,p|X,y))

=0
o
]_T‘Il_ly
n—=—". 89
De forma independente segue-se o mesmo conceito para o2, logo
On(L(p, 02, 0,p|X,y))
=0
0o
— 1)y — 1/
52— Y —17) (y—1p) (90)

N
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A derivagao das Eqgs. (89) e (90) a partir da Eq. (88) é demonstrada no Apéndice D.
Finalmente, substituindo as Egs. (89) e (90) na Eq. (88) e removendo os termos constantes
chega-se a funcao In-verossimilhanca concentrada, tal que

In(£(6,pIX,y)) = 5 In(3%) — | @], (91)
tornando uma funcao dependente de 6 e p.

Com os parametros k definidos, pode-se predizer novos valores §j. Segundo Jones
(2001), pode-se realizar isto adicionando z* amostras e sua respectiva predi¢ao § na matriz
de correlagao W e no vetor y(X) respectivamente. Pode-se iniciar essa andlise determinando
uma nova matriz de correlagao aumentada

- VY
| (92)

e um novo vetor de realiza¢cbes aumentado

y={y.9}", (93)

tornando o problema dependente somente de §. Onde o termo unitdrio na diagonal de ¥
na Eq. (92) indica que § tem uma correlagao unitaria entre si. Enquanto

N
1 = exp <— Z Orlxik — lﬂp’“) (94)
k=1

é o kernel que correlaciona as amostras realizadas x com a amostra da predicao x™.

Substituindo as Eqs. (92) e (93) na Eq. (88) obtemos

N N 1. y — 1) (y — 1/
ln(ﬁ(g]|X,y,ﬂ,&2,0,p)) = _5 11’1(271') - 5 ln(&2) - an |\I’| o (y u) 252 (y M)v
(95)
tendo somente o ultimo termo dependente de ¢, tornando
. . y—1p)" ¥ (y -1z
In(L(g1X,y, i1,6%,6,p)) = - ) ( ) (96)

2562

Resolvendo ! pelo método da inversa particionada conforme apresentado no Apéndice
E, derivando a Eq. (96) em relagdo a ¢ e igualando a zero chega-se no preditor g, logo

Oln(L(91X,y, ,62,0,p))
o]
§(x) = i+ O (y — 17). )

=0
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Figura 27 — Predigoes da Eq. (99) em funcao de 6 com 3 pontos de suporte.
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Percebe-se que a Eq. (97) remete a Eq. (83), com a média estimada fi e o vetor 1) com seus
respectivos pesos ! (y — 1/1). O Apéndice F apresenta o desenvolvimento matematico
para a predi¢ao da Eq. (97) partindo da Eq. (91). Outra caracteristica é a similaridade
com as Egs. (44) e (70), sendo o valor esperado condicional definido como melhor preditor
no Capitulo 5. Também nota-se que é possivel interpolar exatamente as realizagoes y na
forma

I(x) =ity — i (98)

Por mais que o parametro 6 é definido utilizando Algoritmo Genético, pode-se
analisar o comportamento da predi¢ao da Eq. (97) em func¢ao deste pardmetro. A Fig. 27
apresenta predigoes para a func¢ao unidimensional

y(x) = sin {27? <m - 110ﬂ exp (xm) (99)
utilizando a Eq. (97). E possivel observar para @ nulo a predicdo tende a zero, uma vez que
a média estimada [i também é nula e a matriz W se torna singular, pois é unitaria. Para
este caso, também é possivel observar que valores maiores que zero até 15 apresentam uma
boa predigao para a fungao da Eq. (99), mesmo com um erro associado. Quando € possui
um valor alto, a predigdo tende a degenerar para a média estimada /i, esse fendmeno pode
ser observado para 6 > 100.

6.2 AMOSTRAGEM INICIAL

O método de Kriging ordinario esta condicionado aos valores das amostras X e suas
respectivas realizagoes y. Inicialmente métodos de amostragem podem ser utilizados para
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Figura 28 — Exemplo de amostragem com duas varidveis (z; e ) utilizando o método de
fatoracao completa.
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definir as amostras X e obter as realiza¢oes y, exemplos destes métodos sao a fatoragao
completa (FORRESTER; SOBESTER; KEANE, 2008) e o hipercubo latino (MCKAY;
BECKMAN; CONOVER, 1979).

O primeiro consiste em dividir o dominio S em um grid retangular de amostras.
Dessa forma, a quantidade de n amostras é determinada pelo produto dos componentes
do vetor b, onde n = b; X by X ... X b, sendo k a dimensdao das amostras. A Fig. 28
mostra um exemplo do método de fatoracdo completa, onde as n amostras sao divididas
uniformemente. Um problema deste método é quando poucas divisdes em uma variavel
qualquer nao tornam a amostragem space-filling.

Por sua vez, o hipercubo latino ¢ uma extensao melhorada da amostragem por
fatoragdo completa. Neste método também divide-se o dominio para cada variavel em um
grid retangular e uniforme. Neste caso os espacos gerados pelo grid sao conhecidos como
estratos, onde uma tnica amostra é alocada. Esta alocagao ocorre de maneira controlada,
de forma que seja possivel "sair" do dominio em qualquer dire¢ao paralela a qualquer eixo
sem encontrar outro estrato ocupado. Mesmo assim o método do hipercubo latino puro
nao garante um plano amostral space-filling, pois a sele¢ao do estrato onde a amostra é
armazenada ainda ocorre controladamente mas de forma aleatoria, conforme mostrado na
Fig. 29.

Esse problema pode ser contornado utilizando a métrica mazmin definida por
Johnson, Moore e Ylvisaker (1990) e posteriormente modificada por Morris e Mitchell
(1995). Considere um vetor d contendo a lista da maior para a menor distancia igual para
todos os pares possiveis da amostragem inicial X. Também considera o vetor j, o qual aloca
a quantidade de niimero de pares de pontos em X separados pelas distancias contidas em
d, percebe-se que j possui o mesmo tamanho de d. As quais essas as distancias contidas
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(21, x2 € x3) utilizando o

’

€s variaveis

N

Figura 29 — Exemplo de plano amostral com tr
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Manhattan ¢ mais vantajosa do

7

, porém a norma
A métrica mazmin afirma que as amostras X sdo mais uniforme quando maximiza

e Keane (2008) citam que na literatura existem diferencas entre selecionar uma norma
dy, entre os planos o qual é verdade, minimiza j;, entre os planos o qual é verdade, maximiza
ds, entre os planos o qual é verdade, minimiza j, e assim por diante. Morris e Mitchell

ou outra para avaliacao da amostragem

ponto de vista computacional.
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Figura 30 — Comparacao de amostragem com duas variaveis x; e xo, utilizando método do
hipercubo latino puro (a) e otimizado (b).
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(1995) ranqueiam o melhor X de acordo com a fungao

1
m 2 q
7(1 = (Z ;]1]61) ) (101>
j=1 Y

definindo que o menor valor de 7, possui o melhor X com propriedades de um plano
space-filling. Morris e Mitchell (1995) ainda recomendam minimizar a Eq. (101) para
qg=1,2,4,10,20,50 e 100, ja Forrester, Sobester e Keane (2008) mostram uma investigacao
sobre quais sdo os melhores valores de ¢ para a Eq. (101).

Entretanto, para obter um X otimizado é necessario aplicar um algoritmo de
otimizagdo na Eq. (101). Morris e Mitchell (1995) utilizam um algoritmo com técnica
probabilistica de otimizacdo conhecido como simulated annealing. Enquanto Forrester,
Sobester e Keane (2008) consideram para otimizagdo uma alternativa de mutagao utilizando
a técnica de operagao evolutiva (Evolutionary Operation (EVOP) em inglés).

A Fig. 30 mostra um comparativo entre duas amostragens X em um dominio
S = 10,1]* com duas dimensdes (71 e z2) e n = 10 amostras. A primeira utilizando o
método do hipercubo latino randémico e a segunda utilizando o mesmo método aplicando
um técnica de otimizacao. E possivel notar que a amostragem (a) nao completa tanto o
dominio quanto (b), caracterizando esta tltima como uma amostragem space-filling.

6.3 AQUISICAO DE PONTOS DE SUPORTE

Com uma amostragem inicial determinada através de um hipercubo latino otimizado
e com o modelo de Kriging construido, a ideia é definir novos pontos de suporte que
minimizem o erro global da estimativa. Uma maneira de realizar a aquisicao de novos
pontos de suporte é computando o erro quadratico médio (Mean Squared Error (MSE) em
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inglés), o qual Sacks et al. (1989) definem como

(1- 0T 11)?
17911 |’

s2(x) =62 |1 =T 1Y + (102)

onde o terceiro termo esté relacionado a incerteza sob a média estimada [i e geralmente é
bem pequeno e omitido (FORRESTER; SOBESTER; KEANE, 2008). Para realizagoes
sem ruidos, observa-se que para a n-ésima resposta o peso ¥’ W14 é o valor da unidade,
configurando s? = 0 para os pontos de suportes definidos previamente. De acordo com
Jones (2001), é mais conveniente trabalhar com a raiz quadrada do MSE ou erro padrao
para medicao de incerteza na predicao. O MSE pode ser utilizado como estratégia para
adicionar novos pontos de suporte, porém ¢é equivalente a preencher as regioes distantes
dos mesmos. Dessa forma, nao fica preso a um minimo local da funcao a ser predita, ao
mesmo tempo que pode ser substituida por um método de amostragem inicial com maior
numero de pontos de suporte.

Outra forma é dar um peso para a influéncia do erro s, controlando sua importancia
na exploracao. Este método é conhecido como Lower Confidence Bound em inglés ou
somente LCB (COX; JOHN, 1992), definido por

LCB(x) = §(x) — Vs, (103)

onde V é a constante que controla o balango da exploragao. Quando V — 0, LC'B(x) — §(x)
tendendo a um refino local. Por outro lado, quando V — oo, s é maximizado e torna uma
exploragao global, basicamente o que ocorre quando a Eq. (102) é a métrica para definir
novos pontos de suporte. A escolha da constante )V é uma das dificuldade deste método,
podendo tender a somente uma exploracao global ou somente a um refino local.

Em busca do minimo da fun¢do a ser predita, pode-se computar a probabilidade de
obter uma realizac¢do y(x) menor que o minimo de y(X) até o momento, definida como
Ymin- E possivel definir a melhora (x) para y(x) ~ N (§(x), s>(x)) como

](X) = maX(ymin - y(X)7 0)7 (104)

determinando que ha melhora quando y(X) < Ym,. De outra forma, o método da probabi-
lidade de melhora (KUSHNER, 1964), Probability of Improvement em inglés ou somente
PI, busca maximizar a probabilidade de um evento que tem I(x) > 0. Utilizando as Egs.
(26) e (27) ¢é possivel calcular a probabilidade de I(x) como

PI(x) = P(I(x)>0)
PI(x) = P(y(x < Ymin)
PI(x) = - 1% L OOO exp [—W] dl, (105)

utilizando a fungao erro (ANDREWS, 1998), a Eq. (105) resulta em

PI(x) = ; [1 terf (Wﬂ . (106)
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Como s ¢é nulo em x nao existe a possibilidade de gerar um novo ponto de suporte nos
pontos ja amostrados. Jones (2001) explica que a Eq. (106) é extremamente sensivel a
escolha do alvo y,,,;,, onde fard uma busca exaustiva préximo do alvo, buscando pontos de
suporte infinitesimalmente menor que ¥,,;, ao invés de pontos com maior ganho e incerteza.
Isso é contornado adicionando a varidavel ¢ > 0 para um melhor balanco entre a busca
local e global, tornando a Eq. (106) em

PI(x) = ; l1 terf (y””'” _S%X) - C)] . (107)

Uma forma de definir ¢ ¢ iniciando com um valor alto e ir reduzindo ao longo da busca
por pontos de suporte.

O PI define pontos de suporte somente pela probabilidade da melhoria, nao pela sua
magnitude. Uma forma é através da maximizacdo da melhoria esperada, ou EI (Ezpected
Improvement em inglés). Segundo Mockus, Tiesis e Zilinskas (1978) a ideia é maximizar a
melhoria esperada em relagao a ¥,:,. O novo ponto de suporte x™ para y(x) ~ N (§(x), s?)
é definido como

xt = argmazr E[max(ymin — y(x),0)]. (108)

Utilizando a Eq. (27) como verossimilhanga e determinando o valor esperado de I(x)
aplicando a Eq. (28), o E[I(x)] é

/ I e [ ; <(y”“'” —1- ‘Wﬂ dl, (109)

52
no qual sua solugao é

L)) = (goin — 9)H (ym‘y> i (M) . (110)

S

Onde H(-) representa a fungao de distribuigdo cumulativa de probabilidade e Z(-) ¢ a
funcao de densidade de probabilidade para uma distribuicao Gaussiana. O Apéndice G
apresenta o desenvolvimento matematico para obter a Eq. (110) partindo da Eq. (109).
Observando a Eq. (110), E[I(x)] = 0 nos pontos de suporte, pois s também é nulo. O
primeiro termo avalia a probabilidade de melhoria de uma predi¢ao ¢ ser menor que ¥min,
similar ao método PI. O segundo termo representa a busca em incertezas onde a incerteza
s é alta, atuando longe dos pontos de suporte. Dessa forma, podemos reescrever a Eq.
(110) como

(Ymin — 9)H (y”“" y) + sZ (ymm y) if s >0

111
0 ifs=0 (111)

ElI(x)] = {

As Figs. 31 e 32 representam a evolugao do processo EI para a funcdo da Eq. (99),
onde a func¢ao a ser predita é definida com 6 iteracoes.
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Figura 31 — Processo de aquisi¢do de novos pontos para a fun¢ao da Eq. (99) utilizando
como funcao de aquisicao o EIL
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Figura 32 — 6% iteragdo para o processo EI aplicado a fungao da Eq. (99).
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7 MATERIAIS E METODOS

Um exemplo de aplicacao do método de Kriging é a geracao de modelos substitutos
para fungoes caixas pretas ou black-box function em inglés. Este tipo de funcao relaciona uma
entrada x (input em inglés) com uma saida y(x) (output em inglés). Fungbes caixas pretas
sao conhecidas por nao estarem disponivel para algum tipo de tratamento matematico,
como o calculo de sua derivada. Problemas resolvidos em softwares de elementos finitos
comerciais ou uma analise modal feita em laboratério podem ser classificadas como este
tipo de funcdo. Ambos os casos demandam um longo tempo de processamento, no caso do
softwares de elementos finitos, ou preparacao e execuc¢ao, no caso da andlise modal em
laboratério.

Para evitar um grande ntimero de andlises custosas, é possivel utilizar modelos
substitutos criados pelo método de Kriging para uma predicao de rapida e facil exploracao.
Desse modo, permite-se a constru¢ao de um problema de otimizagdo conforme a Eq. (8),
porém com a funcao objetivo e as restrigdes definidas por modelos substitutos. Baseado na
Eq. (8) pode-se definir um problema de otimizacao na forma

min, §(x)

hi(x) =0 i ey M,

f]( )SO J=1..ng4

oh <z < a2t (112)

onde §(x) representa a fungao objetivo em forma de modelo substituto (sucedendo y(x)),
hi(x) e §;(x) representam as restrices de igualdade e desigualdade respectivamente em
forma de modelo substituto (sucedendo h;(x) e g;(x)). Com a Eq. (112) evita-se a criagdo
de uma rede densa de respostas y(x) do modelo de alto custo computacional. A criagao
desses modelos substitutos ocorrem de forma independente conforme fluxograma da Fig.
33.

Tendo em maos os modelos substitutos de cada func¢ao que compoe o problema de
otimizagao é possivel definir técnicas de otimizagao para definir o étimo x* de §(x). E
possivel aplicar técnicas de otimizacao baseadas em gradientes, pois a funcao de predicao
do método de Kriging na Eq. (97) é conhecida. Porém, a utilizacdo dessas técnicas pode
acarretar em diversos riscos. Um exemplo ¢ a funcao a ser predita ter varios minimos locais
ou até mesmo nao ser continua, portanto a selecdo de um ponto inicial xy pode fazer com
que o processo fique preso em um minimo local. Outro risco é a garantia que a derivada
do modelo substituto tera o mesmo comportamento da derivada da funcao a ser predita.
Por exemplo, tomando a derivada da func¢ao da Eq. (99) como

8%(;) = mexp(mz) {2 oS |:27T (x — 110)] + sin {27r (x — 110)]} (113)
e da Eq. (97) na forma

()

v 1- o | ) A
ya;) = [Oplag” — 27722 — 2) exp(=0la — 2 )] ¥y — 1), (114)

Pode-se verificar pela Fig. 34 que ha divergéngia entre a aproximacao da derivada do
modelo substituto e da funcao de referéncia, mesmo nos pontos de suporte. Para evitar
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Figura 33 — Fluxograma do processo de otimiza¢ao com modelos substitutos.
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Fonte: Autor.

esses riscos, técnicas de otimizacgao populacional como o PSO podem ser utilizadas para
resolver problemas como da Eq. (112).

Para demonstrar esta metodologia, o problema de otimizacao de volume minimo
(consequentemente de massa minima) de uma trelica de 3 barras (Fig. 35) encontrado em
Arora (2004) é tomado como referéncia. Onde a funcao objetivo é

Vol = lpg(2v/2A, + Ay), (115)

enquanto as restricoes sao

L=, Fy < (116)
=01 =—F=|-—+——"F Oal,
NN =B A T (A +2Ay)) 0
2P;
g2 =03 = V2P, < Oa2 (117)

(A1 + V24,)
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Figura 34 — Diferenca da derivada da funcao de referéncia da Eq. (113) (com 5 pontos de
suporte) e a derivada da predi¢do de Kriging da Eq. (114).
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Fonte: Autor.
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onde Py e Py representam as componentes de P nos respectivos eixos T e §. O resultado
das restrigoes descritas acima devem ser menor ou igual o,, a qual representa a tensao
admissivel do material selecionado. Além das restricbes de tensoes, restrigoes laterais
para as varidveis de projeto sdo determinadas como 1 < Ay, Ay < 10 [in?]. Tomando as
consideragoes da Tab. 3, a solugao 6tima ¢ A} = 6,31 [in?] e A5 = 3,26 [in?], enquanto
o valor da funcao objetivo é de 21,11 [Ib]. A Fig. 36 mostra o grafico de contorno da
fungao objetivo contida na Eq. (115) e das restri¢oes das Eqgs. (116) a (118), bem como a
solucdo 6tima x* do sistema. Os valores das restrigoes em x* sdo 5000 [psi], 3663, 22 [psi]
e —1338 [psi| respectivamente, onde a restri¢ao g; estd ativa. O minimo da fungao objetivo
¢ Xy, = {1,1}, para g;(x) o minimo ¢ x; = {10, 10}, para g»(x) ¢ x};, = {10, 10} e por
fim g3(x) tem o minimo de x};, = {1,10}.

Um dos passos do fluxograma da Fig. 33 é a aquisicao de novos pontos de suporte
por meio de uma funcao de aquisicdo. Através do problema selecionado pode-se realizar
uma analise da melhor funcao de aquisicao para a metodologia proposta. Portanto, os
cendrios A,B e C sdo definidos para avaliar as funcoes de aquisicao s?, LCB, PI e EI
apresentadas no Cap. 6. A diferenca entre os cenarios é a quantidade de pontos iniciais
do hipercubo latino. No cenario A o hipercubo latino otimizado tem n; = 15 pontos de
suportes iniciais, no cenario B possui n; = 10 pontos de suporte e no cenario C tem n; = 5.
O problema ¢é executado 5 vezes para cada cendario, onde o hipercubo latino ¢ limitado as
restrigoes laterais.

(118)



72

Figura 35 — Problema referéncia de trelica com 3 barras encontrado em (ARORA, 2004).
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Fonte: Autor.

A partir da criacao dos modelos de Kriging, as fungoes de aquisi¢cao sao aplicadas
uma de cada vez para avaliar o respectivo comportamento. Os valores dos pardmetros K
sao 0.001 < 6 <100 e p = 2, onde 6 é definido através de um Algoritmo Genético com
uma populacgao de 150 individuos (BAUDIN; COUVERT; STEER, 2010). Em relagao
a parada do algoritmo, o orcamento destinado para cada fun¢ao de aquisi¢do é de 20
iteracoes. Adicionalmente para os métodos EI, PI e s? é definido uma tolerdncia de parada
quando seus valores chegam a 1 x 1072, Para o método LCB foi considerado a constante
Y = 1. Ap6s a obtencao dos modelos substitutos do problema de otimizacao pelo método
de Kriging, a técnica de otimizacao PSO ¢ utilizada para encontrar o étimo x*. Para tal, é
definida uma populcao de 50 particulas, com ¢; = ¢ = 1,5 e w decrescendo ao longo das
iteragoes e as restrigoes sao tratadas conforme (DEB, 2000), explicado no Cap. 3.

O Apéndice H apresenta os resultados para as 5 execucgoes dos cenarios A, B e C.
Em uma analise inicial a fun¢do objetivo possui um comportamento linear, onde todas as
funcgoes de aquisi¢gdes adicionaram poucos pontos de suporte para o modelo substituto. As
fungoes de restrigoes possuem um comportamento nao-linear, de forma geral é adquirido
um maior nimero de pontos de suporte para essas funcoes. O cenario C demonstrou o
pior desempenho em todos os 5 testes, justificado pelo pequeno niimero de pontos de

Tabela 3 — Dados do problema de otimizagao - adaptado de (ARORA, 2004).

Estrutura Dados
Tensao admissivel (barras 1 e 3) - 041 € 043 [psi]| 5000
Tensao admissivel (barra 2) - 049 [psi] 20000
Altura - [, [in] 10
Carga - P [Ib] 40000
Peso especifico - pg [Ib/in?] 0,10
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Figura 36 — Grafico de contorno da fungao objetivo e das restrigdes. O ponto preto
representa o design 6timo,A} = 6,31 [in?] e A} = 3,26 [in?], enquanto a &rea cinza
representa a regiao inviavel.

Restrigdo 1
Restricdo 2
Restrigio 3
Objetivo

Fonte: Autor.

Tabela 4 — x* para o cenario B do teste 2.

Funcao de aquisicao| x1 | x2
52 6.33|3.14

LCB 6.29|3.26

PI 6.34|3.15

EI 6.32] 3.1

HCL 6.28(3.25

suporte para LCB, PI e EI. Mesmo quando utilizado s? que adiciona 20 pontos de suporte
ao modelo substituto apresentou um desempenho aquém do esperado. Ressalta-se que
as fungoes de aquisicao LCB, PI e EI exploram a regiao do 6timo de cada funcao do
problema com poucas iteragoes, mesmo nos cenéarios B e C. Entretanto, nao sdo efetivos
para determinar o minimo do problema de otimizacao, pois dependem dos pontos iniciais
definidos pelo hipercubo latino. Essa observacao é apresentada na Tab. 4, onde o cenario
B do teste 2 é executado somente com o hipercubo latino, encontrando x* proximo dos
valores encontrados quando utilizado fungdes de aquisigao.

A aquisigdo de novos pontos de suporte por s? se mostrou custosa, pois o orgamento
de 20 iteracoes foi atingido em todos os cenarios e execugoes. No cendrio A, este método
traz problemas ao deixar o dominio denso de pontos de suporte, tornando a matriz ¥
mal condicionada e dificultando a inversdo da mesma pelo método de Cholesky. A Fig. 37
apresenta o modelo de Kriging para g, com a disposi¢ao dos pontos de suporte para o
cendrio A do teste 5, comparando as funcdes de aquisicao s? e PI. O s? adiciona novos
pontos de suporte nas bordas do dominio onde seu valor é maior devido a reducao da
correlacao pelo parametro 6. Esse comportamento nao auxilia na busca pelo 6timo global
que estd longe dessas regides. Portanto, a adicio de novos pontos de suporte por s
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Tabela 5 — Média aritmética do 6timo para cada fungao de aquisicao dividida por
x* = {6.31,3.26} para o cendrio A.

Fungao de aquisigao|myy [%]|mee [%]
52 -0.6 38
LCB 1.11 4.6
PI 2.66 -11.9
EI 1.31 -4.1

apresenta menor acuracia em relagdo aos outros métodos mesmo com maior niimero de
pontos de suportes.

De forma geral, o LCB se caracteriza por ter mais pontos de suporte que o PI
devido a constante V = 1, realizando uma busca mais local. Mas ambos se mostram
eficiente em definir o minimo de cada funcao com a aquisi¢cao de poucos pontos de suporte,
principalmente em relaciao ao s?. Ambos possuem acuracia similar ao encontrar o minimo
global sendo dependentes da disposi¢cao de pontos definidos inicialmente pelo hipercubo
latino.

Percebe-se que o EI apresenta uma variancia estimada s? menor ao final de cada
execucao em relacao aos métodos PI e LCB. Esse comportamento é gerado principalmente
pela influéncia da segunda parcela da Eq. (110), a qual leva em considerac¢ao o erro na
forma de s para um balanco de busca de novos pontos de suporte. A Fig. 38 mostra um
comparativo da varidncia s? para a funcio g, considerando o cendrio B do teste 4.

Para calcular a acuracia de cada fungao de aquisicao, apés a execugao do PSO
a média aritmética de todas as execugoes é computada e dividida por x* do problema,
esses valores sao apresentados na Tab. 5. Levando em consideracao somente o cendrio
A, o EI apresentou a melhor aproximagao em relagdo ao 6timo do problema. O LCB
também possui uma aproximagao aceitdavel, porém a definicao da constante V pode nao ser
adequada a outros problemas. O PI mostrou uma grande divergéncia em relacdo a varidvel
de projeto x3, assim como o s?. Novamente apresentando que a reducio da variancia dos
modelos substitutos do problema de otimizacao nao é garantia de uma melhor acuracia
em relacao ao ponto 6timo.

O método EI sera utilizado como func¢ao de aquisicdo de novos pontos de suporte
para a metodologia do fluxograma da Fig. 33 apods os testes realizados. Dessa forma,
evita-se a necessidade da consideragao de algum fator de balanco entre a busca local e
global como a constante V para o LCB. Também sera considerado um hipercubo latino
com n; = 15 pontos de suporte como amostragem inicial, pois observou-se uma melhor
relacdo de custo computacional por preenchimento do dominio.



75

Figura 37 — Comparativo entre os modelos substitutos da func¢ao g¢o utilizando os métodos
s? (a) e PI (b), mostrando a disposigao dos pontos de suporte (circulos branco) para do
cenario A do teste 5.

Fonte: Autor.
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Figura 38 — Comparativo de s? entre os modelos substitutos da funcdo g; para o cendrio B
do teste 4. Considerando os métodos EI (a), s? (b),LCB (c) e PI (d), apés 20 pontos de
suporte adquiridos.
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Fonte: Autor.
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8 FORMULACAO DO PROBLEMA E ESTRATEGIA DE SOLUCAO

A vibragao em duas vezes a frequéncia da rede apresentada no Cap. 2 é gerada
no estator e transmitida para a carcaca, que por sua vez a transmite para as tampas e
posteriormente aos mancais. Nos mancais estao posicionados os transdutores de vibracao e
caso identifiquem uma velocidade de vibracao maior que o valor definido por norma, é
realizado o desligamento da MEG. Analisando a transmissao da vibracao com a estrutura
de uma MEG, a mesma esté relacionada com as caracteristicas modais, principalmente com
a rigidez radial do conjunto estator e carcaca. Essa transmissao de vibracao também esté
relacioada com a amplitude da forga magnética liquida, proveniente da pressdo magnética
radial apresentada na Eq. (5). Dessa maneira, observando axialmente ao eixo Z (saindo da
folha), podemos construir um sistema com dois graus de liberdade para representar essa
transmissao, conforme ilustrado na Fig 39.

Figura 39 — Sistema com dois graus de liberdade representando a transmissao da vibragao
entre estator e carcaca.

E3

e

A

AVamVAY

H\/
/ 2
2|

\
|
|
/
|
[
/

O T/
= O)

E

=2

A

|
-
:
¥
) S = —
S
(E
<&
8|
L
S
< 8
o

8

Fonte: Autor.

Onde o, (v, t) representa a pressao magnética radial no entreferro conforme Eq. (5), kg,
k¢z e mgz representam respectivamente a rigidez do estator, a rigidez da carcaca e a massa
do sistema na direcao T e kg, ks € myy representam respectivamente a rigidez do estator,
a rigidez da carcaca e a massa do sistema na direcao 7.

A medicao da vibracao de forma experimental auxilia no entendimento desse feno-
nemo. Para uma melhor compreensao, uma medi¢cao comparativa utilizando transdutores
é realizada no didmetro externo do estator e nos mancais de uma maquina 2 polos. As
informacgoes podem ser divididas em quatro espectros na banda de duas vezes a frequéncia
da rede. A Fig. 40 ilustra os espectros de velocidades no didmetro externo do estator na
direcdo T e 7, enquanto a Fig. 41 mostra os espectros de vibragao no mancal dianteiro
também para as mesmas dire¢oes. Analisando os espectros é possivel confirmar a menor
rigidez do sistema na direcao horizontal Z, onde houve a transmissao da vibracao de
aproximadamente 72%, enquanto na direcao vertical 7 foi de 23% da vibracao originada
no estator. Salienta-se que nesse caso a vibra¢ao nos mancais nao ultrapassa os valores
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Figura 40 — Espectro de velocidade de vibracao no diametro externo no estator, na dire¢ao
T (a) e na diregao 7 (b).
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recomendados por norma. Isso pode ser observado comparando o espectro da Fig. 41 com
as normas apresentadas no Cap. 2.

O componente de interface entre estator e carcaca tem um papel importante na
transmissao da vibragao para o mancal, pois modifica a rigidez entre estator e carcaca.
Muitas vezes essas interfaces nao permitem a atenuacao da vibracao proveniente do estator,
sendo construidas com o intuito de facilitar a fabricacao e a refrigeracao da MEG. Devido
a isso, a interface entre estator e carcaca é realizada de duas maneiras: por longarinas ou
por contra placas, conforme ilustra a Fig 42.

Na interface com longarinas, as quais estao distribuidas circularmente na carcaca, o
pacote de chapas do estator é fixado por interferéncia mecanica. Devido a esta interferéncia
o diametro externo das chapas do estator ¢ maior que o didmetro usinado nas longarinas.
A insercao do estator na carcaca ocorre por meio de prensagem, posteriormente é pinado
radialmente evitando movimentagao axial. J& na interface com contra placas, a carcaca
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Figura 41 — Espectro de velocidade de vibra¢do no mancal dianteiro, na dire¢do T (a) e na
direcao 7 (b).
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possui placas no sentido radial da maquina onde o estator é apoiado. A contra placa
dianteira possui um assento usinado para definicao da posi¢ao axial do pacote de chapas
do estator e apds este posicionamento é realizado a soldagem na placa dianteira e traseira.

Penniman e Taylor (1941) foram um dos primeiros a estudar altera¢oes na interface
estator e carcaga, criando uma estrutura mais flexivel para aplicagdo em maquinas sincronas
2 polos. Laffoon e Rose (1940) experimentam suportes flexiveis para este fim e ao longo
do tempo foram desenvolvidas vérias patentes referente a esta interface. Fongatti (2018)
aplica um sistema com 6 graus de liberdade encontrado em (HARRIS C. M.; PIERSOL,
2002) com o intuito de analisar numericamente a relagao entre estator e carcaga. Onde é
comparado um modelo reduzido em elementos finitos com um modelo analitico, ambos
com 6 graus de liberdade. Gongalves (2012) utiliza o método de elementos finitos para
determinar uma metodologia para calcular os trés primeiros modos de vibrar de uma
MEG de pequeno porte. Neste mesmo trabalho é apresentado o modo lateral de vibragao
proximo a duas vezes a frequéncia da rede.
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Figura 42 — Interface entre estator e carcaga em vermelho, constituida por meio de contra
placas (a) e de longarinas (b).

Fonte: Autor.

De forma mais geral, ha outros trabalhos realizados em MEGs porém nao relaciona-
dos com a transmissao de vibragao entre estator e carcaga, como o trabalho apresentado
por (WAPPLER, 2014). O qual estuda a redugao de vibragao de uma MEG pequeno
porte através da otimizacao da flange de fixacdo da mesma. Também ha varias patentes
relacionadas a MEGs, mas com outras aplicagoes, como Holter (1993) em que apresenta
pecas de neoprene entre a carcaga e o trocador de calor. Dessa maneira, reduzindo a
transmissao de vibracao da carcaca para o trocador de calor que é um componente de menor
rigidez. Neste ambito é possivel identificar mecanismos utilizados em outras aplicagoes que
podem ser empregados em maquinas elétricas. Por exemplo, Radle (1997) utiliza juntas
isoladoras em furadeiras que também podem ser aplicadas na interface de estator e carcaca
de uma MEG.

O desenvolvimento de um mecanismo entre estator e carcaga é proposto para a
reducao de vibracao excitada a duas vezes a frequéncia da rede. O objetivo do mecanismo
¢ afastar a frequéncia natural do sistema em relacao a frequéncia de excitacao, reduzindo a
velocidade de vibragdo nos mancais. O componente apresentado por Hwang et al. (2010) na
Fig. 43 serve como referéncia de conceito para o desenvolvimento do mecanismo proposto.
A partir deste perfil o mecanismo é desenvolvido para atenuar a transmissao de vibracao
entre estator e carcaga, sendo o mesmo instalado em cada extremidade do estator conforme
Fig. 44.

Uma MEG que constatou vibragao excessiva excitada em duas vezes a frequéncia da
rede durante seu ensaio é utilizada como estudo de caso. Essa MEG possui caracteristicas
conforme a Tab. 6 e a interface entre estator e carcaca é constituida por meio de longarinas.
Inicialmente buscou-se a compreensao das caracteristicas modais e padroes de vibragao da
solugdo atual por meio de experimentos em laboratorio e posteriormente o ajuste do modelo
numérico. Para tal, uma analise modal experimental para determinar os modos de vibrar
foi realizada (FU; HE, 2001). Também foi executada uma ODS ( Operating Deflection Shape
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Figura 43 — Mecanismo de (HWANG et al., 2010).

C
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Fonte: (HWANG et al., 2010).

em inglés) na lateral da carcaga para conhecer o padrao de vibragao (RICHARDSON,
1997). Para esses procedimentos foram utilizados os equipamentos e software apresentados
na Tab. 7. Nesses experimentos a maquina ¢é fixada de forma rigida a base através de
parafusos e sao realizadas as marcacgoes onde sao posicionados os transdutores de vibragao
conforme Fig. 45. O resultado da andlise modal experimental apresentou um modo de
vibrar torcional em 114 [Hz|. Esse valor é préximo a fonte de excitagao, correspondendo
ao dobro de 60 [Hz]. O padrao de vibracao da lateral da carcaga encontrada na ODS é
apresentado na Fig. 46, onde é mostrado um maior deslocamento na parte traseira superior
na direcao de menor rigidez . Onde a vibracao no mancal traseiro atingiu um valor de 4,3
[mm/s], valor acima do estabelecido por norma, neste caso é considerado a NEMA MG-1.

Tabela 6 — Principais caracteristicas da MEG do estudo de caso.

Poténcia [HP] [7300
Tensao [V] 660
Frequéncia [Hz] | 60
Ntumero de polos| 2

Tabela 7 — Equipamentos e softwares utilizados para analise modal experimental.

Equipamento/Software Descrigao
Notebook 7300
Software para coleta de dados B&K Pulse Labshop v0.0
Moédulo para coleta de dados B&K Modal Analysis MTC Hammer
Software para animacao VIBRANT ME’scopeVES Modal Pro
Acelerémetro ENDEVCO - modelo 752 A 12, ns. 11494 e sensor 10mV /ms?
Martelo de impacto ENDEVCO - modelo 2302-5, ns. 2782 e sensor 1.16mV /N
Tipo de ponta do martelo Nylon

Um modelo numérico computacional em software de elementos finitos é criado
para caracterizar o mesmo modo e padrao de vibracao. As caracteristicas e propriedades
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Figura 44 — Mecanismo proposto (em vermelho) instalado nas extremidades do estator.
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Fonte: Autor.

desse modelo numérico podem ser encontradas em Fongatti (2018). Apds o processa-
mento encontrou-se o mesmo padrao de vibrar e a frequéncia natural de 114 [H z] como
apresentado na Fig. 47. O valor de 114 [Hz| é o mesmo apresentado na anélise modal expe-
rimental, bem como os deslocamentos semelhantes aos da Fig. 46. Esse modelo numérico
computacional nao contempla o rotor da MEG pois o mesmo vibra de forma independente
dos componentes estacionarios devido ao filme de 6leo dos mancais hidrodindmicos. Os
componentes periféricos como o trocador de calor sao representados como pontos de massa,
nao sendo visiveis na prototipagem virtual. Assim, o modelo numérico é validado, tendo seu
comportamento na regiao de duas vezes a frequéncia da rede semelhante ao experimentado
na analise modal e da ODS.

O modelo numérico computacional da solugao atual é utilizado como referéncia
para criar o modelo numérico computacional da solucdo proposta. A tnica alteracao é o
recorte nas longarinas para acomodar o mecanismo proposto, mantendo as caracteristicas
do modelo atual. Esse modelo com o mecanismo proposto é utilizado como func¢ao caixa
preta na metodologia da Fig. 33 e posteriormente aplicando o método de Kriging para a
a criacdo dos modelos substitutos. Dessa forma, é proposto um vetor x com 3 variaveis
de projeto x1, x5 e x3 conforme apresentado na Fig. 48. Essas variaveis de projeto sao
definidas por meio de analise geométrica do espago disponivel para a acomodacgao do
mecanismo. O didmetro interno do mecanismo possui um valor fixo de 980 [mm] devido
a padronizacao do didmetro externo do estator. O didmetro externo do mecanismo tem
seu valor fixo em 1060 [mm], mantendo uma simetria radial na altura das longarinas. Na
parte interna do mecanismo optou-se por manter dois raios fixos de 2,5 [mm], simulando o
raio da ferramenta do processo de fabricagao. A Tab. 8 apresenta os valores maximos e
minimos para cada variavel de projeto do vetor x.

A faixa minima de 50 [mm)] para a varidvel 2y ¢ definido pela profundidade maxima
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Figura 45 — Principais pontos medidos durante a ODS ( Operating Deflection Shape).

Fonte: Autor.

Tabela 8 — Tabela com o valor maximo e minimo de cada variavel de projeto.

Varidvel | Valor maximo [mm]|Valor minimo [mm)]
1 70 50
T 1010 990
T3 1050 1030

que a ferramenta pode alcangar sem ocorrer vibragoes excessivas no suporte da mesma.
Enquanto a faixa maxima da varidvel x5 de 1010 [mm] e a faixa minima da varidvel x5 de
1030 [mm] sao definidos para que o espa¢o minimo entre as duas partes do mecanismos
possibilite a entrada de ferramenta do processo de fabricacao.

Além das varidveis de projeto x é necessario definir a funcao objetivo e as restri¢oes
que vao compor o problema de otimizacao com modelos substitutos. A fungao objetivo é
definida para atender uma frequéncia natural alvo @. A restricao da velocidade de vibragao
nos mancais sao de interesse devido aos valores estabelecidos por norma. Como a rigidez
do sistema é menor na direcao T, a velocidade de vibragao nos mancais nessa direcao é
restrita a 1.8 [mm/s]. Outra restrigdo estd relacionada a deflexdao do estator na diregao v,
onde deve haver o maximo de 5% do valor do entreferro, evitando assim desbalanceamento
eletromagnético entre o estator e rotor. Por ltimo, o material para o mecanismo proposto
¢ aco carbono, desta forma as tensoes mecanicas envolvidas sao restritas a 220 [M Pa] para
que nao haja deformagcoes permanentes durante a operacao. Portanto, podemos definir o
problema de otimizagao do estudo de caso baseado na Eq. (112) como
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Figura 46 — Diagrama de cores apresentando o padrao de vibracao na frequéncia de 114
[Hz]. Os pontos 1,23 e 4 representam as mesmas posigoes que os pontos da Fig. 45.

Fonte: Autor.

(x)

G3(X) = Ugest(x) < 0.25 [mm)] (119)
(x)
(x)

990 < x5 < 1010 [mm)]
1030 < z3 < 1050 [mm)].

Onde w representa a frequéncia natural do sistema a qual desejamos minimizar, @ é a
frequéncia alvo, t,4.(x) é a velocidade de vibrac¢ao na diregao T medida no mancal dianteiro
da MEG, Uznqe(x) é a velocidade de vibragao na dire¢do T medida no mancal traseiro da
MEG, uyest(x) € a deflexao do estator na direcao g, o4 € a tensdo mecanica equivalente
no mecanismo proposto localizado na parte dianteira da MEG, 0,4, é a tensdo mecanica
equivalente no mecanismo proposto localizado na parte traseira da MEG e x1, x5 e x3 s@o
as variaveis de projeto. A frequéncia alvo @ estabelecida para a fun¢ao objetivo é de 107.5
[Hz]. Considerando um afastamento de 6% em relacao ao valor encontrado na andlise
modal experimental e no modelo numérico computacional e 11% em relacao a frequéncia
de excitacao de 120 [H z].
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Figura 47 — Modo de vibrar encontrado pelo modelo numérico computacional.

Fonte: Autor.

Figura 48 — Corte transversal do mecanismo proposto com a localizagao das variaveis de
projeto x1, x4 € x3.
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9 RESULTADOS

Para aplicar a metodologia da Fig. 33 para o estudo de caso é necessario a criacao
de modelos substitutos para as fungoes da Eq. (119). Para tal, um HCL de 15 pontos
de suporte iniciais é criado de forma independente para cada funcao do problema de
otimizacgao, ou seja, cada modelo substituto é iniciado com seu préprio HCL. Os modelos
substitutos sao criados por meio do método de Kriging, utilizando o pardmetro p =2 e 6
sendo definido através da técnica de otimizacao GA. Enquanto a aquisicdo de novos pontos
de suporte ¢é realizada através da funcao EI com o or¢camento de 20 iteragoes, conforme
demonstrado no Cap. 7. Para a definicao da melhor geometria do mecanismo a técnica
de otimizacao PSO ¢ utilizada, sendo executada 5 rodadas com o maximo de iteragoes
max;,. = 100, obtendo o melhor valor entre elas. Para a Eq. (17) é utilizado ¢; = ¢ = 1.5
e w como

. (wmm - wmaac)zte7 (120)

MaX;te

onde Wy, € Whyaee representam os valores maximo e minimo de w, no caso 0.9 e 0.4
respectivamente. A Eq. (120) denota que w decai ao longo das iteragoes i, permitindo
uma velocidade das particulas maior no inicio do processo de otimizacao, sendo reduzida a
medida que se aproxima das ultimas iteracoes.

Apéds a execugdo da metodologia, a frequéncia natural encontrada é de 108,57 [H z],
para uma geometria étima x* = [70, 990, 1050]. Comparando os valores de x* com a Tab.
8 observa-se que o 6timo se encontra nos limites laterais impostos, sendo o valor minimo
para o e os valores maximos para x; e x3. Devido as restrigoes laterais conclui-se que a
frequéncia natural alvo nao é atendida. Como caracteristica do problema de estudo de caso,
as imagens das restri¢oes da Eq. (119) sdo espagos viaveis, tornando o problema irrestrito.

A funcao de aquisicao EI foi avaliada somente uma vez para a funcao objetivo,
criando um ponto de suporte no 6timo da fungao x*. Esse comportamento mostra sua
eficiéncia como otimizador para problemas de otimizagao irrestritos. Além disso, a funcao
EI se mostrou como o esperado para todas as fun¢oes do problema de otimizacao com
excecao da restricao g4, como pode ser observado na Tab. 9 e na Fig. 49. Para uma melhor
compreensao do comportamento do modelo substituto da fungao objetivo ¢ a Fig. 50
apresenta o resultado no plano x; = 70 [mm]. A Tab. 9 apresenta os valores das restrigoes
em x*, onde ng; ¢ o nimero de pontos de suporte da funcao de aquisi¢cao EI. Os resultados
encontrados pelo algoritmo mostram que o mesmo buscou a menor area transversal do
mecanismo proposto, reduzindo sua rigidez.

Tabela 9 — Valor das fung¢oes que compoe o problema da Eq. (119) em x* e o nimero de
pontos de suporte adquiridos pela fungao EI.

Funcao Valor ngr
7 108.57 [Hz] | 1
g1 10.27 [mm/s]| 2
g2 0.82 [mm/s]| 2
gs |0.031 [mm] | 0
gy |0.60 [MPa]|19
gs [0.28 [MPal| 4
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Figura 49 — Comportamento da fungao de aquisicao EI para §1,d2, g4 € 5. As outras duas
aproximacoes do problema de otimizacao foram omitidas pois a participacao do EI no
numero de pontos de suporte é desprezivel ou nulo.
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Fonte: Autor.

De forma intuitiva, foi verificado via software de elementos finitos o resultado
para a maior se¢ao transversal do mecanismo, ou seja, para x = [50,1010,1030]. A
frequéncia natural para esta condigao é de 111.15 [H z], aumentando a margem em relagao
a frequéncia de excitagdo de 120 [Hz]. Essa andlise mostra que a alteragdo proposta fez
reduzir a frequéncia natural do sistema independente dos valores das varidveis de projeto
da geometria do mecanismo.

O aumento da margem fez com que houvesse redugao na velocidade vibragao dos
mancais nas restricoes g; e gs, obtendo niveis aceitaveis conforme apresentado nas normas
do Cap. 2. Considerando que essas fun¢des apresentam um certo comportamento linear o
EI atuou somente 2 vezes em dire¢ao ao minimo. Tanto a restricao §; quanto a restricao
g2 possuem o minimo no valor de x*. Tomando como referéncia o plano de x; = 70 [mm)|,
a Fig. 51 apresenta o comportamento das restricoes g; e g». Como pode ser observado, os
valores de velocidades de vibragao para §; sao menores que de §o, isso é provocado pelo
fato de o mancal traseiro estar em uma distancia axial (dire¢ao z) maior em relacdo ao
centro do estator, consequentemente causando um momento maior.

A restricdo g3 é uma verificagdo da deflexao do estator. Mesmo a aba inferior do
mecanismo possuindo a menor espessura possivel este valor foi atendido como esperado.
Devido a linearidade dessa restricao o EI ndo atuou com novos pontos de suporte. A menor
deflexao do estator, sendo o valor desejado, ocorre quando a dimensao x; é menor e a
dimensao zo ¢ maior. Mesmo x* apresentando valores opostos aos desejaveis, esta restricao
foi atendida conforme Tab. 9. Para informacao do valor desejado a Fig. 52 apresenta a
restricio gs para o plano x; = 50 [mm], onde o menor valor estd no canto inferior direito,
praticamente do lado oposto de x*.

Para o plano x; = 70 [mm], a tensdo mecénica das restrigoes g4 e §s apresentaram
comportamento similar entre elas. Ambas possuem poucos pontos de correlagao, dessa
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Figura 50 — Comportamento do modelo substituto da fungao objetivo § em fungao de x5 e
xg para x1 = 70 [mm].
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Fonte: Autor.

forma tendem aos seus respectivos valores esperados estimados fi. Onde i para g4 é 0,467
[M Pa] e para g5 é 0,168 [M Pal, a Fig. 53 apresenta seus respectivos valores para o plano
1 = 70 [mm]. Os poucos pontos de suporte para a correlagdo no plano x; = 70 [mm]
estap relacionado que seus 6timos estao distantes de x*. Portanto, mesmo o EI adquirindo
um numero alto de pontos de suporte devido a nao-linearidade das fungoes, essa inser¢ao
ocorreu em regides distantes do 6timo. Entre os pontos de suporte o menor valor de g4 é
0,308 [M Pal, para x = [52, 1006, 1046], enquanto para §s o menor valor entre os pontos
de suporte é de 0,122 [M Pa], para x = [57,1004, 1032]. Ou seja, os pontos de suporte
dessas restricoes estao distantes do 6timo global do sistema. Os baixos valores de tensao
mecanica experimentados pelo mecanismo se deve a propria pressao magnética exercida
no entreferro da MEG ser baixa, de acordo com a Eq. (3) é de 1.22 [M Pal.

Para verificar o sentido fisico dos modelos substitutos, propoe-se modelar o me-
canismo conforme Fig. 54, onde o, (v, t) representa a pressao magnética radial oriunda
do entreferro conforme Eq. (5). Ainda pode-se reduzir o modelo considerando que a aba
inferior do mecanismo seja representada por uma viga engastada conforme mostrado na
Fig. 55.

Segundo Rao (2009), a rigidez de uma viga engastada com um grau de liberdade
conforme apresentado na Fig. 54 é denotada por

3B, Iv

k= 2, (121)
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Figura 51 — Comportamento dos modelos substitutos das fungdes de restri¢ao g; (a
esquerda) e go (& direita), ambas em fungao de z2 e x3 para x1 = 70 [mm].
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Fonte: Autor.

onde E,, é o modulo de elasticidade do material em [Pal, I, é o momento de inércia de
drea da segdo da viga em [m?] e [, é o comprimento da viga em [m], sendo a varidvel de
projeto 1. Para o mecanismo proposto a inércia I, pode ser representada por

_ 3
I, = M7 (122)
12

onde b, é a largura da viga, a qual é constante. Assim a Eq. (121) torna-se
3E,, (zo — 980)3

T R (123)

sendo o primeiro termo uma constante. Enquanto a frequéncia natural de uma viga
engastada ¢é calculada por

Wy = —, (124)

onde m, é a massa da viga, considerada desprezivel em relagao a toda MEG. Dessa forma,
pode-se considerar que a frequéncia natural do sistema é proporcional a x; e x5, ou seja,

(x5 — 980)3

Wy X 3

. (125)

A Eq. (125) mostra que a frequéncia natural do sistema denotada pela fungao objetivo ¢
tende ao minimo quando x; tende ao seu valor maximo e x5 tende ao seu valor minimo.
Ressalta-se que a Eq. (125) esta relacionada a alteragao da rigidez entre kg e ksz, bem
como kg e kyy apresentadas na Fig. 39, por isso a proporcionalidade com a frequéncia
natural do sistema.
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Figura 52 — Comportamento do modelo substituto da funcao de restricao gs em fungao de
T9 e x3 para x; = 50 [mm].
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Enquanto a deflexao na restricao g3 é definida como

F.a3
= 12
' 3B, (126)
substituindo a Eq. (122) na Eq. (126), a deflexao 4, torna-se
L2312
5, ad (127)

" 3E,by(z2 — 980)3

A Eq. (127) demonstra a influéncia na redugdo da restrigdo g3 com o aumento da variavel
x5. Ou seja, a redugdo da espessura da aba do mecanismo gera uma deflexao maior para o
estator, alterando o entreferro da MEG, mas ainda dentro do valor limite estabelecido.

As tensdes mecanicas no mecanismo proposto ocorreram no raio interno da aba
inferior, conforme Fig. 56. Para a explicacao fisica é possivel representar a tensao mecanica
envolvida em uma viga engastada como da Fig. 55 por

Fr.’I?l
Oy = . (128)
L,
Dessa forma, observa-se que o aumento do comprimento, expresso por x1, aumenta a tensao
na extremidade engastada da viga. Sendo que esta tensao ocorre de forma alternada nos
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Figura 53 — Comportamento do modelo substituto das fungoes de restri¢gao g4 (& esquerda)
g5 (a direita), ambas em funcdo de x5 e z3 para x; = 70 [mm)].
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Figura 54 — Modelo da viga com a pressao magnética o,(v,t) distribuida na aba do
mecanismo proposto.

Fonte: Autor.

polos da MEG, ja que a Eq. (5) estd em fungdo de 2p,v. Assim pode-se afirmar que a
tensao mecanica experimentada pelo mecanismo é

12Frl’1

(5 — 980)3" (129)

Oy X

Por fim, uma anélise harmonica computacional é executada para a faixa de operacao
de 0 a 200 [Hz]. Nesse caso, uma excitacdo com a pressao magnética radial, Eq. 5, é
aplicada a uma frequéncia do dobro da rede no diametro interno do estator. O objetivo é
realizar um comparativo do comportamento de todo o sistema entre a solugao atual e a
solugao com o mecanismo proposto para as diregoes T e ¥ em ambos os mancais. De modo
geral, com a implementacao do mecanismo houve uma redugao da velocidade de vibracao
em toda a faixa operacional da MEG.

Analisando a Fig. 57, verifica-se na solugao atual um pico préximo a 60 [Hz| com
valor acima do permitido por norma, o qual é danoso para a operacao da maquina pois
pode ser excitado pela frequéncia de alimentagiao da rede. Na regidao de 120 [Hz] hé picos,
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Figura 55 — Modelo da viga com a pressao magnética o,.(v,t) concentrada na aba do
mecanismo proposto.

N x5 — 980

Ty ‘

Fonte: Autor.

Figura 56 — Tensao mecénica no mecanismo do lado acionado (& esquerda) e do lado
nao-acionado (a direita).

Fonte: Autor.

porém o maior deles estd acima desse valor, nao sendo um problema para a operacao.
Para este caso, frequéncias naturais de ordem superiores nao sao um problema durante a
operacao da MEG. Além da reducao da velocidade de vibragao, o mecanismo fez com que
as frequéncias naturais do sistema tivessem sua frequéncia reduzida. Com isso a frequéncia
natural encontrada em aproximadamente 130 [H z] na solu¢ao proposta foi transladada
para proximo de 120 [Hz]. Mas quando excitada sua velocidade de vibragao é menor do
que o estabelecido por norma, mesmo podendo ser excitado em duas vezes a frequéncia da
rede de alimentagao.

Conforme apresentado na Fig. 58, a velocidade de vibragao do mancal dianteiro na
diregdo 7 é maior do que estabelecido por norma na regiao de 108 [Hz|, ndo se traduzindo
em problema para a operacao. Mesmo assim, a implementacao do mecanismo trouxe uma
redugao drastica dos valores de velocidade de vibragao nessa regiao, bem como em na
regido de 120 [Hz|. Também, sua implementagdo trouxe um pico relevante na regiao de 80
[Hz], a qual ndo é danoso para opera¢ao da maquina.

O mancal traseiro é o que possui maior velocidade de vibracao na regiao de 120
[Hz], possuindo um modo de vibrar torcional em 114 [Hz], o qual marjora o valor na
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Figura 57 — Anélise harmonica computacional com a velocidade de vibragdo no mancal
dianteiro na diregao 7.

Velocidade de vibracdo mancal dianteiroeixo T

mm/s

0 20 40 60 BO 100 120 140 160 180

H:z

—a—Atual —s— Proposta

Fonte: Autor.

direcao T, como mostrado na Fig. 59. Esse fendmeno também pode ser observado para
valores na regiao de 60 [Hz], tendo o maior pico de velocidade de vibracao de todos os
espectros. A implementacao do mecanismo trouxe redugoes significativas na regiao de
duas vezes a frequéncia de operacao, eliminando a vibragao danosa do sistema atual. A
implementacao do mecanismo gerou uma frequéncia natural em 50 [H z], proveniente da
translagao da frequéncia natural em 60 [Hz] da solugao atual, por sua vez possui valor
maior que o estabelecido por norma. Portanto, por mais que a maquina do estudo de caso
é projetada para uma frequéncia de alimentagao de 60 [Hz|, ndo é recomendavel aplicar a
frequéncia de 50 [Hz|, a qual é padronizada em muitos paises.

A mesma analogia pode-se fazer entre os mancais quando se trata da direcao ¥, pois
o comportamento dos modos de vibrar sao os mesmos em todo a faixa analisada. Como
apresentado na Fig. 60 o mecanismo proposto tem sua melhor perfomance em termos de
velocidade de vibragao na regiao de 120 [Hz|, traduzindo em uma reducao significativa
desses valores.
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Figura 58 — Anélise harmonica computacional com a velocidade de vibragao no mancal
diateiro na direcao 3.
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Figura 59 — Anélise harmonica computacional com a velocidade de vibragdo no mancal
traseiro na direcao T.
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Figura 60 — Anélise harmonica computacional com a velocidade de vibragao no mancal
traseiro na direcao .
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10 CONCLUSAO

Esse trabalho discute uma metodologia de otimizagao paramétrica utilizando
modelos substitutos. Essa metodologia consiste em gerar um problema de otimizacao
através de modelos substitutos de forma independente para as fungoes objetivo e de
restri¢oes, o qual pode ser solucionado através de uma técnica populacional. A metodologia
¢ aplicada em um problema de teste conhecido na literatura, analisando suas vantagens e
desvantagens. Posteriormente, a mesma é aplicada no projeto de um mecanismo para a
redugao de vibragdo em uma MEG.

A teoria de Kriging ¢ utilizada para definir os modelos substitutos na metodologia
discutida nesse trabalho. Esse tipo de modelo substituto mostra uma boa aproximacao
para fungoes black-box de alto custo computacional. Como exemplo, no estudo de caso, as
realizagoes desse tipo de funcao sao feitas através de um software comercial de elementos
finitos, onde seu custo é de aproximadamente de 1 hora por ponto de suporte. Dessa forma,
os modelos substitutos se mostraram vantajosos para acelerar o processo de otimizacao,
permitindo modelos de rapida e facil exploragao. Porém, alguns cuidados devem ser
tomados ao definir os pardmetros iniciais desses modelos substitutos, como os limites
laterais do parametro 6 e o parametro p. Na metodologia discutida 6 é definido por meio
de um Algoritmo Genético e o valor de p é constante, sendo baseado na literatura. Uma
dificuldade adicional da metodologia, é a computacao da inversa da matriz de correlagao
W por meio da decomposicao de Cholesky, pois em um espaco muito denso de realizagoes
essa matriz pode se tornar singular.

A inicializacado dos modelos substitutos ocorre através de um hipercubo latino
otimizado, o qual cria pontos de suporte iniciais para a realizacao de alto custo. Para
otimizar o hipercubo latino é utilizado a técnica maxmin, sendo uma forma de melhorar a
sua distribuicao no dominio. Mesmo assim, ha um certo custo computacional na criacao
do HCL otimizado, pois essa técnica exige que se faga 7 avaliagoes para o parametro q.
Mesmo o HCL tendo uma boa distribuicao de pontos de suporte iniciais, a sua quantidade
é definida pelo usuério, e isso pode fazer com que o excesso de pontos leve a um alto custo
computacional inicial. Func¢oes desconhecidas sao bem aproximadas utilizando um HCL
otimizado com 15 pontos de suporte iniciais, conforme resultados observados no problema
de teste e apresentado no Cap. 7.

O problema de teste também é utilizado para avaliar um comparativo das funcoes de
aquisicoes EI, PI, LCB e s? com o intuito de conhecer qual se adequa melhor a metodologia
discutida. O EI apresentou vantagens em relacao ao PI e LCB, necessitando de um ntiimero
menor de pontos adquiridos e um menor erro entre os valores das variaveis de projeto, fungao
objetivo e restrigdoes em relacao aos valores de referéncia. O PI e o LCB nao demonstraram
as mesmas vantagens do EI, porém se mostram promissores mesmo dependendo do usuario
para definicao de constantes, como ¥ no LCB e o valor alvo para o PI. Em problemas
de otimizacao restritos, a funcao de aquisicao PI pode ser utilizada juntamente com
o EI para determinar o 6timo global x* (FORRESTER; SOBESTER; KEANE, 2008).
Essa abordagem reduz o nimero de pontos de suporte criados posteriormente ao HCL,
e consequentemente o nimero de execucoes da funcio de alto custo computacional. A
aquisicao de pontos de suporte por s? nao é vantajoso, atuando nos limites laterais das
fungoes devido sua maior variancia. Isso faz com que o niimero de pontos de suporte seja
demasiadamente grande, trazendo um maior custo computacional e ndo obtendo a mesma
acuracia em relagao as outras fungoes de aquisi¢ao. Além disso, pode tornar o dominio
denso o suficiente a ponto da matriz ¥ ser singular.
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Devido ao fato de nao termos expressoes para as derivadas das fungoes a serem
aproximadas, a solucao do problema de otimizagao deve ser realizada por método de ordem
zero. O método PSO é um conveniente otimizador para a metodologia apresentada, sendo
dependente dos parametros w, ¢; e ¢y definidos pelo usuario. A definicao desses pardmetros
pode tornar o deslocamento das particulas muito grande, deixando de explorar a regiao
da fronteira entre o espago vidvel e invidvel. Para evitar isso, o pardmetro w (inércia das
particulas) decresce linearmente com o aumento das iteragoes do PSO. O gerenciamento
das restrigdes através de Deb (2000) é de ficil implementagao e eficaz na execugao do
algoritmo.

Visando a defini¢do do 6timo x*, quando a geracao de modelos substitutos ocorre
com poucos pontos de suporte a metodologia apresenta desvantagens. Isso pode ser
observado nas analises dos resultados para o cenario C do problema de teste. Essa defini¢ao
pode prejudicar a solug¢ao do problema, mesmo que reduza o custo computacional da
avaliacao de pontos de suporte. Essa desvantagem pode ser agravada quando o problema
possui restri¢oes ativas, sendo que o 6timo pode estar em uma regiao longe de pontos de
suporte. Destaca-se que mesmo buscando o minimo das fungoes objetivo e de restrigoes
através de uma func¢ao de aquisicdo de forma independente, em sua maioria, problemas de
otimizacao com restricbes ndo possuem seu minimo no mesmo local das fung¢oes que o
compoe. [sso mostra a importancia da distribuicao inicial do HCL, determinando pontos de
suporte que abrangem todo o dominio de cada func¢ao e nao somente seu minimo. Mesmo
que essa forma aumente o custo computacional ao inicializar os modelos substitutos.

Em relacao ao problema do estudo de caso, sua solugao esta na fronteira da regiao
viavel definida pelas restri¢oes laterais. Isso ocorreu devido as particularidades das fungoes
objetivo e de restri¢oes. Entretanto a metodologia apresentada se mostrou efetiva também
para esse tipo de problema. Do ponto de vista do objetivo proposto, o mesmo foi atendido,
pois o mecanismo otimizado se mostrou eficiente, atendendo as restricdes por toda a faixa
de operacao. No caso, gerando uma maior margem de separacao da frequéncia natural
do sistema em relacao a frequéncia de excitacao. Com uma margem maior, reduziu-se
os niveis de velocidade de vibragao nos mancais, como pode ser visto nos resultados das
restrigdes §; e §o. Além disso, as baixas tensoes mecanicas experimentadas pelo mecanismo
permitem sua fabricacdo em um ago comercial de baixo custo e facil usinabilidade.

Mesmo tendo confianca nos modelos substitutos e na solucao do problema de
otimizacao, a andlise da fisica do problema deve ser realizada. Assim, o projetista deve
procurar compreender se a solucao definida pela metodologia esta coerente com a fisica
do problema. No estudo de caso apresentado, uma avaliagao com equacionamento fisico
é realizada para o entendimento de cada modelo substituto que compoe o problema de
otimizacao, descrevendo o impacto de cada varidavel de projeto na fisica do problema.

Os resultados do problema de teste e do estudo de caso, mostram que a metodologia
apresentada é robusta para a solugao de problemas de otimizacao com restricao. Podendo
ser aplicada nas mais diversas disciplinas da Engenharia, pois ¢ dependente somente
dos modelos substitutos. Auxiliando na tomada de decisdo durante a fase de projeto
do produto, reduzindo o custo computacional quando softwares de elementos finitos sao
utilizados. Também é possivel correlacionar variaveis de problemas multidisciplinares,
tornando andlises complexas em problemas de otimizacao de facil e rapida exploragao.
Por fim, o mecanismo proposto para o estudo de caso se mostrou eficiente, reduzindo a
velocidade de vibragao do sistema e atendendo os valores estabelecidos por norma.
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10.1 TRABALHOS FUTUROS

Pode-se dividir as sugestoes para trabalhos futuros em duas partes. Inicialmente
abordando melhorias e sugestoes para a metodologia utilizada. J& em uma segunda parte,
pode-se citar trabalhos futuros relacionados ao mecanismo proposto e suas questoes fisicas
quando aplicado a uma MEG. Como sugestoes para a metodologia apresentada pode-se
apontar:

o Aplicar uma metodologia que permita a reducao do niimero de andlises da funcao de
alta fidelidade;

« Utilizar outras técnicas de otimizacdo como NES (Natural Evolution Strategies);

e Aplicar em um problema com maior niimero de variaveis de projeto e com maior
quantidade de restri¢coes e analisar seu comportamento.

Em relagao ao projeto do mecanismo proposto, abaixo seguem algumas sugestoes para
trabalhos futuros:

o Adicionar a analise de fadiga como restricao, avaliando a tensao mecéanica devido a
pressao magnética ter comportamento alternado;

o Analisar o comportamento modal da MEG quando hd um aumento da pressao
magnética, permitindo obter uma maior poténcia para a mesma geometria elétrica;

o Definir novas geometrias ou materiais, facilitando ainda mais sua fabricacao;

o Realizar sua fabricacdo e a implementacao em uma MEG para analisar os resultados
e seu comportamento modal.
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APENDICE A - FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE
MULTIVARIADA

A funcao densidade de probabilidade multivariada gaussiana da Eq. (42) é proveni-
ente da sua forma univariada da Eq. (27), a qual pode ser reescrita como

212) = qexp [=5(: = ez — ). (A1)

onde r é uma constante positiva e ¢ é determinada para satisfazer a condigao

/O:O fz(2)dz = 1. (A.2)

Considerando u o vetor contendo as N médias p do vetor z em uma distribuicao multivariada
e R uma matriz positiva definida e simétrica na forma

N1 -+ TNN

pode-se representar a Eq. (A.1) em uma forma multivariada como

Fal(z) = Qexp [—;(z — 0 R(z — u)] | (A.4)

Sendo @ a ser definido para satisfazer

/O:O : --/o:erXp [—;(z —u)'R(z - u)] dzy ...dz = 1. (A.5)

Para solucionar a integral da Eq. (A.5), é admitido que existe uma matriz P nao
singular e real que diagonaliza R na forma

P'RP =1, (A.6)

onde I é a matriz identidade N x N. Também ¢é definida a relagao

z —u = Py, (A7)

assim o termo exponecial da Eq. (A.5) torna-se

(z—u)'R(z—u) =y"P"RyP =y'y. (A.8)

Dessa forma, a Eq. (A.4) fica em func¢do de y na forma

1

fy(y) = Qexp [—ZyTy J(y), (A.9)
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onde J(y) é o Jacobiano devido a troca da variavel z por y, definido por

J(y) = abs

52| = abs|P|, (A.10)

onde abs representa o operador absoluto caracterizando fy(y) > 0. Da Eq. (A.6) pode-se
resolver J(y) = (vVR)™', tornando a Eq. (A.9) em

1

VR

a qual sua integral é unitaria, logo

fr(y) = Q—=exp {—1yTy} : (A.11)

2

Fr(y) = Q\/lﬁﬁ [/_Z exp (—;ﬁ) dyz-] =1. (A.12)

A integral da Eq. (A.12) é conhecida como integral de Euler-Poisson e seu resultado

é v/ 2m, logo

1
“wmi
1 N
Qﬁ\/ﬂ =1
0— (g\jr)ﬁf;‘ (A.13)

fz(z) = \/Eg, exp —;(z —u)’R(z —u)|, (A.14)

sendo ainda necessario provar que o vetor u contém a esperanca de z e R tenha relacao
com a matriz de varidncias-covariancias C.
Remanejando a Eq. (A.7) obtém-se o valor esperado do vetor aleatério Z como

ElZ] = PE[Y] +u. (A.15)

O valor esperado E[Y] é computado utilizando a Eq. (39), onde

1 [e) 00 1 9
E[Y] = (QW)% /_OO.../_OOyZ-exp [_Qyi] dyy ... dy, (A,16)

onde a integral é simétrica em y;, logo E[Y] = 0. Portanto, pode-se constatar que u contém
a esperanca matematica do vetor aleatério Z como
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(A.17)

EZ]=P.0+u
E[Z] = u.
Para definir R, computa-se a covariancia do vetor aleatério Z utilizando a Eq. (41)
na forma
Cov|Z;, Z;) = E[PY +u— (PE[Y] +1u))(PY +u— PE[Y] +u))’]
CovlZ;, Z;) = E[(PY)(PY)’]
Cov|Z;, Z;) = EPYY'P]
Cov|Z;, Z;) = PE[YY']P.

Considerando que E[YY?] pode ser representado por E[Y;Y;], assim

1
ElY, Y, = / / Yilj H l exp (—Qyiﬂ dyn ...dy;.

Quando ¢ = j a Eq. (A.19) torna-se

1 o 1 N 1
ElY?} = — 2 ex (— -2>dl ——eXx ( )d
[ i ] \/ﬂ e Y; p 2yz Y h_l;}[ﬁéi \/ﬂ p 2 Yn
1 o 1
EY? = — [ e (—-2>dl
Y=z L e —ou ) dy
1
E[Y?] = —V2rE[Y?] =1
Y2 = S=VERE[Y?
Por sua vez, quando i # j, o valor esperado E[Y;, Y]] é
1 oo 1,
ElY, V)] = / Yi exp (—w) dy;.
27'(' —00 2
1oy, < 1 2) N 1 < 1 2)
— “exp | —=y; | dy,. exp | —=y; | d
NoT /_ _yiexp =5y ) dy; h:ll;[#j Tz <P (¥ ) Ao
E[Y,,Y;] = 0.0.1
EIY.,Y;] = 0.

Logo, E[YY"] =1, assim Cov[Z;, Z;] torna-se

Cov|Z;, Z;) = PIPT = PP,

Considerando a inversa em ambos os lados da Eq. (A.6) na forma

(P'TRP) ' =1"
P'RP =1

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)
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e multiplicando por P a esquerda e PT a direita obtém-se

PP 'R 'PTPT = PIPT
R™! =PP7, (A.23)

concluindo que

C= CO'U[Zi, Z]] = Ril. <A24)

Finalmente, substituindo a Eq. (A.24) na Eq. (A.14) e considerando a Eq. (A.17), o vetor
aleatério Z pode ser associado a uma distribuigdo normal multivariada Z ~ N (E[Z], C),
conforme a Eq. (42).
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APENDICE B - VALOR ESPERADO E COVARIANCIA CONDICIONAL

Para determinar uma distribuicdo Gaussiana multivariada condicional deve-se obter
os pardmetros de valor esperado e da covariancia condicional conforme as Eqs. (44) e (45).
Define-se um vetor aleatério composto por Z; e Zy na forma Z = {Z,,Z,}", onde cada
componente desse vetor tem seu valor esperado E[Z] = {F[Z], E[Z5]} e uma matriz de
variancias-covariancias conforme a Eq. (43). Assim, pode-se expandir o termo exponencial
da Eq. (42) na forma

(sl e &) s .

Podendo ser desenvolvido como

= ([l G ] o)

d=- [;(Zl - E[Zl])THn(Zl — E[Z:]) + ;(Zl - E[Zl])THH(Z? — ElZ,))+

+;(Z2 — E[Z,))"Hy (Z, — E|Z,]) + ;(z2 — E[Z,])"Hy(Zy — E|Z5)) |, (B.2)

onde H e seus subindices representam a inversa de C particionada conforme a Eq. (E.2).
Utilizando a propriedade de complemento dos quadrados, a qual diz

1o

v v ~ ~ 1 ~ ~ ~ ~ ~ 7 ~/ 1 ~ i ~
5hTAh +b'h+¢= 5(h +A"'D)"A(h+ A 'b) +¢— 5bTA—Ho, (B.3)
onde A é uma matriz simétrica e nao-singular, define-se
h =7, — E[Zy], (B.4)
A =H,, (B.5)
b = H,,(Zy, — E[Z,)) (B.6)
e
o1
¢= 5(Z2 — B[Z5)) ' Hy(Zy — E[Z,)). (B.7)

Utilizando a Eq. (B.3) juntamente com as Eqs. (B.4-B.7) é possivel escrever uma
distribuicao multivariada para Z; condicionado a Zs como
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(2 12) = g exp { . (1(Z1 — ElZa] + H'Hy1 (2 — E[Z5))) Hii (21 — B[Z4]+

2
+H'Hy (Z, — E[Z,])) + ;(Zz — E[Z,))"Hyy(Z, — E[Z,])—
—;(Zz — E[Z,])" Hy H ' Hy (Z — E[Zz]))] ; (B.8)

onde 0 é uma constante independete de Z;. Considerando somente os termos dependentes
de Z, chega-se a

fz(Zl|Z2) = éeXp [_ (;(Zl - E[Zl] + H1_11H21(Z2 — E[Zz]))THH(Zl — E[Zﬂ—}—
+H [ Hy) (22 — E[Zz])))]~ (B.9)

Nota-se que FE[Z|Zs] pode ser escrita como

E|Z1|Z5) = E|Z,] — H}Hy(Zy — E[Z5)), (B.10)

onde o termo Hi"Hy; torna-se -C1,Csyy pela Eq. (E.13), assim

E|Z4|Zs] = E[Z1] + C15C3,} (Zs — E[Zs)). (B.11)

Enquanto a matriz de varidncias-covaridncias pode ser escrita como

C[Zl‘ZQ] = Hfll - C11 - C120521C{2. <B12)
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APENDICE C - DERIVADA DA FUNCAO DENSIDADE DE
PROBABILIDADE UNIVARIADA EM RELACAO A i E A o2

A maximizagdo (ou minimizacao) da fungao verossimilhanga da Eq. (57) no Capitulo
4 consiste em encontrar os parametros definido por & = {1, 5%}. Iniciando pela defini¢ao
de fi temos

Olm L 9 ( n 2L 9 (L LN,
o _a“< (2o )>+0M< o7 2L u)), (C.1)

onde o primeiro termo nao depende de p e tem sua derivada nula, portando

Oln L 0 1 &
o= a5 (T e ). o

Considerando a derivada parcial para o termo dependente, é possivel reorganizar na forma

Oln L 1 &
o :_@Z@('zi_ﬂya (C.3)

tal que

— (2 — M)Q =2(z — p)(=1), (C.4)

Igualando a Eq. (C.5) a zero como

n

0= 5 (s p)

o* i3
0= Z Zi — ZM
i=1 i=1
nu=>y z, C.6
> (C.6)
i=1

defina-se o valor esperado que maximiza a Eq. (57) na forma

N
f=—> z (C.7)
N3
Derivando parcialmente In L em relacdo a o2, temos
Oln L 0 n 0 1 &
ML 0 ()4 2 (L S |
o2 o2 < 2 n(2mo”) ) + o2 ( 202 ;(z 2 )’ (C.8)
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onde o primeiro termo pode ser escrito como

n 0 o nl
obtendo

Oln L n 0 1 & 9
oo 202 + Oo? <_W ;(zz —H) ) ’ (C.10)

Enquanto o segundo termo pode ser rearranjado para que

Oln L n 1 0 5 9
_oon 1 o 11
do? 202 2002° ;(zl s (C.11)
tal que
R En:(zi )= Enj(zz' —p)’ (C.12)
do? I ot i3 ’
obtendo

Oln L n 1 1 &
902 202 2 <_g4 ;(zz - M)2> : (C.13)

Pode-se rearranjar a Eq. (C.13) isolando o termo ﬁ e igualando a mesma a zero na forma

Oln L 1 1 &

07 207 (‘” tagls ‘”2) -0 .
i=1

onde

no® =3 (z— p)* (C.15)

> (2= p)*. (C.16)
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APENDICE D - DERIVADA DA FUNCAO DENSIDADE DE
PROBABILIDADE MULTIVARIADA EM RELACAO A 1 E A o2

No Capitulo 6 é necessério obter os parametros & = {i, 52}, derivando parcialmente
a Eq. (88) de forma independente em relac¢ao a &. Iniciando pela defini¢gdo de ji temos

dln L dn dn d 1 O (y—1p)T 0y — 1p)
— I hpen - Ly “jw| - L
Bu opa M) =g nle - a2 ¥l 5, 202

. (D)

onde somente o tltimo termo ¢é dependente de pu, portanto

Oln £ 0 (y—1)"® 'y —1p)
o Ou 202 '

(D.2)

Considerando a derivada parcial dentro do termo dependente na forma

8ln[, 1 0

o = 12 1) (y — 1p) (D-3)

e desenvolvendo sua multiplicacdo obtemos

Jln E 1 0
ou 2020
Om L 1 0
o  20%0u

—(y¥ T = 1P ) (y — 1p)

— (o -y 1y - 1Ty + 120, (D.4)

Computando a derivada parcial e igualando a zero resulta em

1
0= —272(17“\1:—137 + 1711

0=-1"® 'y +17p¥ 11, (D.5)

Finalmente, isolando o termo p, a média estimada i é

17w 1y

FEr=r (D-6)

L=

A derivada parcial da Eq. (88) em relagao a o2 ¢

8ln£ in o n

n(2r)- 2" J 1 0 (y—lu)T‘I"l(y—lu)
0o? 0o? 2 0o? 2

l\Il—
0022 ¥ 202

In(o?)— , (D.7)

onde somente o segundo e o dltimo termo sao dependentes de o2, portanto

Olm L 0 n 0 (y—1p)Te T (y — 1p)

0022 ln(ag) Jo? 202

002 0022 (D-8)
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Alocando a derivada parcial dentro dos termos dependentes na forma

0 1

0o? g2’

On L n 0 o 1 T 1
o 5 52 1(07) = 5y = 1) ¥ (y — 1p)

onde igualando a zero e computando a derivada parcial resulta em
nl 1

0= —o—
202 1 2(02)

(y — )" ¥ (y — 1p),

(D.10)

Por fim, organizando os termos e isolando o2, a varidncia estimada 62 é definida por

so_ (Y= 1)y — 1)
n

(D.11)
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APENDICE E - MATRIZ INVERSA PARTICIONADA

Para determinarmos a predi¢ao no método de Kriging, conforme o Cap. 6, deve-se
realizar a inversao da matriz ¥ na Eq. (96), satisfazendo a relagao W.W~! = 1.
Considerando a matriz F,, « ,, particionada como

Fi Fip
F = E.1
[Fm F22] (E.1)

e sua inversa H = F~!, também particionada na forma
H, H
m [ i =2
onde cada submatriz possui as seguintes dimensoes
e Fiye Hypsaop X p;
o Fhye Hysaoq X g
. F12:F129H12:H1T2 sao p X q;

e p+q=n. Logo

[Fn F12] [Hll Hu] -1 (E.3)

F21 F22 H21 H22

onde I é a matriz identidade n x n. A multiplicagdo das matrizes F e H na Eq. (E.3) é
computada na forma

Fy1Hyy + FioHY, FiiHig+ FioHy _ | 0 (E.4)
F1T2H11 +F22H1T2 F1T2H12+F22H22 0 Iy’ '
onde do sistema de equacoes é obtido
FiHyy + F12H1T2 =1y
Hyy = F' — F FpHL, (E.5)
Fi1Hyg + FiaHyy = 0
Hyy = —F1}1F12H22, (E.6)

FLH\ 4 FyH, =0
H, = —F,'FLH, (E.7)
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F1€H12 + FooHoy = Iy
Hyy = Fy' — Fyl FLH . (E.8)

Substituindo a Eq. (E.7) na Eq. (E.5) temos

Hy, = F' + F'Fio Fy' FLH,

Fiit = (I — Fyy FroFy Fy) Hy

Iy = (F11 — Fleg_QlFlg)Hn

Hyy = (Fy — FioFy FL) (E.9)

De forma andloga, substituindo a Eq. (E.6) na Eq. (E.8) temos

Hyy = Fyp' + Fp FlyFy FigHoo

Fop' = (g — F3y' FioFyy ' Fio) Ho

Ly = (Foy — Fi5F[ ' Fio) Hoo

Hyy = (Fop — Flp Py Fia) ™ (E.10)

Calculando os termos cruzados, deve-se substituir a Eq. (E.10) na Eq. (E.6), onde

Hiy = —F'Fio(Fyy — FLE Fro) ™t (E.11)

Enquanto para Hi,, é necessario substituir a Eq. (E.9) na Eq. (E.7), logo

H{y = —F5,' Fiy(Fi1 — FioF Fiy) 7 (E.12)
Finalmente a inversa de uma matriz particionada como da Eq. (E.1) é

(Fi1 — FioFsy )7} —F1' Fia(F — FLF Fio) ™

_ < _ E.13
—F3 Fh(Fiy — FioFy' FH) ™ (Fo — FLF Fio) ™! (E-13)

H:F—lzl

Considerando inverter a matriz \i', onde Fi; = W, Fiy =1 e Fyy = 1, substitui-se
esses valores na Eq. (E.13), portanto

[ (BT (1 — T )
vl = [_wT(\I, — p1yT)? (1 — T T 1gp) L ; (E.14)

podendo ser organizada na forma

G [T (L= T ) T Bl (1— T ) -
N —(1 =T e )"yl w (1— T lgp)t | (E.15)
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APENDICE F - DESENVOLVIMENTO MATEMATICO PARA A
PREDICAO DE KRIGING

A predigao da Eq. (97) é obtida partindo da forma concentrada da fung¢do verossi-
milhanga. Assim, pode-se expandir a Eq. (96) na forma

SRRV,
g-af |7 1] \a-a -

262 ’

In(L(|X,y, i1,6°,0,p)) =

onde ¥~ ¢ solucionada conforme Apéndice E. Substituindo a Eq. (E.15) na Eq. (F.1)
e isolando os termos com ¢ temos a funcao logaritmo concentrada de verossimilhana
aumentada na forma

i) = (g5 —grargy) 0 17+ (35 i)

Derivando a Eq. (F.2) em fungao de g e igualando a zero, tal que

— ). (F.2)

<>

ML) _

Yy
M£®L«6MQ;WMQ@<%MQ;ww>ﬂ<ﬁ?wﬂﬂ%ﬁzo
i) = (o= gragy) 00+ (3 —graiay) = )

Finalmente, isolando g, chega-se na predicao da Eq. (97).
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APENDICE G - DESENVOLVIMENTO MATEMATICO PARA O EI

Uma forma de adquirir novos pontos para modelos substitutos é através do método
EI (Ezcpected Improvement) da Eq. (110), a qual é proveniente da Eq. (109). Sendo a
solugao para sua integral através da substituicao das variaveis

Z = y_sy<x> (G.1)
T = ym”;y(X) (G.2)

Da Eq. (G.1) pode-se obter a derivada em relagao a varidvel de interesse y na forma

dy = sdZ, (G.3)

enquanto da parcela positiva da Eq. (104) pode-se obter a derivada dI = —dy, onde
substituindo a Eq. (G.3) chega-se a

dl = —sdZ. (G.4)

Utilizando as Egs. (G.1) e (G.2) pode-se reescrever a parcela positiva da Eq. (104) para
uma relagao de I como

I =Ymin—y=sT +3(x)—y=sT —sZ=s(T — 2), (G.5)

Portanto, considera-se a relacao

[:{s(j—Z) se Z2<J (G.6)

0 caso contrario

para evitar uma melhora negativa e substituindo as Egs. (G.1), (G.2) e (G.4) na Eq. (109)
obtém-se

1 J Z?
E(I) = e [ms(j — Z)exp (—2> sdZ
1 J Z? 1 J Z?

Onde calculando a tltima integral dentro dos colchetes da Eq. (G.7) obtemos

L gen(-Z)aze (-2 @

podendo ser reduzida na forma

E(I)=s[TJH(T)+I(T)] (G.9)

ou dependente do vetor de varidveis aleatdrias x como na Eq. (110).
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APENDICE H - RESULTADOS DO PROBLEMA EXEMPLO DA
METODOLOGIA

Para avaliar a metodologia proposta no Cap. 7 é utilizado um problema de otimizacao
de uma treliga de 3 barras encontrado em Arora (2004). Assim, foi definido 3 cendrios para
selecionar a melhor fun¢do de aquisicao que se adequa a metodologia. Foram realizados 5
testes para o cenario A, B e C, os quais iniciam a metodologia com hipercubo latino com
15, 10 e 5 pontos de suportes iniciais respectivamente. Tomando as consideracoes da Tab.
3, a solugao 6tima é xt = 6,31 [in?] e x5 = 3,26 [in?], enquanto o valor da fungao objetivo
y ¢ de 21,11 [Ib]. Os valores das restrigdes g1, g2 € g3 em x* sdo 5000 [psi], 3663,22 [psi] e
—1338 [psi| respectivamente, onde a restri¢do g; esta ativa.

As Tabs. 10 até 14 apresentam os resultados obtidos para os 5 testes para cada
cendrio. Onde 2} em [in?], 25 em [in?], §(X*) em [Ib], §1(X*) em [psi], Go(X*) em [psi] e
g3(X*) em [psi] sdo os valores 6timos, da fungao objetivo e das restrigoes respectivamente
encontrados utilizando o metodologia proposta. y(X*) em [lb], g1(X*) em [psi], g2(X*) em
[psi] e g3(X*) em [psi] sdo as fungoes de referéncia do problema de otimizacao aplicando
os valores 6timos (X*) encontrados pela metodologia proposta. dgx, dax, dy=) , dg, (5+),
dgy(x+) € dgy(x+) Tepresentam a diferenca em [%] entre os valores das varidveis de projeto,
da fungao objetivo e das restrigoes em relacao aos respectivos valores de referéncia. dy -,
dgy(x%)s Agygey € dgy ey denotam a diferenca em [%] das fungdes de referéncia em (X*) em
relagao a elas mesmas em (x*). Finalmente, ny), ng, x+), Mgpzny € Ngyeey TEPTESENLAM O
numero de pontos adicionais cada fun¢ao de aquisicao acrescentou ao modelo de Kriging.
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