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‘A matematica € um aspecto unico do
pensamento humano, e sua historia difere
da esséncia de todas as outras historias”.

Isaac Asimov



RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo histérico acerca de trés grandes marcos no
desenvolvimento da matematica: a descricdo dos numeros através do sistema indo-
arabico, a descoberta dos irracionais e a completude dos reais. Acredita-se que utilizar
0 contexto histérico para introduzir a teoria pode fazer crescer nos alunos a motivacao
para a aprendizagem. Desta forma, o principal objetivo deste trabalho € fornecer o
contexto histérico no qual se deu cada um dos marcos para que, assim, fosse possivel
construir um produto educacional que unisse a histéria e a teoria no desenvolvimento
dos trés marcos citados. Realizou-se inicialmente uma revisdo de literatura em
dissertacdes do PROFMAT, com o objetivo de pontuar possiveis melhorias para este
trabalho, além de identificar as referéncias utilizadas para o suporte tedrico. Em
seguida, desenvolveu-se o0 embasamento teérico, contendo o contexto histérico de
cada um dos trés marcos e tendo como suporte referéncias reconhecidas na
comunidade académica. Visto que este trabalho esta inserido no PROFMAT, cujo foco
consiste em aprimorar a formacéo do professor de matematica do Ensino Bésico, o
produto educacional desenvolvido, disposto no Apéndice deste trabalho, foi pensado
de forma a atender tal nivel de escolaridade, além da possibilidade de ser usado em
cursos de formacdo de professores de matematica. O produto consiste em trés
propostas de atividades, cada uma contemplando um marco especifico. Cada uma
das trés propostas é composta por contexto histérico — baseado neste trabalho —,
teoria, atividades e exemplos, bem como uma secéo destinada ao professor, com

gabarito e sugestdes.

Palavras-chave: Sistema indo-arébico. Irracionais. Reais. Histéria da matematica.

Produto educacional.



ABSTRACT

This work presents a historical study about three major milestones in the development
of mathematics: the description of numbers through the Indo-Arabic system, the
discovery of irrationals and the completeness of the real numbers. Using the historical
context to introduce theory is believed to increase students' motivation for learning.
Thus, the main objective of this work is to provide the historical context in which each
one of the milestones took place, so that creating an educational product joining history
and theory in the development of those three milestones would be possible. Initially, a
literature review was carried out on PROFMAT dissertations, with the aim of pointing
out possible improvements for this work, in addition to identifying the references used
for theoretical support. Then, the theoretical background was developed, containing
the historical context of each of the three milestones and supported by references
recognized in the academic community. Since this work is a part of PROFMAT, whose
focus is to improve the training of mathematics teachers in Basic Education, the
developed educational product, shown in the Appendix of this work, was designed for
that level of education, in addition to the possibility of being used in math teacher
training courses. The product consists of three activity proposals, each contemplating
a specific milestone. Each of the three proposals is composed of historical context —
based on this work —, theory, activities and examples, as well as a section for the

teacher, with answers and suggestions.

Keywords: Indo-arabic system. Irrationals. Real numbers. History of mathematics.

Educational product.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho se propde a estudar historicamente trés grandes marcos no
que diz respeito ao desenvolvimento da matematica, a saber: a descricdo dos
nameros através do sistema indo-arabico, a descoberta dos irracionais e a
completude dos reais.

A escolha por escrever sobre os trés marcos se da pela motivacado de
discorrer a respeito do desenvolvimento da matematica, mais especificamente o
desenvolvimento da numeracéo. Iniciamos falando do sistema indo-arabico pois,
ao utilizar-se da logica posicional, ele possibilitou que pudéssemos escrever
todos os numeros em forma de dizima periddica. Assim, com o posterior
descobrimento dos irracionais, foi possivel descrever este conjunto de nimeros
a partir de uma soma infinita de fracbes. Finalmente, torna-se viavel falar a
respeito do conjunto dos nimeros reais, composto de racionais e irracionais, e
da sua completude.

Acredito que estudar e escrever sobre a historia da matematica pode fazer
com que o professor a veja como algo mais amplo e contextualizado,
possibilitando visualizar a matematica como um conjunto de conteddos que se
articulam, e ndo somente como blocos isolados ou como “uma colegéo arbitraria
de pedacos de informacgdo” 1. Aprender sobre a histéria da matematica e sua
influéncia na atualidade permite que o professor aborde cada contetdo a partir
de seu contexto histérico, fazendo crescer nos alunos a motivacdo para a
aprendizagem, ja que eles poderdo entdo compreender todo o desenvolvimento
de um conceito, e ndo apenas recebé-lo pronto.

De acordo com Berlinghoff e Gouvéa (2008, p. 1),

Para ensinar matematica em qualquer nivel é necessario ajudar os
estudantes a entenderem as questdes e formas de pensamento que
ligam os detalhes. [...] Muitos estudantes [...] ttm uma curiosidade
natural sobre de onde vieram as coisas. Com sua ajuda, essa
curiosidade pode leva-los a entender processos matematicos que eles
precisam conhecer.

1 Expresséo utilizada em Berlinghoff e Gouvéa (2008, p. 3).
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Além de se sentirem motivados, os alunos podem inclusive se interessar
pela investigagdo em matematica, a partir do momento em que percebem que
todo conceito é fruto de estudo, e ndo de simples sorte ou genialidade.

Para os anos finais do Ensino Fundamental, a BNCC — Base Nacional
Comum Curricular — cita que “[...] € importante incluir a histéria da Matematica
como recurso que pode despertar interesse e representar um contexto
significativo para aprender e ensinar Matematica.” (BRASIL, 2018, p. 298).

A principal razéo para escrever sobre o desenvolvimento da matematica
€ a possibilidade de inseri-lo em sala de aula, fornecendo um contexto para o
contelido tedrico a ser abordado, concordando com a proposta da BNCC, ao

considerar que

[...] para a aprendizagem de certo conceito ou procedimento, é
fundamental haver um contexto significativo para os alunos, nao
necessariamente do cotidiano, mas também de outras areas do
conhecimento e da propria histéria da Matematica. No entanto, é
necessario que eles desenvolvam a capacidade de abstrair o contexto,
apreendendo relagbes e significados, para aplicd-los em outros
contextos. (BRASIL, 2018, p. 299).

Como estudante do Ensino Basico, eu praticamente nao tive contato com
a historia da matemética durante as aulas, o que tornava o aprendizado do
conteudo algo abstrato e isolado, pois ndo entendia o seu desenvolvimento e a
sua ligacdo com outros contetdos. O estimulo para escrever esse trabalho se
da no fato de que professores podem utilizar esse material como base para
elaborar seus planos de aula, com o foco na relacao dos conteddos matematicos
com o contexto histérico no qual se desenvolveram, tornando assim o
aprendizado mais interessante e motivador para o aluno e contribuindo “[...] para
a constituicdo de um olhar mais critico sobre os objetos de conhecimento.”
(BRASIL, 1998, p. 43).

Ao aprender sobre a histéria da matematica, o professor pode levar seus
alunos a obterem um conhecimento mais profundo sobre o contetdo abordado.

Mais além,

Conhecer os obstaculos enfrentados pelo homem na producao e
sistematizagdo desse conhecimento também pode levar o professor a
uma melhor compreensdo e aceitacdo das dificuldades enfrentadas
pelos alunos e pensar em estratégias mais adequadas para favorecer
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a aprendizagem de conceitos e procedimentos matematicos. (BRASIL,
1998, p. 33).

O objetivo geral deste trabalho é identificar e investigar trés grandes

marcos no desenvolvimento da matematica. Quando se trata da histéria da

matematica, ha muito o que discorrer e, por esta razdo, foram definidos os

seguintes objetivos especificos, discutidos ao longo do desenvolvimento:

Investigar historicamente a descricdo dos numeros através do sistema
de numeracéao indo-arabico.

Ressaltar a importancia e a necessidade da ado¢éo do sistema de
numeracao indo-arabico.

Investigar historicamente a descoberta dos irracionais com 0s
pitagoricos.

Interpretar a necessidade dos nimeros irracionais.

Demonstrar que v/2 n&o é racional.

Demonstrar que a relacdo entre o lado e a diagonal do pentagono
regular é irracional.

Investigar historicamente a completude dos reais através da
convergéncia de sequéncias de Cauchy.

Relacionar os nimeros reais a soma de infinitas fracdes da forma mim'

Mostrar que todo numero real pode ser aproximado por sequéncias

(x,) de racionais.

Este trabalho estd dividido da seguinte forma: no Capitulo 2 estdo

descritos os procedimentos metodoldgicos utilizados; no Capitulo 3 é feita a

revisdo de literatura, utilizando dissertacdes do PROFMAT; no Capitulo 4 é

desenvolvido o embasamento teodrico, dividido em trés partes, cada uma tratando

de um marco especifico; no Capitulo 5 apresentamos a ideia do produto

educacional, disposto integralmente no Apéndice A, ao final do trabalho; e no

Capitulo 6 estédo presentes algumas consideracdes acerca deste trabalho.
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2 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

A metodologia utilizada no trabalho realiza um estudo qualitativo acerca
do tema que, segundo Moreira (2011, p. 77), tem o objetivo de procurar “[...] a
compreensao do fendmeno social segundo a perspectiva dos autores atraves de
participagcdo em suas vidas [...]". Além disso, procura “[...] a explicacdo
interpretativa; heuristicas em vez de algoritmos [...]".
De acordo com Bogdan e Biklen (1994, p. 2), ha cinco caracteristicas que
definem a investigacéo qualitativa. Sao elas:
1. Na investigacao qualitativa a fonte direta de dados é o ambiente natural,
constituindo o investigador o instrumento principal;
2. Ainvestigacdo qualitativa é descritiva;
3. Os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que
simplesmente pelos resultados ou produtos;
4. Os investigadores qualitativos tendem a analisar os seus dados de forma
indutiva;

5. O significado é de importancia vital na abordagem qualitativa.

A estratégia utilizada no trabalho é a da pesquisa bibliografica, pois trata-
se de um trabalho de carater tedrico. O trabalho inicia com uma revisdo de
literatura, onde procura-se estabelecer uma relacdo entre os trabalhos com
tematica semelhante, destacando os pontos relevantes de cada um, além
daqueles considerados insuficientes. O objetivo € pontuar o diferencial que sera
encontrado no meu trabalho, ou seja, em quais aspectos o meu trabalho se
diferencia e, de certo modo, se sobressai ao demais semelhantes ja publicados.

Para a revisdo de literatura, inicialmente busquei trabalhos na base de
dissertacdes do PROFMAT, pois € o programa de mestrado no qual este trabalho
esta inserido e, por isso, 0 objetivo da maioria dos trabalhos conversa com o
objetivo deste. No Quadro 1, estdo relacionadas as palavras-chave e a
quantidade de resultados retornados em cada uma. Vale ressaltar que, no site
do PROFMAT, a busca por palavras-chave se da apenas no titulo da

dissertagao.
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Quadro 1 - Busca por dissertacdes do PROFMAT

Palavra-chave Numero de dissertacfes

Completude 0

Construgdo dos numeros |7

reais

Dedekind 4
Descoberta dos irracionais
Desenvolvimento da
matematica

Evolucéo histérica 3
Incomensuraveis 1
Irracionais 17
Numeracao 16
Sequéncias de Cauchy 1
Sistema indo-arébico 0

Fonte: Elaborado pela autora (2020)

Com base no titulo de cada dissertacao, filtrei 23 dissertacBes para
analisar os respectivos resumos e, assim, definir se o trabalho poderia contribuir
para a escrita deste, além de descartar trabalhos de tematica semelhante.
Alguns titulos possuiam mais de uma palavra-chave relacionada no Quadro 1 e,
por isso, a soma da Coluna 2 ndo condiz com o total de dissertacGes
selecionadas.

Dessa forma, 6 dissertagcbes foram selecionadas para embasar esta
revisdo de literatura, presente no capitulo seguinte. Na selecéo das dissertacoes,
optou-se por delimitar a duas dissertacbes para cada um dos trés grandes
marcos no desenvolvimento da matemética que serdo tratados neste trabalho
(sistema indo-arabico, descoberta dos irracionais e completude dos reais). No
Quadro 2, estéo relacionadas as 6 dissertacfes citadas, com o respetivo autor e

0s topicos considerados relevantes para a sua selecéo.
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Quadro 2 - DissertacOes selecionadas e respectivos pontos relevantes

Autor

Topicos relevantes do trabalho

Ana Claudia Guedes dos Santos
Santos (2013)

Segmentos comensuraveis e
incomensuraveis;

Demonstragdo da irracionalidade
de V2 geometricamente;
Representagéo decimal de
fracOes;

Sugestéo de atividades.

André Valner Ruis
Ruis (2014)

Evolucao histérica do numero real;
Possui uma secéo sobre o sistema
de numeracdo indo-arabico.

Aroldo Eduardo Athias Rodrigues
Rodrigues (2013)

Evolucéo historica dos sistemas de
numeracao;

Possui uma secdo sobre os
algarismos indo-arabicos.

Aurenildo Bezerra dos Santos
Santos (2018)

Aborda de formas distintas a
irracionalidade de v2:

Traz diversas demonstragcbes
interessantes, inclusive da

iracionalidade de ,/p, com p
primo.

Bruno Pereira da Silva
Silva (2018)

Estuda a construcéo dos reais por
Cauchy e Dedekind;

Trata sobre a completude dos
reais.

Murilo Morais Roriz
Roriz (2014)

Aborda a evolucdo do conceito de
ndmero;

Estuda a construcédo dos Reais na
escola e suas aplicacoes;

Mostra a caréncia no ensino-
aprendizagem dos irracionais.

Fonte: Elaborado pela autora (2020)

Em seguida, para o embasamento tedrico, o objetivo € usar fontes mais

conhecidas e renomadas na comunidade académica para basear a teoria tratada

no trabalho. Uma das referéncias para encontrar tais fontes foram os préprios

trabalhos da revisdo de literatura, que também procuravam usar autores

renomados para embasar seus trabalhos. Outros autores que posteriormente

foram selecionados foram sugeridos tanto pela professora orientadora da

dissertacao, quanto pela professora da disciplina de Projeto de Pesquisa.
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Os livros utilizados para embasar a teoria deste trabalho sdo tanto
analiticos quanto historicos, visto que o objetivo é relacionar a teoria matematica
com o contexto no qual ela foi desenvolvida.

O embasamento teorico é dividido em trés sec¢des. Cada uma das secdes
tem o objetivo de discutir o desenrolar historico de um marco especifico para o
desenvolvimento da matematica. Optou-se por esta divisdo pois cada marco tem
as suas proprias peculiaridades, e deixar tudo num mesmo texto poderia causar
confuséo ao leitor.

Por fim, sera elaborado um produto educacional, que ird consistir em trés
propostas de atividades, cada uma tratando de um marco especifico, destinado
aos alunos no Ensino Basico. O produto educacional ira conter contexto
histdrico, teoria, atividades e exemplos, além de uma secéo para o professor,

com gabarito e sugestdes.
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3 REVISAO DE LITERATURA

Este capitulo tem por objetivo analisar brevemente alguns trabalhos de
tematica semelhante. Para isto, foram selecionadas 6 dissertacoes, 2 para cada
marco historico, com o intuito de verificar a teoria desenvolvida, destacar pontos
relevantes encontrados nos trabalhos e pontuar possiveis diferenciais
encontrados neste trabalho.

Como primeiro grande marco no desenvolvimento da matematica, cita-se
o sistema de numeracao indo-arabico, pois € o sistema utilizado atualmente.
Para Ruis (2014, p. 19), era necesséario adotar um sistema de numeragéo
adequado, pois “[...] 0 homem desde o principio, mesmo que de forma intuitiva,
ja se preocupava em organizar e quantificar objetos e animais campestres para
sua subsisténcia.”. Inicialmente, utilizava os dedos de uma méo, agrupando suas
contagens em um sistema de numeracao de base cinco.

Além desta citada, no trabalho de Ruis (2014) ha diversas referéncias
histéricas que embasam a consolidacédo do sistema de numeracéo indo-arabico,
citando alguns dos problemas verificados nos demais sistemas numéricos ao
longo do tempo e exemplificando as vantagens de escolher um sistema
posicional de base 10.

O sistema de numeracao indo-arabico € um sistema posicional de base
10, isto é, caracteriza-se “[...] pelo principio de posi¢cdo, segundo o qual os
algarismos assumem valores relativos a posicdo que ocupam no numeral [...]”
(RODRIGUES, 2013, p. 27, grifo do autor), além de usar a quantidade de 10
nameros para efetuar cada agrupamento. Para Rodrigues (2013, p. 21), o
agrupamento de dez em dez foi uma pratica adotada que se tornou natural para
o0 homem, visto que “[...] suas maos sempre foram calculadoras naturais da qual
poderia ele dispor no momento que bem entendesse.”.

Foi apenas no século V d.C., no norte da india, que a civilizacdo hindu
criou e disseminou o sistema de numeracdo posicional de base 10. Sua
consolidacéo se deu por conta da sua légica posicional, mas também por possuir
simbolos bem distintos e por admitir um simbolo para o zero (RUIS, 2014).
Entretanto, a padronizagdo dos célculos utilizando o sistema indo-ardbico

ocorreu somente no século XVI, mais de mil anos ap0s a sua criagdo, com a sua
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chegada na Europa por meio dos arabes e, a partir dai, espalhado para o
restante do mundo.

Assim como conhecemos, 0 sistema indo-arabico é composto por dez
algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9. Vale ressaltar que “[...] a forma desses
algarismos sofreu profundas alteracdes ao longo do tempo [...]", conforme pode-
se notar na Figura 1, e “[...] so tiveram a sua forma estabilizada com o advento
da imprensa.” (RODRIGUES, 2013, p. 34). Ainda para o autor, tal sistema se
sobressaiu aos outros criados pois seus algarismos nao permitem que surjam
ambiguidades, além de possibilitarem uma extensa gama de representacéo dos

nameros e de realizacao dos célculos.

Figura 1 - Evolucdo dos algarismos indo-arabicos

Evolution of Hindu-Arabic numerals ‘_ — E‘;F P>y ?‘

Brahmi, 1st century ce

N238YLI2Y Qo
I l Indian {Gwalior), 9th century
(22-562Z9 IFFrFod4Y A9 RR3IBYEWT SO
West Arabic (Gobar), c. 11th century East Arabic, c. 11th century Sanskrit Devanagari, Indian,
,'L c. 11th century
(23246890
15th century

Y
1234567890

16th century (Direr)

& 2006 Encyelopsedia Britannica, Inc.

Extraido de: Rodrigues (2013, p. 34)

Rodrigues (2013) dedica uma sec¢do para contextuar a evolugéo histérica
dos sistemas de numeracéo, citando as civiliza¢des que os criaram. Além disso,
durante todo o trabalho o autor traz diversas referéncias historicas, com imagens
e exemplos, para descrever o desenrolar do desenvolvimento dos diversos
sistemas de numeracdo. O interessante do seu trabalho € que ao final de cada
secdo ha um topico apenas para sugestao de atividades, com a justificativa da
importancia da sua aplicacao, permitindo ao professor que Ié o trabalho ter uma
ideia de como aplicar em sala de aula a teoria tratada no trabalho.

Ruis (2014) também prop0e atividades, neste caso para serem aplicadas

no primeiro ano do Ensino Médio. Para isto, o autor descreve a metodologia
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utilizada e cria uma espécie de roteiro para nortear o professor. A atividade
proposta tem como principal objetivo fazer o aluno entender como se originou e
porque foi definido como padréo o sistema indo-arabico, além de compreender
a sua estrutura e funcionalidade.

O segundo grande marco no desenvolvimento da matematica tratado
neste trabalho é a descoberta dos irracionais por parte dos pitagoricos. Sobre
este tema, inicialmente Santos (2013, p. 6) destaca que “Poucos autores de
livros de Matematica [...] abordam [...] os conceitos de segmentos comensuraveis
e de segmentos incomensuraveis.”. Em seu trabalho, a autora introduz uma série
de definicbes para embasar a teoria que segue. Para definir um segmento
comensuravel, a autora escreve: “Dizemos que os segmentos AB e CD sdao
comensuraveis se existir um terceiro segmento, que cabe um ndmero inteiro de
vezes no segmento AB e um numero inteiro de vezes no segmento CD.”
(SANTOS, 2013, p. 10, grifo da autora).

A partir dai, a autora desenvolve e demonstra alguns teoremas para
concluir que “A medida de um segmento é um numero racional se, e somente
se, ele é comensuravel com o segmento unitario.” (SANTOS, 2013, p. 12), ou
seja, relaciona a medida de um segmento comensuravel com 0s numeros
racionais. Da mesma forma, posteriormente a medida dos segmentos né&o
comensuraveis, ou seja, 0s incomensuraveis, € relacionada com os numeros
irracionais, visto que “Se um segmento ndo é comensuravel com o segmento
unitério, entdo sua medida é um namero irracional.” (SANTOS, 2013, p. 13).

Além de desenvolver este lado teérico dos segmentos comensuraveis e
incomensuraveis, a autora também destaca diversos trechos historicos, com a
finalidade de contextualizar o contetdo abordado. De acordo com ela, em torno
de 350 a.C., no sul da Itdlia despontava a seita filosofico-religiosa dos
pitagoricos, que defendiam o lema “os numeros governam o mundo”. Foi deles
gue surgiu o famoso Teorema de Pitdgoras, responsavel por contradizer a ideia
de que dois segmentos quaisquer eram comensuraveis, difundida na época de
Euclides (323 — 283 a.C.).

Assim como Santos (2013), Santos (2018) também destaca alguns pontos
histéricos interessantes com relacdo a este tema. Ele cita que foi o pitagorico

Hipasus de Metapontum (470 — 400 a.C.) o responsavel por verificar que o lado
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e a diagonal de um quadrado sdo segmentos de reta incomensuraveis e que tal
descoberta gerou uma crise na sociedade da época, levando a expulsdo de
Hipasus da seita pitagorica (SANTOS, 2018).

Para definir um segmento incomensuravel, Santos (2013, p. 15, grifo da
autora) escreve: “Dizemos que dois segmentos AB e CD séo incomensuraveis
se nao for possivel encontrar um terceiro segmento, que cabe um numero inteiro
de vezes no segmento AB e um ndamero inteiro de vezes no segmento CD.”.

Assim, é possivel concluir que, dado um quadrado de lado igual a 1 cm,

pelo Teorema de Pitagoras (570 — 495 a.C.) afirma-se que sua diagonal tem lado

V2 cm e, portanto, tais segmentos — lado e diagonal — sd0 incomensuraveis.
Finalmente, a autora define um numero irracional como: “[...] um namero que

representa a medida de um segmento incomensuravel com o segmento unitario.

Logo, ndo € possivel representd-lo por uma razao % comnmeNem=+0.

(SANTOS, 2013, p. 21). Tal definicdo conversa com a de Santos (2018, p. 10),
gue generaliza a demonstracdo da incomensurabilidade entre o lado [ e a

diagonal d de um quadrado da seguinte forma:

Suponhamos que exista um nimero k # 0 [...]Jtalqued =m -k el =
n -k com m e n inteiros ndo nulos e primos entre si [...]. Segue que
d? =12 +12=>d? =212 Assim, temos que m?- k% =2n%k?=>m? =
2n?, isto &, [...] m é par. Dessa forma, existe u € Z tal que m = 2u, dai
obtemos a igualdade (2u)? =2n?=4u? =2n?>=2u?=n? o que
implica n um ndmero par, provocando uma contradi¢éo, pois m e n séo
primos entre si, por hip6tese. Portanto, [ e d sdo medidas
incomensuraveis.

Santos (2018, p. 46) ainda declara que “[...] ndo ha motivos para o ensino
de numeros irracionais [...] serem tdo obsoletos no ensino basico [...]", afirmando
que algumas das demonstracbes feitas em seu trabalho podem ser
compreendidas por alunos do Ensino Médio, sem qualquer conhecimento
aprofundado no tema. Vale destacar que o trabalho deste autor foi um dos
selecionados para a revisdo de literatura exatamente porque desenvolve
diversos teoremas cujas demonstracdes que, segundo ele, sdo perfeitamente
entendiveis por alunos do Ensino Basico, especificamente do Ensino Médio.

E interessante citar que no trabalho de Santos (2013) ha uma secédo que

tem como foco analisar livros textos no que diz respeito a numeros racionais,
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irracionais e comensurabilidade. Assim, autora ndo apenas desenvolve e
contextualiza a teoria, mas também verifica como ela € ensinada na escola.
Acredito que essa analise é de suma importadncia em um trabalho voltado a
professores da rede basica, pois a teoria que acreditamos dever ensinar nem
sempre concorda com aquela ditada pelos livros didaticos.

Como terceiro marco no desenvolvimento da matematica, destaca-se a
completude dos numeros reais. Silva (2018) demonstra por meio de diversos
teoremas a completude dos numeros reais. Para isso, o autor utiliza dois
meétodos: sequéncias de Cauchy (1789 — 1857) e cortes de Dedekind (1831 —
1916).

Para demonstrar a completude dos reais por meio de sequéncias de
Cauchy, o autor utiliza uma secao para definir sequéncias racionais de Cauchy
e suas propriedades, e uma secéao seguinte para construir o Conjunto de Cauchy,
demonstrando que tal conjunto € um corpo ordenado completo. Em uma sec¢éo
seguinte, o autor descreve a constru¢ao dos nimeros reais através de Cortes de
Dedekind. Da mesma forma como ocorreu com as sequéncias de Cauchy,
diversos teoremas sao citados e provados, servindo de base tedrica para o que
vai sendo afirmado durante o trabalho.

Finalmente, Silva (2018, p. 44) conclui que, de fato, o conjunto dos
numeros reais € completo, ja que “[...] possui a propriedade da menor cota
superior.”. Ainda para o autor “Essa propriedade é de fundamental importancia
para analise real, pois [...] acarreta no conceito de limites de fun¢bes e assim de
derivadas, integrais, etc.”.

O trabalho de Silva (2018) mostra sua importancia por conta da base
tedrica desenvolvida, entretanto, a meu ver, peca ao nao contextualizar
historicamente a importancia dos teoremas e das conclusdes reveladas. Em
suas conclusoes, o autor afirma que “[...] a construgéo rigorosa desses numeros
possibilitou a base sélida matematica necessaria para a exploracdo de novos
horizontes na matematica moderna [...]” (SANTOS, 2018, p. 44), todavia néo
comenta a respeito da possibilidade de se trabalhar tal formalizagcdo do conjunto
dos reais no Ensino Médio. Acredito que, para o estudante, muitas vezes a
matematica precisa ser contextualizada para que sua importancia seja

entendida. Dessa forma, o objetivo do meu trabalho se distancia do de Silva
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(2018), ja que tem como base relacionar o desenvolvimento tanto do conjunto
dos numeros reais, quanto dos outros dois marcos ja citados, com 0s eventos
historicos que o contextualizaram.

Outro trabalho selecionado para embasar este terceiro marco foi o de
Roriz (2014) pois, diferente de Silva (2018), ele discorre como ocorre e como se
aplica a construcdo dos numeros reais na escola. O autor também cita em suas
introdugdes alguns marcos histéricos que contextualizam a constru¢éo de tal
conjunto, o que facilita para o leitor entender o contexto histérico no qual a teoria
foi sendo desenvolvida.

Roriz (2014) inicia sua teoria com a esséncia mais basica da
caracterizagdo dos numeros naturais: os axiomas de Peano (1858 — 1932). A
principal razéo para cita-los é desenvolver o Principio da Inducdo, que permite
demonstrar uma diversidade de teoremas e, assim, embasar de forma concreta
a teoria. Além disso, diferentemente do trabalho anterior, Roriz (2014) inicia sua
sequéncia tedrica a partir de definicdes e teoremas mais simples. De forma clara,
ele define um corpo da seguinte forma: “Um corpo € um conjunto K, munido de
duas operacfes, chamadas adicdo e multiplicacdo que satisfazem a certas
condi¢cbes, chamadas os axiomas do corpo.” (RORIZ, 2014, p. 17). Além disso,
“[...] chama-se completo quanto todo subconjunto ndo vazio, limitado
superiormente, [...] possui supremo em K.” (RORIZ, 2014, p. 20).

Assim como Silva (2018), Roriz (2014) também descreve a construcao
dos numeros reais por cortes de Dedekind, adicionando uma pequena parte
histérica para introduzir a se¢éo. E interessante destacar que apds a finalizacéo
de algumas demonstracdes de teoremas, 0 autor procura concluir a importancia
deles e chega a dar exemplos para que o leitor entenda de fato a importancia do
que foi discorrido.

Em um capitulo intitulado “A Construgédo de R da Escola”, Roriz (2014)
parte do conteudo de expressfes decimais, com definicbes, teoremas e
exemplos, e utiliza tal base tedrica para demonstrar a completude e unicidade
dos reais. Note que, desta vez, a aplicagdo no Ensino Médio mostra-se viavel,
visto que o conteldo de expressdes decimais faz parte do curriculo escolar.

Por fim, o autor desenvolve um plano de aula roteirizado como sugestao

ao professor que deseja ministrar uma aula referente aos conjuntos numericos.
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Em seu roteiro, destaca-se a importancia de o professor contextualizar
historicamente a teoria para que o aluno entenda a sua importancia. Roriz (2014,
p. 45), que aplicou o plano de aula, revela ao final os dados obtidos e conclui
que houve “[...] uma melhora significativa no indice de acertos e na facilidade
com que as perguntas foram respondidas pelos alunos que participaram da aula
tedrica sugerida.”.

Acredito que a sugestao de um plano de aula ao final do trabalho é muito
interessante para professor que o I&, pois resume 0s objetivos do trabalho em
forma de roteiro e, além disso, revela o mais importante: como aplicar toda a
teoria desenvolvida na realidade da sala de aula.

A partir da analise dos trabalhos realizada, foi possivel estabelecer os
diferenciais e complementos que irdo compor este trabalho. Pude identificar as
partes mais importantes de cada trabalho e em quais aspectos cada um foi
insuficiente, para assim poder desenvolver um trabalho mais completo, tanto no
ambito tedrico, quanto no historico. Visto que o principal objetivo deste programa
de mestrado é a qualificacdo do professor de Educacédo Basica, € de suma
importancia que ao final do meu trabalho haja sugestfées de aplicacdo do que foi

teorizado durante a dissertagéo.
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4 EMBASAMENTO TEORICO

O objetivo deste capitulo é embasar a teoria que fundamenta o escopo do
trabalho, usando autores conhecidos da comunidade académica no contexto de
histéria da matematica. O embasamento esta dividido em trés secdes, cada uma

tratando sobre um dos marcos no desenvolvimento da matematica.

4.1 O SISTEMA DE NUMERACAO INDO-ARABICO

A histéria da origem dos numeros é geralmente associada a necessidade
da contagem, principalmente no que diz respeito a contagem de ovelhas por
parte dos pastores, relacionando cada animal a uma pedra ou um nod, por
exemplo. Posteriormente, eles substituiram as pedras por marcas, precursoras
dos numeros, como observado no osso mostrado na Figura 2, datado entre

20.000 a.C. e 10.000 a.C., encontrado em Ishango, na Africa.

Figura 2 - Osso de Ishango

Extraido de: Roque e Pitombeira (2012, p. 1)

Destaca-se, entretanto, que tais historias ndo sao seguras, pois as fontes
a respeito da origem dos numeros séo limitadas e fragmentadas (ROQUE;
PITOMBEIRA, 2012), porém revelam-se como um grande potencial para as
aulas de matematica da Educacéo Basica, pois uma situacao ludica pode ser
capaz de despertar interesse nos estudantes e motiva-los a entender a teoria
envolvida no processo.

Em torno de 4000 a.C., a civilizagcdo egipcia ja registrava nomes, bens
materiais e quantidades. Porém, com o tempo observou-se a necessidade de

quantificar e registrar bens e, assim, culminou-se o desenvolvimento de sistemas
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de medidas, como o sistema sexagesimal posicional na antiga Babilbnia, por
volta de 2000 a.C. a 1600 a.C., o sistema decimal aditivo no Antigo Egito, por
volta de 3000 a.C., entre outros menos difundidos ao longo da historia.

Ifrah (1997, p. 672, grifo do autor) destaca que

No inicio, as numeraces escritas repousaram sobre o principio aditivo,
regra segundo a qual o valor de uma representa¢éo numérica é obtido
através da soma dos valores de todos os algarismos contidos nela.
Eram, portanto, rudimentares [...].

Desta forma, os usuéarios deveriam repetir os algarismos quantas vezes
necessario, ja que eles eram livres uns dos outros. Entretanto, quando se tratava
de um numero muito grande, este tipo de numeracdo causava um aglomero de
sinais.

Para entender como funciona um sistema de numeracao que tem como
base o principio aditivo, considere o Quadro 3 abaixo, que relaciona um simbolo

especifico a cada poténcia de 10.

Quadro 3 - Relagéo entre simbolo e valor

Poténcia de 10 Simbolo
10° !
10t @
102 #
103 $
10* %
10° &

Fonte: Elaborado pela autora (2021)
Assim, para escrever o numero 514632, por exemplo, deveriamos

proceder da seguinte forma:

514632 =5-10°+1-10*+4-103+6-102+3-10' +2-10° =
&&&&&%N$$$$H#H#AH@@@!!
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Outro exemplo de sistema de numeracao que tem como base o principio
aditivo € o sistema de numeracdo romano, ensinado nas escolas até os dias
atuais. Neste caso, escolheremos um ndmero menor, como por exemplo o

namero 4999, e procedemos da seguinte forma:

4999 = 4000 +900+90 + 9
4999 = 1000 + 1000 + 1000 + 1000 + (1000 — 100) + (100 — 10) + (10 — 1)
499 =M+M+M+M+CM + XC + IX
4999 = MMMMCMXCIX

Nota-se, portanto, que o método aditivo era exaustivo e tomava grande
parte do tempo de seus usuarios, como também demandava muito espaco para
seus registros. Além disso, ndo haveria como imaginar o desenvolvimento da
aritmética com o uso de tal sistema de numeracéo.

Para resolver este problema, algumas civilizag6es adotaram simbolos que
representavam unidades intermediarias, mas que ainda exigiam repeticdes
macantes. Os egipcios até tentaram contornar esta adversidade, ao simplificar a
grafia e a estrutura do seu sistema numeérico, mas acabaram por criar um sistema
baseado em desenhos extremamente minuciosos, contrapondo a ideia de uma
escrita rapida e pratica (IFRAH, 1997).

Com o passar do tempo, varias modificacdes graficas foram ocorrendo,
culminando em uma notacdo numérica abreviada, conhecida por numeracéo
hieratica egipcia, que atribuia um sinal para cada niumero. Havia nove sinais para
as unidades, nove para as dezenas, nove para as centenas, e assim por diante
(IFRAH, 1997). Para escrever o numero 9684, por exemplo, bastava justapor os
algarismos 9.000, 600, 80 e 4. A desvantagem dessa notacéo se da pelo fato de
gue o usuario deveria decorar todos os sinais criados.

A principal dificuldade dos povos antigos com relacdo a notacdo de
grandes numeros se dava pelo fato da utilizagdo somente do sistema aditivo. Por
isso, passaram a adotar um sistema “hibrido”, que se baseava na adigao — para
nameros inferiores a 100 — e na multiplicagdo — para os superiores a 100 —,

simultaneamente, como exemplificado abaixo:
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9684 =(14+1+1+1+1+1+1+1+1)x1.000
+(1+1+1+1+1+1)x100
+(10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10 + 10)
+(1+1+1+1).

Posteriormente, os chineses, os tameis e os malayali

[...] tiveram a idéia (sic) de estender o principio multiplicativo a notacéo
de todas as ordens de unidades superiores ou iguais a base de sua
numeragdo [..] E o que se chama numeragdo de tipo “hibrido
completo”, em que a representagcdo dos numeros é feita seguindo a
expresséao dos diversos valores numéricos de um polinémio, tendo por
variavel a base da numeracéo correspondente. (IFRAH, 1997, p. 676).

Assim, o numero 9684 seria escrito na base decimal como:

9684 =9 x 1.000+ 6 x 100 + 8 x 10 + 4
9684 = 9 x 103 + 6 x 102 + 8 x 10 + 4 x 10°

Generalizando o processo, dados 0os numeros inteirosa e b coma > 0 e
b > 1, existem numeros inteiros n>0 e 0<ry,1, ", 1, <b, com 1, #0

univocamente determinados tais que

a=ry+rb+r,b*+ - +1r,_b" 1 +1,b"

Para entender por que o sistema de numeracdo decimal posicional se
consolidou no mundo todo, devemos analisar a vantagem sobre dois aspectos:
a utilizacdo da base decimal e a ado¢do de um sistema numeérico posicional.
Além destes dois aspectos, vale ressaltar que a grafia dos algarismos utilizados
atualmente também contribui para a facilidade da utilizacdo do sistema indo-
arabico, além do fato de que 0 nosso sistema possui um zero, elemento
fundamental para os calculos e as operacgfes aritméticas.

Inicialmente, € preciso compreender o significado de base em um sistema

posicional. De acordo com Aaboe (2013, p. 15-16, grifos do autor),

[...] qualquer inteiro b maior do que 1 pode servir de base de um
sistema posicional [...]. Em um tal sistema necessitaremos de b
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simbolos ou algarismos distintos, cujos valores principais séo 0, 1, 2,
..., b — 1. Mover um algarismo uma casa para a esquerda significara
multiplicar seu valor por b, e mové-lo uma casa para a direita [...]
significara dividir seu valor por b.

O autor toma como exemplo o sistema posicional binario, cuja utilizacéo
se destaca na linguagem computacional. Neste caso, sdo necessarios 2
algarismos, cujos valores sdo 0 e 1 e, assim, os dez primeiros nUmeros deste

sistema sao:

1,10,11,100,101,110,111,1000,1001,1010.

Para traduzir, por exemplo, o nimero 1001011, escrito na base binéria —
representada pelo niamero 2 subscrito —, para a base decimal, realiza-se o

seguinte procedimento:

1001011, =1-2540-254+0-2*+1-23+0-22+1-2'+1-2° =75,

No processo contrario, para traduzir o nimero 75 para a base binaria, é

preciso decompd-lo em poténcias de 2, da seguinte forma:

75 =204+11=204234+3=20423421 420 =
1-24+0-2°+0-2*+1-23+0-22+1-2'+1-2°=1001011,.

A principal vantagem da base decimal sobre as outras — sessentena,
trintena, vintena etc. — € o fato de que a quantidade de algarismos que a compde
€ mais facil de ser decorada pela memodria humana. Se comparada a bases
pequenas, como aquelas compostas de dois ou trés nameros, a base dez
também se sobressai, pois evita o esforco de consideraveis representacdes
(IFRAH, 1997), como exemplificado no Quadro 4 a seguir. Por exemplo, se a
nossa numeracao tivesse sido construida sobre uma base dois, teriamos uma
palavra para a unidade (1 — “um”) e uma palavra para a base (2 — “dois”). Entao,
utilizar-se-ia apenas duas cifras — 0 e 1 — e cada poténcia de dois teria uma

palavra particular.



33

Quadro 5 - Representacdo numérica numa base dois

Ndmero Base dois Por extenso
1 1 um
2 10 dois
3 11 dois-um
4 100 quatr
5 101 quatr-um
6 110 quatr dois
7 111 guatr dois-um
8 1000 oit
9 1001 oit-um
10 1010 oit dois
11 1011 oit dois-um
12 1100 oit quatr
13 1101 oit quatr-um
14 1110 oit quatr dois
15 1111 oit quatr dois-

um

16 10000 sei
17 1001 sei-um

Adaptado de: IFRAH (1997, p. 79)

Perceba que a complexidade de tal base € grande para representar até
0S menores numeros, que sao representados com certa facilidade na base
decimal. Ifrah (1997, p. 85) ainda cita que “[...] tendo a humanidade aprendido a
contar com seus dez dedos, essa preferéncia quase geral pelos agrupamentos
de dez foi comandada por este ‘acidente da natureza’ que € a anatomia de
nossas maos.”.

Além da facilidade da base decimal, a ideia de sistema posicional também
contribuiu para que o sistema utilizado atualmente tenha se popularizado. De
acordo com Ifrah (1997, p. 286), o principio da nossa numeragao escrita é o de
que “[...] os algarismos empregados tém um valor variavel, que depende da

posicdo que ocupam na escrita dos numeros [...]°, ou seja, a partir dos dez
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algarismos existentes — 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 — é possivel representar toda
a numeragao escrita, simplesmente trocando-os de posigao. Assim, “[...] por
meio de um numero muito reduzido de algarismos de base, ela permite [...] uma
representacdo simples e perfeitamente racional de qualquer nimero, por maior
que seja.” (IFRAH, 1997, p. 676), solucionando entéo a dificuldade dos povos
antigos no que diz respeito a notacdo de grandes nimeros.

Aaboe (2013, p. 17) destaca a importancia do sistema posicional nos
calculos aritméticos, visto que basta “[...] aprender [...] as tabelas que dao os
produtos e as somas de dois numeros quaisquer de um algarismo.”. Como
exemplo, sdo trazidas as tabelas de adicdo e multiplicacdo das bases binaria (b
= 2) e ternaria (b = 3):

Tabela 1 - Adicdo da base binéria

+ 0 1
0 0 1
1 1 10

Tabela 2 - Multiplicacédo da base binaria

0 1
0 0 0
1 0 1

Tabela 3 - Adicdo da base ternéaria
+ 0 1 2

0 0 1 2
1 1 2 10
2 2 10 11

Tabela 4 - Multiplicac&o da base ternaria
0 1 2
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Logo, a adigdo e a multiplicacdo das bases binéria e ternaria se dédo da

seguinte forma:

Tabela 5 - Soma binéaria de 1101 e 110
1 1 0 1
+ 1 1 0
1 0 0 1 1

Tabela 6 - Multiplicagdo binéaria entre 1101 e 110
1 1 0 1

0
0
+

[E
= o =k, O

1
0
0
1
1

N e = S N I

Tabela 7 - Soma ternaria de 2201 e 102
2 2 0 1
+ 1 0 2
1 0 0 1 0

Tabela 8 - Multiplicagéo ternéaria entre 2201 e 102
2 2 0 1

1 2
1 2 1 0 2
0 0 0 0 +
2 2 0 1 +
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4.2 A DESCOBERTA DOS IRRACIONAIS

Pouco se sabe, até hoje, sobre a vida de Pitagoras, um ilustre matematico
nascido por volta de 572 a.C., na ilha egeia de Samos, e citado no Sumario
Eudemiano de Proclo, contido no inicio do livro Comentério sobre Euclides, Livro
[, principal referéncia no que diz respeito aos primeiros passos do
desenvolvimento da geometria grega até Euclides. Em Crotona, uma colbnia
grega no sul da Italia, o matematico fundou a escola pitagorica, com estudos

direcionados em filosofia, matemética e ciéncias naturais (EVES, 2011).

Figura 3 - Pitagoras

Extraido de: Eves (2011, p. 98)

A filosofia de PitAgoras — ou, como define Boyer (2012), o artigo de fé
fundamental do pitagorismo — tinha como principio o pensamento de que a base
do homem e da matéria sdGo 0s numeros inteiros, ja que tudo o que existe no
mundo concreto € contado utilizando este conjunto de nimeros. Posteriormente,
tanto os pitaglricos como outros povos, como 0S egipcios, por exemplo,
observaram que 0s numeros inteiros ndo eram suficientes para determinar a
medida exata de segmentos, pesos e até do tempo.

Logo, houve a necessidade de se utilizarem fragdes das partes inteiras e,

para isso, definiu-se um ndmero racional como o quociente g, com p e q inteiros
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e qg+0. Com auxilio de Eves (2011, p. 104-105), interpretaremos

geometricamente o comportamento dos nimeros racionais da seguinte forma:

— Margue dois pontos distintos O e I numa reta horizontal (I a direita de
0) e tome o segmento Ol como unidade de comprimento (neste caso

chamaremos de k).

— Admitindo-se que os pontos O e [ representem os 0 e 1,
respectivamente, entdo o0s inteiros positivos e negativos podem ser
representados por pontos da reta espacados a intervalos de tamanho k, os

positivos a direita de O e 0s negativos a esquerda de 0.

— As fracBes de denominador g podem ser representadas pelos pontos
gue dividem cada um dos intervalos de tamanho k em q partes. Por exemplo,

dividiremos o intervalo de 2 a 3 em seis partes:

— Entéo, para cada numero racional, ha um ponto da reta correspondente.

Neste exemplo, teremos 0s pontos:
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Aguilar e Dias (2015, p. 53, grifos dos autores) resumem a interpretacao

anterior da seguinte forma:

Dados dois objetos quaisquer, de comprimentos a € b, sempre existia
alguma unidade u, suficientemente pequena, de tal forma que ambos
objetos pudessem ser medidos de modo “exato” com essa unidade u.
Ouseja,Vaeb,Jutalquea=m-ue b =n-u,ondem, n € N. Desse
modo, usando a medida u, um objeto mediria m vezes u e 0 outro n
vezes u. Os objetos (nimeros) a e b sdo ditos comensuraveis.

Note que esta unidade suficientemente pequena, que os autores chamam

de u, trata-se da unidade representada pela letra g no exemplo dado
. 1 . . L, . L, . .
anteriormente e, naquele caso, mede i Seguindo este raciocinio, € imediato

concluir que, se nao for possivel determinar um segmento u, tdo pequeno quanto
se queira, que caiba um numero inteiro de vezes em a e um numero inteiro de
vezes em b, 0s segmentos (ou humeros) a e b sdo ditos ndo comensuraveis, isto
€, incomensuraveis, cuja representacdo na reta real ndo pode ser feita através
de numeros racionais.

De acordo com Boyer (2012, p. 70), “[...] os inteiros e suas razdes eram
insuficientes para descrever mesmo propriedade basicas simples.”. O contexto
no qual se deu a primeira ideia sobre incomensurabilidade néo é exato, visto que
as anotacfes desta época sdo limitadas. Porém, supde-se que foi através de
uma conexdo com a aplicacdo teorema de Pitagoras no triangulo retangulo
isésceles que se percebeu a necessidade de considerar segmentos
incomensuraveis (BOYER, 2012). Dado um triangulo retangulo de hipotenusa h

cujos catetos ambos medem a, temos do teorema de Pitagoras que:
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o2

Para alguns autores, a descoberta dos irracionais pode ter gerado uma
ruptura tdo grande na matematica da época que, por muito tempo, foi mantida
em sigilo, citando até mesmo uma lenda, na qual “[...] o pitagérico Hipaso [...] foi
lancado ao mar pela acéo impia de revelar o segredo a estranhos ou (de acordo
com outra versao) [...] ele foi banido da comunidade pitagorica, sendo-lhe ainda
erigido um tumulo, como se estivesse morto.” (EVES, 2011, p. 107).

Por outro lado, outros autores acreditam que, para os pitagoéricos daquela
época, a descoberta a respeito dos nimeros incomensuraveis nao tenha sido
tdo importante, visto que o foco dos estudos destes matematicos girava em torno
de teorias sobre o cosmos (ROQUE, 2012).

Porém, é claro que a revelacdo desse novo conjunto de numeros
revolucionou o0 que se ensinava nas escolas, e fez com que “[...] todas as
proposicées da teoria pitagérica das proporcdes se limitassem a grandezas
comensuraveis, invalidando sua teoria geral das figuras semelhantes.” (EVES,
2011, p. 107).

Utilizando a técnica da demonstracao por absurdo, Eves recorre a
geometria para provar a incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do

quadrado.

Figura 4 - Demonstracao da incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do

quadrado
D A
B, TP
C
C B

Extraido de: Eves (2011, p. 106)
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Considere a Figura 4 e suponha, por absurdo, que a diagonal e o lado do

quadrado ABCD sao comensuraveis. Logo, existe

[...] um segmento AP tal que tanto a diagonal AC como o lado AB do
guadrado ABCD sé&o multiplos inteiros de AP; isto é, AC e AB séo
comensuraveis com relacéo a AP. Em AC tomemos o ponto B; de modo
que CB; = AB e tracemos B;(; perpendicular a CA. Pode-se provar
facilmente que C,B = C;B; = AB;. Entdo AC, = AB — AB, e AB, séo
comensuraveis com relacdo a AP. Mas AC, e AB, sdo uma diagonal e
um lado de um quadrado de dimensdes menores que a metade
daquelas do quadrado original. Segue-se entdo que, repetindo-se o
processo, podemos obter finalmente um quadrado cuja diagonal AC,, e
cujo lado AB,, sdo comensuraveis com relacdo a AP e AC, < AP. Esse
absurdo prova o teorema. (EVES, 2011, p. 106).

Ainda neste sentido, Boyer (2012) também utiliza a técnica do absurdo,
mas se aproveita da paridade para demonstrar a incomensurabilidade entre o

lado [ e a diagonal d de um quadrado. Suponha que tais segmentos sejam

e . . 7 ~ d . . . . .
comensuravels, Isto €, que a razao 7 € racional e |gual a Z, sendo p € q Inteiros

sem fator comum.

Agora, do teorema de Pitagoras, sabe-se que d? = [2 + [?; logo, (?)2 =
Z—z = 2 ou p? = 2¢2. Logo, p? deve ser par, e entdo p é par. Portanto, q
deve ser impar. Fazendo p = 2r e substituindo na equagéo p? = 2¢*
vem 4r? = 2¢?, ou q% = 2r?. Entdo g2 deve ser par; logo g € par. Mas
tinhamos demonstrado acima que g deve ser impar e um inteiro ndo
pode ser ao mesmo tempo par e impar. Resulta, pois, pelo método
indireto, que a hipotese de d e [ serem comensuraveis deve ser falsa.

(BOYER, 2012, p. 70).

No entanto, o autor acredita que, dado o nivel de abstracdo desta
demonstracdo, € possivel que a base da descoberta original a respeito de

segmentos incomensuraveis tenha sido outra. Ele cita, por exemplo,

a simples observacéo de que quando se tragam as cinco diagonais de
um pentagono, elas formam um pentagono regular menor [...], € as
diagonais do segundo pentagono, por sua vez, formam um terceiro
pentagono regular, que € ainda menor. Esse processo pode ser
continuado indefinidamente, resultando em pentadgonos tdo pequenos
guanto se queira e levando a conclusdo de que a razao da diagonal
para o lado em um pentagono regular ndo é racional. (BOYER, 2012,
p. 70).

Figura 5 - Resultado do tracado das diagonais de um pentadgono
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Extraido de: Boyer (2012, p. 71)

Portanto, € possivel que o primeiro irracional que revelou a existéncia de
segmentos incomensuraveis tenha sido a razédo entre o lado e a diagonal de um
pentagono regular e ndo v2 como alguns pesquisadores tém suposto.

Para compreender a incomensurabilidade entre a diagonal e o lado de um
pentagono regular, considere a Figura 6, em que ABCDE € um pentagono regular

e A', B', C', D' e E' sdo as intersecdes das suas diagonais.

Figura 6 - Demonstracdo da incomensurabilidade entre lado e diagonal de um
pentagono regular

D

A B

Fonte: Elaborado pela autora (2021)
Basta observar o paralelogramo BAEC' para concluir que os triangulos

isdsceles AED' e ABD sao semelhantes e, dessa forma,

AD' AD
ED'  AB°
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Substituindo pelos valores a e L indicados na figura, temos

L+a
L

L
a
a’?+La—-1*=0
—L+I2-4-1-(-12) —-L++V512 —-L++5L L(-1%+5)
a: = = = .
2-1 2 2 2

Como a > 0, temos que

L(-1++/5)
- 2
L 2
a

a

(Vs-1)

Portanto, a relagdo! entre o lado e a diagonal de um pentagono é uma
medida irracional, logo, incomensuravel.
Por preencherem os “buracos” na reta deixados pelos numeros racionais,

0s irracionais também s&o infinitos. Ora, visto que v2 é irracional, basta

considerar um nimero r = nv2, com n € N. E claro que r n&o é racional, pois

7

assim chegariamos ao absurdo de que V2 =£ é racional. Assim, r =nv2 é

irracional paratodon € N e, como N € infinito, o conjunto dos nimeros irracionais

é infinito.
4.3 A COMPLETUDE DOS REAIS
Em termos geométricos, o conjunto dos numeros reais geralmente é

associado a reta real. Dessa forma, cada nimero real pode ser representado por

um ponto desta reta, como exemplificado na Figura 7.

~ ~ ~ L
' a e L estdo em razdo aurea de valor constante = = ¢.
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Figura 7 - NUmeros na reta real

|
|
3/2 VE ﬂ-

Extraido de: Aguilar e Dias (2015, p. 57)

Roque e Pitombeira (2012, p. 264) explicam que “A palavra usada para
designar a propriedade da reta que distingue os reais dos racionais €
‘continuidade’, que seria equivalente ao que chamamos de ‘completude’.”

No Ensino Médio, costuma-se ensinar aos alunos sobre 0s niumeros reais
a partir da sua representacéo decimal. Visto que o foco deste trabalho é auxiliar
o professor do Ensino Basico em suas aulas, seguiremos com a construcéo dos
reais a partir do método das expansdes decimais e sequéncias de Cauchy (1789
—1857).

Muito antes de Stevin (1548 — 1620) explicar de forma elementar e
completa o sistema de fracBes decimais, este ja era utilizado na China antiga, na
Arabia medieval e na Europa do Renascimento. Entretanto, foi apenas apés a
publicacdo de seus escritos, em 1585, que as fracbes decimais se tornaram
amplamente conhecidas (BOYER, 2012).

O problema resolvido por Stevin, que posteriormente lhe daria fama e o
levaria a criar o0 método infinitesimal, envolvia encontrar a forca total da agua
sobre um dique. Com base em Boyer (1992), apresentamos a seguir o raciocinio

utilizado por Stevin.

— Considere um dique com a forma de um quadrado, de lado unitario, com

um dos lados na superficie da agua.
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Figura 8 - llustracéo de um dique

-

1m

Fonte: Elaborado pela autora (2021)

—Imagine o quadrado dividido em 4 faixas horizontais e suponha que cada
faixa sofra uma rotacao de 90° em torno de seu lado superior, ficando sujeita ao

peso da &gua situada sobre ela.

Figura 9 - Rotacao das 4 faixas horizontais

im 1m

Yam Yam
Yim Yim
Yim Yim
Yam Yam

Fonte: Elaborado pela autora (2021)

— A faixa superior fica na superficie e sustenta um volume de dgua dado

1 0 . . < . 1 .
por 1m X mXxX-om= 0m3; a segunda faixa fica a profundidade de om abaixo da
;- . 1 1 1
superficie e sustenta um volume de agua dado por 1m X Jmxom= Em3; a
. 1 2 2 3. 1 3 3 3 .
terceira, Im x-m x-m =—m> e a quarta, Im X -m x-m =—m>. Assim, 0

peso total de 4gua sustentado sera igual a w (densidade da agua) multiplicada

pelo volume total:

0 1 2 3 6
34 3, 2 3, ° 3_ 0 3
6" T Te™ T1e™ "1™



45

— Generalizando o problema para o caso de n faixas, o peso total de agua

sustentado sera igual a w (densidade da agua) multiplicada pelo volume total:

0 1 2 n—1
n2 n2 n? n2

1
n§=gﬂ0+1+2+m+n—ﬂm3

— Note que o problema se resume a uma progressao aritmética de razéo

1. Logo,

1 n(n-1) 1 1
2 2 T2 2n

1
—O0+1+2+-+n-1m? =
n? ( n=Dm n

— Procedendo de maneira analoga, porém desta vez rotacionando cada
faixa em 90° em torno de seu lado inferior, o peso total de agua sustentado sera

igual a w (densidade da agua) multiplicada pelo volume total:

1 1

27 m

— No primeiro processo, cada faixa foi movida para uma posi¢céo acima da
original e, no segundo processo, cada uma foi movida para uma posi¢cao abaixo
da original. Assim, € de se esperar que a forca real da agua sobre o digue seja
um valor intermediario entre os dois resultados encontrados e que seja
encontrado ao fazer o numero de faixas aumentarem.

O problema apresentado permite concluir que o peso total de agua
sustentado pelo digue — e qualquer outro valor real — pode ser aproximado
através da soma de infinitas fragbes. Em 1585, Stevin recomendou que tais

fracOes fossem utilizadas com escalas decimais, ou seja, que fossem da forma

P

—m comp € Z e m € N. Desta forma, atribui-se a um nimero real uma soma de

infinitas fragbes decimais, como definido a seguir (note que a definicdo se

restringe a reais positivos, pois 0 caso para reais negativos é analogo).
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Definicdo 1: Considere x > 0 real. Seja n, 0 maior inteiro tal que np < x e 0 <

n; <9, paratodo i € N. Entdo, a expansdo decimal de x € dada por:

S L L B 2
X=Mo T 707102 T 103 10¥

Exemplo 1: A expanséao decimal de 8,6451 é:

86451—8+6+ 4 + > + 1
’ N 10 102 103  10%

Exemplo 2: A expansao decimal de § = 0,333 ... €&

—0+3+3+3+ +3+
3 10 102 103 10k

Exemplo 3: Dada a expansao decimal, é possivel encontrar a fracao
correspondente da seguinte forma:

2 5 L2 5
102 ° 103 © 10* 102k-1 © 102k B

4+2(1+1+ + ! + )+5(1+1+ +1+ )—
10 103 102k-1 B

102~ 104 102k
1 1
442 2045 107 _ 4, 10+5 1—4+25—421
1L 11 99 99 99 99’
102 102

Quando tratamos de numeros irracionais, é possivel chegar apenas em
uma aproximacgao do seu valor a partir da expansao decimal, visto que ndo sao
dizimas periddicas, isto €, sua parte decimal ndo apresenta um padrdo de

repeticdo. Definimos, portanto, os nUmeros irracionais como segue.

Definicdo 2: Seja x ¢ Q. Assim,
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ng, Ny ns3 Nm
np+—+-——S+-—=++—
710 102 " 103 10m
€ possivel atingirmos uma aproximacao de x, cujo nivel de precisdo dependera
de quédo grande seja o valor de m.
Considere, por exemplo, a aproximagao de quatro casas decimais de
V2 = 1,4142. A partir dai, pode-se criar uma sequéncia de expansées racionais

que se aproxima de V2, como:

( 4
X1=1,4‘=1+_

10
tat=14 gt
X2 = LA E AT I0 T 102
a4t L4
1% T M= AT T T 102 T 103
14142 =14y 2
=5 ~ 7707102 T 102 T 10°

Note que, quanto mais fracbes sdo somadas, mais precisa é a

aproximacdo do valor de v2. Portanto, é possivel aproximar qualquer nimero

real por sequéncias (x,,) de Cauchy de numeros racionais.

Para que (x,) seja uma sequéncia de Cauchy, é preciso que seus
termos x,,, x,, para valores suficientemente grandes dos indices m, n
se aproximem arbitrariamente uns dos outros. Ou seja, se impde uma
condicdo sobre os termos da prépria sequéncia (AGUILAR; DIAS,
2015, p. 59).

E com base nas sequéncias de Cauchy que Cantor (1845 — 1918)

construiu 0 conjunto dos numeros reais, ao defini-los “[...] como o conjunto de
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todas as sequéncias de aproximacdes racionais e definir operacdes algébricas
e ordenacéo linear para essas sequéncias.” (AGUILAR; DIAS, 2015, p. 60).

Como Cantor se dedicou aos estudos de teoria de conjuntos, era de se
esperar que a sua maneira de construir o conjunto dos reais fosse através de
classes de equivaléncia. Seus incriveis resultados inclusive o fizeram
estabelecer a teoria dos conjuntos como uma disciplina matematica, impactando
drasticamente o ensino da matematica a partir do século XX.

Como exemplo deste impacto, estd o fato de que ele notou que os
conjuntos infinitos ndo tém o mesmo tamanho, construindo uma hierarquia de
conjuntos infinitos de acordo com a “poténcia” de cada um. Boyer (2012) justifica
através da demonstracdo de Cantor esta hierarquia citada, ao revelar que o
conjunto dos reais tem poténcia maior do que o conjunto das fra¢des racionais.
Com a seguinte demonstracdo, Cantor provou que o conjunto dos nimeros reais

nao é enumeravel:

Suponhamos que os nimeros reais entre 0 e 1 sejam contaveis, e que
estejam expressos como decimais infinitos [...], e que estejam
numerados como: a; =0,a,,a,5045 ...,a;, = 0,010,053 ...,03 =
0,a31032033 «v) ove v v wev ey, ONAE @;; € UM algarismo entre 0 e 9,
inclusive. Para mostrar que nem todos os numeros reais entre 0 e 1
estdo incluidos acima, Cantor exibiu uma fragcdo decimal infinita
diferente de todas as da lista. Para isso, formemos b = 0, b,b,b; ...,
onde b, =9se ay, =1e b, =1se a # 1. Esse nimero real estara
entre 0 e 1 e, no entanto, sera diferente de todos os do arranjo que se
presumia conter todos os numeros reais entre 0 e 1. (BOYER, 2012, p.
397).

Observe a seguinte sequéncia das aproximacdes decimais de m:

(pn) = (3;3,1;3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; ...).

Note que a sequéncia

22 333 355 103993 >

(qn) = (3’7’106’113' 33102
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também aproxima . Dizemos que duas sequéncias estdo contidas na mesma
classe de equivaléncia se elas possuem o mesmo limite, ou seja, tendem para o
mesmo namero.

Finalmente, define-se que “O conjunto dos numeros reais R € 0 conjunto
das classes de equivaléncia [(x,)] das sequéncias de Cauchy de numeros
racionais. Isto é, cada classe de equivaléncia € um numero real.” (AGUILAR;
DIAS, 2015, p. 61). Construiu-se, desta forma, o conjunto dos nimeros reais.

Os resultados apresentados a seguir podem ser verificados de forma mais
detalhada em Aguilar e Dias (2015) e em Lima (2009).

O conjunto dos numeros reais € um corpo, pois as operacdes de adicéo e
multiplicacéo entre as classes de equivaléncia das sequéncias de Cauchy de
nameros racionais estdo bem definidas e obedecem as propriedades de um
corpo. Além disso, R é ordenado, pois, sendo s,t € R e sequéncias de Cauchy
(x,), (y,) de nimeros racionais com s = [(x,)] e t = [(¥,)], hd uma relacdo de
ordem em R, j4 que se s — t € uma sequéncia positiva, entdo s > t. A partir dai,
pode-se verificar que todos os axiomas de ordem valem para R.

Por fim, R & completo pois, dado qualquer subconjunto ndo-vazio e
limitado superiormente de classes de equivaléncia de sequéncias racionais de

Cauchy K c R, este possui supremo em R.

Exemplo 4: Considere as seguintes sequéncias racionais de Cauchy que

aproximam :

(pn) = (3;3,1;3,14; 3,141; 3,1415; 3,14159; ...)

22 333 355 103993 )
"77106°113" 33102’

(a) = (3
Pela definicdo, estas sequéncias pertencem a mesma classe de equivaléncia,
digamos [(1;,)]. Note que (p,,) e (g,) possuem 3,15 como supremo, ou seja, Sao
limitadas superiormente por 3,15, por exemplo. Assim, 3,15 também é o supremo
de [(n,)]. Logo, [(r,)] € um subconjunto de R, ndo-vazio e limitado

superiormente, cujo supremo esta em R (pois 3,15 € R).
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Desta maneira, conclui-se que o conjunto R dos reais, composto por
classes de equivaléncias de sequéncias racionais de Cauchy € um corpo
ordenado e completo, ou seja,

e R é um corpo;
e Existe uma relacdo de ordem < em R; e
e Toda sequéncia de Cauchy de elementos de R converge para um

elemento de R.
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5 PRODUTO EDUCACIONAL

O Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional - PROFMAT
— exige por parte dos seus alunos que a dissertacdo de mestrado contenha um
produto educacional.

Num mestrado profissional, a dissertagdo deve ser o resultado de uma

pesquisa

[...] aplicada, descrevendo o desenvolvimento de processos ou
produtos de natureza educacional, visando a melhoria do ensino na
area especifica, sugerindo-se fortemente que, em forma e contetdo,
este trabalho se constitua em material que possa ser utilizado por
outros profissionais. (MOREIRA, 2004, p. 134).

Neste sentido, o produto final do trabalho de conclusdo do curso de um
mestrado profissional deve ter relagdo com a pesquisa realizada, além de possuir
aplicabilidade no sistema de educacao, objetivando aproximar a pesquisa a
realidade escolar (BISOGNIN, 2013).

Assim, desenvolveu-se um produto educacional resultado da pesquisa
realizada, intitulado “OS INDO-ARABICOS, OS IRRACIONAIS E OS REAIS’,
disposto no Apéndice A deste trabalho. O principal objetivo desse produto é
oferecer algumas sugestbes de atividades, inseridas no contexto histérico
apresentado ao longo desta dissertacdo e precedidas pela teoria
correspondente.

O produto foi dividido em trés propostas, de forma que cada uma delas
contextualize um dos trés marcos tratados no decorrer deste trabalho. Seguindo
a mesma sequéncia adotada no Capitulo 4, a Proposta 1 apresenta sugestdes
de atividades a respeito do sistema de numeracao indo-arabico, a Proposta 2
trata sobre a descoberta dos irracionais e a Proposta 3 trabalha com a
completude dos numeros reais por meio de expansdes decimais. O professor
possui a liberdade para utilizar o material disposto da forma que achar
conveniente, tanto integralmente quanto em partes, se assim preferir.

Cada uma das trés propostas possui contexto historico — embasado no
Capitulo 4 deste trabalho —, teoria, exemplos e atividades. Além disso, ao final

de cada uma das propostas, h4 uma secdo destinada ao professor com
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sugestbes de respostas aos exercicios propostos. Ao final do produto, estéo
dispostas as referéncias utilizadas para a construgéo das trés propostas.

O produto educacional desenvolvido ndo constitui por si s6 0 material
didatico a ser utilizado pelo professor, mas serve como um complemento ao
abordar tais temas em sala de aula. Por esta razdo, as trés propostas
apresentadas podem ser utilizadas em momentos diferentes do ensino, ou seja,
a mesma proposta pode ser aplicada em diferentes anos do Ensino Basico, com
as devidas alteracdes, caso necessario.

Vale ressaltar que o produto educacional desenvolvido também é indicado
para uso em cursos de formacgéo de professores de mateméatica, como o curso
de Licenciatura em Matemética ou cursos de formacado continuada, pois as trés
propostas apresentadas tratam sobre temas que costumam ser discutidos em

disciplinas da graduacéo.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho objetivou investigar historicamente trés grandes marcos no
desenvolvimento da numeracédo: a descricdo dos numeros através do sistema
indo-arabico, a descoberta dos irracionais e a completude dos reais para que,
assim, fosse possivel construir um produto educacional, em forma de proposta
de ensino, que relacionasse contexto histérico e teoria.

Para tal, inicialmente realizou-se a revisao de literatura em dissertacfes
do PROFMAT que também tratavam, separadamente, dos marcos selecionados.
A partir desta revisao, foi possivel perceber a importancia de relacionar a teoria
com o contexto historico no qual ela foi desenvolvida quando se objetiva motivar
o aluno, além da necessidade de oferecer ao professor alguma sugestdo de
como aplicar em sala de aula o que foi desenvolvido durante o trabalho. Mais
ainda, a revisao de literatura permitiu identificar alguns autores renomados na
comunidade académica, referenciados ao longo dos trabalhos, que poderiam
servir de referencial teorico para este trabalho.

Em seguida, desenvolveu-se o0 embasamento tedrico, utilizando como
referéncia autores conhecidos na comunidade académica no que se refere ao
ensino e a histéria da mateméatica. O embasamento teérico foi dividido em trés
secbes, cada uma tratando de um marco especifico. Cada secdo foi
desenvolvida com foco no contexto histérico e como ele afetou o desenrolar
daquele marco, além de trazer a teoria que o permeia.

Em posse do contexto historico no qual se deu cada um dos trés marcos,
foi possivel elaborar um produto educacional, em forma de trés propostas de
ensino, dispostas no Apéndice A deste trabalho. Cada uma das trés propostas
foi desenvolvida individualmente de forma que o aluno entenda a origem e a
sucessdo dos acontecimentos no desenvolvimento de cada marco. Por esta
razdo, cada proposta conta com contexto histérico, teoria, exemplos e
atividades, permitindo ao aluno relacionar a histéria e a teoria de cada um dos
trés marcos, além de fixar o que aprendeu ao realizar as atividades propostas.

Ao final de cada proposta, ha uma secéo para o professor com respostas
das atividades, além de algumas sugestfes pertinentes. Vale ressaltar que as

propostas podem ser aplicadas em diferentes niveis de ensino, tanto no Ensino
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Basico quanto no Superior, visto que tais marcos historicos sédo discutidos em
cursos de formacédo de professores, como o curso de Licenciatura em
Matemética, por exemplo. Além disso, o professor também pode alterar as
propostas ou as atividades da forma que achar conveniente de acordo com o
nivel da turma, aplicando-as integralmente ou em partes, se assim preferir.
Espera-se que, futuramente, seja possivel aplicar as trés propostas
desenvolvidas, em diferentes momentos, tanto no Ensino Basico quanto no
Superior. Desta forma, seria possivel pontuar melhorias e adaptar o produto de
acordo com as exigéncias da sala de aula. Além disso, também seria
interessante identificar e comparar as dificuldades encontradas, tanto pelos
alunos quanto pelos professores, nos diferentes niveis de ensino nos quais as

propostas seriam aplicadas.
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Trés propostas de atividades para o

professor do Ensino Basico



APRESENTACAG

Caro leitor,

Este Produto Educacional é parte da dissertacdo de mestrado intitulada "Uma
investigacao historica acerca de trés grandes marcos no desenvolvimento da
matematica", desenvolvida no Mestrado Profissional em Rede Nacional (PROFMAT)
da Universidade do Estado de Santa Catarina, sob a orientacdo da Prof® Dr? Elisandra
Bar de Figueiredo.

O objetivo desse material é oferecer ao professor do Ensino Basico algumas
sugestdes de atividades em trés diferentes contextos: o sistema de numeracao indo-
arabico, a descoberta dos irracionais e a completude dos reais.

O produto foi dividido em 3 propostas e cada uma delas aborda um dos trés
contextos citados. Assim sendo, a Proposta 1 apresenta sugestdes de atividades a
respeito do sistema de numeracdo indo-arabico, a Proposta 2 trata sobre a
descoberta dos irracionais e a Proposta 3 trabalha com a questao da completude
dos numeros reais.

Cada uma das trés propostas possui contexto historico, teoria, exemplos e atividades
para os alunos. Além disso, ao final de cada uma delas, ha uma secdo destinada ao
professor com sugestdes de respostas aos exercicios propostos. Ao final, estao
dispostas as referéncias utilizadas para a construcao das trés propostas.

Sinta-se a vontade para utilizar o material disposto da forma que achar conveniente,
tanto integralmente quanto em partes, se assim preferir!

Ana Carolina Vila do Amaral
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PROPOSTA 1
O SISTEMA DE NUMERAGAO INDO-ARABICO

PROPOSTA 2
A DESCOBERTA DOS IRRACIONAIS

PROPOSTA 3
A COMPLETUDE DOS REAIS

REFERENCIAS



PROPOSTA 1

O SISTEMA DE NUMERACAO
INDO-ARABICO



O SISTEMA DE NUMERAGAO INDO-ARABICO

"O homem desde o principio, mesmo que de forma intuitiva, 3 se
preocupava em ordanizar e quantiﬁcar objetos e animais campestres para sua
subsisténcia”.

(RUIS, 2014, p. 19)

O sistema indo-arabico, composto pelos dez algarismos

0,1,2,3,456,7,8¢e9

teve sua forma modificada ao longo do tempo, até culminar no modelo que

utilizamos atualmente, conforme mostrado na Figura 1.

Figura 1 - Evolugdo dos algarismos indo-arabicos

Evolution of Hindu-Arabic numerals ‘_ — E‘:F' r (p 7- L) "')‘

Brahmi, 1st century ce

N238YCIVG o]

Indian {Gwalior}, 9th century

l
122-=562Z9 IFFIFoY VA RRIBYCOTCO

West Arabic (Gobar), c. 11th century East Arabic, €. 11th century Sanskrit Devanagari, Indian,

c. 11th century
(123066899

15th century

Y
1234567890

16th century (Direr)

@ 2006 Encyelopadia Britannica, Inc.

Extraido de: Rodrigues (2013, p. 34)

Além dos indo-arabicos, no decorrer da histdria, outros algarismos
foram criados a fim de suprir a necessidade de contagem, como 0S

hierdglifos egipcios (Quadro 1) e os gregos alfabéticos (Quadro 2).



O sistema de numerag3o egipcia surdiu por volta de 3000 a.C. Utilizavam
elementos da fauna e da flora nil6tica, provando que a escrita foi
desenvolvida nas margens do Nilo. Eles reproduziam seus algarismos
esculpindo-os com cinzel e martelo em monumentos de pedra ou com
canico, molhado em colorante, em rochas, cerdmicas ou folhas de papiro.

(IFRAH, 1997)

Quadro 1 - Algarismos hierdglifos egipcios

Simbolo egipcio Numero decimal
I 1
N .
9 100
X 1.000
10.000
100.000
X
5% 1.000.000

Adaptado de: Ifrah (1997, p. 342)



A numeragio grega surdiu por volta de 3300 a.C. Utilizava vinte e sete

sinais, dentre os quais estavam as vinte e quatro letras do alfabeto grego e os

trés sinais alfabéticos (digama, kopa e san), e os dividia em trés classes

numéricas (unidades, dezenas e centenas).

(IFRAH, 1997)

Quadro 2 - Algarismos gregos alfabeticos

UNIDADES DEZENAS CENTENAS

A a | alfa 111 t | iota 0] P ro 100
B p | beta 21 K « |kapa 201z sigma 200
' vy | gama 3 1A 2 |lambda 30 T t |tau 300
A 5 |delta 4 1M u|um 401 Y v | upsilon 400
E € | épsilon 51N v |nu 50 @ ¢ | phi 500
F F | digama* 6l E & |Ksi 60 X x | khi 600
Z 7 | zeta 71 0 o | dmicron 01y o |psi 700
H 17 |eta 8|0 = |pi 80 @ w | O6mega 800
® 0 |teta 910Q ¢ |kopa NLD 3y |san 900
* Nos manuscritos bizantinos, esse algarismo € indicado por g, condensado de
sigma e de tau. Os gregos de hoje, que conservaram o alfabeto cifrado para
alguns usos particulares (um pouco como nos para os algarismos romanos)
chamam-no stigma.

Adaptado de: Ifrah (1997, p. 467)
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/ . A .
/1. Imagine que voce viva em uma grande fazenda e precise \
registrar a quantidade de ovelhas que possui. Determine o nimero
de ovelhas presentes na sua fazenda e escreva este numero
utilizando algarismos:

a) indo-arabicos

b) hieroglificos gregos

C) gregos alfabéticos

T — — — — — — — — — —

/
\ /
N ~ — o — o — e —— — e ——— — e d
//—-—ﬁz —————————— \"—ﬁ—"\\
/ o . N\
/ 2. O gue ocorre em cada caso se a posicao dos algarismos for \
alterada? \‘
| a) indo-arabicos ,
I I
I I
[ I
I |
ieroglificos gregos
| b) hi lifi |
I I
\ \
I I
| |
: C) gregos alfabéticos ;
I [
\ )
\ /
\ /
AN /
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Ve N\
3. Entre os trés sistemas de algarismos apresentados, qual deles é o

(
| mais simples de ser utilizado e por qué?
I
I
I
I
I

\
I
I
I
I
I
I
)

A ideia de sistema posicional contribuiu para que o sistema indo-
arabico, utilizado atualmente, tenha se popularizado. Logo, a partir dos dez
algarismos existentes, e possivel representar toda a numeragao escrita,

simplesmente trocando-os de posicao.

“por meio de um ndmero muito reduzido de algarismos de base, ela permite
[...] uma representacio simples e perfeitamente racional de qualquer
namero, por maior que sejfa”.

(IFRAH, 1997, p. 676)

A adogcdo do sistema decimal posicional auxiliou ndo sé na
representacdo dos numeros escritos, como também na aritmeética, bastando
apenas aprender as tabelas de adigdo e multiplicagdo de dois numeros

quaisguer em uma determinada base.

A base decimal se sobrepde 3s outras pois 3 sua quantidade de algarismos é
mais fcil de ser decorada, além de evitar consideraveis repetices de simbolos.

(IFRAH, 1997)



“[...] qualquer inteiro b maior do que 1 pode servir de base de um
sistema posicional [...]1. Em um tal sistema necessitaremos de b simbolos
ou algarismos distintos, cujos valores principais sjo O, 1, 2, ..., b~ 1.
Mover um algarismo uma casa para a esquerda significara multiplicar seu
valor por b, e mové-lo uma casa para a direita [...1 significard dividir seu
valor por A".

(AABOE, 2013, p. 15-16)

Sabe-se que, no sistema posicional utilizado atualmente, adotamos

a base decimal, ou seja, b = 10. Na base 2 temos que b = 2 e, portanto,

esta base necessita de 2 simbolos distintos: 0 e 1. Este sistema posicional

¢ chamado binario e possui ampla utilizacdo na linguagem computacional,
pois a maquina compreende apenas os valores 0 (desligado) e 1 (ligado).

A base binaria utiliza apenas os algarismos 0 e 1, e a base ternaria,

por sua vez, utiliza os algarismos 0, 1 e 2. A sequéncia dos numeros nestas

bases é da forma:

Decimal 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Binaria 0 1 10 11 | 100 | 101 | 110 | 111 | 1000 | 1001
Ternaria 0 1 2 10 11 12 20 21 22 100

Vocé ja aprendeu na escola como realizar a adicdo e a multiplicacdo
entre numeros da base decimal. A seguir, apresentamos as tabelas de
adicdo e multiplicacdo das bases binaria e ternaria, ou seja, para b = 2 e
para b = 3.



Tabela de adicdo da base binaria

+ | 0
00
1|1

Tabela de multiplicagdo da base binaria

x |0
0|0
1|0

Tabela de adicdo da base ternaria

+ (0 1 2
o0 1 2
1 (1 2 10
2|2 10 11

Tabela de multiplicacdo da base ternaria

x| 0 1 2
00 0 O
110 1 2
2 |0 2 11

No exemplo a seguir, mostramos como obter a sequéncia de nimeros

nas bases 4 e 5. Este método pode ser utilizado para qualquer base.

Na sequéncia, propomos que vocé construa as tabelas de adicdo e

multiplicacdo das bases 4 e 5.

Inicialmente, devemos definir quais

algarismos irdo compor estas bases. Para a base 4, os algarismos utilizados

serao 0, 1, 2 e 3; para a base 5, os algarismos utilizados serao 0, 1, 2, 3 e

4.



Exemplo 1: Como obter a sequéncia de numeros da base 4 e da
base 57

e Escrevemos a sequéncia de numeros decimais que ja
conhecemos:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19
20 |21 |22 |23 |24 |25 |26 |27 |28 |29

e Os nUmeros na base 4 possuem apenas os algarismos 0,
1, 2 e 3. Eliminamos o0s numeros da sequéncia que
possuem algarismos ndo pertencentes a base 4:

0 1 2 3
10 |11 |12 |13
20 |21 |22 |23

Assim, a sequéncia de numeros da base 4 é:
0,1,2,3,10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23, ...

e Na base 5, temos apenas os algarismos 0, 1, 2, 3 e 4.
Procedemos da mesma forma, eliminando os nimeros que
possuem algarismos nao pertencentes a base 5:

0 1 2 3 4
10 (11 |12 |13 |14
20 |21 |22 |23 |24

Assim, a sequéncia de numeros da base 5 é:
0,1, 2,3,4,10, 11, 12, 13, 14, 20, 21, 22, 23, 24, ...
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/ 4. Relacione os numeros da base decimal com os numeros das \

bases 4 e 5, seguindo o método do Exemplo 1.

Decimal Base 4 Base 5
0

O| O N| O U] M| W| N| —=

—
~_"_————__—-_,———-—"————-—/

—
—

[
N

[
w

—
AN

—
ul
=

[
(@)}

[
N

—
(00}

—
O
~

\ 20 /
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7 N
{/ 5. Construa a tabela de adicdo da base 4. \)
I l
l' + 0 1 2 3 ll
l 0 l
\ I
[ 1 l
| |
| 2 |
l 3 |
\ |
\ /

N e — e — —_——

;- - T - " " """ "=""—""—"7"7=— AN
(/ 6. Construa a tabela de multiplicacdo da base 4. \

|
! |
: X 0 1 2 3 I

l
| 0 \
| 1 [
| \
I 2 |
| [
\ 2 |
\ /

— T e — e T T e e s e — e, P e, T e — —
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Ve N
/7. Construa a tabela de adicao da base 5. \\
I
{ + 0 1 2 3 4 {
| 0 I
I I
\ . |
| I
I 2 |
| 3 |
I |
I 4 I
\ /
\ /
\\,. _______ ——— — — e — /\__//
//'—"—’—“‘—"\" ————————— /\\\
/ 8. Construa a tabela de multiplicacao da base 5. \
I |
I
| X 0 1 2 3 4 :
I I
| 0 |
I 1 |
I I
I 2 I
I |
| 3 \
| I
I 4 I
\ /
\ /
N . _7

Agora que as tabelas de adicao e multiplicacdao das bases 4 e 5 foram

desenvolvidas, podemos realizar operacdes entre numeros destas bases.
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/ 9. Efetue as operacdes abaixo. \
a) (3012)4 + (231)4

b) (2033)4 x (13)4

_— T T e —— — — . — — T e ,——/

C) (4310)s + (1442)s

—_—

d) (1441)s x (42)s

/——__—_—_ — T T e — — — — — — — - . T T o S e — S — — — — _-—_\
— — — — — — T — — — — — —— — T— —
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No Exemplo 1, descobrimos como obter a sequéncia de nimeros nas
bases 4 e 5 para preencher a tabela do Exercicio 4 e, em seguida, para
realizar operacdes entre estes numeros. Este método funcionou pois

buscavamos correspondentes de nimeros pequenos.

Reflita...

E viavel utilizar o método apresentado para encontrar nimeros

maiores, como 84652, por exemplo, nas bases 4 e 5?

O metodo descrito a seguir converte a base de um numero decimal,
ou seja, relaciona um numero em uma base qualguer b > 1 com o seu

correspondente na base 10.

a) Encontrar o representante decimal Y de um nlUmero X na base b.

(X)o = (V)10

Multiplique o algarismo da unidade de X por b9;
Multipligue o algarismo da dezena de X por b?;

Multiplique o algarismo da centena de X por b?;

el

Continue o processo ate multiplicar todos os algarismos de X pela
poténcia de b correspondente;

5. A soma destas multiplicagbes e Y.
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Exemplo 2: Determine o representante decimal do numero (1472)s.

2x80=2x1=2
7x8 =7x8=56

4 x 8 =4x64=256

1 x8 =1x512=512
2 + 56 + 256 + 512 = 826

O representante decimal de (1472)s € o nimero 826.

b) Encontrar o representante S na base b de um niUmero T na base decimal

(M1 = (S)o

. Divida o numero T pela base b. O resto desta divisdo € a unidade do

numero na base b;

Divida o quociente obtido em 1 pela base b. O resto desta divisdo é
a dezena do numero na base b;

Divida o quociente obtido em 2 pela base b. O resto desta divisao é
a centena do numero na base b;

Continue o processo até que o quociente obtido seja 0;

A concatenacdo dos restos das divisOes, de baixo para cima, € S.



Exemplo 3: Determine o representante na base 15 do numero

decimal 6720.

6720 15

- 6720

0

15

448 15
- 435 29
13 - 15

-0

15

Suponha que a correspondéncia entre os algarismos da base 15

e 0s algarismos da base decimal sao dados conforme a tabela a

seguir. Observacdo: para bases maiores que 10, é usual utilizar

letras do alfabeto para representar os algarismos maiores do gue

9.

Decimal | Base 15
0 0
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
/ /
8 8
9 9
10 A
11 B
12 C
13 D

16
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Logo, o representante na base 15 do numero decimal 6720 é (1EDO)is.

Um modo simples de efetuar a mudanca de base entre dois nimeros
em duas bases diferentes de 10 € converter o numero dado para a base

decimal, para em seguida converté-lo para a base desejada.

— — — e e e e T e e T e T T e e

~
7 N

7/
,» 10. Encontre o representante de (3012)s na base 8. \

~

Passo 1: encontre o representante de (3012)s na base decimal.
Passo 2: encontre o representante na base 8 do numero obtido

no Passo 1.

= o — — — — e — — e ey S—
e = ’—\/—~_—_——————_’—~—_~/
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// A
/ 11. Em que base se tem... \
[ a)3x3=10? \\
: |
| [
| I
\ l
, b) 3 x 3 =112 |
| l
\ I
| |
! l
| C)3 x3=127 ’
| \
| |
| [
\ //
\ /
\\___N/ ____________ ,___,//
e —T T T
/ 12. Determine b de maneira que 79 = (142)s. \\
( \
\ I
, l
| |
, |
\ |
, |
, |
\ |
I \
‘ |
\ [
, |
, I
\ )
\ /
\ /
e

S— — — — — — —
— — —_— —_— e — = — — — T ey
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13, Expligue o trugue: Pede-se a uma pessoa que pense num \
numero de dois algarismos. Solicita-se entdo a ela para
multiplicar o algarismo das dezenas do numero pensado por 5,
somar 7, dobrar, somar o algarismo das unidades do numero
original e anunciar o resultado. Subtraindo-se 14 desse resultado,

descobre-se 0 numero pensado.

\—.——___—-—_—_ — T T e — o — T e — — — — — — _/—‘_—.—/



Para o professor:

1. No primeiro item, o aluno definird o numero de ovelhas que
possui em sua fazenda. Exemplo: 38. A partir dai, ele irad verificar
no Quadro 1 a correspondéncia dos algarismos. Exemplo: N N N
| | | | | | | | Parao Ultimo item, novamente o aluno ird
fazer a correspondéncia com os algarismos, desta vez tomando

como base o Quadro 2. Exemplo: An.

2. Neste item, é importante lembrar o aluno de que o sistema
indo-arabico é posicional e, por isso, a ordem dos algarismos
altera o seu valor. Por outro lado, o sistema de numeragao egipcio
¢ aditivo e, assim como a soma de duas parcelas, a ordem ndo
interfere no resultado. Por fim, no sistema de numeracao grego
alfabético, as unidades, dezenas e centenas ja possuiam
algarismos proprios e, portanto, ndo faz sentido alterar a ordem

dos seus algarismos.

3. O aluno tende a inferir, com base nos itens 1 e 2, que o sistema
de numeracao indo-arabico € o mais pratico de ser utilizado, pois
possui @ menor quantidade de algarismos a serem decorados, ja
que é um sistema de numeragao posicional e cada um dos dez
algarismos pode ser reutilizado para expressar um valor

especifico.
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Decimal Base 4 Base 5
0 0 0
1 1 1
2 2 2
3 3 3
4 10 4
5 11 10
6 12 11
7 13 12
8 20 13
9 21 14
10 22 20
11 23 21
12 30 22
13 31 23
14 32 24
15 33 30
16 100 31
17 101 32
18 102 33
19 103 34
20 110 40

21
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10
11

12

10
11

12
21

10
11
12
13

10

10
12

10
11

12

10
11

10
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8.
X 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 11 13
3 0 3 11 14 22
4 0 4 13 22 31

9. Para este item, é preciso utilizar as tabelas criadas nos itens

anteriores.
a) (3012)4 + (231)4

b) (2033)4 x (13)a

2 0 3 3

X 1 3

1 2 2 3 1

2 0 3 3 +

3 3 2 2 1

C) (4310)s + (1442)s

4 3 0

+ 1 4 4 2

1 1 0 2




d) (1441)s + (42)s

1 4 4 1

X 4 2

4 3 2

1 2 4 1 4 +
1 3 3 1 2 2

10. Passo 1:

e 2x50=2x1=2

e 1 x5l=1x5=5

e 0x52=0x25=0
3 x53=3x 125 = 375
e 2+5+0+375=382

O representante decimal de (3012)s € o numero 382.

Passo 2:
382 8
- 376 47 8
6 -40 5] 8
7 -0 0
5

O representante na base 8 do numero decimal 382 € (576)s.
Desta forma, (3012)s = (576)s.

11. Neste item, pode-se sugerir aos alunos que encontrem qual
0 Nono numero da sequéncia em bases pequenas, assim como
feito no Exemplo 1.

a) Base 9

b) Base 8

C) Base 7
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12. Basta aplicar a técnica descrita no item a). Logo,
2xb0+4xbt+1xb2=79
b2+ 4b +2=79
b2+ 4b-77=0
O problema agora resume-se a resolver uma equacgao de segundo
grau. Teremos que b = - 11 ou b = 7. Como a base de um

nimero deve ser sempre maior do que 1, concluimos que b = 7.

13. Traduzindo o trugue em expressao matematica, temos:
e Pede-se a uma pessoa gque pense num numero de dois
algarismos: digamos ab
e Solicita-se entao a ela para multiplicar o algarismo das
dezenas do numero pensado por 5: 5a
e Somar /:5a+7
e Dobrar: 2 x (5a + 7)
e Somar o algarismo das unidades do numero original:
2xBa+7)+0b
e Subtraindo-se 14 desse resultado: 2 x (5a +7) + b - 14
A expressao encontrada pode ser simplificada:
2x(5a+7)+b-14
10a+14+b-14
10a+34 +b—24
10a + b
Perceba que 10a + b é o nimero pensado, sendo apenas uma

forma diferente de representa-lo.
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PROPOSTA 2

A DESCOBERTA DOS
IRRACIONAIS
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A DESCOBERTA DOS IRRACIONAIS

Pitagoras foi um ilustre matematico nascido por volta de 572 a.C., na

Grécia.

Figura 1 - Pitagoras

Extraido de: Eves (2011, p. 98)

Sua filosofia tinha como principio o pensamento de que a base do
homem e da matéria sdo os nimeros inteiros, ja que tudo o que existe no

mundo concreto é contado utilizando este conjunto de nimeros.

— — T et e e e e, T e o T e e e e e e e — — — =,

/

1. Dé exemplos do seu dia a dia que contra-argumentam a filosofia de |
| Pitagoras de que todas as medidas sdo inteiras. '
\ I
| l
, I
| |

/
N __ — e — e S

Observa-se, portanto, que o conjunto dos numeros inteiros ndo é
suficiente para traduzir determinadas medidas do nosso cotidiano. Por esta
razao, houve a necessidade de utilizar fragOes destas partes inteiras, que

agora compdem um novo conjunto de numeros, chamados racionais.
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Um numero racional € aguele escrito da forma

)

P
q
com p, q € Z.

Observagao 1: lembre-se que q ndo pode ser 0, pois ndo é possivel

realizar uma divisao por 0.

Observacdo 2: note que se q = 1 a fragdo representa um numero

inteiro. Portanto, numeros inteiros também sdo numeros racionais.

- - - - " === - = \\
( 2. Complete a reta real com numeros racionais. |
| |
( \
| REREEDEEEERE |
[ o 5 1 [

4
\ )

N o e ———— e

s T T T T T T T T T T T T T N~
/ 3. Margue com um X 0s nUmeros racionais. \\

()2 ()2 |
‘l ()i (e |
I ()m ()o l
| ()2 ()874 |
II ()= ()2 lI
| () -5 ()2 ,
‘ 6,3 —46 I
\ ()6 () J
\ /
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O conceito de numero racional surgiu através da comensurabilidade
entre segmentos. Isto é, dados dois segmentos - A e B - & possivel
determinar um segmento u gue cabe uma quantidade inteira de vezes

dentro de A e dentro de B.

N
/4. Com o auxilio de um compasso, verifigue quantas vezes o0\

/

segmento u cabe dentro dos segmentos A e B.

\

l l
l l
| u |
l I
I I
| A \
l l
l l

B

\ \
| l
‘\ O segmento u cabe vezes dentro do segmento A. Logo |
I

l I
I A=___ Xu \
l |
( O segmento u cabe vezes dentro do segmento B. L0ogo |’
\ [
\ B = x /

\ — " /
\\ -~ -

e — e e e e e — — — — — o — — —

Vocé percebeu que o segmento u coube um numero inteiro de vezes
dentro dos segmentos A e B? Por esta razdo, dizemos que A e B sdo
segmentos comensuraveis, ou seja, € possivel determinar uma medida
(neste caso, a medida do segmento u) que caiba um numero inteiro de

vezes em A e um nUmero inteiro de vezes em B.
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Dados dois objetos quaisquer, de comprimentos 3 e b, sempre existia
alquma unidade u, suficientemente pequena, de tal forma que ambos
objetos pudessem ser medidos de modo “exato” com essa unidade u. |...]
Desse modo, usando a medida u, um objeto mediria m vezes u e o outro

n vezes u. Os objetos (nlimeros) 3 e b sjo ditos comensurgvelis.

(AGUILAR; DIAS, 2015, p. 53)

Ao calcularmos a razao entre a medida do segmento A e a medida do
segmento B, obtemos

A 3Xu
B 5xu
A  3xu
B 5xu
A 3
B 5

que € racional. Assim, a razdo entre segmentos comensuraveis € um
nUmero racional.

Serd que esta medida u sempre pode ser determinada,
independentemente do tamanho dos segmentos A e B?
Ou seja, a razdo entre dois segmentos sempre sera um nUmMero

racional?



31

Acreditava-se que a resposta para esta pergunta era afirmativa.
Vamos verificar que, na verdade, a resposta é NAO. Para isso, considere

um triangulo retangulo isosceles, cuja hipotenusa mede h e os catetos

medem a, como na Figura 2.

Figura 2 - Triangulo retangulo isosceles

h

Fonte: Elaborado pela autora (2021)
Do teorema de Pitagoras, temos que

h? = a2 + a?

Como visto anteriormente, um nUmero racional € da forma E, com p

e q inteiros. Vamos verificar que a razao entre a hipotenusa e o cateto deste

tridangulo ndo é racional.
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— — — — T — T — — T S — — —

// ~~ N
/ 5. Prove por contradicdo que o nimero v2 ndo € racional. \
/ Dicas: \I
l e Para provar por contradicdo, admita que a hipdtese é verdadeira, ou ,
II seja, que V2 ¢ racional para, ao final, chegar em uma contradicdo. |
| e Todo numero racional pode ser escrito como um quociente de termos |
| primos entre si. |
| e Todo nUmero par é da forma 2k. |
| e Se k2 é par, entdo k é par. l
| I
| |
| |
| |
\ |
| |
| |
| l
| |
| |
| |
| l
| |
\ I
\ /
\ /
N ~ //
S~ -

Entd3o, a razdo entre a hipotenusa h e o cateto a de um triangulo
retdngulo isosceles ndo é um numero racional e, por isso, h e a sdo

segmentos ndo comensuraveis, ou ainda, incomensuraveis.

"Os inteiros e suas razdes eram insuficientes para descrever mesmo
propriedade basicas simples”
(BOYER, 2012, p. 70)
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Estes numeros ndo racionais, ou seja, numeros que ndao admitem
serem reescritos como uma fracao, foram denominados irracionais.

A descoberta dos irracionais gerou uma grande ruptura na
matematica da época. A revelagdao desse novo conjunto de numeros
revolucionou o que se ensinava nas escolas e, além disso, derrubou por
terra a teoria pitagorica de que as razbes se limitavam a grandezas

comensuraveis.

“Por algum tempo, V2 foi o Gnico ndmero irracional conhecido. Mais
tarde, [...] Teodoro de Cirene (425 a.C.) mostrou que V3, V5, V6, V7, V8,
V10, V11, V12, V13, V14, V15 e V17 também sjo irracionais”.

(EVES, 2011, p. 107)

Ainda se discute como, de fato, ocorreu a descoberta a respeito de
segmentos incomensuraveis. Alguns autores acreditam que, ao inves da
razdo entre hipotenusa e cateto de um tridngulo retangulo isdsceles, a
descoberta sobre tais segmentos tenha se dado através da razdo entre o
lado e a diagonal de um pentagono regular, como visto a seguir.

Considere o pentagono regular ABCDE da Figura 3, onde A’, B’, C’, D’

e E’ sao as intersecdes das suas diagonais.
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Figura 3 - Pentagono regular

D

A B

Fonte: Elaborado pela autora (2021)

Observando o paralelogramo BAEC’' e utilizando as propriedades de
paralelogramos, concluimos que os triangulos isosceles AED’ e ABD sdo

semelhantes e, dessa forma,

AD’ _ AD
ED’ AB’

Substituindo pelos valores a e L indicados na figura, temos

L L+a
a L
a’+La—-12=0
—L+1?-4-1-(-1) -L++V512 -L++5L L(-1+£+5)
2-1 2 2 2 '

a=

Como a > 0, temos que
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/ 6. Generalize a demonstracdo do Exercicio 5, provando que ﬁ e N\

irracional para todo p primo.

e = e e—mm = e e e T T e e e e m— e e —

\

\ /
AN 7/
\\\——'—§~_’—— ________ \_”//

Logo, pode-se concluir que v/5 € irracional, pois 5 é primo. Portanto,
a relagao

L2
a (V5-1)

¢ uma medida irracional. Assim, o lado e a diagonal de um pentagono
regular sdo medidas incomensuraveis.
Demonstraram-se assim duas maneiras que possivelmente revelaram

a existéncia de segmentos incomensuraveis nos tempos pitagoricos.
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Além de saber identificar um nUmero racional e um irracional,
devemos também verificar o que acontece quando realizamos operacoes
entre estes numeros.

Vocé ja aprendeu que a adicdo, a subtracao, a multiplicagdo e a
divisdo entre numeros racionais retornam um outro ndimero racional, como

mostrado a sequir.

Operagdes entre nUmeros racionais

Considere 0s numeros racionais g e 2 , COmp, q, res

sendo numeros inteiros e q e s diferentes de zero.
a) Adicao e subtracdo

_prstr-q

wnil=

- S
Py
q q-s

Como p, q, r e s S30 nUmeros inteiros, entdo p-s, r-q e

q *s S3o inteiros. Logo, p-s+r-q & um numero inteiro e,

r

assim, gi— > um nUmero racional.

S

b) Multiplicacao e divisao
p . S . r . q
q-s
Segue que p-s-r-q e q -s S30 nimeros inteiros. Logo,

Q |o
[ e

E-E ¢ um numero racional.

Para a divisao, temos que
p . r ps
q s qr’
com r # 0, caindo no caso da multiplicacdo entre nimeros

racionais.
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O que ocorre, por outro lado, ao realizarmos operacdes entre

numeros racionais e numeros irracionais? Verifique no Exercicio 7 a seguir.

e ~
/ N
/ 7. Prove por contradicdo que a adicdo e a multiplicacdo entre \
numeros racionais (ndo nulos) e irracionais retornam numeros
irracionais. Obs.: Os casos da subtracao e da divisao sao

analogos.

Dica: considere a operagdo entre um numero racional R; e um irracional 1.

a) Prove que racional + irracional = irracional

s————_—"’\———_—-——\

b) Prove que racional x irracional = irracional

— e —— — e e D — — T e — e, T T e T S e — — T — o ———

— e e T e T T — e

/
\
N ///

e e e o ———— e T —— T — e T ——— — —



38

Por fim, basta saber o que ocorre ao realizarmos tais operacdes entre
numeros irracionais. No Exercicio 8, nos dois primeiros itens o objetivo €
compreender 0 que ocorre ao efetuar a soma e a multiplicacao de dois
numeros irracionais e, no terceiro item, relembrar alguns dos conceitos

aprendidos até aqui.

— — —_— T e e — e T e e T e N T s e
-~ - ~
7 N
/7 N\
/8. Analise as sentencas abaixo, justificando as verdadeiras e \

/

dando um contraexemplo, caso seja falsa.

I - A soma de dois nUmeros irracionais € sempre um numero

irracional.

II - O produto entre dois numeros irracionais & sempre um

numero irracional.

III - Todo nUmero real € um numero irracional.

— —  — — — T e — — — — — — — — — — — — — — —
-

7~
~
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Além das raizes de nimeros primos serem irracionais, tambéem pode-
se encontrar nimeros irracionais quando tratamos de logaritmos.
Faca o seguinte teste: com o auxilio de uma calculadora cientifica,

obtenha o valor de logi02 e escreva abaixo 0 que encontrou:

l0g102 =

Este numero é racional? A primeira resposta que vem a mente seria
gue sim, ja que a calculadora retornou um valor finito. Porém, a calculadora
tem um espaco limitado e acaba por mostrar uma quantidade finita de
casas, quando na verdade o numero em questdo possui infinitas casas
decimais apos a virgula!

Vamos verificar que o valor de logio2 ndo e racional e, portanto, trata-
se de um nuUmero irracional - ou seja, possui infinitas casas decimais apos
a virgula -. Para isso, precisamos do teorema a seguir, conhecido como

Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema Fundamental da Aritmética: Seja a um inteiro diferente de
1, —1 e 0. Entdo existem numeros primos p;, pz, .., pr € inteiros

positivos o4, oy, ..., a, tais que

a=4pi'p,” .. P’

Alem disso, esta decomposicdo é unica, a menos de ordem dos

fatores.

Para decompor um numero em fatores primos, é preciso utilizar a

fatoracdao, conforme exemplificado a seguir.
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Exemplo 1: Decomponha os numeros abaixo em fatores primos.
a) 180

180
90
45
15
5
1

ua W W NN

Logo, 180 = 22 . 32 . 51,

b) 234
234 |2
11713
39 |3
13 |13

Logo, 234 = 21 . 32 . 13.

Munidos do teorema apresentado, verifigue no Exercicio 9 que o valor
de logip2 ndo é racional, diferentemente do que foi apresentado na

calculadora. Logo, possui infinitas casas ndo periodicas apos a virgula.
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— e — T T T ey e T o ” __—_/E__"\

- N

/ 9. Mostre, por contradigdo, que logio2 € irracional. \\

( Dica: lembre-se que x = logi02 € 0 mesmo que 10 = 2.

s e — . e p— T S — — — — — —

*O ponto crucial no argumento acima foi o fato de 2 e 10 terem fatores
primos diferentes. De forma mais precisa, o fator 5 est3 na decomposicio
em primos do ndmero 10, mas ndo est, evidentemente, na decomposicdo
do ndmero 2",

(PINTO; COSTA, 2018, p. 68)

No Exercicio 10, verificaremos a condigao de irracionalidade de um

logaritmo.
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—— ——— iy, T oy, Ty s T e — — — —

~
g N
/ 10. Sendo a e b positivos, mostre que, se a ou b apresentam pelo  \
I/ menos um fator que ndo é comum em sua decomposicao de \I
| fatores primos, entdo logsa € irracional. |
| Dica: demonstre a contrapositiva da hipotese, ou seja, se logsa é racional, [
I entdoaeb possuem 0S Mmesmaos fatores primos. \
| |
\ I
| \
| I
\ |
| I
| I
| I
| |
| |
\ I
| \
| |
\ |
| |
| |
\ |
\ |
\ /
\ /
N - _ 7

\/_—~_/_§’———_—’§- //

Dessa forma, podemos concluir que, quando tratamos de logaritmos

de base 10, apenas sao racionais agueles da forma

log,, 10K,

com k racional.
Este conjunto especifico de logaritmos é uma pequena fracdo da
totalidade de logaritmos possiveis de serem calculados. Assim, é facil

perceber que a maioria dos logaritmos &, de fato, irracional.



Para o professor:

1. A resposta deste item é livre. Algumas sugestdes: ingredientes

em receitas, fatias de pizza, notas na escola etc.

2. Os tracos maiores correspondem aos numeros inteiros e 0s

menores aos fracionarios.

-5 -2 -1 i 3 5
-3—2-2—2—/;0;/;2;3

3. Margue com um X 0s nUmeros racionais.

(X) 2 (X) 3

(X) 5 (e

()m (X) 0

(X) > (X) 8,74 ===

()= ()2

X) — = e

(X)63=2 (X) —46

4. Uma sugestdo interessante € iniciar o item instigando o aluno
a verificar que o segmento A ndo cabe um numero inteiro de
vezes em B, para que ele conclua que ha a necessidade de
construir um segmento menor, No caso u, para fazer isso. Em
seguida, ele ird verificar que o0 segmento A corresponde a 3 vezes
0 segmento u; e gue 0 segmento B corresponde a 5 vezes o

segmento u.
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5. Suponha que V2 seja racional. Como visto anteriormente,

podemos representar um numero racional através da fracdo %.
Desta forma,

N7

)

Q2 |T

com p e g primos entre si. Assim,
2

p
2=?
p2=2q2

Se p? = 2q?%, temos que p? é da forma 2k. Logo, p? é par
e, consequentemente, p é par. Podemos entdo reescrever p = 2c.

Substituindo na equacdo acima, teremos

p2 — 2q2
(20)* = 2¢*
4c? = 2q?

2¢% = g2

Note que g? = 2c¢?, ou seja, é da forma 2k e, por isso, g2 é
par. Isto significa que q também ¢é par. Concluimos entdo que p
e q sao pares. Porém, se isto for verdade, p € q possuem um
fator em comum e, assim, ndo sao primos entre si. Logo,
chegamos em uma contradigao e, por isso, a hipotese inicial de

que V2 € racional ¢ falsa.

6. Suponha gue \/E seja racional para qualquer p primo. Podemos

entdo reescrever ,/p como
da

VP=5

com a e b primos entre si. Logo,

aZ

p=ﬁ
a? = pb?
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Isto significa que a? € um multiplo de p e, portanto, a € um

multiplo de p, ou entdo, a = pk. Substituindo na equacdo anterior,

teremos
(pk)? = pb?
p2k? = pb?
pk? = b2

Note que b% =pk?, ou seja, b? é multiplo de p e, por
consequéncia, b € multiplo de p. Concluimos entdo que a e b sdo
multiplos de p. Porém, se isto for verdade, a e b possuem um
fator em comum e, portanto, nao sao primos entre si. Logo,
chegamos em uma contradigao e, por isso, a hipotese inicial de

que ,/p, com p primo, € racional é falsa.

7.
a) Prove que racional + irracional = irracional
Suponha, por contradigdo, que a soma entre um numero racional
R, e um irracional I retorne um numero racional R,. Ou seja,

R, +1=R,.
Podemos reescrever esta equagao como

I=R,—R;.
Vimos anteriormente que a subtracdo entre numeros racionais
retorna um numero racional. Assim,

[ =R,

e, portanto, I € um nuUmero racional. Isto € um absurdo e,
portanto, a adicdo entre um numero racional e um irracional

retorna um nuUmero irracional.

b) Prove que racional x irracional = irracional
Suponha, por contradicdo, que a multiplicacdo entre um numero

racional R; e um irracional I retorne um numero racional R,.
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Ou seja,
R1 . I = RZ o
Podemos reescrever esta equagao como
R
===,
Ry

Vimos anteriormente que a divisdo entre numeros racionais
retorna um numero racional. Assim,

[ =R,
e, portanto, I € um nuUmero racional. Isto & um absurdo e,
portanto, a multiplicacdo entre um ndmero racional e um

irracional retorna um numero irracional.

8.

I - Falsa. Nem sempre € um nUmero irracional, como o caso de
Jp+ (=/p) =0, com p primo, além de variag8es, como n+ ,/p +
(—/p) =n, com n natural etc.

II - Falsa. A multiplicacdo de dois numeros irracionais pode
resultar em um numero racional, como ,/p - /p = p, com p primo,
além de variagBes, como ,/p- (n-,/p) =n-p, com n natural etc.

III - Falsa, pois o conjunto dos numeros reais € formado pela
unido dos numeros racionais e irracionais, entdao ha numeros que

sado reais e nao sao irracionais.

9. Por contradicao, supomos que log,,2 € racional e, portanto,

pode ser escrito como
m

logip2 = —,
0810 n
com m e n inteiros. Logo, pela definicao de logaritmo,
m
2=10n,

Elevando ambos 0s membros a poténcia n, obtemos
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2" =10™ = (2-5)m =2m. 5™,
Para a igualdade ser valida, devemos ter que 5™ =1, ou
seja, m = 0. Desta forma,
m 9
2=10n =10n=10°=1
2=1
Chegamos a uma contradicdo e log;p2 €, de fato,

irracional.

10. Suponha gue logy a seja racional. Desta forma, existem m e
n inteiros tais que

\ m

(0] d=—.

gb n

Assim,

m

a=bn & a"=Db™.

Da Ultima igualdade, com o auxilio do Teorema
Fundamental da Aritmeética, concluimos que a e b possuem
exatamente os mesmos fatores primos.

De fato, suponha gque o nimero a seja decomposto da
forma

o o o
a=p;'p,”..Pr
e b seja decomposto da forma
b= qllqu q?r .
Ora, se a® =b™, entao

(p5*p5 - pi)" = (af*af? . qf)

nog . noyp nor mB; mf; mpy

P; P, "-Pr =4 49y " --Qr

m

nog _ _mBy

e, portanto, p,, “=gq, <, parak=1,2,..,r. L0go, px = qx € nay =

mfBg, para k=1,2,..,r. Ou seja, a € b possuem exatamente os

mesmos fatores primos.




PROPOSTA 3

A COMPLETUDE DOS REAIS
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A COMPLETUDE DOS REAIS

O conjunto dos numeros reais geralmente é associado a reta real.

Dessa forma, cada numero real pode ser representado por um ponto desta

reta.
/f-—~-—’—-—'~———~.—"~"————'——\\
{/ 1. Complete a reta abaixo com os nimeros reais fornecidos. \\
| |
| | ’
| 5 \
1 | |
\ |
\ l
| 2 5 e -5 l
| |
’ I
G Lo e
\ > /
\ 7

A “palavra usada para designar a propriedade da reta que distingue os reais
dos racionais é ‘continuidade’, que seria equivalen’ce 3o que chamamos de

‘completude’.

(ROQUE; PITOMBEIRA, 2012, p. 264).

Vocé aprendeu sobre 0s niimeros reais a partir da sua representacao
decimal. Por isso, seguiremos com a construcdo dos reais - racionais e

irracionais - a partir do método das expansdes decimais.
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Stevin (1548 - 1620) foi um engenheiro, fisico e matematico nascido
na Bélgica. Em 1585, ele publicou alguns escritos que explicavam de forma
elementar e completa o sistema de fragdes decimais. Por mais que tal
sistema ja fosse utilizado na China antiga, na Arabia medieval e na Europa
do Renascimento, foi apenas apds as suas publicagdes que as fragOes
decimais se tornaram amplamente conhecidas.

O problema resolvido por Stevin envolvia encontrar a forga total que
a agua aplicava sobre um dique. O passo-a-passo do raciocinio utilizado

pelo matematico é descrito a seguir, com base em Boyer (1992).

Considere um dique com a forma de um quadrado, de lado unitario,

com um dos lados na superficie da dgua, como na figura a seguir.

Imagine o quadrado dividido em 4 faixas horizontais e suponha que
cada faixa sofra uma rotacao de 90° em torno de seu lado superior,

ficando sujeita ao peso da agua situada sobre ela.

im im

Yam Yam
Yam Yam
Yam Yam
Yam Yam
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A faixa superior fica na superficie e sustenta um volume de agua
1 0 0 f \ .

dado por 1m X Zmx-om= Em3; a segunda fica a profundidade de

1 . 4 . /

o m abaixo da superficie e sustenta um volume de agua dado por
1 1 13, , , , L2 .
ImX-mX-m=—m’ a terceira faixa fica a ;m abaixo da

;. / 1 2
superficie e sustenta um volume de agua dado por 1m X SmXxXom=
2 . . Al . 3 .
Em3; e a quarta faixa fica a profundidade de ;m abaixo da

4 . 4 1 3
superficie e sustenta um volume de agua dado por 1m X Zmx-om=

3 . ’ ;. \
1—6m3. Assim, 0 peso total de agua sustentado sera igual a w

(densidade da agua) multiplicada pelo volume total:

0 o, 1 . 2, 3 . 6
60 T16™ T16™ T16™ T16™

3

4 \
/2. Generalize o problema do dique de Stevin para n faixas \
horizontais:

a) rotacionadas em 90° em torno de seu lado superior

N o o o e e e — e — ——

—————— T e — — — — —
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o —m — T —— s T s T e e T e T s e o ———

7 N
/ b) rotacionadas em 90° em torno de seu lado inferior \

— T T e s o T TN e e — —
=TT T e e s e e e e, =

No item a), cada faixa foi movida para uma posicdao acima da original
e, no item b), cada uma foi movida para uma posicao abaixo da original.
Assim, € de se esperar que a forga real da agua sobre o dique seja um valor
intermediario entre os dois resultados encontrados e que seja encontrado
ao fazer o numero de faixas aumentarem infinitamente.

A generalizacao do problema do dique de Stevin permite concluir que
0 peso total de agua sustentado pelo dique - e qualguer outro valor real -
pode ser aproximado através da soma de infinitas fracdes. Em 1585, Stevin
recomendou que tais fracOes fossem utilizadas com escalas decimais, ou

seja, que fossem da forma mim' comp€EZemeEN.

Concluimos, portanto, gue todos os numeros reais admitem uma
aproximacao por uma representacao decimal. Desta forma, sendo r um
nimero real, podemos escrevé-lo como a soma de fracdes decimais da

seguinte forma:

e S A B
F= T80T 701 7702 " 103 10m

_|_...'

onde a, € um numero naturale 0 < ap <9, parak=1,2,3,..,n,... .
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/3. Determine a expansao decimal dos numeros abaixo.
a) 8,6451

\
‘ \
| [
' \
| 1
\ 1
R |
' |
| \
l o l
| C) 14,098 l
I 1
| l
| [
\ /
\ /
\ — T e o T T e T T e e e T Sy e T T — /
//—‘——-’————’ ——————————— ~<

/ 4. Utilizando expansdes decimais, encontre a fragdo correspondente \\
‘ dos seguintes numeros: \
,l a) 8,42 (
! 1
\ l
\ |
' _ |
| b) 42525 \
l |
l l
l 1
| l
| |
\ /

\ /

~ -

Vocé percebeu que, quando tratamos de numeros racionais, a
expansdo decimal representa o numero de forma precisa, sem qualquer tipo

de erro. Entretanto, quando nos referimos aos numeros irracionais, é
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possivel chegar apenas em uma aproximacdo do seu valor a partir da
expansdo decimal, visto que ndo sdo dizimas periddicas, isto &, sua parte
decimal nao apresenta um padrao de repeticao.

Considere, por exemplo, a aproximacao de quatro casas decimais de

V2 =1,4142. A partir dai, pode-se criar uma sequéncia de expansdes

racionais que se aproxima de v2, como:

( 4
X1=1,4=1+_

10
a1 14 gt
X2 = AT AT I0 T 102

a4t r L

(¥ T A= AT I T 102 T 103

4421 L2
X =5 ~ 7707102 T 10 T 10%

Note que, quanto mais fracdes sdo somadas, mais precisa € a
aproximacdo do valor de +/2. Portanto, é possivel aproximar qualquer

nUmero real por sequéncias (x,) de Cauchy de numeros racionais.

Para que (x,) seja uma sequéncia de Cauchy, & preciso que seus termos xm,
xn, para valores suficientemente grandes dos indices m, n se aproximem
arbitrariamente uns dos outros. Ou seja, se impde uma condi¢o sobre os

termos da propria sequéncia.

(AGUILAR; DIAS, 2015, p. 59).
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Uma forma de aproximar o valor de uma raiz irracional e atraves da
comparacao com outras duas raizes racionais, cujos valores sdao
conhecidos. A seguir, exemplificamos este método para obter o valor de

V5, com precisdo de uma casa decimal.

Exemplo 1: Temos que V4 <5 <9 e, assim, 2 <+/5 < 3. Para
um bom palpite para o valor de v5, vamos analisar a posicdo do

5 em relacdo a distancia entre 4 e 9:

1 4

Note que o numero 5 “percorreu” 1 casa com relacdo ao percurso

’ , q 1
total de 5 casas, do numero 4 ao numero 9, ou seja, percorreu S

do percurso. Portanto, um bom palpite para o seu valor é obtido

. ~ . 1
ao somar o valor de partida - V4 - com a razdo percorrida - =

Assim,

Agora, testamos o valor encontrado:
2,22 =484 .
Temos, portanto, que 2,22<5, ou seja, 2,2 <+/5. Seguimos

aumentando o palpite inicial: 2,212 = 4,8841; 2,222 = 4,9284;
2,23%2 = 4,9729 e, por fim,
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2,242 =5,0176
Encontramos o valor 2,242 que aproxima, em uma casa decimal, o

niumero 5. Portanto, +/5=2,24, com aproximacdo de uma casa

decimal.

Reflita...

Por que o valor \/5—3 também é um bom palpite para aproximar v5?

4 N
/5. Encontre o valor aproximado das raizes abaixo, com precisdo \

de uma casa decimal.

a) V45

b) V7

—_—— e e T —— — . o — e, — — . e —
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Vimos até entdo que as expansdes decimais descrevem de forma
exata um numero racional. Assim, sempre é possivel encontrar uma fragao
correspondente a um numero racional.

Por outro lado, para os nimeros irracionais, as expansoes decimais
sdo capazes de apenas aproximar o numero em questdo e, por isso, ndo é
possivel encontrar uma fracdo corresponda exatamente a um nuUmero
irracional.

Porém, assim como aproximamos 0s valores das raizes irracionais, €
possivel aproximar uma fracdo correspondente a um numero irracional,

conforme o esquema a seguir, exemplificado na sequéncia.

Encontrar uma fragdo que aproxima um numero irracional

1. Obtenha a forma compacta da fracdo continua do numero:
i. Destague a parte inteira
ii.  Subtraia o numero escolhido pela sua parte inteira
lii. Pare se o resultado for zero e continue se for diferente
de zero
iv. Inverta o resultado
v. Retorne para o item i
vi. A forma compacta da fragdo continua sera escrita na
forma [ag; aq,ay,a3,...], ONde a,, comk=0,1,2,3,..., Sa0
as partes inteiras encontradas nas iteracoes.
2. Encontre uma fracdo reduzida do numero:
i. Estabeleca algum a, da fragdo continua como limite
i. Inverta o a, escolhido
iii. Some ao ap_,
iv. Inverta o resultado e some ao a,_,
V. Repita o processo até o somar com a,

vi. O resultado é uma fracdo reduzida do numero



58

Exemplo 2: Encontre uma fragdo que aproxima 2.

1. Obtenha a fracdo continua de v2:
A parte inteira de V2 é:
ag =1
Subtraindo V2 pela sua parte inteira:
V2-1#0

Invertendo o resultado:
1
V2 -1
A parte inteira de V2 + 1 é;

=vV2+1

a; =2
Subtraindo v2 + 1 pela sua parte inteira:
V2+1-2=V2-1#0
Invertendo o resultado:
1
V2-1

Perceba que nas duas inversdes foram obtidos 0s mesmos

=V2+1

resultados. Assim, 0s proximos a, ja ficam determinados, isto €,
a, =2, para n=1,2,3,.. . Logo, a forma compacta da fragao
continua de v2 é

V2 =1[1;222..].
2. Encontre uma fragdo reduzida do numero:

Estabelecendo ag como o limite da aproximacgao, temos

Somando com ay:
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Invertendo o resultado e somando com as:

2 2 12

S +a; = 3 +2= =

Invertendo o resultado e somando com a,:
29
24T

Invertendo o resultado e somando com ay:
12 70
297% 29

Invertendo o resultado e somando com ag:
29 99
70 +1= 70"

. ~ 99 .
Assim, a fragdo = aproxima o valor de V2.

Vale ressaltar que o esquema apresentado tambéem e valido para
obter as fracOes exatas de numeros racionais. Para fixar melhor o método

apresentado, resolva os exercicios a seguir.

/ N
/6. Encontre a fracdo reduzida dos seguintes nUmeros racionais: \\
'{ a) 1,6 \
| |
| \
, |
I |
\ \
| b)225 ,l
| |
l I
l I
\ |
\ /

/
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7. Encontre uma fracdao reduzida que aproxima o0s seguintes

numeros irracionais:



Para o professor:

v

2.
a) Para n faixas rotacionadas em 90° em torno de seu lado

superior, 0 peso total de agua sustentado sera igual a w

(densidade da agua) multiplicada pelo volume total:

0 3 1 3 2 3
—zm +—2m +—2m AP o0
n n n

n2
1 3
=F(0+1+2+---+n—1)m

Note que o problema se resume a uma progressdo aritmetica de
razao 1. Logo,

L 0+1424tn-Dmi=—. 20D 5 1 1
n? & m_nz 2 m_Z 2n

b) Para n faixas rotacionadas em 90° em torno de seu lado
inferior, o peso total de agua sustentado sera igual a w (densidade

da agua) multiplicada pelo volume total:

1 2 3 n 1
Fm3+ﬁm3+ﬁm3+---+ﬁm3 =F(1+2+---+n)m3

Novamente devemos resolver a soma de uma progressao

aritmética de razdo 1:

1 nn+1) , 1 1
=T, M= :

1
— Y 3 =
nz(1+2+ + n)m > m o
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3.
a) 8,6451 =8+> +1—02.|-E.|.1_04

b) 1_ 0 +' +'IB;'+'IBE'+'IBZ + - +'IBH'+

Q) 14098 =14+ =+ =+ —+—+ -+ =+
10 10 10 10n

4.
4 2 800 40 2 842 421
2) 842 =8+ +15 =8+ + =t ot ==
== 2 5 5
b)4,2525—4+—+1—02+1—03+1—04+ +102n1+102n_
1
(_0+1_03+ +102"1)+5 (102+1_04+ +102n)_
1 1
4420 45. 2% —442.2045. 2 g4 B2
1-— 11— 99 99 99 ~ 99
102 102
5.

a) Note que V36 < V45 <49, logo 6 < V45 < 7. Um bom palpite
para o valor de V45 é

45 — 36 9
\/36+49_36 \/_+— 6+E 6,7 .
Testando o valor encontrado:
6,72 = 44,89.

Portanto, 6,7 < v45. Aumentamos o palpite inicial em 0,01:
6,71 = 45,0241 .
Logo, 6,71 aproxima o valor de V45 com precisao de uma casa

decimal.
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b) Note que V4 < V7 <9, logo 2 <7 < 3. Um bom palpite para
o valor de V7 é

2 2
—_— = =1 .
V9 z 3 z ,6

Testando o valor encontrado:
2,62 =6,76.

Portanto, 2,6 < /7. Aumentamos o palpite inicial de 0,01 em 0,01:

2,612 = 6,8121
2,62% = 6,8644
2,632 = 6,9169
2,647 = 6,9696
2,652 = 17,0225

Logo, 2,65 aproxima o valor de v/7 com precisdo de uma casa

decimal.

6.
a) 1,6
1. A parte inteira de 1,6 é:
ap=1
Subtraindo 1,6 pela sua parte inteira:
1,6—-1=0,6+0

O decimal 0,6 pode ser reescrito como:

6+6+6+ —6(1+1+1+ )—6 o _°
10 ~ 102 © 103 ~~ \10 102 " 103 R T
10
Invertendo o resultado:
1 9
6 6
9

A parte inteira de g é:
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Subtraindo g pela sua parte inteira:

9 1—3—1¢0
6 6 2

Invertendo o resultado:

N = | =

A parte inteira de 2 é:
a, =2
Subtraindo 2 pela sua parte inteira:
2—-2=0

Forma compacta da fragdao continua de 1,6:

1,6 =[1;1,2]
2. Neste caso, a, € o limite da aproximacdo. Portanto,
1 1
a, 2
Somando com ay:
1 1 3
> +a; = > +1= >
Invertendo o resultado e somando com ag:
2 5
—Fil==

. 5 7 ~ - 4 —_
Assim, ;€a fracao reduzida do numero 1,6.

b) 2,25
1. A parte inteira de 2,25 é:
ag =2
Subtraindo 2,25 pela sua parte inteira:
225-2=025+%0
Invertendo o resultado:

1
0,25
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A parte inteira de 4 é:
a; =4
Subtraindo 4 pela sua parte inteira:
4—-4=0

Forma compacta da fragao continua de 2, 25:

2,25 = [2;4]
2. Neste caso, a; € o limite da aproximacdo. Portanto,
1 _ 1
a,; 4
Somando com ay:
1,19
g AT T ATy

« 9 7 ~ . 7
Assim, Z€a fracdo reduzida do numero 2, 25.

7.
a) Vs
1. A parte inteira de /5 é:
ag = 2
Subtraindo v/5 pela sua parte inteira:
V5—-2%0

Invertendo o resultado:

1
—  =+5+2
V5 -2

A parte inteira de V5 + 2 é:
a; =4
Subtraindo V5 + 2 pela sua parte inteira:
V5+2-4=v5-2

Invertendo o resultado:

1
=V5+2
V5 -2
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Perceba que nas duas inversdes foram obtidos 0s mesmos
resultados. Assim, 0s proximos a, ja ficam determinados, isto €,
a, =4, para n=1,2,3,.. . Logo, a forma compacta da fracdo
continua de V5 é

V5 =1[2;4,4,4,..].

2. Estabelecendo as como o limite da aproximacao, temos

1 1
as 4
Somando com ay:
1 1 17
7 +a, = 2 +4 = e
Invertendo o resultado e somando com as:
4 4 72
17 +a; = 17 +4 = 17
Invertendo o resultado e somando com a,:
17 17 305
7 +a, = I7) +4 = TR
Invertendo o resultado e somando com ay:
72 72 1292
305 +a; = 305 +4 = 305
Invertendo o resultado e somando com ag:
305 305 _ 2889

1292 T2 = 1292 T2 T 1292

89

0 28 r ~ . . ’
Assim, T € uma fragdo reduzida que aproxima o numero V5.

b)
Obs.: Para este item, é recomendado que o aluno disponha de
calculadora cientifica.
1. Calcularemos até as. A parte inteira de m é:
ap =3
Subtraindo m pela sua parte inteira:
mt—3+#0
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Invertendo o resultado:

A parte inteira de —— é;
m—3
a1 = 7
Subtraindo %_3 pela sua parte inteira:

1L, _1-7@=3)_22-7n

T—3 T—3 T—3 70
Invertendo o resultado:
T—3
22 —-7m
A parte inteira de = é:
a, =15
Subtraindo % pela sua parte inteira:
m—3 _ 15 =T[—3—15(22—7T[) _ 106m — 333
22 —7m 22 —7m 22 —7m
Invertendo o resultado:
22 —7m
106m — 333
A parte inteira de % é:
a; =1
Subtraindo 102621;_7;3 pela sua parte inteira:
22 —7m 22 —7m—(106m—333) 355-—113m
106m—333 106m — 333 ~ 106m—333
Invertendo o resultado:
106T — 333
355 — 1137
A parte inteira de ;:::f:f[ 4

a, = 292

0

6/




106T—333
355—-113m

Subtraindo pela sua parte inteira:

106 — 333 1061 — 333 — 292(355 — 1131)
3551131 22" 355 — 113w
331021 — 103993
~ 7 355-113m

Invertendo o resultado:

355 —113m

331021 — 103993
355-113m
33102m—103993

A parte inteira de
as =1
Forma compacta da fracdo continua de «:
n=[3;7,151,292,1,..].

2. Estabelecendo as como o limite da aproximacao, temos

Somando com ay:
1+a,=1+292 =293

Invertendo o resultado e somando com aj:

1 1 294
593 +a; = 593 +1= 203
Invertendo o resultado e somando com a,:
293 293 4703
294 +a, = 294 +15 = >94
Invertendo o resultado e somando com ay:
294 294 33215

e =——+4 7=
4703 T T 37037 ' T 2703
Invertendo o resultado e somando com ay:

4703 4703 104348

—_ 3 =
33215 T 20 = 33215 T ° T 33215

104348

Assim, 33215 © Uma fracdo reduzida que aproxima o nimero m.
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