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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de um produto educacional sobre o cél-
culo de area com o uso da histéria da matematica, direcionado as Terceiras Séries do Ensino
Médio. O caderno é composto por cinco aulas, as quais podem ser transformadas em planos
de aulas, cada uma focada na resolucao de uma atividade desafiadora, pensando nos momentos
pré-resolucao e pés-resolucdo. Cada aula € organizada segundo as seguintes etapas: atividade
motivadora, atividade principal, painel de solu¢des, sistematizagdo, atividade avaliativa e ativi-
dades complementares. O valor pedagdgico deste tipo de apresentacdo das atividades concilia
a histéria da matemdtica com a resolucio de problemas nio triviais e ndo muito frequentes em
nossos livros didéticos. Para o desenvolvimento deste trabalho foram efetuadas pesquisas bibli-
ograficas e documentais a respeito do ensino de matemaética conciliando a histéria do ensino de
geometria com o desenvolvimento de praticas didaticas e metodologias diferentes das tradici-
onais, além de alguns estudos que se dedicam a fundamentar a importancia do uso da histéria
na producdo de atividades didaticas. Seguimos com uma pesquisa documental sobre o cdlculo
de 4rea através da historia, desde os antigos babildnios, por volta de 2000 anos antes da Era
Comum (a.E.C.) até o final do século XIX da Era Comum (E.C) com a sistematizacao da Teoria
da Integral. Apresentamos um estudo tedrico enfatizando conceito, propriedades e demonstra-
cdes sobre o cdlculo de area na concepcao atual/moderna e breves discussoes sobre a obtengao
de uma drea aplicando o Teorema de Pick e sobre a inser¢do da incomensurabilidade no ensino
médio. Discutimos também alguns objetivos pedagdgicos que podem ser atingidos ao se tra-
balhar atividades inspiradas na histéria da matemadtica, a forma com que a histéria é abordada
em livros didéticos e o valor pedagdgico da inclusdo da histdria da matemadtica na resolucio de
problemas de geometria. Com essa proposta, esperamos uma mudanca de paradigma onde o
trabalho do professor seja centrado no aluno, com foco na qualidade dos exercicios e no prota-
gonismo do aluno diante de suas resolucdes.

Palavras-chave: Calculo de Area, Historia da Matematica, Proposta de Ensino, Ensino Médio.






ABSTRACT

The objective of this thesis is to develop an educational product within the calculating area,
using the history of mathematics, headed to Senior students of High School. The journal con-
sists of five classes, which can be turned into lesson plans, each one focused on solving a
challenging activity, with before resolution and afterwards resolution moments. Each class is
organized according to the following steps: motivating activity, main activity, solving panel,
systematization, assessment and extension activities. The pedagogical value of this type of ac-
tivitie unites the history of mathematics with the solving of non-trivial and infrequent problems
in our textbooks. For the development of this thesis, a review of literature was carried out regar-
ding the teaching of math, along with the history of teaching geometry with the development
of educational practices and methodologies different from the traditional ones. Moreover, a
research about how to substantiate the importance of using history in the production of tea-
ching activities was done as well. We continued with a documentary research on the calculating
area through history, from the ancient Babylonians, around 2000 years before the Common Era
(BCE) until the end of the 19th century of the Common Era (CE) with the systematization of
the Theory of Integral. We presented a theoretical study emphasizing concept, properties and
demonstrations on the calculating area in the current / modern conception and brief discussions
about obtaining an area applying the Pick’s Theorem and about the insertion of incommensu-
rability in High School. We also discussed some pedagogical objectives that might be achieved
by working on activities inspired by the history of mathematics, the way history is approached
in textbooks and the pedagogical value of including the history of mathematics in solving geo-
metry problems. With this proposal, we expect a change of paradigm where the strategy of the
teacher is student-centered, focusing on the quality of the activities and the role of the student
in face of their resolutions.

Keywords: Area Calculation, History of Mathematics, Teaching Project Proposal, High School.
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1 INTRODUCAO

A habilidade de calcular drea € um dos pontos centrais em geometria, dada a sua im-
portincia na vida cotidiana e frequéncia deste contetido em vestibulares, ENEM, exames de
avaliagOes institucionais nacionais e internacionais bem como em olimpiadas de matematica,
sendo que esse contetido é contemplado na Base nacional Curricular Comum (BNCC). Uma
rapida investigacdo nos bancos de questdes das referéncias OBMEP (2020), ENEM (2020) e
UDESC (2020), evidencia que a frequéncia deste conteudo em testes € bastante grande.

Na Tabela 1.1, mostramos o nimero de questdes sobre cdlculo de drea no ENEM, na
OBMEP e no vestibular da Universidade do Estado de Santa Catarina (UDESC) nos anos de
2016 22019. Em cada ano, no ENEM ha um total de 45 questdes de matemética, na OBMEP, 20
questdes na primeira fase, nivel 3 para o Ensino Médio, e no vestibular da UDESC, 28 questdes
em 2 vestibulares anuais.

Tabela 1.1 — Numero de questdes sobre célculo de drea do ENEM, da OBMEP e da UDESC.

ANO | ENEM | OBMEP | UDESC
2019 4 3 2
2018 3 2 2
2017 2 4 3
2016 4 7 6

Além da importancia no campo do Ensino de Matematica e na vida cotidiana, o cdlculo de
area ocupou posi¢cdo destacada na vanguarda do conhecimento humano em muitos momentos
de nossa histdria, pois, até os dias atuais, € importante para a construcdo de edificagdes, demar-
cacodes de propriedades, medidas de dreas cultivaveis, delimitagdes de fronteiras e aplicacdes
para o desenvolvimento de outras ciéncias, tais como na medicina para determinar a drea de
tumores, geoprocessamento de imagens e astronomia.

Para os estudantes, o ensino do contetido de drea limita-se tradicionalmente na apresenta-
¢do do produto final do conjunto de saberes que foram construidos ao longo de varios séculos.
Sao repassados na forma de aplicacdes de teoremas e formulas, em questdes idealizadas, sem
correlaciond-los com as implicagdes que o desenvolvimento histérico desses conteddos tem em
seu cotidiano.

Esta dissertac@o tem como principal finalidade desenvolver um caderno de atividades di-
recionado a estudantes de Terceiras Séries do Ensino Médio, por se tratar de uma série de
terminalidade.

Para que nossa proposta de ensino tenha relevancia e inovacao, € necessario apresentar o
que os documentos oficiais normatizam para o ensino de matemadtica, no que tange a contextu-

alizacdo do objeto e sua abordagem historico-critica.
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A Proposta Curricular de Santa Catarina (PC-SC), sobre a atual condi¢dao do ensino de

matematica, admite que:

"Percebe-se uma concepg¢ao de ensino de Matemadtica que privilegia o carater
utilitdrio deste conhecimento, ou seja, a Matematica € entendida apenas como
ferramenta para a resolugc@o de problemas ou como necessaria para assegurar a
continuidade linear do processo de escolariza¢do, ndo contemplando a multi-
plicidade de fatores necessarios ao desenvolvimento de uma efetiva Educagao
Matematica." (SANTA CATARINA, 1998, p.105).

A PC-SC afirma que o ensino da matemdtica deve acontecer contemplando todos os as-
pectos que faz dela uma ciéncia, ou seja, € produzida para suprir necessidades histéricas, que
movem revolugdes intelectuais e tecnoldgicas através do tempo.

Em nossa pratica, docente observamos que estamos rotineiramente na contramao desta
tendéncia, pelos mais variados motivos. Iniciamos a abordagem de um contetido de forma
mecanicista, a partir de seu produto final, ou de sua versdo mais atual, pelas defini¢cdes formais
dando a esse saber um aspecto dissociado da reflexdo critica e do papel de agente ativo do
estudante na constru¢ao de seu conhecimento escolar.

No entender da PC-SC, "sendo a matematica uma forma especial de pensamento e lingua-
gem, a apropriacdo deste conhecimento pelo aluno se d4 por um trabalho gradativo, interativo
e reflexivo." (SANTA CATARINA, 1998, p.107). Deste modo, ao abordarmos de forma me-
canicista um conteudo, estamos dissociando o ensino da realidade do estudante, ja no primeiro
contato dele com o saber em questao.

Conforme a PC-SC, "para educar matematicamente os sujeitos, € necessario buscar ele-
mentos tedricos e conceituais nos diversos campos da Ciéncia, entre eles a Histéria" (SANTA
CATARINA, 1998, p.106). Portanto, o ensino de conteidos de matemdtica com a contribui¢ao
de sua histéria e de outras ciéncias vai de encontro com que é preconizado nos documentos
oficiais.

Diante dos argumentos expostos na PC-SC, podemos propor uma pratica pedagdgica di-
ferenciada no ensino de matemaética ao inserir eventos historicos sob a forma com que tal con-
teudo se desenvolveu através do tempo, pois a histéria da matematica mostra como ela foi
sistematizando-se, organizando-se enquanto linguagem simbdlica, cada vez mais precisa e ri-
gorosa até se tornar universal com alto nivel de sintese, abstracdo e formaliza¢do, conforme a
conhecemos hoje.

Corroborando o exposto na Base Nacional Curricular Comum (BNCC), na versao publi-
cada em abril de 2018, especifica para Ensino Médio, o educador matematico precisa atuar para
construir uma vis@o unificada dos grandes temas da matemética como por exemplo, a Geome-

tria e a Algebra. Essa integraciio aconteceu historicamente entre os séculos XV, XVI e XVII
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com o desenvolvimento da linguagem algébrica, com o surgimento das primeiras férmulas de
resolucao de equacdes e com surgimento da Geometria Analitica.

Desse modo, associar o ensino ao contexto e a histéria pode facilitar a compreensio de
que "as priticas matemdticas, ou seja, como os integrantes de cada cultura ou grupo usam
a Matematica variaram muito ao longo dos tempos, dependendo das necessidades, visdes de
mundo, entre outros fatores, e continuam a variar" (MEC, 2018, p. 522), refor¢cando que essa
ciéncia desenvolveu-se também pelas necessidades historicas especificas ou gerais das muitas
civilizagdes que a produziram desde o Periodo Neolitico até os dias atuais.

Tendo em vista que uma das possiveis origens da matemaética foi a geometria, seu uso é
um bom ponto de partida para o desenvolvimento de uma proposta de ensino que busque na sua
histéria a construgdo do significado para a evoluciao do conceito bem como mostrar aplicacdes
atuais de seu uso.

Diante do exposto, estamos convencidos de que saber sobre a producdo histérica de um
conceito matemdtico pode levar a um entendimento mais abrangente do tema, e isso pode ser
um eficiente agente motivador para atingirmos os objetivos quanto a aprendizagem dos alunos
e quanto a ressignificacdo do que desejamos ensinar.

O estudo de areas tem como principal caracteristica a grande diversidade de figuras que
podem ser utilizadas, tais como poligonos convexos, ndo convexos, circulos, segmentos circu-
lares, setores circulares, que sdo bastante tradicionais no Ensino Médio.

O ensino tradicional de geometria, trata do tema visando uma aprendizagem centrada na
aplicagdo de férmulas pré-memorizadas, que na maioria das vezes, s6 verificam a habilidade de
substituir varidveis em equagdes, chegando a um resultado numérico que muitas vezes € fruto de
uma situacao idealizada, abstrata e sem conexdo com a realidade do estudante, o que nos moti-
vou a elaborar e oferecer uma proposta de ensino diferente. Pretendemos ir além do tradicional,
e inserir no caderno pedagdgico areas de superficies que nao sao triviais para um aluno do En-
sino Médio, mas que podem ser exploradas no processo de aprendizagem desde que observada
a devida transposicao didética, tais como dreas sob curvas, possibilitando o primeiro contato do
estudante com nog¢des de Limites e Integrais. Dessa forma, desenvolvemos uma investigacao
documental tendo como foco a seguinte questdo de pesquisa: "Quais as contribuicdes de uma
pesquisa documental na elaborag¢do de um caderno de atividades voltado ao ensino do cédlculo
de area para as Terceiras Séries do Ensino Médio com aporte da historia da matematica?"

O caderno de atividades elaborado permite a percep¢ao das mudangas conceituais e dos
problemas que existiram e ainda existem sobre o conceito e o cdlculo de area, além de suprir
as necessidades curriculares, quanto a aprendizagem do tema para a terminalidade deste nivel
de ensino. Assim sendo, visando responder a nossa questdo de pesquisa estabelecemos como

objetivo desenvolver um caderno de atividades para o ensino de drea com o uso da Histdria
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da Matemadtica como recurso pedagdgico. Esse produto é resultado de um estudo tedrico, na
forma de uma pesquisa bibliogréfica sobre topicos da Histéria da Matemdtica referentes ao
célculo de area, a relacdo do tema com as implicacdes que o desenvolvimento histérico de
seu contetdo tem para o cotidiano e a aprendizagem dos estudantes e por fim, analisamos a
forma com que o conceito e o cdlculo de drea sdo ensinados atualmente. Todo esse trabalho
resultou em uma proposta de ensino sobre conceito e cdlculo de drea com aporte da histéria da
matematica apresentados na forma de um caderno de atividades.

Saindo do campo dos documentos oficiais que normatizam como deve se dar o ensino de
matematica, faremos um breve relato de nossa pratica docente. Na maioria das vezes, reserva-
mos 0s minutos iniciais de uma aula para a explicacdo tedrica e expositiva de um contetido ou
uma revisao, seguido da resolucdo de exemplos. No momento subsequente, aplicamos uma lista
com vdrios exercicios, muitos dos quais o aluno ndo tem condi¢des de iniciar uma resolucao,
apenas aguarda a corre¢do na lousa, onde participa de forma passiva, as vezes até entendendo
o procedimento, mas sem autonomia para, a partir dai, resolver sozinho questdes similares as
corrigidas. Por fim, apds cumprido o tempo estabelecido para que os alunos terminem suas
atividades, fazemos as correcdes na lousa e determinamos a data da prova. No préximo con-
tetido, o procedimento é o0 mesmo chegando aos mesmos resultados, independente do tema e de
quantas vezes essa sequéncia € aplicada.

Para Walle (2009, pp. 61-65) as aulas organizadas no modelo relatado acima, condicio-
nam os estudantes a concentrarem-se nos procedimentos mecanicos de aplicacdes de férmulas e
teoremas, para que possam terminar de forma breve os exercicios, quando muito. Walle (2009)
salienta que esse tipo de aula estd em forte e significativo contraste com uma "prdtica de ensino
construida ao redor de um unico problema", cuja resolucdo e aprendizagem do tema sdo simul-
taneas, fazendo com que o trabalho do professor seja efetivamente centrado no aluno e nao em
si mesmo. Dessa forma, o autor nos inspirou quanto ao método para a elaboracdo das atividades
que estao descritas no produto educacional.

Deve-se transcender o modelo relatado de "exposicao da teoria - resolu¢do de exemplos
- aplicagdo de atividades - correcdo - avaliacio". E importante pensar em formas mais efici-
entes de aproveitar o tempo de uma aula, focando também na qualidade dos exercicios e no
protagonismo do aluno diante da resolugdo desses exercicios.

Pensando nessa perspectiva, produzimos um caderno de atividades planejado para a reso-
lucdo de uma tnica atividade (a atividade principal da aula) desafiadora e interessante por aula,
com o cuidado de descrever nas instrucdes para o professor(a) o que fazer "antes, durante e de-
pois da resolucao", deixando também sugestdes quanto ao tempo de duracdo de cada momento
e objetivos para cada umas das aulas. Em nosso caderno de atividades, deixaremos sugestdes

de objetivos especificos para cada capitulo porém, o professor(a) que ird aplicar o caderno deve
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inserir no seu planejamento seus proprios objetivos, de acordo a realidade de sua escola e de
suas turmas.

Para otimizar a leitura e orientar sobre o desencadeamento 16gico da sequéncia escrita
construida para essa dissertacdo, descrevemos no Capitulo 2 os procedimentos metodoldgicos
usados para a realizagc@o da pesquisa, da dissertacao e elaboracdo do produto educacional resul-
tante, na forma de um caderno de atividades com uma proposta de ensino cdlculo de drea com
aporte da histéria da matematica.

No Capitulo 3 trazemos a revisdo de literatura feita em bancos de teses e dissertagdes
e em artigos cientificos publicados que tratam de temas similares ao dessa dissertagdo. Nessa
etapa, relacionamos os pontos em comum de cada trabalho escolhido para a revisdo com a nossa
proposta de pesquisa para a dissertacdo e de elaboracdo do produto educacional.

No Capitulo 4 apresentamos uma pesquisa a respeito do uso e das aplicagdes do calculo
de érea, e da forma como as civilizagdes antigas (babildnios, egipcios e gregos) concebiam esse
calculo. Dando maior énfase na geometria dos gregos, discutiremos o Principio da Exaustao,
a Incomensurabilidade de Grandezas, a Teoria das Propor¢des de Eudoxo, que em sua época
contornou o problema dos incomensurdveis, e a quadratura do segmento parabdlico por Ar-
quimedes. Saindo da Grécia, mostraremos um pouco da matemadtica drabe desenvolvida nos
séculos IX, X, XI e XII da Era Comum. Esses séculos sdo conhecidos como "A Epoca Aurea
da Cultura Islamica", dando énfase nas técnicas de resolucdo para equagdes quadraticas. Suas
regras retoricas de resolugc@o eram justificadas com argumentos geométricos utilizando conhe-
cimentos sobre cédlculo de drea. Encerramos esse capitulo nos séculos XV, XVI e XVII com o
despertar da dlgebra simbolica, da Geometria Analitica, da obtencdo de tangentes a curvas e o
surgimento do Célculo Diferencial e Integral.

Nao podemos falar de evolucdo histérica de um conceito sem expor a forma atual com
que se apresenta. Assim, no Capitulo 5, apresentamos conceitos, defini¢des, demonstra¢des
e exemplos relacionados ao cédlculo de drea, desde a defini¢do formal do que vem a ser uma
area, das propriedades geométricas e aritméticas das dreas e objetivando mostrar a importante
aplicacdo desses conceitos para a Teoria da Integral, discutiremos um pouco sobre limites de
sequéncias e de fungdes, como pré-requisito para a fundamentacao da Integral de Riemann, ob-
jetivo central do capitulo pois consiste na aplicagdo mais avancada de drea para as finalidades
desse trabalho. Nesse capitulo também apresentamos ao leitor o Teorema de Pick, que consiste
em uma férmula para obter o valor da drea de um poligono inscrito em uma rede/malha quadri-
cular através da simples contagem de pontos da malha que fazem parte do perimetro e da regiao
interior da figura.

No Capitulo 6, mostramos de que forma um livro diddtico expde a histéria da matematica

enquanto recurso pedagdgico, fundamentamos a importincia do uso de atividades de matemé-
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tica inspiradas em fatos da histdria e descrevemos também as finalidades e objetivos de ensino
que essa pratica proporciona.

No Capitulo 7, descrevemos o produto educacional, que consiste em um Caderno de Ati-
vidades para o ensino do cdlculo de drea. As atividades presentes nesse caderno sdo inspiradas

na histéria da matemaética e estd exposto na integra no Apéndice da dissertacao.
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2 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Essa pesquisa, quanto a abordagem do problema, € do tipo qualitativa pois nao aborda os
dados quantificaveis e sim as relacdes entre os textos pesquisados e a subjetividade do pesqui-
sador. Do ponto de vista dos objetivos € exploratéria fazendo uso da pesquisa bibliografica e
documental.

Seguimos com uma pesquisa documental sobre o célculo de drea através da histdria, desde
os antigos babildnios, por volta de 2000 anos da Era Comum (a.E.C.) até o final do século XIX
da Era Comum (E.C) com a sistematiza¢do da Teoria da Integral.

Dessa forma, embora o periodo de tempo investigado seja extenso, o tema ficou bem
delimitado e o referencial tedrico aponta diretamente para o assunto escolhido. Buscamos res-
postas para o problema de pesquisa em eventos e contextos que ndo podem ser quantificados,
daf a justificativa de elaborarmos uma pesquisa qualitativa.

Nesse sentido, para Minayo et al. (2002, pp.21-22), a pesquisa qualitativa trabalha com
o conjunto de significados, motivos, aspiracdes, crengas, valores e atitudes, o que corresponde
a um espaco mais profundo das relagdes, dos processos e dos fendmenos que ndo podem ser
reduzidos a operacionaliza¢do de varidveis. Dessa forma, acreditamos ser esta a forma mais
adequada para o desenvolvimento metodolégico da pesquisa para os fins dessa dissertagao.

No desenvolvimento desse trabalho foram efetuadas pesquisas bibliograficas e documen-
tais a respeito do ensino de matemaética conciliando a histéria da geometria, com o desenvolvi-
mento de praticas didaticas e metodologias diferentes das tradicionais, além de alguns estudos
que se dedicam a fundamentar a importancia do uso da histéria na producao de atividades dida-
ticas.

Apresentamos uma pesquisa bibliografica e documental, de cardter fundamentalmente
tedrico. Isso nos levou a consultar fontes ja elaboradas e revisadas, publicadas principalmente
em livros, artigos cientificos, bem como documentos oficiais, dissertagcdes e teses relacionadas
ao tema.

Sobre trabalhos dessa natureza, Gil (2008) ressalta que esse tipo de pesquisa permite a co-
bertura muito mais ampla em relagdo ao que se poderia obter diretamente e que esta vantagem
se torna particularmente importante quando o problema de pesquisa requer dados muito disper-
sos pelo espaco. Em nosso caso, como tratamos da historia, os eventos também se mostraram
muito dispersos ao longo do tempo.

Propomos como produto dessa pesquisa, a elaboracdo de um caderno de atividades vol-

tado para o ensino do cdlculo de drea com aporte da histéria da matematica, direcionado a
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turmas de Terceiras Séries do Ensino Médio, por entendermos que estes ji tiveram contatos
anteriores com o cdlculo de drea.

Iniciamos nossa pesquisa fazendo uma revisio de literatura no o intuito de investigar a
forma como o tema "Histéria do Célculo de Area" tem sido abordado nas dissertagdes desen-
volvidas pelos académicos do PROFMAT. Continuamos essa investigacdo no Banco de teses e
dissertagdes da UNICAMP, na Revista do Professor de Matemaética on line e na Revista Brasi-
leira de Histéria da Matematica. Os trabalhos escolhidos foram Parreira (2017); Silva (2016);
Lorenzato (1976); Neto (2019) e Morey (2013). No Capitulo 3, descreveremos com mais deta-
lhes a revisdo de literatura feita nos trabalhos de cada um desses autores.

Nessa pesquisa foram usados, em sua maioria, livros e artigos cientificos de histéria da
matematica, de geometria, de andlise e do uso da histéria da matematica em praticas de ensino.
Nossos principais referenciais sdo: Roque (2012); Miguel e Miorim (2018); Avila (2006); Lima
et al. (2013); Lima (1991) e Gongalves e Possani (2019). A pesquisa feita através dessas obras,
e de outras referéncias complementares, estard exposta nos Capitulos 4, 5 onde traremos o0s
topicos da historia da matemadtica pertinentes ao nosso tema, os conceitos, definicdes e demons-
tracdes sobre drea, sequéncias, limites, integral e o Teorema de Pick dentro de suas concepcoes
atuais, finalizando no Capitulo 6, com uma discussao sobre o aporte na histéria da matematica
na elaboracdo de propostas de ensino e a forma com que um livro didético usa a histéria da
matematica quando trata do tema "célculo de drea".

O caderno de atividades comtempla temas importantes para o ensino do célculo de drea,
em ordem crescente de complexidade, conforme essas técnicas de calculo foram se estabele-

cendo durante a historia, sao eles:

* Calculo usando decomposicao e composi¢ao de drea.
¢ Comensurabilidade e Incomensurabilidade.
* Areas inscritas/hachuradas em circulos, semi-circulos, setores circulares e figuras planas

com alguns lados nao sendo segmentos de retas.
* Calculo de area por aproximacdes, inclusive aplicando o Teorema de Pick.
* Célculo de dreas através das Somas de Riemann com conceitos introdutdrios de Limites

e Integrais.

Cada atividade comtempla um ou mais dos itens acima, entre outros que estao especifica-
dos nos objetivos e instrugdes, expostos individualmente no corpo das atividades na forma de
orientagdes ou sugestdes ao Professor(a). No apéndice da dissertacdo organizamos o Caderno
de Atividades de forma que possa ser impresso em capitulos especificos ou na integra, conforme
a necessidade do docente que deseja usi-lo em suas aulas.

No préximo capitulo, apresentaremos a revisao de literatura feita para essa dissertacgao.

Os trabalhos analisados tiveram suas buscas delimitadas pelos descritores: célculo de érea,
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histéria do célculo de drea, técnicas de ensino para calculo de dreas e histéria da matematica em

propostas de ensino.
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3 REVISAO DE LITERATURA

Uma das etapas para a concretizacao dos objetivos estabelecidos nessa dissertacao, através
da elaboracdo de um produto educacional que possa suprir algumas das defici€éncias para o
ensino-aprendizagem do cédlculo de 4rea, consistiu na leitura e discussdo de alguns trabalhos
cientificos publicados que possuem afinidades com nosso tema.

Ao investigar algumas produgdes relativas ao estudo da evolucao histérica do conceito de
area, foram encontrados muitos trabalhos similares em alguns aspectos ao que propomos fazer.
O levantamento destes trabalhos foi, em parte, realizado no portal do PROFMAT, no repositorio
de Teses e Dissertacoes da UNICAMP, no banco de Teses e Dissertacdes da CAPES, na Revista
do Professor de Matemadtica OnLine e na Revista Brasileira de Histéria da Matemdtica entre os
meses de outubro e novembro de 2019.

No portal do PROFMAT, ao buscarmos dissertacdes com a palavra "dreas", encontramos
66 registros, dos quais, dois deles mostram em seus titulos que tratam da histéria da matematica
para o ensino do cdlculo de drea, sao eles: "Uma Proposta de Uso da Histéria da Matematica
como Recurso Didatico no Ensino de Areas" de Débora Souza Parreira, defendido na UFTM
em 15/12/2017 e "A Utilizac¢do da Histéria da Matematica em Atividades Investigativas: estudo
de dreas de regides planas" de Daniel de Jesus Silva, defendido na UESB em 04/03/2016.
Embora quase todos os outros trabalhos no banco de dissertacdes do PROFMAT, que tratam de
areas, tragam um pouco da histéria da matemadtica, estes dois usam a histéria da matematica
para o desenvolvimento de préticas de ensino sobre o conceito e o cdlculo de area.

Parreira (2017) inicialmente salienta que "A Histéria da Matematica possibilita ao aluno
que estd ouvindo determinado contetdo pela primeira vez participar da constru¢do do conhe-
cimento e refazer os passos dos estudiosos do passado", acreditando que ao tomar ciéncia da
forma como se deu o surgimento de um determinado tema, o estudante pode se apropriar deste
objeto com mais propriedade e significancia. Em outro momento, cita que a Base Nacional Cur-
ricular Comum ressalta ser a Geometria capaz de promover a curiosidade, imaginagdo e inves-
tigacdo ao apresentar caracteristicas diferentes nas diferentes etapas de escolaridade e sempre
que possivel, os conhecimentos devem ser contextualizados, antes de se promover a generali-
zacdo e a abstragdo. Quanto as dificuldades encontradas no ensino de geometria, pondera que
algumas possiveis causas sdo o isolamento deste tema no curriculo, geralmente ao final do ano
letivo, abordagem analitica, mecénica e dissociada da realidade imediata e reducgdo a atividade
de nomenclatura. Também observa que os cursos de formacao de professores nem sempre dao
0 suporte necessario para que o futuro professor desenvolva sua pratica pedagdgica nessa area.

Posteriormente, ressalta que existe vontade por parte de muitos professores e pesquisadores em
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Educagdo Matemadtica em melhorar o ensino da geometria, pois este € um tema da matematica
escolar que ativa a passagem do estagio das operagdes concretas para o das operacdes abstratas.
Ap6s fundamentar a importancia da Histéria da Matemadtica no processo de aprendizagem e
situar a importancia da geometria para o ensino da matemdtica na educagdo bdsica, apresenta
uma andlise sobre a forma com que a histéria da matematica € tratada em livros didaticos e pa-
radidéticos, mostra uma pesquisa sobre a matematica nas civilizagdes antigas do Oriente Médio
e da Asia, e finaliza o trabalho propondo cinco atividades que utilizam a histéria da matema-
tica como recurso pedagdgico no ensino de dreas de figuras planas para turmas de nono ano do
Ensino Fundamental.

Em relag@o ao trabalho de Parreira, nosso diferencial serda apresentar as técnicas de cél-
culo, demonstracdoes matematicas e os recursos referentes a notagdo numérica e conhecimento
sobre operacdes e propriedades disponiveis em cada etapa da evolugdo histdrica do conceito de
area que serdo descritos e, pelo fato de nosso publico alvo ser a terceira série do ensino médio,
as atividades propostas no caderno pedagdgico serdo mais complexas, exigindo maior demanda
cognitiva para a interpretacio e resolucdo. E importante evidenciarmos também que nossa
pesquisa se estenderd para topicos do tema que estdo além do que serd proposto no caderno
de atividades, pois de acordo com as diretrizes do préprio programa PROFMAT, o professor
deve ter pleno e vasto dominio dos conteidos da matemadtica para poder desenvolver e aplicar
qualquer metodologia de ensino que julgue necessaria na conducdo do processo de ensino e
aprendizagem de seus alunos.

O outro trabalho escolhido no banco de dissertacdes do PROFMAT, relacionada ao tema
deste projeto de pesquisa, foi o trabalho de Silva (2016), que destaca o uso da Histéria da
Matemitica e a Investigagdao Matematica como tendéncias em educacdo matemdtica que dardo
o aporte metodoldgico a seu trabalho, pois segundo ele, na conexdo de ambas as tendéncias,
pode-se fazer um trabalho significativo sem perder os aspectos formais do conhecimento mate-
maético envolvidos no tema. Ressalta também que seu trabalho ndo trata de mero uso de fatos
histéricos, mas de reconstruir o desenvolvimento da matematica, ao tempo que se constroi o
conceito matematico envolvido e completa que € importante que as praticas educativas em ma-
temadtica transcendam da repeticdo mecanica de substitui¢cdes de varidveis em férmulas para
o entendimento do processo construtivo, através dos "caminhos que levaram a construcdo das
necessidades e processos que impulsionaram, sistematizaram e formalizaram os conteddos es-
tudados" (SILVA, 2016, p. 16). Silva (2016) inicia fundamentando seu trabalho descrevendo
a forma como um conteido matemadtico € apresentado tradicionalmente, de forma linear e sis-
tematizada, enfatizando o produto final de cada assunto, desprezando a epistemologia do tema.
Exemplifica com a sequéncia de ensino de Cdlculo: fungdes, limites, derivadas e integrais, €

afirma que € equivocada a impressdo que temos de cada um deles ser pré-requisito para o ou-
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tro. Argumenta que historicamente, a sistematizacao destes contetidos ndo se deu nesta ordem,
pois os conceitos de integral e derivada antecederam aos estudos de fungdes e limites. Afirma
entdo que "o uso correto da historia pode ser um agente de cogni¢do no ensino aprendizagem
de matematica" (SILVA, 2016, p. 21). Quanto a sua pesquisa sobre fatos histdricos relacio-
nados ao cdlculo de dreas, destaca que a concepcao da geometria dos egipcios € mesopotamios
era distinta da grega, pois as primeiras davam um cardter pratico a esse conhecimento, tendo
uma funcdo utilitdria nos calculos de dreas e volumes, ja os gregos enfatizavam as generali-
zacOes e demonstracdes das propriedades geométricas das figuras que possibilitavam calcular
suas dreas. O autor trata dessa parte do trabalho de maneira qualitativa e, até aqui, em nenhum
momento, faz alusdo ao método matematico empregado, nem tdo pouco as demonstragdes e a
forma como a matematica era desenvolvida nestas épocas. Finaliza essa exploragdo da historia
citando Newton e Leibniz e da sequéncia a seu trabalho abordando problemas histdricos, tais
como: cdlculo da drea de um vedi (altar empregado nos sacrificios em forma de trapézio isds-
celes) apresentado em um texto hindu intitulado Apastamba Sulbasutra; técnicas para calcular
areas de circulos na Babildnia e no Egito antigos; a quadratura do circulo pelos gregos; e fina-
liza no método da exaustao, este dltimo, é apresentado com demonstragdes e rigor matematico.
ApOs essa se¢do, seu trabalho fundamenta a importancia de se aliar duas tendéncias de educa-
¢ao matematica (Histéria da Matemadtica e Investigagdo Matemadtica) e finaliza sua dissertagao
apresentando atividades aplicadas e os resultados obtidos, a estudantes do quinto semestre do
curso de Licenciatura em Matematica, na disciplina de Célculo II, na Universidade do Estado
da Bahia.

Ao justapor o trabalho de Silva com a proposta dessa dissertacdo, percebemos que €
importante apresentarmos uma linha histérica mais detalhada do tema, entendendo de fato como
cada civilizagdo concebia o cdlculo de drea e qual era sua importancia para estas sociedades.
Precisamos evidenciar os aspectos que diferenciam a forma de entender a matematica atual com
aquela que era praticada pelos nossos antepassados. Dessa forma, nossa escrita serd voltada
inclusive para esta andlise.

O terceiro trabalho analisado € uma tese de doutorado defendida na UNICAMP em 1976,
intitulada "Subsidios Metodol6gicos Para o Ensino de Matemética: Calculo de dreas e figuras
planas" apresentado por Sérgio Lorenzato. O autor relata que dentre os principais erros na
metodologia de ensino de matematica em sua época, se destacavam: mecanizacio da aprendi-
zagem; despreocupacdo com o "por qué" e o "para qué"; prolixidade na abordagem; comparti-
mentalizacdo dos conteiddos; mutilagido; concep¢ao contemporanea da matematica; dificuldade
em transpor ao aluno a concep¢do moderna da matemaética e a auséncia de inserir no ato peda-
gbgico a forma com que as descobertas matematicas sdo produzidas. O autor chama atengao

para a necessidade de uma pedagogia voltada para a constru¢do do significado em aprender
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matemadtica e de que forma esta disciplina poderia contribuir com o desenvolvimento escolar
dos estudantes. A respeito dos tipos de atividades escolares que sdo propostas nas escolas esse
pesquisador percebe um movimento dentro do campo pedagdgico de tornar a educa¢ao melhor
e mais dindmica, ao afirmar que "a educacdo nova € a educacdo que aspira formar a individu-
alidade vital humana dentro da coletividade, num ambiente de liberdade, através de atividade"
(LORENZATO, 1976 apud LUZURIAGA, 1975, p. 36). Ap6s descrever os movimentos de
mudanca para outra forma de educacdo, em especifico para a Matemadtica, destaca que o do-
minio que o professor deve possuir sobre o contetido a ser ensinado € um fator relevante para
a comunicacao entre as parte envolvidas e o sucesso da aprendizagem. A seguir, o trabalho
reforca a importancia da construcdo da "aprendizagem significativa", em contraponto a me-
morizacdo de férmulas e teoremas e ao verbalismo da aprendizagem mecanica, criticada nos
capitulos anteriores. Seguindo sua tese, Lorenzato dedica o restante do trabalho a descrever
um experimento que compara duas intervengdes sobre o ensino do cdlculo de dreas de poligo-
nos; o programa A, centrado na atividade do aluno em processos de investiga¢ao e descobertas,
baseado no manuseio de representagdes de figuras concretas, confeccionadas em cartolina, pro-
pondo a decomposi¢do destas figuras para a composi¢do em outras, cujo processo do cdlculo é
conhecido. O programa B, equivalente ao anterior no objetivo de calcular dreas de poligonos,
¢ centrado no professor expondo férmulas e teoremas, utilizando apenas o quadro negro, e os
alunos calculando areas através da aplica¢do de férmulas. Finalmente conclui, apds criteriosa
andlise de dados, que os grupos A e B em um pré-teste, realizado antes da intervengao, obtive-
ram resultados quase idénticos, porém, no pos teste, os estudantes submetidos ao programa A
tiveram melhor desempenho nas questdes de nivel dificil, embora, nas de nivel médio e fécil, o
grupo B obteve melhores resultados.

Quando Lorenzato (1976) levanta a questdo sobre a despreocupacdo com o "por qué"
e o "para qué" e a auséncia de inserir no ato pedagdgico a forma com que as descobertas
matematicas sao produzidas, refor¢a nosso entendimento de que o uso da historia da matematica
pode ser um recurso pedagdgico para intervir nessas demandas.

Ao buscarmos por artigos com tema similar ao da nossa dissertagdo na "Revista do Pro-
fessor de Matematica online", encontramos o artigo intitulado "Célculo Integral Para o Ensino
Médio", (PMO v.7, n.1, 2019), escrito por Alyrio A. Cordeiro Neto. Esse autor informa que
"Nos exames do Programme for International Student Assessment (Pisa), hd questdes que ava-
liam a capacidade de o estudante estimar drea de uma regido do plano, onde a fronteira ndo é
dada apenas por segmentos de reta, mediante as informagdes contidas num mapa". Inspirado
neste tipo de problema, ilustrado na Figura 3.1, Neto (2019) resolveu propor uma sequéncia

didatica para introdu¢do de nocdes primitivas de Calculo Integral para alunos de ensino médio.
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Figura 3.1 — Mapa da Antértida entre os graficos das fun¢des G(f) e G(g).
I"\y

Fonte: Neto, 2019, p. 135.

Neto (2019) usou como contexto a tragédia ocorrida em janeiro de 2019, em Brumadi-
nho/MG, onde uma grande érea foi devastada pela lama que estava contida na barragem que se
rompeu. A estimativa dessa drea devastada € de interesse de ambientalistas e autoridades para
elaborar um plano de agdo, pois a regido sofreu um grande impacto ambiental. Neto (2019)
aponta que a regido em evidéncia (ver Figura 3.2), ndo é delimitada apenas por segmentos
de retas, e levanta a seguinte questdo: "Entdo, qual o procedimento que eles podem recorrer
para obter, aproximadamente, a area atingida?" (NETO, 2019, p. 134). Neto (2019) afirma
que quando submetemos esse tipo de problema a estudantes da educagdo bésica, "estes deve-
rdo procurar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matematicos para chegar a uma
solucdo" (NETO, 2019, p. 134). O autor afirma também que quando se conhece o Célculo
Integral, é imediato perceber que se pode obter uma boa aproximacdo para a drea das regides
solicitadas por meio da integral da diferenca entre duas fungdes num intervalo fechado, desde
que as regides estejam entre seus graficos. Isso pode ser obtido de forma rapida, através do Ge-
ogebra, e finaliza justificando que mediante o ensino de técnicas de integracdo na etapa final da

educacdo bdsica, pode-se prover o aluno de habilidades para a solucdo deste tipo de problema.

Figura 3.2 — Regido afetada pela lama ap6s o rompimento da barragem em Brumadinho/MG.
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Fonte:Neto, 2019, p. 135.
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Na sequéncia de seu artigo, Neto (2019) fundamenta o Célculo Integral, da forma como o
conhecemos, presente em todas as bibliografias adotadas em cursos de nivel superior. Demons-
tra de forma detalhada a Integral de Riemann e descreve um procedimento de como calcular a
area sob uma curva usando o Geogebra. Finaliza seu artigo apresentando os problemas aplica-
dos aos estudantes. A primeira atividade consiste no cdlculo aproximado da 4rea da Antértida
mostrada na Figura 3.1 e a segunda atividade, também com o auxilio do Geogebra, trata-se do
calculo da area devastada na tragédia de Brumadinho, em Minas Gerais. Conclui seu artigo
afirmando que, usando conhecimentos elementares do Célculo Integral, é possivel com uso de
softwares inclusive, ensinar conteidos mais avangados de matematica na etapa final da educa-
cdo bdsica.

Em relacdo ao trabalho de Neto (2019), nossa proposta vai além de zelar pelo detalha-
mento nas demonstragdes e sugerir uma forma de transposi¢do deste conteido para a educagdo
basica. Pretendemos inclusive, abordar os aspectos histéricos relacionados a vdrias concepcoes
de cdlculo de area, desde os primeiros registros descobertos pelos historiadores até as técnicas
mais avancadas usadas atualmente.

Sobre o uso da Histéria da Matemdtica como metodologia e até mesmo como Tendéncia
em Educacdo Matematica, existe no Brasil uma revista cientifica especializada neste tema, a
"Revista Brasileira de Historia da Matematica". Em seu volume 13, nimero 26, ano de 2013,
encontramos o artigo "Fontes Historicas na Sala de Aula: O que dizem os estudos internaci-
onais", redigido por Bernadete Morey. A autora levanta uma discussdo sobre a forma de se
introduzir a histéria no ensino e na aprendizagem da matemadtica. Inicialmente apresenta as
seguintes questdes: "O que tem sido feito para viabilizar o uso de fontes histéricas em sala
de aula? Quais argumentos tém sido usados para justificar tal uso?" (MOREY, 2013, p. 73).
Morey (2013) procura apresentar algumas carateristicas relevantes da produgdo de artigos de
periddicos e anais de eventos da ultima década, referentes ao tema. Sua pesquisa é focada na
forma com que autores de materiais pedagdgicos usam fontes originais da histéria da matema-
tica em sala de aula, quais sdo seus argumentos ao fazé-lo e como interpretam os resultados
obtidos, logo, esse texto vem de encontro com o eixo norteador dessa dissertacdo. A autora
concentra-se na forma com que os professores/pesquisadores usam fontes originais da histéria
em suas aulas, quais suas justificativas, como o fazem, quais suas interpretacdes dos resultados e
discute a relevancia dos artigos estudados. Morey, nesse artigo, considera que uma intervengao
fazendo uso da histéria deve detalhar de forma clara o experimento, de onde vieram as fontes
bibliograficas, como se deu a avaliacdo e o mais importante, como justificar o uso de fontes
histéricas na educagdo matemadtica. Observa que € importante trazer junto com esse tipo de
pratica pedagdgica a reflexdo sobre a tradugdo da fonte histérica, pois como vamos apontar em

varios momentos, que 0 anacronismo entre as concepgdes antigas e modernas da matematica
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deve ser levado em consideracdo, dada a riqueza de fatos que podem ser explorados diante da
visdo antiga e atual que temos do tema. Em sua discussao Morey (2013) destaca também que
o uso de fontes historicas pode ser um ponto positivo para enriquecer o conteudo e trazer mais
qualidade a prética pedagégica. Em suas consideragdes finais, descreve alguns pontos impor-
tantes na realizacdo de préticas pedagdgicas que usam a histéria da matemadtica como recurso
didético, afirmando que uma abordagem com uso da histéria possibilita estabelecer uma vasta
gama de objetivos que podem ser tracados para esse processo, também contribui para a forma-
¢do do professor que elabora a prética, pois este terd que pesquisar, estudar e se aperfeicoar,
dado que entre os cursos de formagdo, sdo raros os que oferecem uma disciplina voltada para
a Historia da Matemdtica. Um objetivo citado € dar aos estudantes do final do Ensino Médio
uma clareza maior sobre o que € ser um matematico e o que faz um matematico. A autora deixa
claro que tais objetivos devem ser tracados pelo professor que estd propondo tal pratica. Fina-
liza seu trabalho expressando que nenhum dos artigos por ela estudados deixa de frisar que usar
fontes historicas ndo é um processo facil de executar, pelo contrario, exige um grande preparo
e enorme cuidado. Porém, o resultado € de um valor educacional insubstituivel.

No capitulo a seguir iniciaremos a fundamentagdo tedrica dessa dissertacdo. Apresen-
taremos uma pesquisa referente aos topicos da histéria do cdlculo de drea e do problema da
incomensurabilidade. Esses temas sdo relevantes para atingirmos os objetivos desse trabalho

quanto a elaboracio de nosso produto educacional.
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4 HISTORIA DO CALCULO DE AREA

O célculo de drea € o objeto principal dessa dissertacao, bem como sua aplicaciao em sala
de aula. A discussdo desse capitulo serd fundamentada em tépicos da Historia da Matematica
referentes ao cdlculo de drea e na teoria moderna, resultante desse processo historico, buscando
mostrar como a Histéria da Matemadtica pode auxiliar, enquanto recurso pedagdgico, a abordar
0 tema em questdo.

Atualmente, hd uma crescente demanda por uma Educacio Matemdtica voltada para o
cotidiano, abordada de forma lddica e motivadora, a partir do concreto, conforme o que foi
fundamentado nas referéncias usadas na Introducdo e na Revisao de Literatura desse trabalho.
Nesse sentido, Roque e Carvalho (2012) apontam que conciliar o cardter abstrato desse saber
com aspectos correlacionados a realidade do estudante consiste em um grande desafio aos edu-
cadores, pois a abstracdo caracteristica da matemadtica ¢ fundamental para o desenvolvimento
do raciocinio l6gico e do pensamento abstrato.

Quando procuramos entender a fundo qualquer fendmeno natural, hd a necessidade de
medir ou contar as grandezas envolvidas. No ato de medir ou de contar, recorremos a lingua-
gem matemadtica para expressar as magnitudes das medidas, as quantidades dos conjuntos e as
relacdes entre elas, logo, ter o minimo de fluéncia nessa linguagem é caracteristica indispensa-
vel para entender e interagir com liberdade na realidade que estamos inseridos.

Dessa forma, abordar aspectos historicos relacionados a um tema pode contribuir para dar
mais sentido ao conteddo. Quando evidenciamos os aspectos humanos da constru¢do do saber
matematico, podemos inserir a histéria da evolucao do conceito possibilitando que o estudante
crie um significado sobre o que estd aprendendo. Assim, acreditamos que ao inserir a histéria
na préatica pedagdgica, podemos suprir a necessidade do contexto e possivelmente da aplicagdo
prética, pois ao estudarmos sobre a construgdo histdrica, certamente, em muitas de suas etapas,
a matemadtica envolvida pode ser acessivel aos estudantes e usada na elaboragdo de atividades
para resolucdo de problemas.

As origens da matemadtica, ou pelo menos do seu objeto central de estudos, os nimeros,
aparecem pela primeira vez ainda na pré-histéria. A pré-histéria € um termo usado para de-
signar o periodo da vida da espécie humana anterior ao surgimento da escrita, iniciando-se no
momento em que os primeiros hominideos comegaram a usar ferramentas de pedra. Nao ha
consenso sobre quando se iniciou a pré-histdria, mas € consenso que termina com o surgimento
da escrita, cujas primeiras evidéncias sdo do periodo sumério, por volta de quatro mil anos

a.E.C, conforme aponta Eves (2004).
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Para Eves (2004, p. 25) usualmente convenciona-se que o surgimento das primeiras ma-
nifestacdes do que veio a tornar-se a Matematica antecedem o surgimento da escrita. Provém
dos primeiros esforcos da espécie humana para sistematizar os conceitos de grandeza, forma
e nimero, junto com a necessidade de contar, usando algum método de registro primitivo em-
pregando o que chamamos hoje de correspondéncia biunivoca, associando-se por exemplo, um
dedo dobrado, uma conta ou uma pedra para cada objeto que fazia parte de um agregado de
coisas, animais, pessoas, etc.

Curiosamente, existe um artefato arqueoldgico, o osso Ishango (Figura 4.1), descoberto
em Ishango no Zaire as margens do lago Edward. O objeto possui entalhes que possivelmente
estdo relacionados com processos de contagens, cuja interpretacao suscita discussdes entre os

especialistas como afirmam Roque e Carvalho (2012).

Figura 4.1 — Osso Ishango, datado entre vinte mil e dez mil anos a.E.C.

Fonte: Roque e Carvalho (2012), p.2

Em relacdo ao surgimento da escrita, o cuneiforme (do latim cuneus, "cunha", e forme,
"forma") é o sistema mais antigo de escrita até hoje conhecido, usado pelos babilonios. As
primeiras fontes datam do quarto milénio a.E.C., provenientes da baixa Mesopotamia, regiao
atual do Iraque. A escrita cuneiforme registra algumas das mais antigas fontes que dispomos
sobre as origens da matemadtica, e sua intima relacdo com o surgimento da escrita, que a priori,

servia para suprir a necessidade de se registrar quantidades

4.1 A GEOMETRIA DOS BABILONIOS

Dentre as primeiras civilizagdes, os historiadores tém algumas referéncias de como os
babildnios desenvolveram sua Matemadtica, pelo fato de as registrarem em tabletes de argila
cozida, material que resiste a passagem do tempo.

Em sala de aula, sempre que surge a necessidade de concatenar o surgimento dos nimeros
naturais com um fato histérico, repetimos a fabula da contagem de ovelhas de um rebanho a qual
associava-se cada rés a uma pedrinha que um suposto pastor da antiguidade possuia em seu

alforge. Para Roque e Carvalho (2012) essa abordagem ndo estd embasada em uma referéncia
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segura, pois as fontes histéricas para entender os acontecimentos desse periodo sdo escassas e

fragmentadas.

"Nao foi somente o inventdrio de animais em rebanhos a maior inspiragao
para a criacdo dos niimeros, € sim o registro de quantidades de insumos re-
lacionados a sobrevivéncia, sobretudo os necessarios para a organizacdo da
sociedade." (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.45).

A época, houve um grande crescimento e adensamento populacional na regido Sul do
atual Iraque. Nesse momento se consolidaram cidades e concomitantemente, técnicas de orga-
nizacdo e administracdo da vida social. O surgimento de formas de registros de quantidades
e de medidas podem estar associados as primeiras manifestacdes de uma escrita, oriunda da
necessidade dessa nova conjuntura.

Um tablete de argila, o YBC 7289 (Yale Babylonian Collection, em tradugdo livre, Co-
lecao Babilonica de Yale) na Figura 4.2, produzido entre 2000 e 1600 (a.E.C.) apresenta um
calculo de raiz quadrada, usando uma aplicacdo do conhecimento de 4rea e o fato de que, para
"calcular a raiz de k € achar o lado de um quadrado de area k." (ROQUE; CARVALHO, 2012,
p-20). Dessa forma, ndo é impreciso afirmar que o calculo da drea do quadrado ja era conhecido
antes da datacdo do referido tablete.

A ideia expressa no YBC 7289 consiste em tentar colocar dentro de um quadrado de lado
k o maior quadrado possivel cujo lado possa ser determinado e usar o resultado a seguir para

encontrar o restante.

Figura 4.2 — Tablete YBC 7289

Fonte: Roque e Carvalho (2012), p.20

O método utilizado pelos babilonios era bastante interessante, uma vez que permitia obter
valores aproximados para raizes que sabemos hoje serem irracionais.

Escrito em linguagem atual, Roque e Carvalho (2012, p.20-21) trazem uma interpretagao
desse problema proposta por Victor Katz em "Histéria da Matematica", explicado a seguir.

Na Figura 4.3, se o segmento AE € cortado em um ponto B, o quadrado sobre AE € igual
ao quadrado sobre AB mais o quadrado sobre BE mais duas vezes o retangulo formado por AB
e BE. Se AB medir a ¢ BE medir ¢, conforme a interpretacdo geométrica atual para o quadrado

de uma soma, temos (a +¢)? = a* + ¢ 4 2ac.
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Figura 4.3 — Interpretacio geométrica de (a +c)?
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Fonte: Adaptado de Roque e Carvalho (2012), p.20.

Considerando que o quadrado de lado a tenha sua drea conhecida e que a parte de medida
¢ tem comprimento aproximado, ou seja, ha incerteza no valor exato de c, a raiz de k mede
a-+c.

Para encontrar uma raiz mais precisa do que a, devemos procurar uma aproximacao cada
vez melhor para c. Analisando a drea da regido poligonal BEGKDC da Figura 4.3, notamos que
a regido mencionada é k — a”. Essa regido pode ser decomposta em dois retangulos de lados a

e ¢ e um quadrado de lado 2, logo,
2ac+c* =k—d>. (4.1)

Tomando um ¢ suficientemente pequeno, podemos desprezar ¢, obtendo assim,

k—a?
2a

C =

4.2)

Sendo ¢’ ~ a+ ¢ a melhor aproximacio possivel para vk , obtemos

1 k
- 1 (a—i—;) . 4.3)

Note que @’ ~ a+ ¢ é uma aproximagio de v/k mais precisa que a, basta observarmos a

Figura 4.3, que notamos isso de imediato.
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Isso decorre também do fato de que, se a < vk, entio ]Zi >k esea >k, entio g < k.

Demonstragdo. Como a e k sdo numeros positivos € ndo nulos, temos:

a<ﬁ<:>a\/%<ﬁ\/7<:k<:>ﬁ<§. (4.4)

Para o caso a > \/l;, temos:
a>ﬁ<:>aﬁ>ﬁ\/7<:k<:>ﬁ>§. (4.5)
O

A geometria dos mesopotamios era essencialmente métrica, onde eram aplicadas algumas
propriedades de poligonos e poliedros, porém, ndo hé registros das descobertas dessas propri-
edades e de como conheciam resultados sobre dreas e volumes. Nos tabletes, registravam-se
métodos de cédlculo muito particulares para cada situacdo, sem generaliza¢des, uma espécie de
receita a ser aplicada, com diferentes procedimentos para diferentes situacdes. "Os exemplos
de problemas babildnicos e egipcios as vezes sdo bem artificiais, simplificacdes de situacdes
reais, propostos para exercitar ou verificar as habilidades de cédlculo dos escribas." (ROQUE,;
CARVALHO, 2012, p.45)

O que se sabe hoje sobre o calculo de area utilizado pelos babilonios estd registrado em
tabletes de argila cozida, achados em sitios arqueoldgicos na regido da Mesopotamia. Dentre
eles, o tablete denominado YBC 7302 (Figura 4.4) apresenta o célculo da drea de um circulo.
Esse tablete indica que os antigos babilonios calculavam com razodvel precisao areas de figuras

cujos lados nao sao segmentos de retas.

Figura 4.4 — Tablete YBC 7302

Fonte: Roque e Carvalho (2012), p.46

Primeiramente, devemos ter em mente o modo como os babilonios definiam o circulo, que

nao € a mesma defini¢ao usada atualmente. De acordo com Roque e Carvalho (2012), para n0s,
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o circulo € obtido tragando-se uma circunferéncia com um compasso, conforme o Postulado III
de Euclides, descrito no Livro I dos Elementos. Ja os babiloénios o concebiam como a figura
limitada por uma circunferéncia e obtinham sua drea usando uma técnica que levava em conta
o comprimento da circunferéncia, sem usar o diametro.

O conceito babildnico de circulo fundamenta-se na ideia de circunferéncia. Para a mate-
madtica moderna, a rigor, nao pré-definir o que € uma circunferéncia, torna inconsistente o que
€ circulo. Mas para as finalidades da época, o resultado obtido era satisfatorio.

A seguir, apresentaremos uma discuss@o do fato, sob a 6tica do conhecimento que temos
hoje levando em conta o conceito babilonico para drea do circulo, conforme exposto em Roque
e Carvalho (2012).

O tablete YBC 7302, Figura 4.4, registra os nimeros, em representacao sexagesimal, 3

(a circunferéncia do circulo), 9 e 45 (a drea do circulo). Nesse contexto, 9 é o quadrado da

circunférencia.
Se A = mr? é a drea de um circulo de comprimento S = 27r e raio r, entdo r = %, logo,
1,
A=TT—=—8§ 4.6
42 4m (46)
fazendo ® = 3, temos A = %Sz.
Em um sistema sexagesimal, 1 = 60, logo % =5, usando T = 3, segue que
A=5x%x32=5x9=45. 4.7

Porém, afirmar que os babilonios usavam uma aproximac¢do para T € um anacronismo,
pois, usamos T como uma constante de proporcionalidade que relaciona a drea e o quadrado do
raio de um circulo, enquanto que os babilonios tinham um processo assemelhado a uma "regra
retérica" onde o quadrado da circunferéncia do circulo era dividido por 12.

Em um outro cdlculo, para obter a drea da base de um cilindro, de didmetro 0,05, segundo

as instrucdes do escriba, triplicavam o didmetro para obter o comprimento da circunferéncia:

"Triplique a linha diviséria 0,05 tal que 0, 15 aparecerd. A circunferéncia do
tronco € 0,15. Combine (faga o quadrado) de 0, 15 tal que 0,03;45 aparecera.
Multiplique 0,03;45 por 0,05 e terds 0,00;18;45, a area aparecerd.” (RO-
QUE; CARVALHO, 2012, p. 47)

Destacamos que os babildnios ndo possuiam uma estimativa para 7, pois multiplicar por
trés, sob o ponto de vista dos babilonios, era uma operacdo e nao a utilizagdo de nimero consi-
derado uma constante como € a concep¢do moderna.

Além dos povos da Mesopotamia, os egipcios também se destacaram entre as grandes

civilizacdes da antiguidade. Constituiram dinastias que prosperaram por mais de cinco mil anos,
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exercendo hegemonia na regido norte da Africa, como poténcia cultural, religiosa, tecnolégica

e bélica, e o uso da matemadtica teve grande relevancia na consolidac¢do desse império.

4.2 A GEOMETRIA DOS EGIPCIOS

Seguiremos com a apresentacio da geometria, especificamente o cdlculo de drea praticado
no Egito Antigo, cujas "primeiras fontes sobre a escrita egipcia sdo datadas do quarto milénio
a.E.C. e a geometria egipcia que se tem registros, se baseava em procedimentos para calculo de
areas e volumes." (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.47).

A civilizacdo Egipcia também desenvolveu um sistema de numerag¢do e uma geometria,
porém, as fontes histéricas nao sdo tao vastas quanto as babilonicas. Isso se deve ao modo
como a escrita era registrada, em folhas de papiro, que nao resistem tdo bem ao tempo quanto
os tabletes de argila dos mesopotamios.

Uma das fontes histéricas mais conhecidas da matematica egipcia é o Papiro de Rhind,
com escrita hierdtica, datado de cerca de 1650 a.E.C. Seu nome se deve a Alexander Rhind, que
o comprou por volta de 1850, em Luxor no Egito, A escrita desse papiro, também chamado de
Papiro de Ahmes, € atribuida ao escriba Ahmes, que o copiou. Atualmente o papiro faz parte do
acervo do Museu Britanico.

O Papiro de Rhind (Figura 4.5) € uma das referéncias mais estudadas sobre a antiga cul-
tura egipcia, em especial a matematica praticada por esta civiliza¢do, consta nesse papiro uma
"solucdo para o problema da drea do circulo e muitas aplicagdes da matemdtica em problemas
praticos." (EVES, 2004, p.70).

Figura 4.5 — Papiro de Rhind
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Fonte: Roque e Carvalho (2012), p.7

Traremos a seguir a resolugdo feita por Roque e Carvalho (2012) de um problema do
Papiro de Rhind, que pede o célculo do volume de um celeiro cilindrico para condicionamento
de grdos. Nesse problema, interessa-nos a forma com que efetuavam o calculo da drea da base

desse cilindro.
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Exemplo 4.1. Problema 41 do Papiro de Rhind. "Fazer um celeiro (ou um cilindro) redondo de
9 por 10".

Resolugao:
A primeira parte do problema é calcular a drea da base, em forma de circulo, usando o seguinte
procedimento: "Subtraia 1/9 de 9 de 9: 1. Resta: 8. Multiplique 8 por 8 obtendo 64. Logo, 64

é a drea do circulo de didmetro 9. Observe o cdlculo,
1
A:9—§><9:9—1:8. 4.8)

Portanto, a drea do circulo da base é 8 Xx 8 = 64. Como a altura é 10, o volume do celeiro é
640.

A técnica exposta no Exemplo 4.1 fornece uma boa aproximagdo para a drea do circulo,

como podemos verificar no proximo exemplo.

Exemplo 4.2. Aplicando a formula moderna usual e em seguida a técnica dos antigos egip-
cios, determine drea de um circulo cujo didmetro tem 12 unidades de comprimento. Use
T =3,14159.

Resolugao:

Pela formula usual, temos:

A = r*x=x
_ (12)2><7t
2
= 36x3,14159 =113,09724. 4.9)

Agora, determinando a drea com a técnica usada pelos egipicios, subtraindo 1/9 de 12 de 12,

e denotando esse resultado por K, temos:

1
K = 12—=-x12
9><

108—-12 96
- - 4.10
9 9 (4.10)

Chamando de A a drea do circulo, e conforme a técnica egipcia, fazendo A = K?, temos:

)

216
= % =113,777... (4.11)

Nota-se o qudo satisfatorio era o valor obtido pelos egipcios comparando com o resultado

obtido aplicando a formula moderna usual.
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A subtragdo de 1/9 ndo estd relacionada ao fato de o lado ser 9, essa fragdo é uma cons-
tante, presente em vdrios cdlculos relacionados a dreas de circulos. Deveria ser sempre multipli-
cada pelo diametro, porém os autores observam que pode-se imaginar o quanto a consideracao
de um lado diferente de 9 iria complicar os cdlculos, conforme exposto no Exemplo 4.2.

Ainda sobre a drea do circulo calculada pelos egipcios, no exemplo a seguir podemos ver
como € possivel inferir que eles poderiam conhecer algum valor aproximado para o nimero T
e de forma incauta, entender que esse nimero era uma constante de proporcionalidade para a

obten¢do da area de um circulo, tal qual usamos atualmente.

Exemplo 4.3. Usando a formula da drea do circulo, como conhecemos, e os dados do problema

egipcio sobre o volume do celeiro, podemos explorar um possivel valor para T:

Resolugao:
A = mxr?
64 = 7t><(2)2
2
64 = mx(4,5)
64
T = 0.5
T =~ 3,16. (4.12)

Obtivemos uma boa aproximacdo para T, mas a constante multiplicativa era 1/9, que
devia ser operada com o didmetro, € ndo um numero, logo, ao se afirmar que os egipcios tinham
conhecimento da existéncia de uma constante com valor aproximado de T estamos recaindo em
um anacronismo.

O anacronismo € um equivoco provocado quando utilizamos conceitos e ideias de uma
época para analisar fatos de tempos anteriores. Para Roque (2012), ndo podemos avaliar um
determinado tempo histérico a luz de valores, ideias e hegemonia do conhecimento humano
que nao estdo de acordo com o tempo histérico em questdo. Essa observacdo faz-se necessaria
quando abordamos tépicos sobre o desenvolvimento histérico de um tema/conceito, ndo sé de
matematica, mas em qualquer outro ramo das ciéncias.

Ao estudarmos até aqui um pouco sobre a forma como os babildnios e egipcios conce-
biam a circunferéncia e o circulo, conseguimos perceber as diferencas conceituais e pudemos
observar como aplicavam técnicas retdricas para calcular a drea desse tipo de figura plana. O
Exemplo 4.3 nos traz uma breve no¢do de como podemos cometer algum tipo de deslize re-
caindo em um anacronismo.

Por muito tempo, para Roque (2012, p.90-92) a ideia de que a geometria surgiu nos

arredores do Nilo, devido a necessidade de medir as terras apds cada cheia, para a cobranca de
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impostos, foi quase como um senso comum entre os professores de matemdtica, e até mesmo
entre autores de livros didaticos. Muitos deles contextualizam o inicio do estudo da geometria
usando estes fatos pois a palavra geometria pode ser traduzida como medida de terra. Vem dai
a ideia de que seu surgimento estd ligado a agrimensura. A autora relata que essa narrativa tem
origem nos escritos de Herdédoto datados do século V a.E.C., como afirma também que para
Aristoteles (384 - 322 a.E.C.), a Matemadtica emergiu das classes sacerdotais do Antigo Egito,
pois 14, as castas abastadas era permitido o gozo do tempo livre e o direito ao lazer.

Como podemos perceber, babilonios e egipcios da antiguidade possuiam técnicas e habili-
dades relacionadas a matematica bastante sofisticadas, pois produziam resultados bem satisfato-
rios para o que se propunha fazer. Mas seus métodos se diferenciavam do que os gregos faziam
e entendiam por matemadtica e em especial, a geometria. Esses tltimos valorizavam demonstra-
¢oes e generalizacdes, abdicando em muitos casos das aplicacdes praticas de sua matemadtica,
e, até onde se sabe, ndo existe "uma documentacio confidvel que possa estabelecer a transi¢ao
entre a Matematica mesopotamica e egipcia e a Matematica grega." (ROQUE; CARVALHO,
2012, p. 62).

4.3 GEOMETRIA DA GRECIA ANTIGA

A matemdtica como conhecemos hoje, tem suas origens na Grécia Antiga. Por volta
do século V (a.E.C.) o crescimento populacional e a dispersao do povo grego pela regido do
Mediterraneo originaram a mais importante instituicdo da antiguidade, trata-se da polis — a
cidade-estado grega, modelo administrativo que possibilitava que o cidadao pudesse reger sua
cidade. Surgiram entdo discussodes, debates e confrontos de ideias acerca da melhor forma de
fazé-lo. Basicamente, vencia a pessoa que expressasse "ter razdo" sobre o objeto de debate e
dessa forma, para Roque e Carvalho (2012), o pensamento racional foi se constituindo nesse
contexto e ganhou impulso neste novo modo de vida e organizacgao social.

Agora era 0 nome que se dava as pracas publicas na Grécia Antiga, onde ocorriam reu-
nides. Na dgora os gregos debatiam assuntos ligados a vida da polis, a cidade. Com esses de-
bates originou-se a necessidade de julgar a veracidade dos argumentos, e os sdbios dessa época
dedicaram grande parte de suas obras a propor maneiras de distinguir os raciocinios verdadeiros
dos falsos bem como estabelecer critérios a selecdo. Com Aristételes surge o desenvolvimento

inicial da l6gica,

"na qual os critérios de verdade estardo mais ligados a pura coeréncia, ao rigor
da demonstrag@o. Ou seja, em uma cadeia de conclusdes, tudo deve decorrer
daquilo que antes foi dito, sem que haja contradi¢do no interior do raciocinio."
(ROQUE; CARVALHO, 2012, p.-62).
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A construcdo do pensamento 16gico formal comeca a ser registrada nas obras de Platdao
(428 - 347 a.E.C.) e Aristoteles, a partir do final do século V a.E.C., bem como, de forma
indireta, grande parte do conhecimento que dispomos hoje sobre a Matematica grega anterior a
estes dois filosofos.

Ao fim do século VII a.E.C. algumas manifestacoes de uma geometria mais refinada ja
apareciam na arquitetura e nas artes gregas. Roque e Carvalho (2012) relatam que existem
escritos do século VI a.E.C tratando de temas relacionados a astronomia e a conceitos geomé-
tricos, como circulos e angulos e muitos desses resultados podem ter ficado conhecidos como
sendo de Tales de Mileto (640?-564? a.E.C.), através de escritos de Eudemo de Rodes (370 —
300 a.E.C), membro da academia platonica. Além disso, na sua obra Metafisica, Aristételes
atribuia a Tales de Mileto o titulo de Fundador da Filosofia, dessa forma, aliado a sua reputacdo
como gedmetra, pode ter levado a que se atribuisse a ele importantes descobertas geométricas.

Desta forma, hé evidéncias de que existia uma matematica grega antes de Tales de Mileto,
sucedido por Pitdgoras de Samos (586?7-500? a.E.C.), sucedido por Euclides de Alexandria (323
- 283 a.E.C), e entre Pitdgoras e Euclides, situam-se Platdo e Aristételes.

Em Platdo e Aristoteles, especialmente em Platdo, iniciou-se um importante avango para
o processo de uniformizacao e padronizacao no método de trabalho dos matematicos. Na Aca-
demia, Platdo "articula o trabalho dos pensadores a sua volta para que se dediquem a formalizar
os conceitos e técnicas utilizadas" (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.63), criticando o modo
indiscriminado como o faziam a época.

Nao hé evidencias histdricas, segundo Roque (2012, p.178), de que os estudos pratica-
dos pelos filésofos citados tinham cunho institucional, é bem possivel que esse conhecimento
provinha de circulos de natureza privada.

Dessa forma, a visdo de que os gregos tinham uma matematica abstrata, de carater hipotético-
dedutivo, de linguagem consensual, possui evidéncias a partir dos Elementos de Euclides, onde
temos algumas das proposi¢oes usadas por Arquimedes (287 - 212 a.E.C.) para calcular a 4rea
de um segmento parabdlico, aplicando uma versdo mais refinada do Principio da Exaustdo,

atribuido a Eudoxo de Cnido (408-355 a.E.C), discipulo da academia platonica.

Figura 4.6 — Fragmento antigo dos Elementos

Fonte: Roque (2012), p.151
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A Figura 4.6 mostra uma imagem do mais antigo fragmento dos Elementos encontrados
até o momento, em Oxyrhynque, as margens do Rio Nilo, datado aproximadamente dos anos
100 da Era Comum.

A obtenc¢do do valor da grandeza fisica drea, para nds, consiste em associar a ela nimero
e uma unidade de medida, porém os gregos nao desfrutavam dessa concep¢do. Determinavam
areas por comparacdes, conforme Roque (2012) os gregos ndo tratavam as grandezas pela sua
associacdo a um numero. Buscavam encontrar dreas equivalentes para medir, por exemplo a drea
de uma figura F' qualquer, fazia-se necessdrio encontrar uma figura que fosse a mais simples
possivel cuja drea fosse igual a de F.

A figura geométrica regular mais simples € o quadrado, e dessa forma o ato de encontrar
a quadratura de uma regido plana, consistia em construir um quadrado com &rea igual a regido
dada. O termo quadrar uma drea, empregado pelos gregos, seria equivalente ao nosso cdlculo
de drea, resguardados eventuais anacronismos entre essas duas épocas.

Um problema que ocupou os matematicos durante muitos séculos, inclusive os da Grécia
Antiga, foi a quadratura de figuras planas com lados curvos. Os gregos atacaram esse problema
de forma bastante sofisticada, usando uma técnica que os matemadticos europeus, a partir do

século XVII E.C., passaram a denominar "método da exaustio".

4.3.1 O Médoto da Exaustao de Eudoxo

Uma ferramenta para cdlculo de drea muito difundida e estudada entre os circulos de ma-
tematicos da Grécia Antiga, era uma técnica muito peculiar, um pouco trabalhosa, mas satisfa-
toriamente eficiente de se obter a medida da drea de figuras planas ndo limitadas por segmentos
de retas, de forma indireta, o método da exaustdo.

Euclides apresenta na proposi¢ao XII.2 dos Elementos, o Método da Exaustdo, que atribui
a Eudoxo. A demonstragcdo deste método pode ser iniciada usando a Proposicdo 1 do livro X,
atualmente conhecida como Lema de Euclides. Nao demonstraremos essa proposi¢ao, pois

julgamos mais enriquecedor ilustrd-la com explicacdes e exemplos.

Proposicao 4.1. (Proposicdo X.1 dos Elementos) Sendo expostas duas magnitudes desiguais,
caso da maior seja subtraida uma maior do que a metade e, da que é deixada, uma maior do
que a metade, e isso aconteca sempre, alguma magnitude serd deixada, a qual serd menor do
que a menor magnitude exposta.

A Proposicdo 4.1 mostra frases elaboradas de uma forma que ndo estamos acostumados
a ler, também traz palavras nio usuais, pois ela faz parte do estilo literario de sua época, que é
diferente do nosso. Muitas vezes, temos dificuldade de interpretar as traducdes feitas dos textos

originais, como € esse caso, extraida de Roque (2012, p.204).
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Usando uma linguagem dialégica, empregando palavras e constru¢des de frases com a
ortografia do nosso tempo, pela Proposicao 4.1 entende-se que dadas duas grandezas F e G de
mesmo tipo (isto é, por exemplo, dois comprimentos ou duas dreas ou dois volumes) e supondo
que F > G. Se da grandeza F' retirarmos uma parte maior que sua metade, obteremos um resto
Fi. Se de F, retirarmos uma parte maior que sua metade, o que resta € uma grandeza F,. Se de
F; retirarmos também uma parte maior que sua metade, nos resta a grandeza F3. Repetindo esse
processo um numero suficiente de vezes, obteremos uma grandeza F;, menor que a grandeza G
dada inicialmente, ou seja, a diferenca F,, pode se tornar menor que qualquer outra grandeza do
mesmo tipo dada.

Nota-se também, que na Proposi¢ao 4.1 nao ha referéncia a processos infinitos. Para os
gregos da época, o processo € reiterado um ndmero finito n de vezes, por maior que seja o n, de
modo a obter uma grandeza menor que qualquer outra que possa ser adotada como unidade de
medida.

Inicialmente, aplicaremos a Proposi¢do 4.1 em uma sequéncia de poligonos regulares

inscritos, no exemplo a seguir:

Exemplo 4.4. Mostre que dado um circulo C de drea S(C) e € > 0, existe, inscrito em C
um poligono regular de drea S(P) tal que, S(C) — S(P,) < € paraumn € N suficientemente

grande.

Resolucdo.
Como o procedimento é analogo para todas as iteragdes, mostraremos a exaustdo entre Py e P
que sdo poligonos regulares inscritos no circulo C com 4 e 8 lados respectivamente, represen-

tados na Figura 4.7.

Figura 4.7 — Quadrado P e octégono Pj.

Fonte: Autoria propria.
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Sendo Py o quadrado ACEG e Py o octogono ABCDEF GH, ilustrados na Figura 4.7, usaremos
S(Py) para a drea de Py e S(Py) para a drea de P). Considerando também um circulo C de drea

S(C), como Py estd inscrito no circulo C, iniciamos o processo de exaustdo, fazendo
S(C) = S(Py) = Mo, (4.13)

e, ao dobramos o niimero de lados de Py, obtemos o poligono Py também inscrito em C. Temos
agora,
S(C)=S(P1) =My, (4.14)

como S(Py) > S(Py) entdo, My < M.
Sejam Mo —M; = M com M > 0, S(DEF) a drea do segmento circular DEF, S(FF'D'D) a
drea do retdngulo FF'D'D e S(ADEF) a drea do tridngulo isésceles DEF, conforme a Figura

4.7, temos,
Mo—M; = [S(C)—S(Py)]—[S(C)—S(P)]
= S(Pl) —S(PO)
= 4 x S(ADEF)
= 2xS(FF'D'D) > 2x S(DEF). (4.15)
Note que
2 x S(DEF) = % x 4 x S(DEF), (4.16)

e isso é verdade para qualquer niimero o, de fato, 2 - o = % 4.0 Mas 4 x S(D/EF) =5(C)—

S(Py) = My, segue-se entdo que
~ 1
Mo—My > 2 >x4xS(DEF) = Mo

> 5Mo. (4.17)

Pela Proposicdo X.1 dos Elementos, repetindo-se o processo tantas vezes quanto possivel, ob-

temos uma sequéncia Py, Py, ..., P, de poligonos regulares inscritos em C, onde

My— M1 > % < [S(C) = S(P)] = % X My, @.18)

Portanto, para n € N, n um niimero suficientemente grande de iteragoes, para todo € > 0 existird

um poligono regular inscrito no circulo C tal que S(C) — S(P,) < €.

O método da exaustdo foi empregado em muitos problemas de quadraturas de figuras
limitadas por poligonais fechadas, e também, figuras com "lados curvos" ou seja, que ndo eram

segmentos de retas.
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As proposicoes X.1 e X.2 dos Elementos, também foram aplicadas para demonstrar a
existéncia dos segmentos incomensurdveis, bem como usadas por Eudoxo para elaborar sua
Teoria das Proporg¢des, fundamental para contornar o problema da incomensurabilidade, e para

o desenvolvimento da matematica como um todo.

4.3.2 A Incomensurabilidade

Os matematicos da Grécia Antiga estudavam profundamente a comparacao de grandezas
da mesma espécie, como dois segmentos de reta, duas dreas ou dois volumes. Essa comparagdo
pode ser aplicada ao ato de medir essas grandezas.

Dado um segmento AB, como na Figura 4.8, para medi-lo, fixaremos um segundo seg-

mento de medida # denominado segmento unitdrio cuja medida € 1.

Figura 4.8 — Segmento AB e segmento unitario u.

Fonte: Autoria propria.

Se n — 1 pontos decompuserem o segmento AB em n segmentos justapostos de mesma
medida, e todos congruentes a u, dizemos que u cabe n vezes em AB e que a medida de AB ¢é

igual a n, como ilustrado na Figura 4.9.

Figura 4.9 — Segmento AB decomposto em n partes de medida u.

e ®
A @ O O O O O @B
X X5 X3 X2 X

Fonte: Autoria propria.

Quando u ndo cabe uma quantidade exata de vezes em AB, neste caso, tomamos um outro
segmento w, que mede o segmento # em n unidades e AB em m unidades simultaneamente,

como na Figura 4.10.
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Figura 4.10 — Segmento w que mede simultaneamente u e AB.

Yl )f.} f.u -1

4O O O
X, Xo X1

Fonte: Autoria propria.

Para esse caso, a medida de AB ndo serd um niimero inteiro e a0 encontrarmos o0 segmento

w, podemos constatar que AB e u sdo comensuraveis em relacdo a ele e, dessa forma, a medida
1

1 1 _m
n

de w serd - e a medida de AB serd m vezes a medida de w, ou seja, m - =0

Mas nem sempre dois segmentos quaisquer sdo comensuraveis. Pois existem segmentos
AB e u sem a unidade comum w, chamados segmentos incomensurdveis. Esse fato é conhecido
desde os antigos gregos pois conforme Gongalves e Possani (2019, p.16) no livro X, proposi¢cdo

2, dos Elementos consta que:

Definicao 4.1. Dizem-se grandezas comensurdveis as que se medem pela mesma medida, e

incomensurdveis aquelas das quais ndo é possivel nada tornar-se medida comum.

Além disso, Gongalves e Possani (2019, p.16) observam que a naturalidade com que essa
definicdo estd expressa, ndo indica que a incomensurabilidade abalou os fundamentos da mate-
madtica grega ao ser verificada. Na interpretacdo desses autores, parece-se bem mais como um
Problema em Aberto que com o tempo e os esfor¢os de muitos estudiosos, pode ser contornado.

Porém, para muitos estudiosos da histéria da matemaética tais como Eves e Boyer, a des-
coberta da incomensurabilidade provocou uma crise na escola pitagérica que acreditavam na
existéncia da racionalidade para quaisquer comparagdes entre grandezas de mesma espécie.

A suposta "crise dos incomensurdveis" nao € consenso entre os pesquisadores, muitos
vém questionando esse evento ao longo das ultimas décadas, argumentando falta de evidén-
cias histdricas que a comprove, a exemplo de Roque e Carvalho (2012), quando apontam nao
existirem alusdes a escandalo algum em nenhum escrito antigo conhecido que cita ou aborda
a incomensurabilidade, tais como alguns escritos de Platdo e Aristételes. Roque e Carvalho
(2012), complementam ainda que Aristdteles ndo cita o problema dos incomensurdveis nem
mesmo em sua critica aos pitagdricos.

Independente do fato de ter sido estabelecida uma crise, Eves (2004), indica que a des-

coberta de segmentos incomensuraveis fol uma das grandes realizacdes dos pitagdricos, € ao
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mesmo tempo trouxe a tona um grande problema para as teorias sobre razdes € proporcoes
usadas até entdo.

Ainda sobre o problema da incomensurabilidade na matematica grega, Fowler (1999)
aponta que "this provoked problems in the foundation of mathematics that were not resolved
before the discovery of the proportion theory that we find in Book V of Euclid’s Elements."
(FOWLER, 1999, p. 365).

Em traducdo livre, "isso provocou problemas nos fundamentos da matematica que nao
foram resolvidos antes da descoberta da teoria das propor¢des que encontramos no Livro V
dos Elementos de Euclides." Logo, Fowler (1999) afirma que a existéncia de segmentos inco-
mensuraveis eram conhecidos antes dos Elementos e originavam problemas dificeis de serem
contornados.

Nos tempos de Eudoxo de Cnido (408-355 a.E.C.), a quem Euclides atibui a teoria das
proporg¢des exposta na Definicdao V.5. (Defini¢do 5, do livro V dos Elementos), a incomensura-
bilidade ja era um problema. Eudoxo foi discipulo de Platao e do pitagérico Arquitas (428-347
a.E.C) e por volta de 370 a.E.C. propds uma nova teoria das propor¢des possibilitando contor-
nar o problema da incomesurabilidade, que séculos mais tarde inspirou o matematico Dedekind
na elaboracao da sua teoria sobre os cortes dos nimeros racionais.

Uma técnica de comparar razdes sem a necessidade do conceito de nimero racional € a
antifairese, ou subtragoes reciprocas. Para Roque e Carvalho (2012), nos trabalhos com aritmé-
tica no final do século IV a.E.C. ja existiam resultados através do procedimento da antifairese
empregados no tratamento de segmentos incomensurdveis, mas niao eram considerados pro-
vas formais da incomensurabilidade. Na geometria, usava-se a antifairese no ato de aproximar
razdes entre segmentos incomensurdaveis e com poucos exemplos dessa aplicagdo, a0 menos
conhecidos entre os historiadores.

Uma outra interpretacdo da Defini¢do 4.1, € dada por Roque e Carvalho (2012) e esclarece
que € possivel demonstrar geometricamente a incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do

quadrado. Usando o método das subtracdes sucessivas, ou seja, a antifairese.

Definicao 4.2. Se, quando a menor de duas grandezas é continuamente subtraida da maior, a

que resta nunca mede a precedente, as grandezas sdo incomesurdveis.

A Definicao 4.2 é equivalente ao algoritmo moderno conhecido como "algoritmo de Eu-
clides para o calculo do méximo divisor comum" e sua funcdo, como o proprio nome ja sugere,
€ encontrar 0 maior divisor comum entre dois nimeros.

Em qualquer uma das versdes sobre o surgimento das grandezas incomensuraveis, seja na
escola pitagorica ou ndo, podemos considera-la uma descoberta importante que, ao longo dos

séculos seguintes motivou o desenvolvimento de novos temas da matematica e possibilitou que
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o conceito de nimero fosse ampliado pois deste momento em diante conheciam-se ndimeros
que nao podiam ser racionalizados.

Antifairese é a traducdo literal de subtracdes reciprocas. Etimologicamente seria uma
aproximacdo de Antho-hypo-hairesis, entre duas grandezas. O termo pode ser fragmentado
da seguinte forma: Anfo = reciproco; Hypo = sub; Hairesis = tragdo. Na dlgebra moderna
o procedimento é conhecido como Algoritmo de Euclides para o cdlculo do méximo divisor
comum. A antifairese entre os nimeros A e B serd denotada por Ant[A, B] = (m,n, p,...).

Exemplo 4.5. Determine a razdo antifairética entre os niimeros 60 e 18.

Resolucao.

e 18 cabe 3 vezes em 60 e restam 6;

* 6 cabe 3 vezes em 18 e resta (.

Portanto, a razdo antifairética entre 18 e 60 é Ant[18,60] = (3,3).

Observe que o ultimo resto diferente de zero é seis, que por sua vez é o mdximo divisor comum

entre 18 e 60.

Exemplo 4.6. Determine a razdo antifairética entre os niimeros 18 e 61.

Resolucao.

e 18 cabe 3 vezes em 61 e restam 7;
e 7 cabe 2 vezes em 18 e restam 4,
e 4 cabe 1 vez em 7 e restam 3.

e 3 cabe 1 vezem 4 e resta 1.

Portanto, a razdo antifairética entre 18 ¢ 61 ¢ Ant[18,61] = (3,2,1,1) e resta 1.

Observe que o fato de ter restado 1, significa que 18 e 61 sdo primos entre si.

Note que nos Exemplos 4.5 e 4.6, conseguimos finalizar a antifairese e determinar se os
nimeros possuem um divisor comum diferente de 1 ou se sdo primos entre si. E quando ndo é
possivel determinar a antifairese entre duas grandezas de mesma espécie? Podemos apresentar
uma resposta para a pergunta mostrando um caso onde ndo existe uma boa razio antifairética
entre a diagonal de um quadrado e seu lado, conforme mostram Roque e Carvalho (2012, pp.77-
78).
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Nessa demonstracio, os autores se esforcam para construir uma prova, que possivelmente
poderia ter sido aplicada pelos gregos, procurando usar apenas a notac@o e a linguagem ma-
tematica desenvolvida até o ano 300 a.E.C., época em que Euclides escreveu os Elementos.
Um outro apontamento importante feito por Roque (2012) € que ainda ndo temos evidéncias
confidveis, indicando em que exemplo a incomensurabilidade entre grandezas foi verificada
pela primeira vez, parecendo inclusive ser improvavel que o método da antifairese tenha sido o
protagonista dessa descoberta.

Essa demonstracdo sera feita por contradicdo. Estabeleceremos por hipotese que existe
comensurabilidade entre as grandezas envolvidas e chegaremos em um ponto onde a tese nega
a hipétese, apresentando af a contradi¢do. Outros recursos também serdo utilizados, tais como
propriedades geométricas do quadrado e dos tridngulos, constru¢des geométricas, o proprio
conceito de comensurabilidade e por fim, serd verificada a inexisténcia da razdo antifairética
entre a diagonal e o lado de um quadrado, concluindo que sdo incomensurédveis. Por se tratar
de uma argumentagao muito extensa, nao iremos registrar essa demonstra¢ao dentro do padrao
usual para demonstragdes matematicas.

A Figura 4.11 representa um quadrado ABCD de lado AB e diagonal AC. Por hipétese,
consideramos que AB e AC s@o comensuraveis. Entdo existe um segmento AP que mede AB e
AC simultaneamente. Nessa figura também representamos um quadrado AB;C;D;, menor que
ABCD, construido de forma que o lado AB; esta sobre AC, a diagonal AC; esta sobre AB e o

segmento B|C é congruente ao lado BC.

Figura 4.11 — Quadrados com lados sobre a diagonais AC e AC;.

Fonte: Adaptado de Roque e Carvalho (2012, p.77).

O quadrilatero AB;C1 D1 é um quadrado dado que seus lados AD; e C; D1 sdo obtidos por
construcdo. Dessa forma o angulo ABC € reto e B1AC; é metade de um angulo reto, logo o

triangulo ABC € isOsceles. Assim, AB| = B1C.
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Como estamos supondo que AB e AC sdo comensuraveis, deve existir um segmento AP
que mede AB e AC, entdo AB; e AC| também sdo medidos por AP, logo, podemos escrever AB

e AC| em termos de AB e AC, pois estes também sdo medidos por AP. Dessa forma, temos
AB1 =AC—-B|C=AC—AB, 4.19)

pois por construgdo, B1C = CB = AB.

Mas AC; = AB — BCy, logo, para escrevermos AC| em termos de AB e AC precisamos
provar antes que BC; = B1(Cj.

Como BC = B;C, o triangulo CBB € isOsceles e os angulos CB1B e CBB; sio iguais.
Como os angulos C1B1C e CB(Cj sao retos, os angulos C1B1B e C{BB; sdo também iguais e 0o

triangulo BB C € is6sceles e BC; = B1Cy, entdo, segue que
ACy =AB—BC; = AB— BC;. (4.20)
Como AB|C1D; € um quadrado, temos B{C| = ABj, entdo segue da Equacgao (4.20), que

AC; = AB—AB

= AB— (AC—AB)
= AB+AB-AC
— 2AB—AC. (4.21)

Desse modo, temos que AC; = 2AB — AC, como por hipétese, AB e AC sao comensuraveis
com relacdo a unidade AP, entdo AB; e AC; também o serdo, como demonstrado nas Equagodes
(4.19) e (4.21).

Repetindo o procedimento, construimos um novo quadrado (ver Figura 4.11), agora sobre
a diagonal de AB{C1D1, marcando sobre AC; o ponto B; tal que BoCy = B1C.

Por B;, tracamos a perpendicular BoC> em AD;. Por C,, tracamos uma paralela a AB» e
por A, tragamos uma paralela a BC,. Essas paralelas se intersectam no ponto D e também sao
perpendiculares. Dessa forma, obtemos o quadrado AB,C> D, com a diagonal sobre AD;.

Esse processo pode ser replicado indefinidamente, até que os segmentos AB,, e AC, se
tornem menores que a unidade de medida AP, por menor que seja o tamanho escolhido para
AP.

Mas, por hipétese temos que AB e AC sdo medidos por AP, e mostramos que AB; e
AC; também se medem por AP, assim como todos os AB,, e AC,, serdo medidos pela unidade
AP. Mas, em determinado momento, apés um ndmero suficiente de quadrados construidos
sobre a diagonal daquele imediatamente maior, teremos AB, < AC,, < AP, ou seja, obteremos

um quadrado de lado AB,, e diagonal AC,, cujos comprimentos sdo menores do que a unidade
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de medida AP, que é uma contradi¢do, mesmo que a unidade AP tenha sido escolhida muito
pequena.

Em outras palavras, a contradi¢do se d4 pelo Lema de Euclides, Defini¢do 4.2 como ja
visto, afirma que se as quantidades sucessivamente retiradas de um segmento forem maiores
do que a metade dos restos precedentes, estes restos podem ser tornados menores do que qual-
quer quantidade dada anteriormente. Logo, ndo podemos ter um resto menor que a unidade
de medida AP, mas se tomarmos uma unidade de medida AP; tal que AP; < AP ou até outra
unidade AP, menor que AP;? A demonstracao ndo estd concluida. Precisamos ainda mostrar
que todos os segmentos AB,, e AC,, possiveis de serem obtidos podem ser tornados menores do
que qualquer quantidade dada. Serem menores que AP nao basta.

Para mostrarmos que AB, ¢ AC, podem ser tornados menores que qualquer unidade
de medida dada, revisitaremos a Definicdo 4.2 e lhe faremos uma interpretacdo geométrica,
aplicando-a em dois segmentos de reta.

A Figura 4.12 mostra um segmento UV tomado como unidade de medida para o segmento
XZ. Retirando deste ultimo um segmento X X; maior que metade de XZ resta o segmento X Z.
Repetindo o processo, retiramos de X;Z o segmento X1 X, > %Xlz e, assim sucessivamente, te-
remos um segmento X;Z < UV para qualquer UV por menor que seja. Esse resultado é garantido

pelo Lema de Euclides apresentado na Defini¢ao 4.2.

Figura 4.12 — Segmentos UV e XZ.

Fonte: Autoria prépria.

O lado de um quadrado € maior que metade de sua diagonal, observe o quadrado MNPQ

da Figura 4.13, cujo lado € igual a [.

Figura 4.13 — Quadrado MNPQ de lado [ e diagonal MP.

l

Fonte: Autoria propria.
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Vamos mostrar que o lado MN é maior que metade da diagonal MP.

Demonstracdo. Considere o tridngulo retangulo MNP de lados MN = NP = [. Sua hipotenusa
MP, pelo Teorema de Pitdgoras é dada por

(MP)> = (MN)?>+ (NP)?
(MP)> = (MN)?+ (NP)?
(MP)* = (1)*+(1)?
(MP)? = 2/
MP = V22
MP = V2. (4.22)
2

Por hipétese, vamos considerar que [ > =5 e multiplicando ambos os membros dessa

2-1 > 2. (%§>

20 > V2. (4.23)

desigualdade por 2, temos:

Dividindo por / ambos os membros de (4.23), dado que / > 0, a desigualdade se mantém,
logo,
2>1/2. (4.24)

Note que v/2 ~ 1,4142135... < 2, portanto, a medida do lado / de um quadrado é maior

que metade da medida de sua diagonal. 0

Voltando ao caso da prova de incomensurabilidade, entre AB e AP, em cada quadrado que
inserimos na Figura 4.11, o lado e a diagonal dos novos quadrados sdo sempre menores que 0O

lado e a diagonal do quadrado anterior, dessa forma, temos:
(i) ABy < JAB
(ii) AC) < JAC

Para provar o item (i), ja definimos que AB; € o lado do quadrado e AC; € a diagonal.

Somando BC; em ambos os membros de (i), temos:
AB1+ BC; < AC| + B(y, (4.25)
mas AC| + BC; = AB e BC| = ABjy, logo

1
AB)+AB) =2AB) <AB <= AB) < JAB. (4.26)
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Para provar o item (ii) vamos recorrer a uma constru¢cdo auxiliar no quadrado ABCD,

conforme a Figura 4.14 a seguir.

Figura 4.14 — Construgao do tridangulo retangulo C;AN.

@ U

Fonte: Adaptado de Roque (2012, p.130).

Para obtermos o tridngulo retangulo C;AN, tracamos uma reta por C; paralela a AB e um
arco de circunferéncia de centro em A e raio AM = %AC onde marcamos o ponto N. Esse arco
intersecta a perpendicular a AB que passa por C no ponto N, obtendo o triangulo desejado.

Note que AM = AN pois ambos sdo raios do arco MN. Se AN € hipotenusa e AC| é um
cateto,

1 1
AC) <AN = EAC = AC| < EAC' (4.27)

Conclui-se que, dado um quadrado, € possivel construir um outro quadrado, sobre o lado
e a diagonal do primeiro e quando seu lado e sua digonal sdo comensuraveis, o lado e a diagonal
do novo quadrado também sdo. Porém, de (i) e (ii), ao repetirmos indefinidamente a constru¢do
destes quadrados, obteremos apds um certo nimero de iteracdes um quadrado tal que seu lado e
sua diagonal sdo comensurdveis e menores que AP, o que € uma contradic¢ao, pois ndo é possivel
medir um segmento por uma unidade e mostrar que esse segmento € menor que a unidade pré

estabelecida. Logo, observando a Figura 4.11, a antifairese entre os segmentos AB e AC é:
e AB cabe 1 vez em AC e resta ABj;
e ABj cabe 2 vezes em AB e resta AB»;

e AB; cabe 2 vezes em AB; e resta ABs3.

O procedimento continua indefinidamente de modo que a antifairese apresentada pode ser

escrita como Ant[AB,AC] = (1,2,2,2,...), ou seja, essa antifairese ndo termina. Na concepgao
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da época, "o inconveniente residia no fato de o procedimento ndo terminar, o que caracterizava
uma ma antifairese." (ROQUE, 2012, p.130). Esse fato implicava entdo na incomensurabili-
dade de AC em relacdo a AB, ou seja, a diagonal do quadrado ndo podia ser medida em fungao
do seu lado. Portanto, a diagonal AC e o lado AB do quadrado da Figura 4.14 sdo grandezas
incomensuraveis entre si. (c.q.d)

Para Roque (2012, p.130), entre os séculos V e IV a.E.C. os resultados de impossibilidade
nao necessitavam ser provados e o infinito era tratado de forma paradoxal.

Segundo Eves (2004, p.418) o filésofo Zendo de Eléia (cerca de 450 a.E.C.) foi um dos
primeiros a apontar para as dificuldades 16gicas sobre a subdivisdo infinita de grandezas.

Zenao engendrou dentro do pensamento da época dois paradoxos que tiveram influéncia
marcante na matematica grega, que sO foram solucionados dois mil anos depois, com o desen-
volvimento da linguagem algébrica adequada e com os estudos de limites de somas infinitas.

Sao eles:

* A Dicotomia: Se um segmento de reta pode ser subdividido indefinidamente, entdo o
movimento € impossivel pois, para percorré-lo, € preciso antes alcancgar seu ponto médio,
antes ainda alcangar o ponto que estabelece a marca de um quarto do segmento, e assim

por diante, ad infinitum. Segue-se entdo, que 0 movimento jamais acontecera.

* A Flecha: Se o tempo € formado de instantes atdmicos indivisiveis, entdo uma flecha em
movimento estd sempre parada, posto que em cada instante ela estd numa posi¢ao fixa.

Sendo isso verdadeiro em cada instante, segue-se que a flecha jamais se move.

As duas situacdes envolvidas nesses paradoxos eram contra-intuitivas, desafiavam os sen-
tidos e o senso comum e, para Eves (2004), excluiram os infinitésimos da geometria grega.

Um caso interessante da necessidade de se produzir novos estudos em geometria envol-
vendo a existéncia j4 comprovada de grandezas incomensurdveis € ilustrado por Eves (2004,

p.176) e diz respeito a Proposicao 1.38 dos Elementos.

Proposicao 4.2. (Proposicdo 1.38 dos Elementos) Tridngulos que tem bases iguais e estdo entre

as mesmas paralelas sdo iguais entre si.

Apesar da proposi¢do acima ter sido demonstrada nos Elementos, ela consistia em fato ja
ha muito conhecido, inclusive pelos pitagéricos. Ao considerar que os segmentos usados sao

comensuraveis, pode ser provada de forma simples, conforme a demonstracdo a seguir.

Demonstragcdo. A Figura 4.15, mostra os tridngulos ABC e ADE cujas bases BC e DE estdo

sobre a mesma reta MN.
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Figura 4.15 — Triangulos ABC e ADE com bases sobre MN paralelo a reta s.

A

M@

Fonte: Autoria prépria.

Supondo que existe comensurabilidade entre BC e DE, existem as unidades de medida
m e n que medem BC e DE respectivamente. Marcando os pontos de divisdo em BC e DE e
ligando esses pontos ao vértice A, dividimos o triangulo ABC em m tridngulos menores todos
de mesma 4rea, assim como o tridngulo ADE fica dividido em n tridngulos menores, também
todos de mesma drea.

Dessa forma, como BC e DE sido comensuraveis, temos:

S(ABC) _m _ BC
S(ADE) — n ~ DE’ (4.28)

onde S(ABC) e S(ADE) denotam as dreas dos tridngulo ABC e ADE, respectivamente. O

De posse da existéncia de grandezas incomensurdveis, a igualdade = = % sO se verifica

se a razao g—% ¢ racional pois o nimero 7' € racional. Mas se BC ou DE sdo incomensuraveis

entre si, a razdo g—g ndo pode ser igual ao racional °*. E esse ¢ apenas um exemplo, entre
inumeros outros envolvendo razdes e propor¢des, que a partir da descoberta das grandezas
incomensuraveis, sé se verificavam validos em caso de comensurabilidade entre as grandezas
envolvidas.

Diante desse fato, surgiu a necessidade de se desenvolver uma teoria de proporcdes que
pudesse funcionar quando as grandezas nao sao comensuraveis, o desenvolvimento dessa teoria

se deve a Eudoxo, e € discutida e demonstrada no Livro V dos Elementos de Euclides.

4.3.3 A Teoria das Proporcoes de Eudoxo

A teoria das proporg¢des entre quatro grandezas que apresentaremos € atribuida ao filésofo
platonico Eudoxo, nascido em torno de 400 a.E.C., discutida no livro V dos Elementos.

Essa teoria traz um alto nivel de abstracdo e complexidade para os padrdes da época e
Euclides a usa para demonstrar varios resultados em sua obra Elementos. Para Roque e Carvalho

(2012, p.102) as abordagens do tema razao e propor¢ao ndo seguem uma sequéncia cronolégica
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nos Elementos, pois a teoria exposta no livro V é muito mais complexa do que as proposicoes
sobre razdes de livros posteriores.

Como exemplo, Roque e Carvalho (2012) citam a Proposi¢ao VII.19 dos Elementos que
afirma explicitamente a condicdo moderna de que a relacdo de proporcionalidade a : b :: ¢ : d
equivale a igualdade a-d = b-c.

Afirmam também que na proposicao 16 do Livro VI dos Elementos é dado um critério
para a proporcionalidade de quatro segmentos de reta: "Se quatro segmentos de retas sdo pro-
porcionais, o retangulo formado pelos extremos € igual ao retangulo formado pelos meios (e
reciprocamente).” Ou seja, os retdngulos de lados medindo a e d e o retangulo de lados me-
dindo b e ¢ tétm a mesma drea, porém, s6 é verdade para retangulos formados por segmentos

comensuraveis. Na notacdo atual, fica da seguinte forma:

a ¢
—=—-%a-d=b-c, (4.29)
b d
onde a-d e b-c sdo areas de retangulos cujas dimensdes sdo segmentos comensuraveis.
As definicdes a seguir constam no livro V dos Elementos, sdo atribuidas a Eudoxo e

servem para quaisquer tipo de grandezas.

Definicao 4.3. (Definicdo V.3. dos Elementos) Uma razdo é um tipo de relagcdo que diz respeito

ao tamanho de duas grandezas de mesmo tipo.

Esta definicdo € elementar, pois sabemos que s6 podemos comparar grandezas de mesma
espécie, formar razdes entre duas dreas por exemplo, a fim de encontrar quantas vezes uma €

maior ou menor que a outra.

Definicao 4.4. (Definicdo V.4. dos Elementos) Diz-se que duas grandezas possuem uma razdao

entre elas se estas grandezas, quando multiplicadas, podem se ultrapassar mutuamente.

Podemos entender a Defini¢do 4.4 ao considerar que existem m e n inteiros tal que as

grandezas a e b satisfazem a seguinte condi¢do: m-a > n-b.

Definicao 4.5. (Definicdo V.5. dos Elementos) Diz-se que grandezas estdo na mesma razdo,
a primeira para a segunda e a terceira para a quarta quando, se quaisquer equimiiltiplos da
primeira e da terceira, e outros quaisquer equimiiltiplos da segunda e da quarta, sdo tais que
os primeiros equimiiltiplos ultrapassam, um a um, os segundos ou sdo iguais a estes ou sao

menores, que os tltimos equimiltiplos considerados na ordem correspondente aos primeiros.

Para entendermos a Defini¢do 4.5, vamos considerar quatro grandezas quaisquer, de mesma
espécie, a, b, c e d que estdo em proporcao. Nos Elementos, uma propor¢ao é representada da
seguinte forma: a : b :: ¢ : d. Note que ndo se usava a notagcdo de fracdes, possivelmente porque

caso as grandezas sejam incomensuraveis, as razdes entre elas nio sao fragcdes.
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Dessa forma, dadas quatro grandezas de mesma espécie, a, b, c e d elas estdo em propor-

cdo quando para quaisquer m e n inteiros tem-se
i) ma>n-bem-c>n-d,
ii) ma=n-bem-c=n-d,
iii) m-a<n-bem-c<n-d.

O caso (ii) se verifica apenas quando as grandezas sdo comensurdveis. J4 os outros dois
casos, podem ser analisados sabendo que eles estabelecem uma teoria para as propor¢des entre
quaisquer tipos de grandezas de mesma espécie, comensuraveis ou nao.

Para ilustrar os casos (i) e (iii), apresentaremos dois exemplos com valores numéricos

atribuidos as grandezas e aos inteiros m e n.

Exemplo 4.7. Vamos estabelecer que a grandeza A tem medida 1, a grandeza B mede /2, C
mede % e D mede \/Ti Faremos a inspecdo do caso (i) utilizando os inteiros m =3 e n =2,

temos que verificar inicialmente se as grandezas envolvidas formam uma proporgdo.

Resolucao.

= — (4.30)

verificou-se entdo a proporcdo entre as grandezas escolhidas.

Do caso (i) , temos,

m-Aad>n-B=—m-C>n-D

3.4=3-1=3>2V/2=2,828...=2-B
1 2
:>3-C:3~§:1>2~§:O,942...:2~Q). (4.31)
Pode-se estimar que a diferenca entre 34 e 2B ¢ 0,172..., que corresponde a aproxima-

damente o triplo da diferenga entre 3C e 2D que é 0,058....

Exemplo 4.8. Para verificar o caso (iii), usaremos os mesmos valores para as grandezas do

Exemplo 4.7 mas comm =7 e m = 5.

Resolucao.
Como jd verificamos a propor¢do no exemplo anterior, inspecionaremos o caso (iii) para

os valores dados.
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m-A<n-B=—m-C<n-D
54=51=5<7V2=9,899..=7-8
1 2
:>5~C:5-§:1,666...<7-%:3,299...:7-Q). (4.32)
Pode-se estimar que a diferenca entre 1B e 5S4 é 4,899..., que corresponde a aproxima-

damente o triplo da diferenga entre 1D e 5C que é 1,633....

Dessa forma, a ideia de proporcionalidade verificada entre segmentos dados mostra que
expandindo (ou contraindo) os dois primeiros de certa quantidade, os dois outros também serao
expandidos (ou contraidos) da mesma quantidade, conforme afirma Roque (2012, p.197).

De posse de uma teoria que insere a incomensurabilidade dentro dos estudos das propor-
¢oes podemos demonstrar a Proposi¢ao VI.1 dos Elementos de uma forma mais geral, conside-

rando a existéncia de grandezas incomensuraveis.

Proposicao 4.3. (Proposicdo VI.1 dos Elementos) Tridngulos (e paralelogramos) de mesma

altura estdo entre si como suas bases.

Demonstracdo. Dados os triangulos ADC e ACD, conforme Figura 4.16, mostraremos que

existe a seguinte propor¢ao entre suas bases e suas areas:

BC ABC
— = S ) (4.33)
CD S(ACD)
ou, conforme registrava-se a época de Euclides,
BC:CD:: S(ABC) : S(ACD). (4.34)

Essa tltima notacdo se mostra mais conveniente para representar razdes, pois evita o uso

de fracdes. A rigor, razdes entre grandezas incomensurdveis nao sao fragdes.

Figura 4.16 — Triangulos ABC e ADE com bases sobre MN.

Fonte: Adaptado de Eves (2004), p.177.
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Conforme a Figura 4.17, construiremos a esquerda de BC os segmentos BG, GH, HM,
MMy, MiM; | comi=1,2,3...,m todos congruentes a BC que, juntamente com BC, perfazem
um total de m segmentos. A direita de CD construiremos o0s segmentos DK, KL, KN, N1 N,,
N;Niy1 com i = 1,2,3...,n que, juntamente com CD, somam um total de n segmentos todos

congruentes a CD.

Figura 4.17 — Triangulos com bases sobre MN.

Fonte: Adaptado de Eves (2004), p.177.

Pela definicdo V.5 dos Elementos devemos ter que qualquer multiplo de BC seja maior
que um multiplo de CD entdo o mesmo multiplo do tridngulo ABC deve ser maior que 0 mesmo
multiplo de ACD. Quando cita os triangulos ABC e ACD, Euclides quer se referir as suas areas
e dependendo do contexto, tridngulos iguais, significa que suas dreas sio iguais.

Pela construgdo apresentada na Figura 4.17, e sabendo que se multiplicarmos a base de

um tridngulo por um racional p sua drea também serd multiplicada por p, temos:
* adrea do tridAngulo ABH é tal que S(ABH) = m - S(ABC) pois HB = m- BC;
* adrea do tridngulo ALC é tal que S(ALC) =n-S(ADC) pois CL =n-CD.

Ainda, observando a Figura 4.17, ao multiplicarmos a base BC por m, obtendo os tridngu-
los a esquerda do segmento AC sendo esse produto maior que a base CD quando multiplicada
por n, a area do triangulo a esquerda de AC é maior que a area do tridngulo a direita de AC,
assim,

m-BC >n-CD = m-S(ABC) > n-S(ACD), (4.35)

ocorrendo uma situagdo anédloga no caso de m-BC < n-CD.
Portanto, considerando quaisquer segmentos nio degenerados, sendo eles comensurdveis
ou nao, temos que
BC:CD :: S(ABC) : S(ACD). (4.36)

]
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A proposi¢do VI.2 dos Elementos pode ser considerada uma extensdo ao Teorema de
Tales e, de posse da teoria das propor¢des de Eudoxo, sua demonstracido pode ser construida

sem preocupacdo de serem ou ndo comensuraveis as grandezas usadas.

Proposicao 4.4. (Proposicdo V1.2 dos Elementos) Uma reta paralela a um dos lados de um

triangulo divide os outros dois lados proporcionalmente.

Demonstracdo. Seja ABC um triangulo qualquer e DE um segmento sobre uma paralela ao lado

BC, conforme a Figura 4.18. Aplicaremos a Proposic@o 4.3 e mostraremos que:
BD :DA :: CE : EA, 4.37)

onde BD, DA, CE e EA sdo segmentos sobre os lados do tridangulo ABC da Figura 4.18.

Figura 4.18 — Triangulo ABC com uma reta r paralela a base BC.

Fonte: Autoria propria.

Os triangulos DEB e DEC possuem areas iguais, pois seus respectivos vértices B e D estao
sobre o segmento BC, paralelo a base comum DE. A Proposi¢ao 4.8 (Proposi¢ao 38 do Livro
I dos Elementos), garante que tridngulos que tém bases iguais e um terceiro vértice variando
sobre uma paralela a essa base possuem a mesma area.

E na sequéncia, pela Proposi¢do 4.3, temos que:
BD : DA :: S(DEB): S(ADE) e CE :EA:: S(DEC):S(DAB). (4.38)
Mas S(DEB) = A(DEC), portanto
BD :DA :: CE : EA. (4.39)

]

Independente das origens do descobrimento das grandezas incomensuraveis, o desenvol-
vimento e posteriormente as aplicacdes da Teoria das Propor¢des de Eudoxo resolveram de
forma eficiente as implicagdes dessa descoberta. Eudoxo possibilitou enunciar teoremas ge-
rais validos para quaisquer tipos de grandezas, até entao os resultados obtidos por matematicos

anteriores a ele s6 serviam para casos de grandezas ou nimeros comensuraveis.
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Aliando a teoria das proporcdes com o método da exaustdo, teriamos o inicio de um
caminho para inserir no contexto grego os processos com cdlculo infinitesimal, assim como fez
Arquimedes ao construir uma demonstracao essencialmente geométrica para a quadratura de

um segmento parabdlico.

4.3.4 A Quadratura da Parabola

A aplicacio do principio da exaustdo para uma demonstragdo geométrica da quadratura
da pardbola, onde a drea de um segmento parabdlico qualquer € igual a quatro ter¢os da drea
do tridngulo nele inscrito cuja base é a mesma base do segmento, segundo Assis (2019), foi
antecedida por uma demonstracgao fisica.

Para esse calculo Arquimedes utilizou sua Teoria das Alavancas registrado em um tratado
enviado por Arquimedes em forma de carta a Eratdstenes, intilutado O Método. Em Assis
(2019) o leitor podera encontrar de forma detalhada os procedimentos usados para a obtencao
mecanica da drea do segmento parabdlico.

A ideia fundamental dessa técnica consiste em cortar a regido correspondente em um
nimero muito grande de tiras planas no caso de dreas, ou fatias muito finas no caso de volumes,
pendura-se entdo, as partes em que os objetos foram decompostos numa das extremidades de
uma alavanca hipotética de tal maneira a estabelecer o equilibrio com uma figura de area ou
volume e centro de massa conhecidos, dessa forma, obtendo o resultado procurado.

A Figura 4.19 representa a alavanca horizontal y0 em equilibrio horizontal ao redor do
fulcro x (o fulcro € o ponto de apoio da alavanca, e sua posi¢do em relagdo as extremidades €
o que define o equilibrio) com a drea parabdlica afy apoiada sobre 0, enquanto que o tridngulo
oy€ fica distribuido ao longo do segmento YK, e o centro de massa do tridngulo é colinear ao

segmento V0.

Figura 4.19 — Esquema de alavanca usado por Arquimedes.

Fonte: Adaptado de Assis (2019, p.78)
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Arquimedes precisava conhecer o resultado a ser atingido para determinar a drea do seg-
mento parabdlico (ou quadrar o segmento), o método da exaustdo, apesar de ser rigoroso, sO
possibilita provar ou refutar um resultado ja conhecido. Eves (2004, p. 421), observa que
"dos antigos, quem aplicou de maneira mais elegante 0 método de exaustdo e quem mais se
aproximou da atual e verdadeira integracdo, sem divida foi Arquimedes".

Nos tempos de Arquimedes (287 — 221 a.E.C), uma pardbola era definida pela seccdo de
um cone circular reto (Figura 4.20). Como o cone € reto, o angulo ZACB é reto e AC = BC,

pois o tridngulo ABC € isOsceles.

Figura 4.20 — Parabola obtida de um cone reto.

Fonte: Adaptado de (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.139).

A parébola é obtida quando seccionamos este cone por um plano (WTRS) perpendicular
a geratriz CB, conforme representado na Figura 4.20. O ponto P onde tal plano intersecta a
hipotenusa do tridangulo CKB é chamado vértice da pardbola. A intersec¢do deste plano com a
base do cone € a reta QQ’, denominada "base" da parédbola e o eixo de simetria é 0 segmento
que une P ao ponto médio de QQ’ ou seja, o segmento PV.

Suponhamos que a drea do tridngulo PQQ’ é igual a T, conforme Figura 4.21.

Arquimedes demonstra que a area do segmento parabolico de base QQ’ é % da édrea do
triAngulo QPQ’ inscrito nesse segmento (ver Figura 4.21).

A demonstracdo encontrada em Roque e Carvalho (2012, p. 138-146) apresentando e, em

alguns casos, demonstrando as proposi¢cdes que se seguem.

Proposicao 4.5. Se por um ponto P de uma pardbola tracarmos a reta PV que é o proprio eixo

da pardbola ou é paralela a esse eixo, e se QQ' é uma corda paralela a tangente da pardbola
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Figura 4.21 — Segmento de pardbola exaurido em tridngulos.

Fonte: Autoria propria.

por P e que corta PV em 'V, entdo QV = VQ'. Reciprocamente, se QV =V Q', a corda QQ'

serd paralela a tangente por P.

A Figura 4.22 mostra a reta tangente em P, paralela a base QQ' do segmento parabélico

oPQ'.

Figura 4.22 — Reta tangente em P paralela a QQ'.

Fonte: Autoria propria.
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Proposicao 4.6. Se por um ponto da pardbola tracarmos uma reta que é o eixo ou é paralela
ao eixo da pardbola, como PV, e se por dois outros pontos da pardbola Q e R tracarmos retas

paralelas a tangente a pardbola por P e que cortam PV, respectivamente em'V e W, entdo
PV : PW :: (QV)*: (RW)? (4.40)

A Figura 4.23 mostra os segmentos envolvidos na proporcao (4.40).

Figura 4.23 — Segmentos envolvidos na Propor¢ao (4.40).

Fonte: Autoria propria.

A proporcdo apresentada na Proposi¢do 4.6 era denominada pelos gregos como o "sin-
toma da pardbola". Substituindo-se PV =y, PW =y, QV = x e RW = x’ na relagdo (4.40),

obtemos:
2 2 y X2
PV :PW :: (QV)": (RW) = ; = )?, (4.41)

sendo a constante de proporcionalidade k um ndmero real positivo, segue que,
y=k-x*. (4.42)

As Proposi¢des 4.5 e 4.6 nao foram demonstradas por Arquimedes, 0 mesmo remete essas
demonstracdes ao livro de Euclides onde sdo discutidas as conicas, dado como perdido.
O resultado da proposi¢do a seguir pode ser melhor compreendido quando acompanhamos

sua demonstracao observando os elementos representados na Figura 4.21.

Proposicao 4.7. Seja P o vértice, Q um ponto qualquer sobre a pardbola e R o ponto no
segmento parabolico no qual a tangente é paralela a PQ. Seja M o ponto em que a paralela ao

eixo da pardbola por R corta QQ', um segmento paralelo a tangente por P. Entdo PV = %RM.

Demonstragdo. Da propor¢ao

. P - 2. » PV (gv)?
PV PW 5 (QV): (RW) = 0 = s, (4.43)
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mostraremos que PV = %‘RW.

Pela Proposicao 4.5, Y € ponto médio de PQ pois a reta S é paralela a PQ e RM paralelo
aPVv.

Os triangulos PV Q e Y OM sdo semelhantes pois os segmentos PV e Y M sao paralelos e
o angulo ZPQV € um vértice comum aos dois tridngulos, logo, A PQV ~A YQOM.

Se Y divide PQ ao meio, M divide VQ ao meio e, dessa forma, M € ponto médio de V Q,
logo QV =2MV.

Sendo WV = RM, temos

PV =PW+WV =PW +RM. (4.44)

Dado que QV = 2MV, por construgdo sabemos que RW = MV, substituindo esses valores

e também a Equacdo (4.44) em (4.43), vem

PW+RM  (2MV)?
PW  (MV)?
_ 4MV)?
- (Mv)?

= 4

PW+RM = 4PW

RM = 3PW
W RM

3
3PW = RM. (4.45)

Sendo WV = RM entao 3PW = WYV e, pela Figura 4.21, temos que PV = PW +WV,
portanto, PV = %RM . [l

Para seguir com a demonstracao, usaremos o resultado da Proposi¢do 4.8 cuja demons-
tracdo serd omitida por se tratar de um fato basico e muito conhecido, porém esse resultado serd

usado em varios outros momentos desse trabalho.

Proposicao 4.8. (Proposicdo 1.38 dos Elementos) Tridngulos que tem bases iguais e estdo entre

as mesmas paralelas sdo iguais entre si.

De forma simples podemos interpretar o resultado da Proposi¢do 4.8 através do modo
como calculamos a drea de um tridngulo, ou seja, S(A) = %, onde b € a base e h € a altura
desse tridngulo. A Figura 4.24 mostra os tridngulos ABC e MNP, de bases congruentes, com

AB sobre areta s, MN sobre a reta r e r paralela a s.



72

Figura 4.24 — Triangulos ABC e MNP entre as paralelas r e s.

Fonte: Autoria propria.

Note que as alturas h; e hp sdo iguais devido ao paralelismo das retas, entdo, se temos
bases iguais e alturas iguais, para dois tridngulos diferentes, isso implica que suas dreas sao
iguais.

A partir da préxima proposi¢do, o trabalho de demonstracdo busca encontrar relagdes

entre os tridngulos inscritos no arco parabdlico de base QQ/, ilustrados na Figura 4.25.

Proposicao 4.9. Seja QQ' a base e P o vértice de um segmento parabélico PQQ'. Seja R o ponto
do segmento parabdlico no qual a tangente é paralela a PQ. Entdo, S(A PQQ') =85(A PRQ).

Demonstragdo. Podemos provar que S(A PQV) =45(A PQR), pois os tridngulos PQV e PQ'V
tém a mesma drea, dado que QV = Q'V e se por P passa uma paralela a QQ’, pela Proposi¢do
4.5, estdo sobre as mesmas paralelas.

Ligando os pontos P e M, na Figura 4.25 iniciaremos a demonstracdo da Proposicao 4.9,
mostrando que a drea do triangulo POM € duas vezes a drea do tridngulo PRQ. Em seguida,
provaremos que a drea do triangulo PMV também € duas vezes a drea do tridngulo PRQ, pois
S(APQV)=5(APOM)+S(A PMV)=45(A POR).

Figura 4.25 — Tridngulo inscrito no segmento parabélico QPQ'.

Fonte: Autoria propria.
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Pela Figura 4.25 temos que,

S(APOM)=S(APYM)+S(AYOM). (4.46)
Temos também que,

S(A POR) = S(A PRY)+S(A RQY). (4.47)

Os triangulos PQV e Y OM tém o mesmo angulo no vértice Q e por construcdo PV é para-
lelo a Y M logo, sdo semelhantes. Se M o ponto médio de QV, QV = 2MQ entdo a semelhanca
garante que PV =2YM.

Da Proposicdo 4.7, PV = 2RM e PV = 2Y M. Considerando também que RM = RY +YM
(veja Figura 4.21) segue que

4
PV = —RM

3

4
M = (R +YM)

6YM = 4(RY +YM)

6YM = ARY +4YM

2YM = 3PW

YM = 2RY. (4.48)

Como a base do tridngulo QRY estd sobre o segmento MR, assim como a base do tridngulo
QY M e os vértices opostos as bases estdo no mesmo ponto, considerando a paralela a NR por Q,
aplicando a Proposicao 4.8 e considerando a Equag@o (4.48), temos S(A QY M) = 25(A QRY).

Em relacdo aos tridangulos PYM e PRY, nota-se que P € um vértice comum e a base YM
do A PMY ¢ o dobro da base RY do A PRY, logo, S(A PYM) =25(A PRY).

Dessa forma, j4 mostramos que

S(A QYM) =25(A QRY) (4.49)
e

S(APYM)=25(A PRY). (4.50)
Logo,

S(A POM) =25(A PRQ), (4.51)
pois

S(a POM) = S(A PYM) +S(5 YOM). (4.52)
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Como M € ponto médio de V Q e sendo P um vértice comum, as dreas dos triangulos POM

e PMV sio iguais e segue que
S(A PQV)=45(A POR). (4.53)
Observamos também na Figura 4.21 que Q'V = QV e P é vértice comum, portanto
S(a PQQ) =25(a PQV) =85(A POR). (4.54)

]

Finalmente, acumulamos todos os resultados necessdrios para mostrar como Arquimedes
construiu o raciocinio que demonstra a quadratura da pardbola pelo método da exaustdo, pro-
vando que a drea do segmento parabdlico € igual a quatro ter¢os da drea do tridngulo inscrito
nesse segmento, esse resultado serd demonstrado a seguir.

A Figura 4.26 mostra n iteracdes construindo-se tridangulos nas dreas restantes entre o

triAngulo PQQ’ € o segmento de pardbola de base QQ’ e drea S.

Figura 4.26 — Segmento de pardbola exaurido em triangulos.

Fonte: Autoria propria.

A drea do segmento parabdlico de base QQ’, denotada por S é S = %T onde T € a 4rea do
tridAngulo PQQ’.



75

Como
T =5(a POQ') =85(A POR) =8S(PR'Q) (4.55)
€
, PP | T
T=5(A PQQ):SS(PRQ):§T+§T:Z, (4.56)

pelo resultado em (4.56), temos que a soma das dreas dos tridngulos construidos sobre o lado
do tridngulo anterior e o arco de pardbola delimitado pelos vértices do maior tridngulo de cada
iteracao é

T

S(a POR)+S(a PO'R) = ZR’M
S(A PSR)+S(A PUR)+S(APS'R+S(ARU'Q) = 41—T6 = 412. (4.57)

O método da exaustao permite prosseguir com o0 processo € construir tridngulos cada vez

menores na diferenga de dreas entre a pardbola e o poligono QRPR'Q’ e, usando o resultado

rT T
49429435

mento parabdlico seria a soma das dreas de todos os tridngulos obtidos, ou seja,

anterior, teremos tridngulos de areas ., tantas vezes quanto possivel, e a drea do seg-

T T T T
T+Z+4_2+4?+m+4"_*17 (4.58)
para n etapas sucessivas.

Desse momento em diante, resta provar que a soma (4.58), denotada por S €

4
S = §T. (4.59)

Nesse ponto, o problema consistia em uma soma infinita segundo a nossa concepgao,
porém para a matematica vigente no tempo de Arquimedes, o infinito ndo podia ser exaurido
(ver Secdo 2.5, Paradoxos de Zendo) e os gregos da época ndo possuiam as ferramentas moder-
nas de cdlculo infinitesimal. Dessa forma, seus argumentos eram bastante distintos dos atuais.
Atualmente, um estudante do Ensino Médio pode efetuar a soma dada em (4.58) aplicando a
férmula para o cédlculo da soma de termos de uma progressao geométrica. Logo, sua principal
ferramenta foi o método da exaustdo e dentro de seu paradigma, ele percebe a soma (4.58) como
uma soma finita de n termos.

Roque e Carvalho (2012, p. 114) acrescentam que ao demonstrar a proposi¢do seguinte,
Arquimedes deu o passo fundamental para obter a drea do segmento parabdlico sem usar soma

de séries infinitas.
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Proposicao 4.10. Dada uma sucessdo finita de dreas, A,B,C,D,...,Z, das quais A é a maior e,

cada uma das outras é quatro vezes sua sucessora, entdo

1 4
A+B+C+D—|—...+Y+Z—|—§ X 7 = 3 X A.

Demonstragdo. Pelo enunciado da Proposicao 4.10, sabemos que:

A=4B, B=4C, C=4D, ..., Y =4Z, (4.60)
e ao efetuarmos a soma
1 1 1 1 1
B+C+D+...+Y+Z+§B+§C+§D+...+§Y+§Z, (4.61)
note que
B+1 B 4B_A
37 373
1 4 B
C+-C = -C=-—
+3 3 3
D+1D = 4D—B
37 43
1 4 Y
74+ -7 — _7—_ 4.62
3 3 3 (4.62)

entdo vale a igualdade

A B Y A B Y, Z
—4—-+..+2)=B+CH+D+.. . +Y+Z+(Z+=+...+ )+ = 4.63
(F+3++3)=B+CHD+ AV +ZH(F+ 7+t 7))+ 3 (4.63)

Somando A a ambos os membros de (4.63) e como os termos entre parenteses sao simé-

tricos, temos

A 1
A+—- = A+B+C+D+.. . +Y+Z+ZZ

3

1
A+B+C+D+..+Y+Z+ §Z

3
4
§A. (4.64)

Como ja citado, a principal ferramenta para a quadratura da pardabola de Arquimedes foi
o Principio da Exaustdo de Eudoxo. O argumento desse principio consiste em provar que uma
area N inscrita em uma figura de area M ap0s n iteracdes de exaustdo, ndo pode ser maior nem
menor que a drea que a circunscreve (a area M), reduzindo ao absurdo as situagdes M > N e
M < N concluindo entdo que M = N. A esse tipo de prova, denominamos "dupla reducio ao

absurdo".
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De posse do que foi exposto e demonstrado até aqui, Arquimedes tinha em maos todos
os elementos e argumentos para demonstrar "A Quadratura da Pardbola" conforme veremos a

seguir.

Proposiciao 4.11. Qualquer segmento limitado por uma pardbola e uma corda QQ' é igual a
quatro tercos do tridngulo que tem a mesma base que o segmento e mesma altura que ele (ver

triangulo QPQ' na Figura 4.26).
Demonstracdo. Arquimedes precisava mostrar que
i) $>3T

i) S< 3T

conduzem a contradicdes e diante disso, poderia concluir que S = %T.

Para o caso (i), se S é maior que quatro tercos de 7', apds um certo nimero de etapas
de construgdes de tridngulos (ver Figura 4.26), teremos uma soma de areas desses triangulos
que é menor que S e maior que %T. Entdo, por hipotese, supondo que a soma das dreas desses
triangulos € um poligono de 4rea K, com K > %T e K <S.

Como K é a soma da drea de tridngulos, por (4.58) temos que

T T T T
K=T+=+—>+-—+.+—0 4.65
tytEt et (4.65)

Aplicando a Proposicdo 4.10, a soma S é

T T T T 1 T
Como a parcela entre parénteses € igual a K, temos
1 T
1 T 4
K =S—-—=—K<S=-T 4.67
3 4n-l < 37 (4.67)

contradizendo a hipétese de que K > %T.
Para o caso (ii), se S < %T, existe a diferenca %T —S =T, onde T é a area de algum
triangulo obtido na k-ésima iteracao do procedimento de exaustdo e 7y = 4kL—1'
T 1 1 T .4 T 1. T Cx .
Como Ty = gz > 3Tk = 3 =1 € 31 —S = gzt > 3 =1 pela Proposicdo 4.10 aplicada
a soma das dreas dos tridngulos inscritos no segmento parabdlico, segue que

1T 4 T T T T
e = T (TH o b 4.68
34173 ( +4+4f+ﬁ*"+ﬂ4)’ (4.68)
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logo
Tk:L_>lTk:l-L_:é—lT—(T+Z+£+1+...+L_). (4.69)
k=173 3 41 3 4 42 43 4k—1
Segue que
S<T+§+4£2+4Z3+...+4kil. (4.70)

O segundo membro da desigualdade (4.70) € a soma das areas dos tridngulos inscritos na
area S, ndo podendo ser maior que S, o que nos leva a uma contradig¢ao.

No caso (i) mostramos que a drea S do segmento parabdlico ndo é maior que quatro
tercos da drea do tridngulo nele inscrito e, no caso (ii), mostramos que S também nao é menor

que quatro ter¢os da drea desse tridngulo, portanto, S = %T. [l

Arquimedes provou geometricamente que qualquer segmento limitado por uma pardbola
e uma corda QQ’ tem drea igual a quatro ter¢os do tridngulo que tem a mesma base e mesma
altura inscrito no segmento. Observe o tridngulo QPQ’ da Figura 4.26.

Conforme Avila (2006, p. 128), apés a ocorréncia dessa série geométrica de razio 1/4 no
trabalho de Arquimedes, as séries geométricas sO voltaram a ser estudadas mais a fundo cerca
de 1500 anos mais tarde, no século XIV, em Oxford, na Inglaterra.

Atualmente, podemos determinar a drea de um segmento parabdlico através do uso da
integral, que de maneira elementar também pode ser entendida como um processo de decompor
uma figura em dreas conhecidas, "tantas quanto possiveis", ou infinitas, na concep¢do atual.
Lembramos aqui, que os gregos ndo exauriam ao infinito, a0 menos ndo hé evidéncias disso,
jé a teoria dos limites nos permite fazé-lo. No exemplo a seguir, mostraremos que a area de
um segmento parabdlico é quatro ter¢os da drea do tridngulo nele inscrito usando o Teorema
Fundamental do Calculo (TFC).

Exemplo 4.9. Aplicando o Teorema Fundamental do Cdlculo, mostre que a drea S do segmento
parabdlico de base AB da Figura 4.27, é quatro tercos da drea T do tridngulo ABC inscrito

nesse segmento.

Resolucao.
O tridngulo ABC tem drea T = 1 u.a., pois suabase éb=1—(—1)=2, esejay=f(x)=1 —x2
a fungdo representada no grdfico da Figura 4.27. A altura do tridngulo ABC é h = f(0) = 1.

Logo, a drea do triangulo ABC é

b-h 2-1

Mostraremos que a drea do setor parabolico de base AB e altura OC é %T, ou seja,

4.1=4
37 1=73
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Figura 4.27 — Segmento parabdlico de base AB e altura OC.

)

Fonte: Autoria prépria.

Entdo, pelo TFC, temos,

1 3\ (1 2 4
[ A Pvde= (- ’ —p_Z_2 4.72
S /1( x“)dx ( 3)_1 33 4.72)

Portanto, como T = 1 u.a., a drea do segmento parabdlico é quatro tercos da drea do

tridngulo nele inscrito, ou seja, S = %T.

Durante sua atividade como Matematico, Arquimedes também usou o principio da exaus-
tdo para calcular a drea do circulo, e deste procedimento, com algumas adaptacdes, encontrou
uma boa aproximagdo, porém racional, para a razdo entre a circunferéncia e o didmetro do
circulo, hoje conhecida como o niimero irracional 7.

Além da drea do segmento parabodlico, Arquimedes desenvolveu um estudo sobre espirais,
hoje intitulado "A espiral de Arquimedes”. Neste trabalho, conseguiu efetuar a trisseccao do
angulo, porém suas técnicas para abordar esse problema cldssico ndo eram as propostas por
seus antecessores gregos, que s permitiam o uso de régua nio graduada e compasso.

A respeito do estudo de area, os gregos também desenvolveram uma técnica que denomi-
navam "aplicagoes de dreas” exposto nas proposi¢des 15 a 19 do Livro VI dos Elementos de
Euclides. Esses estudos foram fundamentais na abordagem das conicas propostas por Apolonio.
Na terminologia matematica grega, aplicar uma figura poligonal a um segmento de reta dado

consiste no uso da Defini¢ao 4.28.

Definicao 4.6. Construir a figura poligonal solicitada de tal maneira que o segmento dado seja

um de seus lados.

A técnica de aplicacdes de dreas era uma boa ferramenta na resolucdo de equacdes e
eram solicitadas algumas condic¢des a respeito do poligono a ser obtido. Por exemplo, dado o

poligono ABCDE, "aplicar ao segmento de reta KL, um paralelogramo, com area igual a do



80

poligono ABCDE, significa construir um paralelogramo KLRS de que KL é um dos lados, e
cuja drea seja igual a drea de ABCDE." (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.158)
Podiam também fazer exigéncias como angulos previamente estabelecidos que deveriam

estar presentes no poligono resultante. A Figura 4.28 ilustra a citagdo do paragrafo acima.

Figura 4.28 — Aplicacdo de areas.

B C K L

Fonte: Adaptado de Roque e Carvalho, 2012, p.158

Apesar de reconhecermos a importancia que as aplicacdes de dreas tiveram no desen-
volvimento da matemaética, ndo nos aprofundaremos nesse assunto, pois estamos buscando os
topicos da Histéria da Matemaética que envolvem o calculo de drea que vem de encontro com
0 que iremos expor em nosso produto educacional. Pode-se encontrar uma interessante leitura
sobre esse tema em Roque (2012, pp. 179-188).

Ap6s Arquimedes, surgiram muitos outros matematicos cujos trabalhos foram de grande
contribui¢do para o desenvolvimento tedrico e conceitual desta ciéncia, tais como Apolonio,
Eratéstenes, Herdo, todos intimamente associados a escola de Alexandria, os chamados mate-
maticos alexandrinos, influenciados pela obra de Euclides. A escola de Alexandria se consoli-
dou como um notdvel centro de estudos que "permaneceu ativa desde a sua fundagao, por volta
de 300 a.E.C., até seu fechamento em 529 E.C. Sendo incendiada pelos arabes em 641 E.C."
(BRANDERBERG, 2017, p.14)

A cidade de Alexandria, no entendimento de Branderberg (2017), era um importante polo
comercial, cientifico e cultural fundada em 322 a.E.C. na foz do rio Nilo por Alexandre Magno.
A fundacdo da biblioteca de Alexandria fez com que a cidade se tornasse o centro mais impor-
tante do mundo em erudi¢do, suplantando a Academia de Platdao. Em seu auge, dispunha de
um acervo de mais de 600000 papiros, nimero nunca visto antes. Permaneceu como grande
centro intelectual da regido do Mediterraneo através dos periodos de dominagdo grega e poste-
riormente romana que ocorreram no norte da Africa, até sua destruicio em 641 E.C. devido a
um incéndio.

Depois da destruicdo da biblioteca de Alexandria, a hegemonia do conhecimento foi do-

minada pelos arabes nos séculos seguintes, estes também deram suas contribui¢des para o de-
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senvolvimento da Matematica. A respeito do cdlculo de drea, os registros mostram que usavam
o que era até entdo conhecido, aplicado a situagdes praticas, como na agrimensura € na cons-
trucao civil e militar. Em estudos mais tedricos, usavam uma abordagem geométrica aplicando
conhecimentos sobre dreas para a resolucdo de variados tipos de equagdes, conforme veremos

na préxima secao.

4.4 A MATEMATICA DO MUNDO ARABE

O rei egipcio Ptolomeu I construiu em 290 a.E.C. o Museu de Alexandria. Anexo a esse
museu havia uma grande biblioteca que segundo variadas fontes histdricas, reunia todo o saber
da época e suas obras mais conhecidas e consultadas pertenciam a Arquimedes e Euclides.

Com a expansdo da civilizacdo grega, a cidade de Alexandria passou a fazer parte da
Grécia. A essse periodo, os historiadores denominam "helenistico" e se caracterizou pelo ideal
de Alexandre, o Grande (356 - 323 a.E.C.) em difundir a cultura e o conhecimento gregos aos
territérios que iam além do mar mediterrneo, até a Asia central por ele conquistados. Essa
ideia vigorou durante sua vida de conquistas e apds sua morte em 323 a.E.C até a conquista da
Grécia por Roma em 146 a.E.C.

Duas décadas antes do incéndio da biblioteca de Alexandria em 641 E.C, com a chegada
dos romanos, a cidade vivia um clima de tolerancia. Sua biblioteca era frequentada por inu-
meros matematicos, pois em seu acervo havia muitas obras vindas da Grécia, onde os maiores
matematicos do mundo conhecido e dito civilizado viveram e escreveram seus legados.

Para Roque (2012), na segunda década do século IV, o cristianismo deixou de ser proibido
e foi instituida como uma das religides oficiais do império romano e paulatinamente se tornou
a Unica religido permitida. Essa decisdo ndo foi aceita de forma unanime em todo o império.
Haviam ainda muitos praticantes de outras religides, de forma geral, denominadas pagas, que
foram em certo momento perseguidas pelos novos cristdos. A biblioteca de Alexandria era
frequentemente visitada por pensadores e estudiosos que ndo haviam aderido a nova religido e
acredita-se que foi nesse contexto que se deu o derradeiro incéndio a biblioteca de Alexandria
em 641 E.C.

Segundo Eves (2004), duas décadas antes do tragico incéndio, um importante periodo da
historia se inicia. Trata-se da ascencdo da cultura mul¢umana, cerca de 620 E.C., fomentada
pelo surgimento do lider religioso Maomé. Esse profeta trouxe a regido um grande fervor
religioso, fazendo com que as tribos dispersas da Peninsula Ardbica se consolidassem em uma
grande nacdo, estendendo seus dominios através de lutas armadas, em um territério que ia da
India a Espanha, passando pela Pérsia, Mesopotidmia e norte da Africa onde se situava a cidade

de Alexandria. O movimento religioso fundado por Maomé chama-se Isla, existente até os dias
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atuais. Alexandria, no Egito, fazia parte do dominio desse movimento, e desde sua fundagdo,
sempre foi um grande centro de atividade intelectual.

A forma com que os drabes se apoderaram dos saberes gregos, muitos deles resgatados
da extinta biblioteca de Alexandria, foi de fundamental importancia para a continuidade do
desenvolvimento intelectual do ocidente. Os califas do oriente foram governantes esclareci-
dos e muitos tornaram-se grandes incentivadores da cultura erudita, dando espago para muitos
estudiosos se instalarem junto de suas cortes.

Para Eves (2004) tal costume possibilitou que indmeros trabalhos de astronomia, medi-
cina e matematica, especialmente gregos, fossem traduzidos para o drabe e preservados até che-
garem aos tempos da Europa pré renascentista, onde intelectuais europeus puderam retraduzi-
los para o latim e também para outros idiomas. Caso ndo houvessem esses esforcos de tradugdo
e preservacdo das obras do passado pelo califado arabe, um grande conjunto da ciéncia grega
e também hindu, dado que alguns califados estenderam seus dominios até as indias, seriam
tragicamente perdidos ao longo da Baixa Idade Média da Europa.

Roque e Carvalho (2012) observam que hd um salto gigantesco recorrente nos livros de
histéria da matemadtica entre o século III a.E.C., quando viveu Euclides, e o século XV E.C,,
quando a matematica voltou a se desenvolver na Europa. Mesmo que as primeiras universidades
tenham surgido na Idade Média, entre os séculos XII e XIII, em seus primoérdios, revisitaram e
deram um prolongamento dos saberes antigos influenciadas por correntes filosé6ficas platonicas
e aristotélicas, sem considerar os avangos desenvolvidos pelos islamicos entre os séculos VIII e
XIV E.C.

Sobre a matemadtica drabe desse periodo destacamos os primeiros passos do que conhe-
cemos hoje como Algebra, que a época, consistia em desenvolver técnicas para a resolucio de
equagdes, e grande parte das técnicas tinham sua justificativa inical na aplicagcdo de cdlculo de
area e, posteriormente, se consolidavam em procedimentos retdricos, onde "os argumentos da
resolu¢cdo de um problema sao escritos em prosa pura, sem abreviacdes ou simbolos especificos"
(EVES, 2004, p.206). Tais procedimentos possibilitavam resolver alguns tipos de equacdes cu-
jas formas gerais eram bem definidas, aplicando um algoritmo preestabelecido, conforme o tipo
de equacdo a que se pretendia solucionar.

O matemdtico mugulmano mais conhecido foi Al-Khwarizmi (790 - 850 E.C), cujo nome
deu origem as palavras "algoritmo" e "algarismo". Al-Khwarizmi foi um grande estudioso da
matematica grega preservada por seu povo e, junto de outros matematicos arabes, expandiu esse
conhecimento produzindo métodos sistematicos de resolucido de equacdes com a preocupagao
constante em generalizar esses métodos.

A palavra dlgebra deriva da palavra drabe al jabr utilizada para designar "restauragdo".

Esse termo aparece pela primeira vez no ocidente na obra "Tratado sobre o cédlculo de al jabr
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e al muquabala", escrita por Al-khwarizmi na Baixa Idade Média. Al muquabala significa
algo como balanceamento. Restauracdo e balanceamento eram as propriedades das equagdes
aplicadas pelos drabes nas suas resolucdes.

Para Al-Khwarizmi, ao estudar e modelar problemas semelhantes as atuais equacdes qua-
dréticas, as quantidades apareciam principalmente em trés formas: o jidhr (raiz em érabe), ou
shay (a quantidade desconhecida), o quadrado da quantidade desconhecida, designada pela pa-
lavra drabe mal que significa "tesouro” ou "possessdo”, além do nimero simples ou a constante
que em arabe € adad.

Al-Khwarizmi enumerou seis problemas, ou seis casos possiveis, enunciados por pala-
vras. Usaremos a notagdo algébrica moderna para a representacdo desses casos, conforme Ro-
que e Carvalho (2012, p.199):

1. Quadrados iguais as raizes: ax> = bx.

2. Quadrados iguais a um nimero: ax? = c.

3. Raizes iguais a um nimero: bx = c.

4. Quadrados e raizes iguais a um niimero: ax* + bx = c.
5. Quadrados e um nimero iguais a raizes: ax* + ¢ = bx.

6. Raizes e um nimero iguais a quadrados: bx + ¢ = ax.

Atualmente, sabemos que todos os tipos de equacdo citadas, sdo casos particulares da
forma geral ax” + bx + ¢ = 0 da equacdo quadritica, inclusive a do tipo do item 3, ao se fazer
a = 0. Acredita-se que a quantidade de casos para a mesma forma geral se deve ao fato de que,
a época, 0s nimeros negativos nao eram bem aceitos e nem compreendidos e a subtracdo era
permitida, desde que ndo resultasse em quantidades negativas.

Para as equagdes citadas, ¢ ¢ um nimero dado ou uma quantidade conhecida, x € a quan-
tidade desconhecida e x? representa o quadrado da quantidade desconhecida. Observamos tam-
bém que em todos os casos 0s coeficientes a, b e ¢ sdo nimeros positivos € que a quantidade
desconhecida x € a raiz da equagdo.

Uma significativa contribui¢do dos drabes para o desenvolvimento de fases posteriores da
matematica foi a notdvel ideia de mostrar ser possivel a integracdo de diferentes dominios da
matematica aplicados a um mesmo objeto de estudo. A dlgebra recém iniciada e a geometria
eram integradas nas técnicas de resolugcdo de equagdes.

A justificativa geométrica de Al-Khwarizmi para validar suas regras retéricas de solucio-

nar equacOes quadréaticas pode ser ilustrada pela sua discuss@o da equagdo
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x* +10x = 39, (4.73)

que ele resolveu por dois métodos diferentes: retdrico e geométrico. Segundo Burton (2011,
p-240), a Equagdo (4.73) com os mesmos coeficientes, reaparece frequentemente em textos ara-
bes e cristdos posteriores, correndo "como um fio de ouro através da dlgebra de varios séculos".

Mostraremos como exemplo a resolugdo dessa equacdo quadratica, onde Roque e Carva-
lho (2012, pp.200-201) afirmam e em seguida demonstram que Al-Khwarizmi elaborava regras
de solugdo das equacdes, justificadas posteriormente por resultados geométricos envolvendo
areas de quadrados e retangulos.

Inicialmente, solucionava-se a equacdo usando o algoritmo e em seguida, Al-Khwarizmi
justificava a regra usada descrevendo uma situagdo geométrica, envolvendo dreas. Considera-
mos as regras retéricas como um algoritmo pois, uma defini¢do de algoritmo pode ser "arte de
calcular de uma maneira particular". (EVES, 2004, p.266).

O Exemplo 4.10, a seguir, trard o inverso. Primeiro a apresentacao da justificativa geomé-
trica e depois a descri¢do do algoritmo retérico proposto por Al-Khwarizmi para esse tipo de

equagdo.

Exemplo 4.10. Para o caso em questdo al-Khwarizmi enunciava o problema como "um mal
e dez jidhr igualam trinta e nove denares". (Dendrio era uma pequena moeda de prata, a de

maior circulag¢do no Império Romano Antigo.)

Resolucdo.

Na notag¢do moderna essa frase é equivalente a Equacdo (4.73).

Al-Khwarizmi iniciava sua justificativa geométrica afirmando que a figura para explicar isso é
um quadrado cujos lados sdo conhecidos. Para encontrar o lado desse quadrado, iniciava-se a

seguinte construgdo:

Figura 4.29 — Justificativa geométrica de al-Khwarizmi para a solu¢ao da Equacgao (4.73).

(a) (B) (e]

r A 5 r A c 5 LA
Y |2 X Y |2 X Y |z
= B | B
|
Z |s : 25 Z |5
:
]
D& ——————- E

Fonte: Adaptado de Roque e Carvalho, 2012, p.201.
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1. Traca-se o quadrado de diagonal AB, de drea Y, cujo lado é o jidhr (a incognita). Veja a

Figura 4.29-(a).

II. Traca-se dois retdngulos, de dreas X e Z usando dois lados adjacentes do quadrado de
diagonal AB. Os lados desses retangulos devem corresponder a metade da quantidade
de jidhr do problema - essa quantidade é o coeficiente da incognita e o poligono obtido,

em forma de esquadro, era chamado de gnomon. Observe a Figura 4.29-(b).

IIl. Completa-se o quadrado ACDE da Figura 4.29-(c).
Ao obtermos a Figura 4.29 - (b) sabemos pela equacdo que sua drea é
AX)+A(Y)+A(Z) =39,

entdo, quando completamos o quadrado ACDE (veja Figura 4.29-(c)) acrescentamos uma drea
de 25, logo, esse quadrado possui drea 39 + 25 = 64. Conclui-se que o lado do quadrado

ACDE é igual a 8. Note que aqui extraimos a raiz de 64.

Pela Figura 4.30 observamos que o lado AE vale x+5 e como x+5 = 8 , temos que x = 3.

Portanto, o valor desconhecido, o jidhr, é igual a 3.

Figura 4.30 — Uma Raiz da equacio x> + 10 = 39 é igual a 3.

c S ® 3 o 44
X Y |3
| 9 o 8
|
! 25 7 B
:
Y S 6——@E +

Fonte: Autoria prépria.

E importante perceber que no quadrado inicial (Figura 4.29 -(a)) de drea Y = x* tem lado
X, e o valor numérico da raiz dessa drea (o lado do quadrado) é 3, ou seja x = 3 é uma raiz da
Equacgao (4.73). Atualmente, nos referimos a raiz para denominar a solucdo de uma equagao.

Seguindo para o algoritmo/resolucdo retorica desenvolvido por al-Khwarizmi, onde a

quantidade de jidhr é 10 e os adad correspondem a 39, temos:
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i) Tome metade da quantidade de jidhr: % =35.

ii) Multipligue essa quantidade por si mesma: 5° = 25.

ii) Some no resultado os adad: 25+ 39 = 64.

iii) Extraia a raiz quadrada do resultado: /64 = 8.

iv) Subtraia desse resultado a metade dos jidhr, encontrando a solu¢do: 8 —5 = 3.

Na notagdo atual, um procedimento para encontrar uma raiz positiva de uma equagcao

quadrdtica na forma x* + bx = ¢ pode ser sintetizado na seguinte relagdo algébrica:

b b\ >
-2 - . 4.74
¥=on (2) e (79

Usando um procedimento andlogo ao exposto no Exemplo 4.10, caso a equagdo seja da

forma ax? +bx+c =0, coma > 0, podemos obter uma de suas raizes da seguinte forma:

2
b (2) L e (4.75)

" 2a 2a a

O Exemplo 4.10 mostra que a constru¢do geométrica e o algoritmo deduzido dela esta-
beleceu uma analogia entre geometria e dlgebra ao identificar o lado do quadrado geométrico a
raiz da drea do quadrado algébrico.

Dessa forma, as duas maneiras de se resolver o problema se completam, porém, Al-
Khwarizmi e seus contemporineos apresentavam primeiro o algoritmo retdrico e depois jus-
tificavam o procedimento com a representacdo geométrica do problema.

Percebemos que o cdlculo de drea foi uma importante ferramenta para a obtencdo de
solugcdes das equagdes quadraticas estudadas pelos drabes e, por consequéncia, contribuiu no
desenvolvimento da dlgebra. Para Roque e Carvalho (2012, p.201), a justificativa geométrica
além de servir para garantir a veracidade do algoritmo, nos faz compreender sua causa: a neces-
sidade de completar quadrados. A argumentacdo geométrica apresentada, para os drabes, era
algo totalmente novo.

O algoritmo retdrico era especifico para cada tipo de equagdo e nessse momento da histo-
ria, o procedimento estava ainda muito longe de se transformar em uma férmula algébrica com
notacdo simbdlica e literal, isso sé foi proposto por Francois Viéte em 1591 e aperfeicoado por
René Descartes em 1637, com quem a integracdo entre geometria e dlgebra tomou um caréter

formal e rigoroso.
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4.5 O CALCULO DE AREA POR INTEGRAIS

A histéria do Célculo Diferencial e Integral, que a partir desse momento serd denominado
apenas de Cdlculo, remonta aos primordios da matemadtica grega, com a ideia de calcular drea
por exaustdo. O Principio da Exaustdo € uma forma de calcular medidas de figuras definidas
por curvas utilizando-se de poligonos inscritos com grande nimero de lados.

A autoria desse principio é desconhecida, mas foi a partir de Eudoxo que se obteve um
método para executar essa técnica com o rigor matemético disponivel em sua época. Dessa
forma, a obten¢do de um método geral de se obter com exatiddo o valor da area de uma figura
plana qualquer vigorou por mais de dois milénios, consolidando-se como um dos principais
problemas da geometria.

Quem atribuiu o Método da Exaustdo a Eudoxo foi Euclides de Alexandria, no Livro
XII dos Elementos, especificamente, na Proposicio XII.2, que apresenta o Método da Exaustdo
de Eudoxo. Porém, Arquimedes foi quem tornou-se notdrio ao utilizar o método de Eudoxo,
quando o aplica na quadratura da pardbola, ja discutida na Secdo 4.3.4 , no calculo da drea do
circulo, na obtencio de uma estimativa razodvel para o nimero T € em muitos outros trabalhos.

Ap6s Arquimedes, para Neto (2015), o passo seguinte no desenvolvimento e estruturacao
do Cdlculo veio a surgir 2000 anos depois, a partir do final do século XVI. O autor ainda acres-
centa que essa lacuna de 2000 anos foi o tempo necessario para que as civilizagdes posteriores
pudessem desenvolver as notacdes e ferramentas algébricas apropriadas para expressar ideias
matematicas mais avancadas que possibilitariam a sir Isaac Newton (1642-1727) e a Gottfried
Wilhem Leibniz (1646-1716) dar os passos fundamentais na estrutura¢do desse importante ramo
da matematica.

O Cdilculo é habitualmente apresentado aos estudantes de cursos superiores na darea de
ciéncias exatas na seguinte sequéncia: funcdes, limites e continuidade, derivadas e integrais.
Essa ultima, € apresentada aplicando célculo de drea como motivacdo inicial para a Integral de
Riemann (ap6s Bernhard Riemann, 1826-1866).

Durante a lacuna de 2000 anos, entre o uso do Método da Exaustdao por Arquimedes,
na obtencdo da drea de um segmento parabdlico, e a retomada da matemdtica na Europa, o
cdlculo de drea foi aplicado na pré-Algebra drabe como justificativa para validar os algoritmos
de resolucdo de equagdes quadréticas, esse periodo da histéria do oriente médio € denominado
"Epoca Aurea do Isld" (séculos IX a XII). Roque (2012) observa que a religido islamica da
época incentivava e financiava a pesquisa cientifica, construindo um grande legado.

Com grande influéncia drabe e hindu, principalmente o sistema de numeragdo decimal e
o uso dos algarismos indo-ardbicos, a matemadtica volta a se desenvolver na Europa, ber¢o do

Cdlculo, e as motivacOes tedricas iniciais para seu surgimento podem ser compreeendidas atra-
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vés do trabalho de alguns matematicos dos séculos XVI e XVIL. Nesse periodo, segundo Avila
(2006) nomes como Francois Viéte, René Descartes, Pierre de Fermat entre outros, desenvolve-
ram uma moderna notac¢io o que contribuiu para a criacdo de métodos sistemaéticos e unificados
de tratamento do cédlculo para drea e volume.

Ainda nessa época, o problema sobre a obtencdo da drea de uma figura com lados curvos
ainda estava em aberto, pois 0 método da exaustdo possibilitava fazer o cdlculo mas nao de
forma direta. Além dos matematicos citados por Avila (2006), outro nome que se destaca nos
estudos iniciais desse tema € do italiano Bonaventura Cavalieri (1598 -1647) ao estudar métodos
de obtencdo de drea e volume de figuras curvas, usando o "Principio dos Indivisiveis". Cavalieri
comecou a obter €xito nesse tipo de cdlculo. O "Principio dos Indivisiveis" fundamenta-se em
duas ideias bésicas:

1. Uma regido plana pode ser considerada como um conjunto infinito de segmentos de
reta paralelos, postos lado a lado.

2. Um soélido pode ser considerado um conjunto infinito de regides planas paralelas,
postos um sobre outro.

Como exemplo, podemos pensar em uma esteira de praia, feita com finissimas tiras de
bambu, cada tira representa um segmento de reta e o conjunto todo, a esteira, € o plano ob-
tido. No caso de um s6lido, podemos pensar em um baralho, cada carta é um plano, e quando
empilhamos todas as cartas, uma sobre outra formamos um paralelepipedo.

Usando esse raciocinio, Cavalieri podia calcular dreas e volumes que seus antecessores
tiveram muita dificuldade em calcular. Trabalhos semelhantes ao de Cavalieri foram feitos
por Pierre de Fermat e Blaise Pascal, além de muitos outros matematicos europeus, mas nessa
época, entre o século XVI e o inicio do século XVII, ainda ndo existia um método geral para a
obtencdo de drea e volume, embora os métodos existentes trouxessem um grau de confiabilidade
bastante satisfatdrio.

A partir do século XVI, o método essencialmente geométrico com que os gregos apre-
sentam a matematica passa a ser substituido pelo método algébrico e analitico, cujos primei-
ros passos sdo dados por Francois Viéte (1540-1603). Em seu trabalho intitulado In artem,
Viéte introduz a prética de usar vogais para representar incognitas e consoantes para representar
constantes, desprendendo a dlgebra de métodos retdricos usados hd milé€nios e possibilitando o
avanco do simbolismo algébrico, que paulatinamente mostra sua utilidade quanto a sintese da
escrita matemadtica, da generalizacdo e da dedugdo e demonstracao de férmulas.

E vilido ressaltar que de forma diferente ao simbolismo proposto por Viéte, "a convencio
atual de se usar as ultimas letras do alfabeto para indicar as incgnitas e as primeiras letras para

as constantes foi introduzida por Descartes em 1637" (EVES, 2004, p.309).
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René Descartes (1596-1650) deu um passo além de Viéte, foi o primeiro pensador que
apresentou uma representacao algébrica para estudos de problemas geométricos. Para Smith
(1958), Descartes tinha em maos ferramentas e conhecimentos ja consolidadas historicamente
para o desenvolvimento de seu trabalho em Geometria Analitica:

"There are three principal steps in the development of analytic geometry: (1)
the invention of a system of coordinates; (2) the recognition of a one-to-one
correspondence between algebra and geometry; and (3) the graphic represen-

tation of the expression 'y = f(x). Of these, the first is ancient, the second is
medieval, and the third is modern.” (SMITH, 1958, p.316).

Em traducao livre, "Existem trés etapas principais no desenvolvimento da geometria ana-
litica: (1) a invencdo de um sistema de coordenadas; (2) o reconhecimento de uma correspon-
déncia bijetiva entre dlgebra e geometria; e (3) a representagdo grafica da expressdo y = f(x).
Destes, o primeiro € antigo, o segundo € medieval e o terceiro € moderno".

No entender de Roque e Carvalho (2012), Descartes estava inserido em um contexto onde
os estudos mais relevantes da matematica davam-se em torno da obtencdo de concepgdes ge-
rais sobre curvas. Nao se limitando a estudos de curvas especificas e bem definidas e suas
construgdes geométricas. Havia a necessidade de se ampliar os conhecimentos sobre lugares
geométricos, introduzindo curvas que descrevem movimentos ou sdo representadas por expres-
soes algébricas. "Tratava-se de procurar um objeto desconhecido que podia ser uma curva, em
sentido bem mais geral do que se considerava anteriormente” (ROQUE; CARVALHO, 2012,
p.243).

Descartes tornou-se notdério com sua obra Discours de la méthode (Discursos sobre o
método), considerada a obra que funda a filosofia moderna. Essa obra contém trés apéndices. O
primeiro deles chamado La géométrie (A geometria), e, segundo Eves (2004), € o tinico trabalho
em matemadtica publicado por Descartes.

Em La géométrie, Roque (2012) aponta que Descartes apresenta alguns principios da
geometria algébrica, introduz a marcagdo de x e y para eixos dados, ndo necessariamente orto-
gonais conforme conhecemos hoje, mas formando um angulo fixo entre eles de forma que todos
0s objetos geométricos descritos pelo plano que contém os eixos devem ser expressos a partir
deles. Isso possibilitou mostrar, por exemplo que pontos dados podem relacionar-se da seguinte
forma de equacdes, tais como y = x%, por exemplo. E com isso em mios, era possivel obter um
método geral para encontrar equagdes de retas tangentes a todas as curvas, descolando-se um
pouco das defini¢des e construcdes geométricas.

Uma discussdo aprofundada sobre a obtencdo de tangentes e a sistematizagdo da Derivada
foge um pouco do escopo dessa pesquisa, pois nos propusemos a fazer um levantamento dos mo-
mentos da histéria cujo calculo de drea foi relevante e a forma com que era concebido/aplicado,

visando chegar no calculo de Integral. Deixamos registrado que o desenvolvimento da Derivada



90

foi de indiscutivel importancia para a matematica atual e por isso, na préxima secdo falaremos

um pouco sobre o trabalho de Leibniz relacionado a obtengao de retas tangentes.

4.5.1 Leibniz e seu Estudo de Tangentes

Gottfried Wilhelm von Leibniz, segundo Roque (2012) esteve na Franga em 1672 partici-
pando de uma miss@o diplomadtica ao conhecer o matematico Christian Huygens (1629-1695).
Ex aluno de Descartes, Huygens dedicava-se intensamente ao estudo das séries numéricas.
Apresentou a Liebniz, que era formado em direito e filosofia e "até entdo praticamente leigo
e ignorante em matemadtica, segundo ele préprio” (ROQUE, 2012, p.354), os trabalhos de Ca-
valieri, Pascal, Descartes, entre outros. Uma vez que as descobertas de Descartes e Fermat
influenciaram o estudo de séries numéricas nao s6 na Franca, mas também na Inglaterra, esses
tiveram grande influéncia nos trabalhos ndo s6 de Leibniz, mas também de Newton.

Ap6s ler o apéndice La géométrie em 1637, Leibniz considerou ser restritivo o método
ali proposto para determinar tangentes. Porém, isso ndo desabona a beleza e a criatividade de
Descartes quando emprega seu método na obtenc¢do de retas tangentes a curvas em pontos dados.
Para Roque (2012) o procedimento de Descartes ndo se aplicava a uma grande quantidade de
curvas, e a dlgebra envolvida em alguns casos era de altissima complexidade.

Sobre o Cdlculo de Leibniz, em seu livro Historia et Origo Calculi Differentialis (Historia
e Origem do Calculo Diferencial) ele informa que inspirou-se em uma obra de Balise Pascal
(1623-1662), Traité des sinus du quart de cercle (Tratado dos senos do quarto de circulo). Em
um método que Pascal usa para demonstrar um resultado de drea, Leibniz extrai dele o trago
principal para seu Cdlculo, o "triangulo caracteristico”, uma ideia que possibilitou dar um
alto grau de generalizacdo para todos os seus trabalhos, pois permitia trabalhar com grandezas

infinitesimais, conhecidas hoje como diferenciais.

Figura 4.31 — Arco ABC e tridngulo caracteristico EKE’.

I ]

O

| A

Fonte: Adaptado de Roque e Carvalho (2012, p.279)
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A Figura 4.31 mostra o tridngulo caracteristico EKE’. Roque e Carvalho (2012, pp.279-
281) descrevem a construcdo do tridngulo EKE’ e enfatizam a inspiracdo para o conceito de
diferencial encontrada por Leibniz ao estudar essa construgao.

Para desenharmos o tridngulo EKE’, inicialmente tragcamos um quarto de circulo ABC e
uma reta tangente a curva no ponto D. Em seguida, por D, tracamos uma perpendicular a AC
chamando de I sua intersec¢do com AC. Por E, traca-se EK paralelo a AC e, por E’, tragamos
E'K, paralelo a DI.

Em seguida, os autores observam que Pascal demonstrou a semelhanga entre os tridangulos
DIA e EKE’, porém nio observou a importancia dessa semelhanca. Pode-se diminuir a distincia
entre E e E’ 0 quanto se queira, pois CB é um arco de circunferéncia e sabemos que em uma
circunferéncia, a tangente em um ponto € sempre perpendicular ao raio, logo, independente
da variagdo do comprimento de EE’, o 4ngulo E'KE continua reto e a relagdo de semelhanga
continua vélida.

Leibniz percebeu que podemos diminuir o tamanho da hipotenusa EE’ até que ndo pos-
samos mais lhe atribuir um valor, e quando essa distancia torna-se menor que qualquer valor
dado, a classifica "ndo atribuivel", assim como os valores dos comprimentos de E'K e EK. Mas
salientou que como a relacdo de semelhanga se conserva, a razao g—{({ ¢ "atribuivel".

Inicialmente Leibniz demonstrou o raciocinio para uma circunferéncia, mas além disso,
generalizou o método para uma curva qualquer, ao tomar Ay = E'K e Ax = EK, exprime todos
os elementos relevantes para obter a tangente e propor que a relacao 2—){ se torne uma relagao
infinitesimal % entre duas grandezas "ndo atribuiveis" porém "atribuivel”, garantida, segundo
ele, pela semelhanca entre os triangulos retangulos MPT e MRN da Figura 4.32.

Assim, Leibniz obtém um método sistemdtico de encontrar a tangente de uma curva dada.
Esse método € muito similar ao desenvolvido por Fermat, que pode ser encontrado em Roque e
Carvalho (2012, pp. 267-268).

H4 um conceito usado por Leibniz, que para n6s ndo € habitual, chamado de subtangente,

necessdrio para entendermos o raciocinio de Leibniz cuja defini¢do é:

Definicao 4.7. A subtangente de um triangulo construido em um sistema de eixos coordenados é
a projecdo em um dos eixos, do segmento da tangente compreendido entre o ponto de tangéncia

e o ponto onde a reta tangente encontra o eixo considerado.

Na Figura 4.32 pode-se observar a subtangente 7P e as grandezas nao atribuiveis dy e dx
no triangulo caracteristico MRN.
A relacdo de semelhancga entre os tridngulos MPT e MRN sempre é valida enquanto o

angulo reto ZMRN fica fixo mesmo se tornarmos a distancia entre MN tdo pequena quanto
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quisermos movimentando o ponto N sobre a tangente TM, logo, para a Figura 4.32, Leibniz

escrevia que:
dy MP

dx  subtangente’

(4.76)

Figura 4.32 — Grandezas nao atribuiveis no tridngulo caracteristico MRN.

Fonte: Autoria propria.

A critica mais contundente ao método infinitesimal de Leibniz para determinacao da tan-
gente residia no fato de dy e dx serem grandezas infinitamente pequenas, ndo atribuiveis, ou
seja, menor que qualquer outra grandeza dada, logo, muito préximas de zero. Entdo a razao %
gerava uma indeterminagdo do tipo g.

Leibniz refutava essa critica argumentando que mesmo sendo dy e dx quantidades infini-
tamente pequenas a razdo entre elas € finita pois € igual ao valor de I;i,’,’ darazdo entre a ordenada
e a subtangente, conforme indicado na propor¢ao (4.76).

A questdo dos infinitesimais ainda intrigou os matemdticos por varios anos, pois O uso
dessas quantidades infinitamente pequenas, os "nao atribuiveis" de Leibniz, também chamados
de diferenciais, precisavam ser fundamentados, pois a "Andlise Algébrica" daqueles tempos, ja
requisitava essa fundamentacao.

Apesar das quantidades infinitesimais ndo estarem fundamentadas, no exemplo a seguir,

mostraremos a obten¢do de uma derivada pelo método de Leibniz,

Exemplo 4.11. Usando as grandezas "ndo atribuiveis" dy e dx de Leibniz encontre a derivada

da fungdo y = x°.

Resolucao.
Tomando a diferenca entre as ordenadas de dois pontos vizinhos (x,xz) e ()H— dx, (x—l—dx)2)

sobre essa curva, temos:
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dy = d(x)*
= (x+dx)*>—x*
= 2xdx+ (dx)?
% = 2x. “4.77)

No cdlculo desenvolvido em (4.77) o termo (dx)* pode ser desprezado, pois possui ordem de
grandeza bem menor que dx que por si so, jd é uma quantidade infinitamente pequena.

Portanto, a derivada procurada é Z—ch =2x.

O Exemplo 4.11 mostra que para questdes praticas o resultado era bem satisfatério, mas
os infinitesimais ainda precisavam passar pelo crivo da "Andlise Matematica", o que s6 ocorreu
nos séculos seguintes, com o desenvolvimento da Teoria dos Limites e a defini¢do moderna de
Funcdo.

Isaac Newton também desenvolveu de forma independente seu Cdlculo. Suas motivacdes
estavam relacionadas ao estudo da Mecanica, enquanto que Liebniz voltou-se apenas para a
matematica, e até os dias atuais usamos algumas simbologias introduzidas por ele. Por esse
motivo decidimos usar o pequeno espago reservado para esse tema para uma breve apresentacao
sobre obtengdo de tangentes elaborada por Liebniz, mas sob hipdtese alguma aferimos menos
importancia ao Cdlculo desenvolvido por Newton.

E fato que Newton e Leibniz ao longo de seus estudos chegaram ao Cdlculo, e esse foi
o maior avan¢o da matematica até entdo. Mas esse feito muito se deve aos matemadticos dos
séculos XVI e XVII que tomaram a iniciativa de propor uma nova abordagem a matematica, ao
introduzirem a algebra simbdlica e a Geometria Anlitica. Esse periodo € considerado o divisor
de 4guas para a matemdtica contemporanea. Abriu-se entdo caminhos para avancar na notagao,

no rigor e na elucidacio do problema da quadratura de drea de forma direta.

4.5.2 A Quadratura da Parabola por Fermat

Pierre de Fermat (1601-1665), advogado francés e matemético amador, contemporaneo
de Descartes, era chamado por seus pares de "Principe dos Amadores". Foi um dos pioneiros
no estudo da Teoria Moderna dos Nimeros, é conhecido por conjecturar "O Ultimo Teorema
de Fermat" em 1637. Seu famoso teorema foi solucionado 358 anos depois, em 1995 pelo
matematico inglés Andrew Wiles (1953). Também faz parte de seu legado o "Pequeno Teorema
de Fermat" que garante um resultado muito importante para a divisibilidade na Teoria dos

Numeros.
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Eves (2004, pp. 428-429) destaca que no ano de 1629, Fermat foi pioneiro em elaborar,
dentro de procedimentos bem justificados, resolu¢des de problemas relativos ao tracado de tan-
gente a curvas e de questdes objetivando a determinagcdo de maximos e minimos de funcoes,
uma real manifestacdo dos primérdios do célculo diferencial.

Além de seus estudos sobre tangentes, Fermat obteve éxito ao determinar drea sob uma
pardbola chegando ao mesmo resultado encontrado quando integramos a fungdo f(x) = x2,
usando procedimentos de Cdlculo atuais.

Assim como Bonaventura Cavalieri e Pascal, Fermat também usou uma ideia diferente do
método da exaustao dos gregos, pois estes empregavam diferentes tipos de figuras retilineas para
aproximar uma drea curvilinea, a exemplo dos tridngulos usados por Arquimedes na quadratura
do arco parabdlico, conforme apresentado na Secdo 4.3.4.

Iniciava-se no século XVII um procedimento sistematico para determinacao da drea sob
o grafico de uma funcdo, que usava a parti¢cdo da regido a ser calculada em finos retangulos.
"A vantagem € que a aproximacao por retangulos infinitamente finos serve para qualquer figura
curvilinea" (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.272). O exemplo a seguir é uma adaptacdo, es-
crita com notagdo atual, usado por Fermat e Pascal. O raciocinio empregado mostra a notdria

semelhanga com o método atual de integracao.

Exemplo 4.12. Dada a pardbola y = kx* da Figura 4.33, exaurindo-a em retdngulos de lados
paralelos ao eixo Oy e bases no eixo Ox tal que o vértice da pardbola esteja na origem do
sistema de coordenadas e seu eixo de simetria seja o proprio eixo Oy é possivel encontrar a
drea do setor parabdlico entre o eixo Ox, a pardbola e a reta vertical que passa por E e corta

Ox no ponto B.

Resolucgdo.

Figura 4.33 — Area sob uma curva particionada em retangulos.

i
E

Fonte: Adaptado de Eves, 2004, p. 435
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No segmento OB marcamos n pontos eqiiidistantes e seja d as particoes tais que d = %. Cons-
truindo retangulos como mostrados na Figura 4.33, suas bases tém o comprimento fixo d e suas
alturas, aplicados os valores n -d das bases na equacao da pardbola comn € 1,2,3,...,n serdo
respectivamente

d*,4d?,9d?%,...(n — 1)*d? ,n*d>. (4.78)

Pelo "Principio dos Indivisiveis" de Cavalieri, a drea de uma figura seria a soma de um niimero
indefinido de segmentos de retas paralelas, ao tornarmos esses retdngulos tdo finos quanto
possiveis, poderiamos obter a drea do setor parabdlico em questdo fazendo a soma da drea
desse niimero indefinido de finissimos retdngulos aos quais o setor foi decomposto.

Como as bases de todos esse retangulos medem d, multiplicando por d cada uma das alturas

da sequéncia 4.78 temos as dreas dos n retdngulos e somando todas essas dreas, temos:

S=d>+4d> +9d° + ...+ n’d> = d* (1+2> + 3> + ... +n?). (4.79)

Fermat e Pascal ja haviam trabalhado na soma das m-ésimas poténcias dos n primeiros ni-
meros naturais, entdo a formula para obter a soma dos termos entre parénteses do segundo

membro da Equagdo (4.79) jd era fato conhecido, logo,

3 2

1422430 n? = S (04 1) 204+ 1) = T+ T+, (4.80)
masd:%, logo,
3 2
n n n 1 1 1
Pl=4+=—+=)=0B(-4+—+—). 4.81
<3+2+6) <3+2n+6n2> .81)

Note que quanto maior for o niimero de retdngulos usados na soma, na Equacdo (4.81) os
1 1 . a
termos 5. e &5 podem ser desprezados, e a soma da drea dos n retdngulos em que o setor

parabolico OBE da Figura 4.33 foi particionada serd

OB’

Nesse momento da histéria, com contribui¢des de Cavalieri, Pascal e Fermat, na obtencao
de areas de figuras planas com "lados" curvilineos transcendemos o método da exaustao de
Eudoxo, fornecendo um valor exato e de forma direta para a area. Essa técnica vird a ser
chamada futuramente de integracao.

Salientamos ainda que para Roque (2012), a quadratura de area feita pelos gregos con-
sistia em comparar dreas, ja o célculo proposto por Fermat, no Exemplo 4.12, fornece uma

expressdo analitica para a drea em questao.
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Observe que no Exemplo 4.9 da Secdo 4.3.4 determinamos a drea de um segmento para-
bélico com a técnica atual de integragdo, idéntica a obtida por Fermat e o resultado foi o mesmo
que Arquimedes encontrou cerca de 2000 anos antes. Dessa forma, a genialidade de Arquime-
des ndo nos deixa passar despercebido pela beleza, ousadia e sofisticacdo desse seu trabalho e
todo seu legado.

O método para calcular drea descrito, se aplica a vdrias curvas, pois basta termos a equa-
¢do para determinar as alturas dos retangulos em funcdo da base. Porém € preciso conhecer
expressoes para a soma das m-ésimas poténcias dos n primeiros numeros naturais. Mas Fermat
e Pascal ja haviam se dedicado muito em obter essas expressoes, ja conhecendo vérias delas, e
nao sé isso, "por volta de 1637 Fermat j4 sabia que para n racional e diferente de 1, a drea sob o

" (ROQUE,

grafico de y = x" entre dois pontos O e B (a uma distancia a de O) é dada por
2012, p.349).

Os avancos de Descartes e Fermat com o desenvolvimeto da geometria analitica aliados
a esforcos de muitos outros matemaéticos dos séculos XVI e XVII ainda nao resolviam alguns
problemas de forma satisfatoria, conforme o que propunha a generalizagdo e sistematizagao
possibilitada pelo surgimento da "Anélise Algébrica". Porém, o Cdlculo desenvolvido por Li-
ebniz e Newton trouxe avangos significativos quanto a encontrar um método sistemético para
achar tangentes, encontrar um método sistematico para efetuar quadratura e uma forma de re-
lacionar o método de obten¢do de tangentes e o cdlculo de dreas. Mas a sistematizacao dos
valores infinitesimais ainda ndo estava totalmente posta.

O problema sobre a fundamentagao do Célculo Infinitesimal s veio a ser contornado por
completo a partir do desenvolvimento da teoria de Limites e apds a defini¢do atual de func¢ao. O
matematico francé€s Augustin Louis Cauchy (1789-1857) foi, entre outros, um grande estudioso
da Teoria dos Limites.

Cauchy iniciou com sua obra Cours d’analyse os fundamentos para o atual Ensino de
Cdlculo que em sua esséncia traz a seguinte sequéncia de estudos: funcgdes, limites e continui-
dade, derivadas e integrais. Conforme tratamos nessa se¢do, a ordem das descobertas desses
temas foi exatamente contrdria. Um ponto marcante desse trabalho de Cauchy € sua preocupa-
¢ao com o rigor em definir o dominio de validade de uma defini¢do ou de um teorema, levando
em conta que o rigor matematico € em si um conceito em transformag¢do que obedece o contexto
e os padrdes de seu tempo.

A titulo de exemplo, o rigor matemdtico da grécia antiga, segundo Roque e Carvalho
(2012) é representado pelo método de "sintese", essencialmente axiomatico-dedutivo, iniciando
as demonstracdes de teoremas com alguns fatos aceitos como evidentes e/ou intuitivos, tais
como as defini¢des, postulados, axiomas e resultados ja conhecidos, de modo a provar o que

se deseja. Na maioria das vezes essas provas estdo alicercados em construgdes geométricas.
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Ja o rigor matemadtico a partir de Descartes, como apontam Roque e Carvalho (2012), traz
em si 0 método analitico, que futuramente vird a se chamar "Andlise", onde inicialmente se
supde o problema resolvido e modelado em uma equagdo. Através de manipulagdes algébricas,
encontram-se resultados cada vez mais bdsicos, até que se consiga validar o resultado inicial.
Salientamos que, sobretudo, o rigor matematico como sindnimo de "veracidade" dos objetos
matematicos ndo muda, mudam-se apenas os métodos de alcangé-lo.

No século XIX, tinhamos desenvolvido a Teoria dos Limites, os estudos sobre séries
numéricas e séries de funcdes, os trabalhos de Newton e Leibniz e a defini¢do atual de fungdo,
conforme enfatiza Avila (2006).

Nesse contexto, Riemann, define a Integral como o limite da soma de uma série, ape-
nas por termos numéricos, desprendendo-se do conceito de drea, j4 que nesse mesmo século,
descobriu-se que a Geometria ndo estava bem fundamentada. Entdo, tornou-se mais adequado
usar limites de somas para a introdu¢do do conceito de integral.

Mas, atualmente, ainda € tradi¢do em cursos superiores que o primeiro contato dos estu-
dantes de Cdlculo com a Integracdo, seja através de uma motivagdo inicial baseada em éreas,
usando como o primeiro exemplo algo muito semelhante ao cdlculo de Fermat para a quadratura
da regido entre a pardbola e o eixo Ox, conforme o Exemplo 4.12.

No proximo capitulo daremos continuidade a fundamentagdo tedrica dessa dissertagao,
apresentando a forma atual de definir drea e sua unidade de medida, descreveremos algumas
propriedades numéricas dessa grandeza, faremos uma introducdo sobre no¢des basicas de limi-
tes de sequéncias e fungdes com o objetivo de abrir caminho para a introducdo do estudo da
Integral moderna. Apresentaremos também uma breve pesquisa sobre o Teorema de Pick, que
possibilita, através de uma férmula, determinar a drea de um poligono inscrito em uma malha

quadricular efetuando a contagem dos pontos da malha relacionados ao poligono.
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5 AREA: CONCEITOS, DEFINICOES E DEMONSTRACOES

O estudo tedrico a seguir se faz necessdrio por acreditarmos que o professor do Ensino
Meédio deve ter um conhecimento bastante aprofundado em relacdo a todos os temas que ensina,
pensamento nosso que vai de encontro com as finalidades desse programa de Mestrado.

O conceito de drea s6 € admissivel para regides do plano delimitadas por uma curva
fechada simples sem auto interseccdo. Na Figura 5.1, em (A) representa-se uma curva plana
aberta, (B) ilustra o que concebemos intuitivamente como curva fechada simples, e (C) mostra

uma curva fechada com auto intersec¢do no ponto K.

Figura 5.1 — Alguns tipos de curvas planas.

(A) (B) (€)
Fonte: Autoria propria.

Para Lima et al. (2013, p. 92), a superficie F' da Figura 5.1 (B), pode ser associada a um
ndmero real, que informa a medida da sua drea, ou seja, devemos comparar sua superficie (a
por¢do do plano que ela ocupa) com a de uma outra figura tomada como unidade. O resultado
dessa comparacao serd um nimero que deverd exprimir quantas vezes a tal figura plana contém
a unidade de 4rea.

A regido F na Figura 5.1 (B) representa a drea interior que uma curva fechada simples
delimita em um plano (o leitor pode encontrar informacdes mais completas e aprofundadas
sobre curvas simples e poligonos convexos em ANDRE (2018, p. 41-45). E possivel associar
cada regido F a um nimero real ndo negativo S(F), chamado de drea de F, que possui as
propriedades listadas em Pinho (2010, p. 203) e apresentadas a seguir:

Definicao 5.1. Seja uma regido plana F, delimitada por uma curva fechada simples. A drea de
F é um niimero real positivo, denotado por S(F), satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) Se Fi = F,, entdo S(F1) = S(F).

(2) Se duas regioes, F| e I, sdo tais que sua intersec¢do ndo contém pontos interiores, ou
seja, se intersectam no mdximo pela sua fronteira, entdo

S(F)US(F) =S8(F1)+S(F).

(3) Um quadrado de lado igual a 1 possui drea igual a 1.
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Os itens (1) e (2) afirmam, respectivamente, que duas figuras congruentes possuem a
mesma drea e que a drea € uma grandeza aditiva, ao passo que (3) define a unidade padrdo para
medida de drea.

Da Definicdo 5.1, demonstra-se a area do quadrado, do retangulo, do paralelogramo, do
triangulo e deste dltimo, estendida a todos os poligonos.

De forma mais abrangente, a drea de uma regido plana arbitraria, delimitada por uma
curva fechada e simples pode ser obtida através de aproximacdes por falta ou por excesso,
aplicando o Principio da Exaustdo.

Essa técnica nos permite mostrar que dada uma regido delimitada por uma curva fechada
simples F, quanto menor é a diferenca entre as dreas dos poligonos circunscritos P’ e inscritos
P a F, mais esse valor se aproxima da area de F', representada na Figura 5.2. Essa diferenca
diminui, ao passo que os lados dos retdngulos justapostos P e P’ vao assumindo valores infini-

tesimais.

Figura 5.2 — Area de uma figura plana arbitréria.

F ﬁ/ P .

Fonte: Autoria propria.

Proposicdo 5.1. Seja S(P) a drea formada por todos os retangulos justapostos no interior de
F, S(P'") a drea formada por todos os retdngulos justapostos circunscritos a F, entdo S(P) <

S(F) < S(P).

Demonstra¢do. Conforme a Figura 5.2, como P estd contido em F, S(P) se aproxima de S(F)
por falta, temos entdo, S(P) < S(F), logo, existe m > 0 tal que m < S(P) < S(F).

Por outro lado, sendo P’ um poligono que contém F, S(P') se aproxima de S(F) por
excesso, temos entdo, S(F) < S(P'), logo, existe k > 0 tal que S(F) < S(P') < k.

Portanto, pelo Principio da Exaustdo, S(P) < S(F) < S(P'), podendo ocorrer igualdade

no caso das grandezas serem comensuraveis. 0

A ideia de dividir superficies em poligonos menores para determinar drea faz parte das
raizes mais antigas da Matematica, pois como vimos, vem sendo utilizada desde os primeiros
registros histéricos que dispomos ndo apenas para o cdlculo de dreas em si, mas aplicadas

também a resolucdo de equacdes, demonstracdes e formulagdo de teoremas. Porém, com os
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avancos da dlgebra e o surgimento da Geometria Analitica, foi possivel sistematizar os primeiros
estudos e desenvolvimentos do Calculo Integral.
Antes de iniciarmos a discussdo sobre a Teoria da Integral, apresentaremos defini¢des

para limites de sequéncias e de fun¢des.

5.1 LIMITES DE SEQUENCIAS

Para determinar a drea de um segmento parabdlico, Arquimedes precisou efetuar a se-
guinte soma: 7 + % + 412 +...+ 4,% , onde n seria o nimero de triangulos em que o segmento
parabdlico era dividido, e provou mesmo com 0s poucos recursos notacionais que, tomando
um 7 tdo grande quanto se queira, o resultado é %T. A prova da quadratura da pardbola por
arquimedes estd exposta na Secao 4.3.4

Uma sequéncia € uma soma de infinitos termos e por ser uma soma infinita precisamos
apresentar o conceito de soma de uma infinidade de termos. Inicialmente vamos definir o que
seja uma sequéncia e posteriormente definiremos o que € a soma dos termos de uma sequéncia.

Uma sequéncia € definida como sendo uma funcao cujo dominio € o conjunto dos nimeros
naturais e o contradominio € o conjunto dos nimeros reais. De fato, uma sequéncia é a fungcao
f N — R que leva n em f(n). Por motivos operacionais denotaremos f(n) por a,, ou seja,
f(n) = a,. O nimero natural n é denominado indice da sequéncia e indica a posi¢do do termo
na sequéncia e a, o n—ésimo termo dessa sequéncia ou o termo geral. Usaremos também a
notacdo (a,) para indicar uma sequéncia.

A seguir, listamos alguns exemplos de sequéncias infinitas, ou apenas sequéncias, como

vamos nos referir a elas daqui em diante.

a) Os nimeros pares positivos podem ser dados pela sequéncia de termo geral a,, = 2n , para
n=1,273...

b) Os ndmeros impares positivos podem ser dados pela sequéncia de termo geral a,, =2n—1,

paran=1,2,3,....

¢) Os ndmeros primos, também formam uma sequéncia 2,3,5,7,11,13,..., porém, ndo h4,
ao menos por enquanto, férmula para o termo geral desta sequéncia mas seus elementos

obedecem uma rigida defini¢do.

Definicio 5.2. Diz-se que uma sequéncia (a,) converge para o niimero L, ou tem limite em L

se, dado qualquer niimero € > 0, sempre é possivel encontrar um niimero N > 0 tal que

n>N=la,—L|<Eg, (5.1
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em notagdo usual, escrevemos

lima, = L. (5.2)

n—oo

Usando uma propriedade do modulo, o limite em (5.2) equivale a

lap,—L| <e= —e<a,—L<e. (5.3)

Somando L aos membros das desigualdades em (5.3), obtemos

L—e<a,<L+e. 5.4)

Esse resultado equivale a afirmar que
a, € (L—g,L+¢). (5.5)

Para esse trabalho, nos interessam as sequéncias convergentes, ou seja, sequéncias infi-
nitas cujo termo a,, vai se tornando arbitrariamente proximo de um certo nimero L, a medida
que o indice n vai se tornando cada vez maior. Esse tipo de sequéncia, converge para um certo
ndmero L (ou tem limite L) quando, a partir de determinado indice n, todos os demais termos, a
partir desse, estdo arbitrariamente proximos de L.

Como exemplo, os termos da sequéncia a, = (3 + %) se aproximam arbitrariamente de 3
quando n tende ao infinito. Na nota¢do usual, temos: ,}5‘30 an, = 3.

Também hd sequéncias infinitas cujos termos crescem ou descrescem sem limitagdes,

denominadas divergentes para o infinito positivo (4-o) e para o infinito negativo (—oo). A seguir,

temos exemplos de sequéncias divergentes:

a) (a,) com a, = n*+1, paratodo n € N, na notacio de limites temos: lim a, = oo.
n—oo

b) (by) com b, =3 —n para todo n € N, na notacdo de limites, temos 1i_r>n b, = —oo.
n—soo

Além destas temos as sequéncias oscilantes que também nao sdo convergentes, por exem-
plo, a sequéncia (c,), com ¢, = (—1)"-2n.

A titulo de ilustragcdo, nos exemplos a seguir, resolveremos algumas questdes a respeito
do limite para uma sequéncia dada, tais como, o cdlculo do limite e a determinagao de um indice

N para um dado valor de €.

Exemplo 5.1. Encontre um limite para a sequéncia (a,) com n € N tal que a, = %.
Resolucdo.

: 14n
Em outras palavras, devemos obter o valor de nh_rgo (2 . +1)
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14n
2n+1°

Ldn 14
lim 5 n = lim Bk (5.6)
n—yoo = + o n—oo \ 2 —+ o

Como o termo % tende a zero quando n tende a infinito, entdo a fragdo tende a 174, portanto

14n
L 14
,}52,(2_”11)27:7- (5.7)

n n

Dessa forma, dividindo por n todos os termos do numerador e do denominador da fracdo

temos:

Note que no exemplo acima, usamos uma técnica algébrica para encontrar o valor do
limite. Porém, o limite de uma sequéncia, quando existe € Unico, portanto, para garantir que
o valor do limite obtido em (5.7) seja realmente o limite procurado, o valor deve satisfazer a

Definicdo 5.2, conforme serd exposto no Exemplo 5.2.

Exemplo 5.2. Usando a definicdo de limites de sequéncias, prove que li_r)n 21;}:11 =1.
n—oo

Resolucao.
Seja € > 0. Para que lim a,, =7, precisamos encontrar um nimero N > 0 tal que | a, —7 |< €
n—soo

sempre que n > N. Dessa forma,

14n < ¢
2n+1
14n 7 2n+1 < ¢
2n+1 2n+1
14n—14n—17 < ¢
2n+1
el < ¢
2n+1

Bl B

|2n+1]|
= ! < €&

2n+1
2n+1 1
=1 > =
7 €

7

7 1
en>—— -, 5.8
"7 2 (58)
Logo, para qualquer natural N > % — % temos que n > N =| a, — 7 |< €.
o l4n _
Portanto r}glolo 3y = 1
Conforme o exemplo anterior, basta tomarmos N como qualquer natural maior que % — %

para qualquer € > 0, sendo esse ultimo, tdo pequeno quanto se desejar.
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Conhecendo uma expressao que relaciona N e € obtida no Exemplo 5.2, determinaremos

N, em funcdo de um valor de € > 0 dado. Acompanhe o exemplo a seguir.

Exemplo 5.3. Determine o indice N, a partir do qual temos | a, — 7 |< ﬁ na sequéncia do

Exemplo 5.1.
Resolucdo.
Note que,
| 7= 14n 7l < 1
S Py 200
ol < 2
2n+1 200
2n+1 S 200
7 1
& 2n > 14001
“n 1399
n —
2
Sno> 699)5. (5.9)

Logo, se n > 699,5, entdo |a, —7| < ﬁ.

A seguir, verificaremos se N = 700 é realmente o indice da sequéncia que gera uma

aproximagao menor que ﬁ entre o termo de (a,) e qualquer termo que vem depois dele.

Exemplo 5.4. Verifique se, para n = 699, teremos |a, — 7| > € com € = ﬁ.

Resolucao.

14n
2n+1

Basta substituirmos n = 699 em ‘ — 7} e compararmos com o valor dado para €. Nesse

-1 _
caso, temos € = 555 = 0,005.

2.699+1 1398 +1
9786 7'

‘ 14-699 ‘ 9786 ‘

g
9786 —7-1399
1399 ‘
9786 — 9793
1399 ’
—7
1399
|—0,0050036] = 0,0050036 > 0, 005. (5.10)

Q

Portanto, se n < 699 teremos |a, —7| > €.
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14n _7|

Note que no Exemplo 5.4 aplicando qualquer outro indice n < 699, o valor de | T

serd maior que € = WIO'
Na secdo a seguir, faremos uma discussdo sobre limites de funcdes, contemplando os
topicos desse tema que sao necessdrios para posteriormente apresentarmos a demonstracio da

Integral de Riemann.

5.2 LIMITES DE FUNCOES

A palavra funcio foi introduzida por Leibniz em 1673, para associar quaisquer duas varid-
veis geométricas referentes a uma determinada curva e, posteriormente, essa ideia foi passando
a significar a dependéncia de uma varidvel em termos de outras. (AVILA, 2006).

Em Lima (2014) podemos encontrar a defini¢do atual de funcio, conforme a Defini¢ao
5.3.

Definicao 5.3. Dados os conjuntos D e Y, uma funcdo f : D v+—— Y é uma regra, ou conjunto
de instrugoes, que informa como associar a cada elemento x € D, sem excessdo, a um unico
elemento y = f(x) €Y. O conjunto D é chamado o dominio e o conjunto Y é chamado o

contradominio da fungdo f.

Em nosso contexto trabalharemos somente com funcdes reais de varidveis reais portanto
o contradominio de uma fungio, serd sempre o conjunto dos nimeros reais, ja o0 dominio, pode

ser formado por subconjuntos dos niimeros reais, na forma de intervalos, sdo eles:

a) Intervalos abertos, de extremos a e b, com a < b, denotado por (a,b) tal que

(a,b) ={xeR:a<x<b}.

b) Caso os extremos a e b estejam incluidos no intervalo, ele serd denominado intervalo

fechado, denotado por [a,b], tal que

la,b] ={xeR:a<x<b}.

Os intervalos podem ser também semifechados ou semiabertos, isto €, aberto em uma
extremidade e fechado em outra, em qualquer ordem.

Dado um intervalo aberto, e fixando um nimero real L pertencente a esse intervalo,
chama-se vizinhanga de L (com € > 0), a todos os nimeros x do intervalo (L —¢€,L+€). Deno-

taremos esse intervalo com o simbolo V¢ (L).
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Definicao 5.4. Um niimero a é um ponto de acumula¢cdo de um conjunto D se toda vizinhangca
de a contém infinitos elementos de D. Isto equivale a dizer que toda vizinhanga de a contém

algum elemento de D diferente de a, ou ainda, dado € > 0, V{(a) contém algum elemento de D.

A notagdo V/(a) =Ve(a) —{a} = {x: 0 < |x—a] < €} é denominada vizinhanga perfurada
de a de raio €.

Para Avila (2006, p. 142), histéricamente, no desenvolvimento do Cdlculo, houve a nes-
cessidade de obter limites de razdes incrementais que definem algumas derivadas, e esses limites
podem ser do tipo g. Ainda segundo o autor, os primeiros casos que ocorreram no desenvolvi-

mento da Teoria dos Limites foram com as func¢des

senx 1 —cosx

fl) === e f) = ——. (5.11)

X

com x tendendo a zero.
Posteriormente, no estudo de integrais imprdprias, veio a necessidade de se determinar

limites de fun¢des como

f(X)Z/x 0 ar (5.12)
0o V1—t

com x tendendo a 1.

Para casos apresentados em (5.11) e (5.12), a varfavel x deve aproximar-se de um certo
valor, mas nunca deve assumir esse valor. O valor para o qual x se aproxima deve ser o ponto
de acumulacdo do dominio da funcdo, dai surge a necessidade de se estudar limites de funcoes,

conforme definimos a seguir.

Definicao 5.5. Dada uma funcdo f com dominio D, seja a um ponto de acumulacdo de D (que
pode ou ndo pertencer a D). Diz-se que um niimero L € o limite de f(x) com x tendendo a a se,

dado qualquer € > 0, existe & > 0 tal que
xeD, 0< |x—a|<d=|f(x)—L|<e. (5.13)

O resultado (5.13), interpretado geometricamente na Figura 5.3, indica que para todo x
suficientemente proximo de a, ou seja x € (a— §,a+9), com x # a, o ponto do grifico de f com
abscissa x pertence a faixa sombreada do plano na Figura 5.3.

Usualmente, representamos o limite de uma fun¢do por )1613‘}3 f(x) = L e usando proprieda-
des de médulo, define-se o limite de uma funcdo como ll_}ﬁ; f(x) = L, quando para todo € > 0

existe 0 > 0 tal que

f(x)e(L—geL+€) sempreque x€ (a—9d,a+9),x#a e x€D. (5.14)
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Figura 5.3 — Representacao grafica do limite de uma funcgao.

Fonte: Adaptado de Neto, 2015, p.123.

Com as defini¢des para Limites de Sequéncias e Limites de Funcdes bem estabelecidas,
podemos mostrar que a area sob o grifico de uma fun¢do, como por exemplo a drea representada

na Figura 5.4 € usualmente obtida pela "Soma de Riemann" cujo limite, chamamos de Integral.

5.3 AREA SOB O GRAFICO DE UMA FUNCAO

De acordo com as finalidades dessa dissertac@o, introduziremos o conceito de integral
a partir do célculo de drea, j4 discutido em secdes anteriores. Os argumentos que usaremos
sdo muito similares ao Principio da Exaustdo, porém, como ji exposto, temos uma notacao
algébrica mais desenvolvida, um sistema de coordenadas para o plano, a definicao de fungao,
de limites e de somas de sequéncias convergentes.

Nossa demonstracdo se limitard a definir uma drea S de uma figura plana delimitada
pelo gréifico de uma fun¢do f positiva, pelo eixo das abscissas e por duas retas x =a e x = b,

conforme Figura 5.4,

Figura 5.4 — Area delimitada sob o grafico de uma funcéo.

Yy

o s st e e s a s dEEE T e e

Fonte: Autoria propria.
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Nesse momento acumulamos as informacdes necessdrias para apresentarmos uma solucao
para o problema da obtencao de método geral para o cdlculo de érea.

A consolidac@o e posterior resolucdo para esse problema iniciou-se com o "Principio
da Exaustdo" de Eudoxo, passou pelo crivo e o rigor dos Elementos e pela genialidade de
Arquimedes, foi ressignificado por Cavalieri, a seguir por Pascal e Fermat e pelas importantes e
fundamentais contribui¢des de Leibniz e Newton, entre outros grandes matematicos que fazem
parte dessa historia.

A busca do método que serd exposto na proxima se¢do foi o fio condutor de todos os

tépicos da histéria da matematica narrados aqui nessa dissertacao.

5.3.1 A Definicao de Integral

Para demonstrar que a drea S da Figura 5.4 € equivalente ao valor da integral da funcéo f,
compreendida pela curva no intervalo [a, b, procederemos conforme Avila (2006, pp. 193-195).
Iniciaremos considerando a soma das dreas de uma série de retangulos como ilustrados

na Figura 5.5.

Figura 5.5 — Decomposi¢cao em retangulos da area sob a curva f{x) para o intervalo [a,b].

T L

z; Tn = b

T
| |
|
g
I
— |
() a= 2 &X M I = Tqg_
0 . 15_ 2 . 3 54 Ly 1c.
Sl 2 E.; Qi

Fonte: Adaptado de Avila, 2006, p. 194.

Obtemos os retdngulos da figura da seguinte maneira: dividimos o intervalo [a,b] em n

b—a

subintervalos iguais, de comprimentos Ax = m

Sejam a = xg < x; < x2 < ... < X, = b os pontos dessa divisdo, a qual denominamos

particdo do intervalo [a,b].
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Em cada um dos intervalos da particdo escolhemos pontos quaisquer: &; no primeiro
desses intervalos, &, no segundo, &3 no terceiro, e assim sucessivamente. Estes dltimos pontos
podem ser escolhidos arbitrariamente, podendo mesmo ser um dos extremos do subintervalo,
como observa-se na Figura 5.5. Com esse processo, formam-se n retangulos, todos com base

Ax e alturas f(&1), f(&2), f(&3), .-+, f(Gn)-

A soma das dreas dos retangulos representados pelo nimero S, dado por

Sn=fE)Ax+ f(E2)Ax+ ...+ f(En)Ax (5.15)

pode ser escrita, abreviadamente, com a notagdao de somatorio:

Su=)_ f(&)Ax. (5.16)
i=1

Pensando na sequéncia de somas formadas pelas diferentes parti¢des, ou seja,

S1,82,83, ..., 80, .-, (5.17)

o termo S, se aproxima de um valor limite, a medida que n cresce acima de qualquer nimero
dado. E o valor limite deve ser tomado como a drea da figura delimitada pelo gréfico de f, pelo
eixo x e pelas retas x = a e x = b. O limite assim obtido é chamado de integral de f no intervalo

[a, D], a qual é indicada da seguinte forma:

b
/ f(x)dx. (5.18)

Portanto, por definicao,

b n
/ fx)dx=lim ) " f(&)Ax. (5.19)
a i=1

n—o0 £

Para definir a integral, o limite deve existir e ter o mesmo valor, independente da escolha
dos pontos &1, &, &3, . .., &, nos subintervalos de diviséo de [a,b].

As somas S, dessa definicdo sdo chamadas Somas de Riemann, pois foi o matemdatico
alemdo Bernard Riemann quem primeiro construiu, em meados do século XIX, uma teoria
adequada da Integral.

Pode-se ainda destacar que: leading(0.2cm

1) Na defini¢do de integral, a funcdo f pode assumir valores positivos, valores negativos ou
nulos. E nem é preciso que os subintervalos da parti¢do de [a, b] sejam todos iguais; basta
que o maior dos comprimentos desses subintervalos tenda a zero. Esse comprimento

madximo é chamado norma da parti¢do P = {xo = a, x1, ..., x, = b}, sendo a = xp < x| <
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xp < ...<xp, =b. Tomamos arbitrariamente os pontos &; em [xp,x1], » em [x1,x2], ...,

&, em [x,_1,X,]. Denotando por
Axy = x1 —x0, Axp =x2—Xx1, ..., Axy=Xp—Xp1, (5.20)

os comprimentos dos subintervalos, formamos a soma

n

Su=FEDAx + f(E)Ar + ...+ f(En)Ary = > f(&)Ax;. (5.21)

i=1
Por defini¢do, a integral de f no intervalo [a,b] € o limite da soma S, com n — o, sob 0
pressuposto de que a norma da particao correspondente a S, tenda a zero; e que o limite
de S, realmente exista. Escrevemos entao,

b n
[ di=tim " e )ax. (5.22)
a i=1

n—o0 £

2) Esta integral é puramente numérica, ndo depende da nocao de drea, a qual usa-se apenas
como elemento motivador para introduzir o conceito. De posse da integral, invertemos as
coisas e definimos a drea da Figura 5.4 delimitada pelo grafico de f > 0, pelo eixo dos x

e pelas retas x = a e x = b como a integral dessa func@o no intervalo [a, b].

3) A defini¢do
b n
[ Fds=tim 3" rz)ax, (5.23)
a i=1

n—so0 £

coloca, de imediato, o problema de saber se existe mesmo o limite das somas S,,, qualquer
que seja a escolha dos pontos &1, &y, &3, ..., &, € esse limite é 0 mesmo para diferentes
sequéncias de Somas de Riemann, em cujo caso dizemos que a fungdo f € integravel.
Pode-se demonstrar que toda funcio continua em um intervalo fechado € integravel nesse

intervalo.

Para fixarmos a compreensao do processo de decomposi¢ao de uma drea sob uma curva
em retangulos e posterior composicdo dessa drea através da soma das areas dos retangulos,

obtendo assim o valor dessa drea, apresentamos o seguinte exemplo:

Exemplo 5.5. Determine a drea da regido compreendida entre a curva y = x> — 16 e as retas

y=0x=1ex=3.

Resolucdo.
O grdfico da Figura 5.6 ilustra a curva em questdo, com destaque para a drea que se deseja

obter o valor.
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Figura 5.6 — Area sob a curva f(x) para o intervalo [1,3].

'\\

N

Fonte: Autoria propria.

Vamos decompor a drea destacada na Figura 5.6 em n retangulos de bases medindo Ax. Ob-

serve que a projecdo da drea destacada no eixo das abscissas é um segmento de medida 2, logo,
_2

Ax = =

Seja P uma parti¢do do intervalo |a,b], coma =1 e b =3 tal que

P:a = xo<x1<x-  <xp1<x,<b
= [a,b] = [x0,x1]U[x1,22] U [xp_1,%n]. (5.24)
Como |a,b] = [1,3], temos:
xo = 1
x1 = 1+Ax

X2 = x1+Ax=1+2Ax
x3 = x1+x=1+4+3Ax

Xp—1 = 1+(n—1)Ax
X, = 1+nAx=3. (5.25)
Para as alturas de cada retangulo de base Ax, observa-se que:
i) A fungdo é decrescente no intervalo dado.

ii) Os retangulos de base Ax sdo inscritos. Ver Figura 5.7.
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Figura 5.7 — Decomposi¢cao em retangulos da drea sob a curva f{x) para o intervalo [1,3].

l oo

Fonte: Autoria prépria.

Dessa forma, as alturas H; usadas sdo os valores minimos de f(x) para cada intervalo da
particdo P, ou seja, H; = f(x;). Entdo, no primeiro intervalo usamos H, = f(x), no segundo
intervalo usamos Hy = f(x2) e assim sucessivamente. Note que aplicamos f ao extremo a
direita de cada intervalo [x;_1,x;| para obter a altura de cada retdngulo.

A drea S; que procuramos determinar é numericamente igual a soma das dreas dos retdngulos

inscritos de base Ax; e altura f(x;), logo

S; = ZHi-Ax
i=1

= ) ) A= (16— (x;)%) - Ar. (5.26)
i=1

i=1

Mas x; = 1 +1i- Ax. Substituindo em (5.26), temos:

S; = Zn:(16—(1+iAx)2)Ax=Zn:(16—(1+2iAx+(Ax)2i2))Ax
i=1 i=1
= i(m—l—2iAx—(Ax)2i2)Ax:i(lS—%Ax—(Ax)ziz)Ax
i=1 i=1
= 15nAx—2(Ax)22n:i—(Ax)3Zn:i2. (5.27)
i=1

i=1
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Sendo Ax = % a soma dos n primeiros naturais é "("; ) ¢ a soma dos n primeiros naturais ao
1)(2n+2 ..
quadrado w, substituindo em (5.27), temos:

S = 15n-2-2. (%>2. (@) _ (%)3_ (n(n+1)6(2n+1))

4 nn+1) 8 nn+1)2n+1)

n? 2 n3 6
4n+1) 4n+1)2n+1)
= 30— —
n 3n?
4n 4 4
= 30— ————— - (2n®+3n+1
=33 (2n°+3n+1)
4 8% 12n 4
= 30— 4———— —— —
n 3n2 3n2 3n2
8 4 4 4
= 30—-4——————— —
3 n n 3n?
70 8 4
3 n 3n?
70 8 4
= —— | -4+—. 5.28
3 (n+3n2> (5:28)

Obtemos em (5.28) uma expressdo geral para determinar a drea em questdo, dada em funcdo do

niimero n de retangulos que desejamos usar na decomposigdo. Dessa forma, a drea solicitada

Sn:E—(8+ 4), (5.29)

3 \n 32

é:

eo ILm S, = 73—0, portanto, a drea da Figura 5.6 sob a curva é S, = 73—0 ~ 23,3333 unidades de
n—roo

drea.

Usando a expressdo geral da drea obtida em (5.29), vamos analisar um quadro (Tabela

5.1) onde alguns valores de n foram aplicados a expressao:

Tabela 5.1 — Alguns valores de n aplicados a Expressao (5.29).

n Sy

1 14

2 19

10 22,52
100 | 23,2532
1000 | 23,3253

Podemos notar que quanto maior o valor de n, n natural, a drea S, se aproxima de ? R~
23,3333 unidades de érea.
No exemplo anterior, usamos a soma inferior, ou seja, consideramos os retangulos ins-

critos na regido sob a curva. Poderiamos ter feito a soma superior, aplicando f o extremo a
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esquerda dos intervalos [x;_1,x;], isto é, farfamos a soma das dreas dos retdngulos circunscritos
a regiao destacada da Figura 5.6.

Seguiremos com o célculo de drea na proxima se¢do com a apresentacdo do Teorema de
Pick, que permite obter o valor da drea de um poligono inscrito em uma rede/malha quadricular

através da contagem dos pontos da malha relacionados a esse poligono.

5.4 O TEOREMA DE PICK

Tendo em mente que o conceito de drea € um dos temas principais na geometria da Edu-
cacdo Basica, apresentaremos um método de cdlculo de dreas de poligonos através da contagem
de pontos em uma malha quadricular. Trata-se do Teorema de Pick, que possibilita calcular
areas de poligonos sobre malhas ou redes quadriculares, fazendo a contagem de pontos de co-
ordenadas inteiras presentes nos lados e no interior do poligono.

Georg Alexander Pick (1859 — 1942), estudou matematica e fisica na Universidade de Vi-
ena, onde ingressou em 1875 e graduou-se em 1879 qualificado a ensinar ambas as disciplinas.
Hermes (2015) relata que Pick publicou 67 artigos sobre temas como Algebra Linear, Andlise
Funcional, Célculos de Integrais e Geometria. No entanto, seu trabalho mais conhecido, é o
Teorema de Pick. O artigo original tem oito paginas e foi publicado em um peridédico chamado
Geometrisches zur Zahlenlehre na cidade de Praga em 1899. Inicialmente esse seu trabalho nao
chamou muita aten¢do mas, apds a sua citagdo em 1969 pelo matemadtico H. Steinhaus em um
de seus livros, esse teorema atraiu atencao e admiragdo por ser simples e elegante.

Pick tinha descendéncia judia e sofreu perseguicdo nazista, era membro da Academia de
Ciéncias e Artes da Republica Tcheca, porém foi excluido dessa academia e mandado para um
campo de concentra¢cdo onde faleceu aos oitenta e dois anos de idade.

O Teorema de Pick fornece uma férmula que possibilita obter a drea de um poligono
cujos vértices sao pontos de uma malha quadricular ou rede quadricular, andloga ao primeiro
quadrante do plano cartesiano. Os pontos da malha quadricular sdo apenas os pontos do plano
cartesiano que possuem coordenadas inteiras. A drea S(P) de um poligono sobre a malha

quadricular, segundo o Teorema de Pick, é dada pela expressao

S(P)=§+I—1, (5.30)

onde B € o nimero de pontos da malha situados sobre o perimetro do poligono e I € o nu-
mero de pontos da malha existentes no interior do poligono. Comeg¢amos exemplificando o uso
da férmula de Pick nos exemplos a seguir, onde determinaremos a drea de alguns poligonos

construidos sobre uma malha quadriculada.
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Exemplo 5.6. Os triangulos da Figura 5.8 sao chamados triangulos fundamentais. Tratam-se
de triangulos cujos vértices sdo os tinicos pontos que possuem coordenadas inteiras, ou seja,
que pertencem a malha quadricular. Esses tridngulos ndo possuem pontos da malha em seu

interior.

Figura 5.8 — Alguns tridngulos fundamentais.

. .
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Fonte: Autoria propria.

Determine a drea de cada um dos triangulos da Figura 5.8 aplicando a formula de Pick.

Resolucdo.

E trivial assimilar que o tridngulo MNP tenha drea igual a % pois é metade da drea do qua-
drado de lado 1. Usando a Formula de Pick, vamos determinar as dreas dos triangulos ABC
e FGH, sendo que ambos ndo possuem pontos no interior, e os pontos sobre o perimetro sdo
apenas seus vértices.

Para o triagngulos ABC e FGH temos: B=3 el =0, logo,

S(ABC) = S(FGH) = §+0—1: % (5.31)

De acordo com o Exemplo 5.6, os tridngulos fundamentais da malha quadriculada t€m

drea igual a %
Exemplo 5.7. Determine a drea do poligono representado na Figura 5.9.

Figura 5.9 — Poligono sobre uma rede quadricular.

Fonte: Autoria propria.
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Resolucdo.

Para o poligono dado temos B =11 e I = 7. Substituindo na formula de Pick, segue que:

B 11
P) = 241—1=—+7-1
S(P) 2+ 5 +
= 55+6=11,5 (5.32)

Portanto, o poligono da Figura 5.9 possui 11,5 de unidades de drea.

O Teorema de Pick € interessante pois permite calcular a drea de um poligono simples a
partir da contagem de pontos da malha quadricular formada no plano cartesiano. E de fato sur-
preendente que seja possivel substituir o processo habitual de cdlculo de uma éarea, que envolve
medi¢des de grandezas continuas por uma simples contagem de quantidades discretas.

Na demonstracdo a seguir usaremos um caso particular, onde o poligono em questao é

formado por lados cujos pontos da malha sobre eles sdo exclusivamente os vértices.

Proposicao 5.2. Seja ABCDE um poligono sobre uma malha quadriculada de tal forma que
seus vértices sejam pontos dessa malha e seja B o niimero de vértices e I o niimero de pontos

da malha interiores ao poligono. Entdo a drea do poligono é dada por

B
S(P) = 5—1—1—1.

Faremos a demonstracdo para o caso particular de um poligono de cinco vértices, que
inclusive pode ser apresentada para os alunos do ensino médio. Para uma demonstragdo do caso
geral ver ANDRE (2018, pp.90-96) ou Lima (1991, pp. 103-113).

Demonstragdo. A Figura 5.10 representa um poligono ABCDE, cujos unicos pontos do peri-

metro pertencentes a malha quadricular sdo seus vértices.

Figura 5.10 — Poligono ABCDE sobre uma malha quadricular.

Fonte: Autoria propria.
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Para o caso considerado, note que o nimero de pontos da malha sobre o perimetro é B =35,
que € igual ao nimero de vértices e igual ao nimero de lados do poligono.
Denotando a soma dos angulos internos de um poligono por S;, essa soma em graus, €

dada por S; = 180° - (n —2). Como n = B, temos:
S;=180°- (B—2). (5.33)

Na Figura 5.10 observamos que o poligono ABCDE esta dividido nos seguintes tridngulos
fundamentais: AABM, ABMN, ABNC, ACDN, ADNM, ADME ¢ AEMA. O nimero de
tridangulos fundamentais serd representado por 7' e cada um deles tem drea igual a %

No entorno dos pontos M e N existem angulos de 360° em cada um desses pontos. Re-
presentaremos por I a quantidade desses angulos. Note que essa quantidade corresponde ao
numero de pontos da malha internos ao poligono. Dessa forma a soma dos angulos ao redor de
MeN,¢é

360°-1 (5.34)

Por outro lado, a soma dos angulos internos de todos os tridngulos fundamentais € 180°- 7.

Dessa forma,
180°-7 =360°-1+180°- (B—2) (5.35)

Dividindo ambos os membros da Equagdo 5.35 por 1807, temos:
T=2I+B-2. (5.36)

Levando em conta que cada tridngulo fundamental tem 4rea igual a % e que o poligono
em questdo € decomposto em 7 tridngulos fundamentais podemos dizer que a drea do poligono
é

-T. (5.37)

s() = 5T
S() = 5-(I+B-2)
S(P) :I+§—L (5.38)

Portanto, a drea de um poligono onde somente os vértices sao pontos do perimetro per-
tencentes a malha quadricular é S(P) = g +1—1, onde B ¢ a quantidade de pontos sobre o

perimetro e / € a quantidade de pontos internos desse poligono. [
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No capitulo a seguir, discutiremos sobre o uso da histéria em praticas de ensino de mate-
matica, fundamentaremos a importancia do uso de atividades de matemadtica inspiradas em fatos
da histdria, descrevemos algumas finalidades e objetivos que esse tipo de pratica proporciona,
bem como mostraremos a forma com que um livro didatico atual usa a histéria da matematica

em seu capitulo destinado ao célculo de area.
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6 O USO DA HISTORIA NO ENSINO DE MATEMATICA

Da nossa pratica docente, percebemos ha muito tempo, que o uso da Histéria da Matema-
tica como recurso de ensino, vem se consolidando dentro das discussOes curriculares da rede
publica e nos livros didéticos. Segundo Miguel e Miorim (2018), o movimento de ensino de
matemadtica com aporte na sua histéria tem-se intensificado visivelemte, como exemplo, basta
ver a discussdo inicial na introdug@o dessa disertacdo, onde caracterizamos sua importancia
contemplada na Proposta Curricular do Estado de Santa Catarina e na Base Nacional Curricular
Comum. Isso se da sobretudo, pela criacdo da Sociedade Brasileira de Histéria da Matema-
tica (SBHMat) ocorrida em marco de 1999. Os autores aponta ainda que registros de trabalhos
envolvendo histéria, pedagogia e matematica ja sdo objetos de investigacdes académicas pelo
menos, desde meados da década de 80 do século XX.

Optamos pelo uso da Histéria da Matematica como tendéncia em Educacdo Matematica
por percebermos que a Histéria € um recurso eficaz no processo de aprendizagem, ela traz
em si um elemento interessante e motivador para iniciar qualquer processo pedagoégico. Logo,
ndo vamos nos ater a discussdes muito extensas para justificar sua importancia para o ensino de
matematica e sim, descrever uma forma de usar a histéria da matematica, através de um caderno
de atividades que trata da geometria, em especifico, o cdlculo de érea.

Acreditamos que, com o aporte da Historia da Matemadtica trazemos para a sala de aula
problemas reais de outros tempos, situagdes praticas vividas na antiguidade, similares a proble-
mas atuais, cujas solugdes podem ser adequadas a resolugdo de atividades pedagdgicas variadas.
Nesse sentido, Silva, Lima e Lima (2016, p. 3) em artigo publicado e apresentado no Encontro
Nacional de Educacao Matematica (ENEM/2016), intitulado "Calculando Areas e Volumes: do
método da exaustdo ao Principio de Cavalieri", argumentam que na Educagdo Matemadtica ja
se consolidou a consciéncia de que inserir a Histéria da Matemética no processo pedagdgico é
uma ferramenta fundamental para o desenvolvimento das mais variadas habilidades e compe-
téncias para uma aprendizagem efetiva dos temas abordados com esse recurso. Mais adiante,

esses autores pontuam dez fungdes atribuidas ao uso da histdria no ensino, sao elas:
1 Histéria como fonte de motivagao;
2 Histéria como fonte de selecdo de problemas;
3 Histéria como fonte de objetivos para o ensino;
4 Histdéria como fonte de métodos de ensino;
5 Histoéria como instrumento de desmistificagdo da matematica;
6 Histéria como fonte de formalizacio de conceitos;

7 Histdria como instrumento de constitui¢do do pensamento;
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8 Histdria como instrumento promotor de atitudes;
9 Histdria como instrumento promotor de aprendizagem significativa;

10 Histéria como instrumento de resgate da identidade cultural.

Desse modo, percebemos que o uso da histéria pode ser uma opg¢ao vidvel para o ensino
de geometria, dada a diversidade de possibilidades de se construir um projeto diddtico, com
uma vasta gama de objetivos relativos a inlimeras competéncias e habilidades que podem ser
desenvolvidas no estudantes mediante o uso de atividades para o ensino do cdlculo de area.

Embora seja consenso a importancia da Histéria como recurso didatico, a maioria das
aulas de matematica estd atrelada aos métodos usuais de exposicao de conceitos, demonstracdes
e suas justificativas, e aplicacdo de férmulas na resolucio de problemas.

Diante dessa situagdo, no desenvolvimento de praticas pedagdgicas, Silva, Lima e Lima
(2016) avaliam ser fundamental langar mao da histéria e construir o entendimento sobre uma
determinada férmula/conceito, ou até mesmo demonstra-la quando o ano/série do estudante as-
sim o permitir. Dessa forma, ndo estamos trabalhando apenas para facilitar o entendimento e a
aplicacao do conceito, mas também introduzimos nesse tipo de interven¢ao meios de desmisti-
ficacdo do trabalho do matemdtico, mostrando que a matemaética € por exceléncia um atributo
do pensamento e do fazer humano.

Para falar sobre as vantagens de intervencdes pedagdgicas com aporte na Histéria da Ma-
temadtica, fizemos uma andlise de um livro didatico disponibilizado aos professores do Ensino
Meédio pelo MEC para a escolha de livros de 2017. A seguir, falaremos um pouco sobre um
desses livros que estava disponivel para a escolha. Enfatizando o tema "Célculo de Area" e a
forma com que a histdria desse tema € apresentada nessa obra.

A cole¢do "Conexdes com a Matemadtica", em trés volumes, para o Ensino Médio, € uma
obra coletiva concebida, desenvolvida e produzida pela Editora Moderna (2013), editor res-
ponsdvel Fabio Martins Leonardo, disponibilizada aos professores na dltima escolha de livros
didaticos em 2017. Dentre os objetivos expostos pelo organizador, nao ha qualquer um que se
refira ao uso das fontes historicas como ferramenta de ensino-aprendizagem. O capitulo 4 desse
livro trata de superficies poligonais, circulos e dreas. Inicia com o estudo dos poligonos regu-
lares, trata de congruéncias de segmentos e de angulos, define poligonos regulares, poligonos
regulares inscritos, denomina e demonstra as relacdes métricas existentes nestes poligonos e em
seguida entra no tema de area. Conceitua e demonstra as areas de tridngulos, de quadrilateros,
de circulos, de coroas circulares, de setores circulares, de segmentos circulares, traz uma su-
gestdo de pesquisa sobre confec¢do de mosaicos e de pavimentagdo de planos com poligonos,
e encerra o capitulo com uma atividade interessante sobre como calcular uma area (Figura 6.1)

usando decomposicdo de uma figura e aproximagdes. Adaptaremos o uso dessa atividade para
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nosso Caderno de Atividades. O enunciado da questdo pede para calcular a drea da regido som-
breada, interior ao quadrado de lado 1 da Figura 6.1. Contando, temos aproximadamente 120
quadradinhos de lado 1 milimetro (mm) na regido sombreada. Cada lado é composto por lados

de 50 quadradinhos de 1mm?, logo o quadrado é composto por 50 - 50 = 2500 quadradinhos.

Figura 6.1 — Area de superficie ndo poligonal.

Fonte: Adaptado de Leonardo, 2013, p. 113.

Temos entdo a drea de cada quadradinho igual a 1/2500 do quadrado maior, logo,

1 120
Asombreada =120 x ﬁ = % = 07048mm2- (61)

Ao resolvermos algebricamente, chegamos ao seguinte resultado:

V3 &
Agsombreada = 1 — T - 8 ~ 0,043 mmz- (6.2)

Note que conseguimos uma boa aproximacao e, quanto menores forem os quadradinhos
da malha quadriculada, melhor serd a aproximacao obtida para a drea em questao.

A seguir o livro traz um pequeno texto de dois pardgrafos explicando em linhas gerais,
que o uso do Célculo Integral possibilitaria encontrar a referida drea através da decomposi¢ao
dessa figura em infinitos retangulos, efetuando-se a soma de suas dreas, obtendo com precisao
o valor procurado. Em nossa concepg¢do, o capitulo poderia ter iniciado com essa atividade,
pois trata-se de um problema investigativo e motivador e portanto deveria ter sido usado para
despertar o interesse pelo tema.

A respeito da histéria da matematica, nesse capitulo, o livro didatico traz uma pequena

menc¢do a Arquimedes de Siracusa, de cardter factual, relatando o fato de que este apresen-
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tou uma boa aproximacgdo para o valor de T, usando o método da exaustdo, mas o texto ndo
denomina o método, diz apenas que

"Arquimedes (287-212 a.E.C) apresentou um célculo tedrico que resultou na

aproximagao % <T< 27—2 . Para isso, ele considerou uma circunferéncia de

raio de medida 1. Entdo, percebeu que o comprimento da circunferéncia estava
entre os perimetros de poligonos regulares, com n lados cada, um inscrito € um
circunscrito a circunferéncia." (LEONARDO, 2013, p.104).

Embora haja consenso no meio académico sobre a importancia de inserir a Histéria nos
processos de ensino da Matematica, analisando a forma como o texto acima foi colocado, per-
cebemos que tem um mero cardter informativo. O método usado por Arquimedes para obter tal
aproximacdo de 7 deveria ser explorado na forma de uma atividade que com certeza, traria mais
significado a este nimero, dada sua importancia para esta ciéncia.

A histéria deve ser usada de modo a inserir os estudantes no processo de investigar, en-
tender os métodos usados, as justificativas para a construcdo das defini¢des, proposicoes e te-
oremas. Agindo dessa maneira, podemos consolidar o processo cognitivo de formaliza¢do do
objeto na perspectiva de atribuir-lhe um significado e aprimorar o processo de ensino e apren-
dizagem.

Um planejamento de ensino com aporte da Historia da Matemadtica disponibiliza ao pro-

fessor uma vasta gama de objetivos pedagdgicos, entre eles, levar o aluno a perceber:

"(1) A matemdtica como uma criagdo humana; (2) as razdes pelas quais as
pessoas fazem matematica; (3) as necessidades préticas, sociais, econdmicas
e fisicas que servem de estimulo ao desenvolvimento das ideias matematicas;
(4) as conexdes existentes entre matemadtica e filosofia, matemaética e religido,
matemdtica e légica, etc.; (5) a curiosidade estritamente intelectual que pode
levar a generalizacdo e extensdo de ideias e teorias; (6) as percepcdes que
os matematicos t€m do préprio objetivo da matemadtica, as quais mudam e
se desenvolvem ao longo do tempo; (7) a natureza de uma estrutura, de uma
axiomatizacdo e de uma prova." (MIGUEL; MIORIM, 2018, p. 53).

Acrescentamos que dentre todos os objetivos pontuados, ndo consta em Miguel e Miorim
(2018), de forma explicita, o desenvolvimento de habilidades e competéncias intelectuais vol-
tados para a prética de resolucdo de problemas. Quando se fala em resolu¢@o de problemas, é
muito comum a ideia estar associada a problemas que se aproximam da realidade, ou a0 menos
que a realidade seja uma referéncia nas situacdes usadas no processo de aprendizagem. Muito
pouco se fala sobre a qualidade dos problemas, da falsa contextualizacdo presente em muitos
deles e por fim, se contribuem realmente para o desenvolvimento cognitivo dos alunos, que € em
nossa visao o principal contributo do ensino da matemética para a formagao dos nossos jovens.

Nesse sentido, a Base Nacional Curricular Comum para o Ensino Médio normatiza que a

Educagdo Matematica deve atuar para
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"desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacdo, de constru-
¢do de modelos e de resolugdo de problemas. Para tanto, eles devem mobilizar
seu modo préprio de raciocinar, representar, argumentar, comunicar e, com
base em discussdes e validagdes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver
representacdes e procedimentos cada vez mais sofisticados." (MEC, 2018, p.
519).

Portanto, esse trabalho visa contribuir para o desenvolvimento das habilidades e compe-
téncias contempladas na BNCC a partir da resolu¢do de problemas inspirados pela histéria da
matematica. Acreditamos que "o aluno pode construir conceitos matematicos a partir de ativi-
dades elaboradas tendo como pano de fundo a histéria da matemética." (SANTOS; MUNIZ;
GASPAR, 2015, p.16).

Neste sentido, as atividades didéticas do nosso produto educacional serdo elaboradas a
partir das técnicas de célculo de drea usadas em outras épocas da histéria, em problemas com
enunciados inspirados na histéria, mas também problemas que trazem aplicacdes atuais e ques-
toes de Enem e vestibulares, propondo um caminho para a construgdo de resolugdes que valori-
zem a liberdade de raciocinio que os antigos tinham para propor solucdes criativas e sofisticadas
com uso muito restrito de férmulas fechadas.

No capitulo seguinte, descreveremos a forma como concebemos e elaboramos nosso pro-

duto educacional, na forma de um Caderno de Atividades para o ensino de cdlculo de érea,

composto por atividades inspiradas na Historia da Matematica.
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7 O PRODUTO EDUCACIONAL

O Caderno de Atividades estd dividido em cinco Aulas, que podem ser aplicadas em um
tempo estimado de duas horas/aula por Aula, preferencialmente, em duas aulas seguidas (aula
faixa). Observamos ao longo de nossa experiéncia docente que as aulas-faixas sdo praticamente
inevitdveis nos hordrios das instituicdoes de ensino, dadas as restricdes de disponibilidade dos
professores ao se organizar o horario de uma escola.

Essas aulas seguidas sdo periodos relativamente longos e constituem fonte de cansaco
e desestimulo por parte dos estudantes, devido as caracteristicas da faixa etdria entre outros
fatores. Nesses casos, os jovens ficam muito tempo sob tutela do mesmo docente, em um inico
turno. Acreditamos que desenvolver uma atividade diferenciada em momentos como esse (mas
nao somente) pode estimular o interesse e a aprendizagem.

Cada Aula do caderno de atividades traz uma sequéncia de momentos voltados para de-
senvolver habilidades e competéncias necessarias a resolugcdo de atividades nao muito conven-
cionais e inspiradas na histéria da matemaética.

A histéria da matemdtica usada como aporte em cada Aula pode estar exposta na forma
direta, pela discussdo de um problema histérico ou de forma indireta aplicando alguma técnica
de resolucao usual em outros tempos. Também inserimos questdes complementares que trazem
aplicagdes atuais do cdlculo de area e questdes de exames para admissdao em cursos superiores
(ENEM e vestibulares, por exemplo).

O objetivo central da Aula € resolver uma atividade que serd denominada Atividade Prin-
cipal, o caminho para sua resolucdo serd dado pelo professor através de uma atividade anterior
a essa, denominada Atividade Motivadora e apds a correcdo da Atividade Principal, o professor
fard um breve resumo da aula em um momento denominado Sistematizacdo. A Aula € finali-
zada propondo-se aos estudantes a resolucio de uma questdo avaliativa, de nivel de dificuldade
intermedidrio, para aferir se o objetivo de aprendizagem dessa Aula foi alcancado.

Na estrutura das Aulas do caderno de atividades, constara:

a) Um texto introdutério sobre o tema, visando a problematizacdo ou instigagdo sobre o
assunto da aula e/ou uma Atividade Motivadora com inspiracdo na historia, simples e
rapida que terd a funcdo de retomar um pré-requisito necessdrio ao assunto, podendo o

enunciado desta atividade trazer o texto introdutorio.

b) A Atividade Principal trazendo fatos da histéria, elaborada para ser solucionada em du-
plas ou trios, com um grau de dificuldade desafiador, cuja resolucdo exige demanda cog-

nitiva acentuada.
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c)

d)

O Painel de Solucdes onde serdo expostas as resolugdes dos alunos e serd efetuado um

debate para se chegar a um consenso sobre a solu¢do do problema.

Um texto auxiliar para a Sistematizacao do assunto, que o professor deve fazer apds a

corre¢do da atividade principal.
Uma questdo avaliativa, para ser resolvida e corrigida nos minutos finais da aula.

Trés questdes complemetares, uma relacionada a alguma aplicacdo do tema tratado na
aula, uma envolvendo algum tépico de histéria da matematica e uma questao retirada de
bancos de questdes de vestibulares e ENEM relacionada também ao tema. Essas trés
questdes podem ser propostas como tarefa e/ou para resolver em sala de aula pois os estu-
dantes com melhor desempenho em matemadtica provavelmente solucionardo a atividade
principal em menor tempo que os demais, € dessa forma, podem ainda trabalhar com

essas atividades complementares.

Cada uma das cinco Aulas do Caderno de Atividades podem ser adaptadas em planos de

aula e tratam individualmente os seguintes temas:

Aula 1.

Aula 2.

Aula 3.

Aula 4.

Aula 5.

Célculo de drea por decomposi¢ao.
Incomensurabilidade de grandezas.

Areas destacadas dentro de poligonos ou "hachuradas”, envolvendo as Linulas de Hip6-

crates, o Arabelos e o Salinon de Arquimedes.

Calcular drea pelo Teorema de Pick bem como estimar dreas de mapas e/ou fotos aéreas

e imagens produzidas por satélites e VANT’s (veiculo aéreo nao tripulado).

Introducdo a integracao pelo cédlculo de drea aplicando a Soma de Riemann.

Para a elaboracao das questdes do caderno de atividades, consultamos um vasto nimero

de fontes, cientificas, histdricas e pedagdgicas, porém, focamos nos topicos da histéria neces-

sérios para nos fornecer suporte tedrico na elaboracio desse produto educacional. Procedendo

dessa maneira, tivemos a oportunidade de visualizar uma metodologia para o ensino que traz

uma proposta um pouco diferente das convencionais para abordar um tema de matematica com

aporte da histéria. Gil (2008) reforca esse argumento ao defender que a pesquisa bibliografica é

um trabalho que demanda tempo, dedicacdo e que diante da vasta bibliografia consultada pode

fazer o pesquisador ressignificar as questdes iniciais, implicando em uma outra forma de con-

ceber e atacar o problema, pois € possivel que suas leituras lhe tragam outras percepgdes € o

facam encarar esse problema sob outro ponto de vista.
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A fala de Gil (2008) é validada no momento da pesquisa em que percebemos que nio
bastavam apenas atividades inspiradas na histéria da matematica, pensando nos objetivos pe-
dagogicos possiveis, na elevagdo do nivel de conhecimentos gerais, na erudi¢do proporcionada
pelo estudo dos fatos histdricos e na aplicagdo de questdes mais avangadas para o nivel escolar
em questdo. Presisavamos também repensar a metodologia da aula, entdo, nos propusemos a

elaborar um caderno de atividades com as caracteristicas que descreveremos a seguir.

* Propomos uma metodologia de aula dividida em momentos bem definidos, inclusive com

sugestoes de tempo de duragdo para cada momento.

* Introduzimos a atividade principal da Aula através de um momento inicial onde € tra-
tado um tépico do assunto, visando despertar a curiosidade, contribuindo para construir
um significado para o que serd estudado ou até fornecer elementos tedricos para que o

estudante aprenda por si s6 enquanto tenta desenvolver sua solug@o para essa atividade.

* A resolucdo da atividade principal € ponto central de cada Aula. Na sua resolugdo, estao
presentes o uso de habilidades e recursos intelectuais que interessam na busca de uma

aprendizagem mais efetiva.

* Uma grande parte da aula serd dedicada a resolucio, a discussdo dos resultados e a corre-

cdo da atividade principal onde os estudantes sdo os principais protagonistas.

* H4 um momento denominado sistematizacao, onde o professor faz um fechamento do que
foi estudado, mostrando a forma consensual das defini¢des, conceitos, e demais elementos

tedricos relacionados ao assunto da aula.

* Para estudantes que tem mais facilidade e solucionam as atividades em tempo menor que

os demais, propomos atividades complementares.

* Cada Aula culmina em uma breve avaliacdo, que possibilita aferir a compreenssdo do

objeto de conhecimento abordado.

Buscamos inspiracdo para a sequéncia de etapas de cada Aula do Caderno de Ativida-
des na metodologia para o ensino de ci€ncias proposta por Delizoicov, Angotti e Pernambuco
(2018, pp. 155-157). Os autores propdem uma pratica de ensino dividida em Trés Momentos
Pedagogicos. O primeiro momento é denominado problematizacao inicial e tem o propdsito
de fazer com que o estudante sinta necessidade da aquisicdo de conhecimentos que ainda ndo
possui, apresentando um tema ou situagdo-problema interessante, com potencial de provocar a
curiosidade, uma possivel discussdo entre o professor(a) e a classe, e o desejo de conhecer e

enfrentar o problema que estd sendo proposto. No segundo momento, denominado organizagdo
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do conhecimento, o tema e as questdes levantadas no momento anterior sdo sistematicamente
estudados sob a supervisdo do professor, de forma a desenvolverem-se conceituacdes para a
fundamentacdo cientifica do objeto do conhecimento ou das questdes problematizadas anterior-
mente. Delizoicov, Angotti e Pernambuco (2018) encerram essa sequéncia de etapas propondo o
terceiro momento pedagdgico, a aplicacdo do conhecimento, através da resolucao de atividades
propostas pelo docente ou até mesmo solucionar as situagdes-problema e questdes levantadas
no decorrer da aula ou elaboradas pelos proprios estudantes.

Observe que em nosso Caderno de Atividades, em relacdo aos momentos pedagdgicos
propostos por Delizoicov, Angotti e Pernambuco (2018), dividimos as aulas em mais etapas.
A problematizacao serd feita através da Atividade Motivadora e, a partir dela, direcionamos
a Aula a Atividade Principal, sucedida por uma etapa voltada para sua corre¢do. Seguimos
entdo para a sistematizacio do tema e, depois disso, aplicamos uma avalia¢cdo, ainda na mesma
aula. Também propomos ao final de cada Aula do Caderno de Atividades, um momento de auto
estudo, com questdes complementares para melhor fixacdo do contetido.

Nossa inten¢do inicial, era aplicar o Aaderno de Atividades em sala de aula, trazendo
nesse texto a descricdo das observacdes e a andlise dos resultados, mas nao foi possivel realizar
a aplicacdo devido a pandemia de Covid-19 e a suspenssao das aulas presenciais. Analisamos o
caso e concluimos que de forma remota, ndo poderiamos observar a desenvoltura e as atitudes
dos estudantes na resolucdo e na discussdo das atividades. Optamos entdo por esperar 0 mo-
mento adequado para executar a aplicacdo presencialmente e publicar os resultados na forma
de um artigo cientifico.

No apéndice dessa dissertacdo estd exposto o caderno de atividades na integra, inicial-
mente com as cinco Aulas sem as resolucdes, para que possam ser impressos € aplicados pelos
professores(as) que assim o desejarem. A seguir, estdo as resolucdes comentadas de cada ativi-
dade, enriquecidas com vdrias orientagdes, comentdrios e sugestdes destinadas aos professores

e professoras.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

No desenvolvimento dessa dissertacao, tivemos a oportunidade de ressignificar nossa pra-
tica docente no que diz respeito ao ensino de geometria conciliado com a Histéria da Matema-
tica, tanto na forma mais ampla quanto no ambito da nossa propria experiéncia profissional e
individual. Vieram a tona questdes relativas ao curriculo basico, ao planejamento das aulas e
principalmente, ao tipo de atividades aplicadas e os caminhos trilhados na condug¢@o do processo
de ensino de célculo de drea com o aporte da Historia da Matematica.

Nas leituras iniciais, ao procurar nas diretrizes curriculares o que os documentos oficiais
normatizam para o ensino de matemadtica aliado a sua Histéria, percebemos que esses docu-
mentos contemplam em vdrios aspectos o uso da Histéria da Matemadtica enquanto recurso
pedagdégico bem como os ganhos educacionais que tal pritica podera oferecer.

Através dessas leituras, ficou claro que era preciso ampliar e aprofundar nosso conhe-
cimento sobre alguns tépicos da Histéria da Matematica relacionados ao cédlculo de drea, ga-
rantindo o suporte tedrico necessario a qualquer proposta de ensino que pudéssemos elaborar.
Acreditamos que ndo é possivel o professor ter um dominio raso sobre um tema e ter sucesso
em sua pratica na sala de aula entdo, nos debrugcamos em uma ampla pesquisa bibliografica
documental, em fontes cientificas, publicadas e revisadas, procurando narrar e discutir os as-
pectos matematicos de épocas da histéria onde os pensadores, os filésofos e recentemente os
matematicos trabalharam para a evolucdo do conceito e do célculo de area até ser sistematizado
e fundamentado da maneira como conhecemos hoje.

Na busca pelos aspectos histéricos do desenvolvimento do conceito de drea de uma super-
ficie, nos deparamos com muitas técnicas usadas em épocas anteriores para o célculo de drea
que podem ser retomadas e aplicadas em sala de aula devido a sua sofisticagc@o e simplicidade
bem como pelo potencial de tornarem-se ferramentas de ensino para fixar tal objeto do conheci-
mento. Para além da aplicagdo pratica das técnicas de cdlculo de drea da antiguidade, buscamos
na histdria alguns temas que ndo fazem parte das propostas de ensino tradicionais € muito menos
sdo contempladas nos livros didéticos, mas podem ser transpostas para o nivel escolar, contri-
buindo de forma significativa para a aprendizagem, sado eles: a Incomensurabilidade, o Teorema
de Pick e as Somas de Riemann.

As grandezas incomensuraveis foram de grande importancia para a percep¢ao da existén-
cia de fatos matemdticos contraintuitivos, o que gerou a necessidade de avangar no rigor e na
axiomadtica deixando de lado as percepcdes sensoriais, que eram falhas, e ndo sé isso, a busca
para contornar o problema da incomensurabilidade estimulou o desenvolvimento de muitos es-

tudos tedricos trazendo avancos que podem ser explorados, como por exemplo, no estudo de
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nimeros e grandezas, as demonstracdes por absurdo, a relacdo entre dlgebra e geometria, entre
muitos outros aspectos ja apresentados no texto dessa dissertagao e também na Aula dedicada a
esse tema, presente em nosso produto educacional.

O Teorema de Pick possibilita determinar drea através da contagem do niimero de pontos
envolvidos na construgio de um poligono sobre uma rede quadricular. E muito simples sua
aplicacdo e pode ser usada em situagdes mais complexas, no estudo de cartografia e na andlise
de imagens aéreas.

As Somas de Riemann trazem a contagem discreta de infinitos retangulos para um limite
que expressa uma grandeza continua, a drea de uma figura sob o grafico de uma fungao, logo,
mostrou-se Util para introduzir no¢des de limites e integrais no curriculo da educagdo bdasica.

Diante da riqueza de conteudos e das informacdes levantadas na pesquisa sobre a Historia
do célculo de area julgamos ser enfadonho ensinar esses temas interessantes com uma metodo-
logia tradicional. Isso nos levou a repensar os caminhos para conduzir esse processo de ensino,
produzindo um formato especifico de aula, focado na resolu¢do de uma tnica atividade desa-
fiadora, pensando nos momentos pré-resolugcdo e pds-resolucio, para que o objetivo principal
seja atingido de forma mais efetiva em cada aula. Esperamos inclusive que esse produto educa-
cional possa servir como elemento motivador para que os estudantes se inspirem na Histdria da
Matematica presente nas atividades e venham a escolher cursos superiores nas dreas de ciéncias
exatas.

A forma com que concebemos essa metodologia, para o desencadeamento de uma sequén-
cia de momentos da aula focados na resolucio e aprendizagem simultaneas em uma atividade
inspirada na Histéria da Matematica, culminou na elaboracdao de um Caderno de Atividades
para o ensino do célculo de area, que estd exposto no Apéndice desse trabalho.

Ainda sobre a necessidade de aperfeicoamento e formagdo continuada para a pratica do-
cente, essa dissertacdo abre caminhos para investigagdes mais aprofundadas a respeito da me-
todologia desenvolvida para as Aulas do Caderno de Atividades através da adaptacao das Aulas
do caderno em Planos de Aulas, para serem utilizados pelos professores em aulas presenciais
com a respectiva coleta de dados e andlise dos resultados (essa aplicacdo era prevista no projeto
de pesquisa, mas devido a crise de satude publica causada pela covid-19 e a suspensdo das aulas
presenciais, ndo se fez possivel).

Outras possibilidades de pesquisa que deixamos como sugestdo, seriam estender a trans-
posicado didética a mais temas do Ensino Superior para serem tratados na Educacdo Bésica tais
como, Geometrias nio Euclidianas, Fractais, Derivadas, entre outros, € até mesmo um estudo
similar a esse, sobre a historia do célculo de volume, fazendo uso da proposta metodoldgica de

nosso caderno de atividades para a aplicacao em sala de aula.
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Como experiéncia pessoal, podemos concluir que a jornada iniciada ao ingressar nesse
programa de mestrado, desde a primeira aula das disciplinas cursadas até 0 momento onde es-
crevemos essas palavras, possibilitou-nos fazer uma profunda reflexdo sobre o professor que
eramos e o professor que estamos nos tornando. Consideramos que essa jornada nos fez mais
capacitados e com aporte tedrico mais profundo. Esses contributos serdo usufruidos pelos nos-
sos alunos, que poderdo contar com um professor mais consciente de seus desafios e melhor
preparado para encara-los.

Dessa forma, esperamos que essa pesquisa, aliada ao Caderno de Atividades venham a
contribuir no oferecimento de uma educacao matemética de qualidade por ser uma das fina-
lidades do Programa de Mestrado PROFMAT e um desejo de todo educador que acredita no

protagonismo da Escola Publica para o desenvolvimento da sociedade brasileira.
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APRESENTACAO

Caro(a) Docente,

Este Caderno de Atividades é produto de uma Dissertagio intitulada "Cdlculo de Area:
uma proposta de ensino com aporte da historia da matemdtica", realizada no ambito do Mes-
trado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) da Universidade do Estado
de Santa Catarina (UDESC) sob a orientagdo da Professora Doutora Ligia Liani Barz e coori-
entacdo do Professor Doutor Rogério de Aguiar.

O presente Caderno de Atividades se destina ao professor(a) e contém uma sequéncia de
5 Aulas, que podem ser adaptadas em planos de aula, voltadas para a resolucdo de atividades
desafiadoras e significativas relacionadas ao ensino-aprendizagem de geometria, em especifico,
o cdlculo de area. O produto educacional € direcionado as Terceiras Séries do Ensino Médio,
porém o professor € livre para transpor o contetido para outras séries, desde que observados os
pré-requisitos basicos para a resolucdo das atividades propostas.

As atividades foram elaboradas e pensadas para oferecer subsidios que contribuirdo com
o enriquecimento de seus conhecimentos docentes bem como a sugestdo de uma metodologia
onde a Aula é programada em torno de problemas envolvendo um tnico conteido, com momen-
tos pré-resolugdo e pds-resolugdo, todos bem definidos com relacdo aos objetivos sugeridos para
as atividades e ao tempo de duracdo dos momentos da Aula.

Dessa forma, Professor(a), quero registrar que ¢ muito bom fazer parte desse momento,
em que se busca ampliar o referencial tedrico sobre esse tema da Matematica, de modo a me-
lhorar sua pratica docente com novas propostas de ensino e propor a seus estudantes praticas
metodoldgicas que transcendem as tradicionais, de modo a trazer avangos para o ensino de
Geometria. Espero que esse material contribua de forma efetiva para seu aperfeicoamento pro-
fissional e pessoal, pois de forma direta, seus alunos irdo usufruir desse seu aperfeicoamento na
forma com que lhes serdo oferecidas as intervencdes desse Caderno de Atividades.

As atividades desse caderno usam a Histéria da Matematica como recurso didatico, ex-
plorando tépicos da histéria onde o desenvolvimento ou o avango da forma de calcular area
trouxe a humanidade uma nova tecnologia ou uma nova ferramenta intelectual para solucionar
algum problema de sua época.

Desejamos que vocé faga um excelente uso desse material tornando suas aulas mais desa-
fiadoras e junto com seus alunos possa construir o conhecimento matematico escolar necessario
para que eles possam exercer a cidadania plena, com liberdade e senso critico.

Altamiro Marlon Ribeiro
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INTRODUCAO

Cada Aula do Caderno de Atividades traz uma sequéncia de Momentos voltados para
desenvolver habilidades e competéncias necessdrias a resolucao de problemas nao muito con-
vencionais e inspiradas na histéria da matematica. A histéria da matemdtica usada como aporte
em cada Aula pode estar exposta na forma direta, pela discuss@ao de um problema histérico ou
de forma indireta aplicando alguma técnica de resolucao usual em outros tempos.

O objetivo central da Aula é resolver uma atividade que serd denominada Atividade Prin-
cipal, o caminho para a sua resolucao serd dado pelo professor através da resolucdo feita por
ele de uma atividade anterior a essa, denominada Atividade Motivadora. A corre¢do da Ati-
vidade Principal se dard em um momento chamado Painel de Solucoes, apés a correcao da
atividade principal, o professor fard um breve resumo da aula em um momento denominado
Sistematizacdo. A Aula € finalizada propondo-se aos estudantes a resolucdo de uma questdo
avaliativa, de nivel de dificuldade intermedidrio, para aferir se o objetivo de aprendizagem dessa
Aula foi alcangado. Ao final de cada Aula teremos trés questdes complementares para serem
propostas como tarefa ou para serem aplicadas aos estudantes que desenvolverem muito rapido
a atividade principal da aula.

As Aulas desse Caderno de Atividades estdo divididas em alguns Momentos Pedagogi-
cos (etapas), definidos quanto aos objetivos e as agdes a serem executadas, conforme descrito a
seguir:

a) Atividade Motivadora: Trata-se de um texto introdutério sobre o tema, visando a pro-
blematizagdo ou instigacido sobre o assunto da aula e/ou uma atividade com inspiracdo
na histdria, simples e rdpida que terd a fungdo de retomar um pré-requisito necessdrio ao
assunto, podendo o enunciado desta atividade trazer o texto introdutério. Esse momento
deve ser conduzido pelo professor na resolucao da atividade ou na interpretacao do texto.

b) Atividade Principal: A atividade principal da Aula é elaborada trazendo fatos da histéria
relacionados ao tema da Aula e deve ser solucionada preferencialmente em duplas ou
trios. Essa atividade tem um grau de dificuldade desafiador, cuja resolugdo exige demanda
cognitiva acentuada.

c) Painel de Solugoes: Esse momento trata-se da corre¢ao da atividade principal. O profes-
sor(a) deve convidar os alunos a ir a lousa, pois devem protagonizar esse momento. Eles
devem expor para a turma suas estratégias e resultados para que possam ser comparados
aos resultados obtidos pelos colegas, procurando perceber as melhores estratégias para a
resolucdo, promovendo uma discussdo em torno dessas apresentagdes.

d) Sistematizacdo: A sistematizacdo do assunto € feita através de um texto auxiliar para
que o professor traga a forma atual do conteddo estudado, com o devido rigor conceitual
disponivel para esse nivel de escolaridade, com defini¢des, proposicdes e se possivel,
algumas demonstragdes.

e) Atividade Avaliativa: Nessa etapa, os estudantes resolverdo individualmente um pro-
blema similar aos propostos anteriormente. O objetivo desse momento € avaliar o pro-
cesso de aprendizagem em relacdo ao que foi trabalhado. Serd aplicada uma questio
relacionada ao assunto, que deve ser corrigida na lousa nos minutos finais da aula.

f) Atividades Complementares: Serdo propostas aos estudantes trés questdes compleme-
tares, uma relacionada a alguma aplicagdo do tema tratado na aula, uma envolvendo al-
gum topico de historia da matematica e uma terceira retirada de bancos de questdes de
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vestibulares e ENEM relacionada também ao tema. Essas trés questdes podem ser pro-
postas como tarefa ou como atividade para resolver em sala de aula, pois os estudantes
com melhor desempenho em matemadtica provavelmente solucionardo a atividade princi-
pal da aula em menor tempo que os demais, e dessa forma, podem trabalhar com essas
atividades complementares ainda em sala de aula.

Professor(a), no ultimo capitulo do Caderno de Atividades estdo registradas propostas de
solugcdes para todas as atividades desse material, vocé deve tomar conhecimento dessas resolu-
coes antes de aplicar as atividades.
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A.1 AULA 1: CALCULO DE AREA POR DECOMPOSICAO E COMPOSICAO

Nessa Aula, trataremos do célculo de 4rea por decomposi¢do e composi¢ao. Para calcular
uma drea irregular, faremos a decomposicao dessa drea em figuras planas menores, cuja forma
de derminar o valor da area sdao conhecidas. A drea da figura irregular serd dada pela soma das
areas menores as quais foi decomposta. Para essa aula, estabelecemos os objetivos a seguir.

Objetivos:

* Determinar areas de figuras planas irregulares usando técnica de cdlculo por decomposi-
¢do e composi¢ao.

* Comparar os diferentes resultados obtidos e discutir sobre as origens dessas diferengas.
 Estabelecer as diferengas entre uma situacdo idealizada e uma situacao real.
* Conhecer as defini¢des que caracterizam a grrandeza "Area".

* Conhecer a dedugdo da férmula da drea do quadrado cujos lados sdo racionais.

Observagaoes:
* Tempo estimado: 2 horas/aula — 90 min.

* Materiais solicitados: régua, calculadora, Figura A.3 impressa em folha A4 milimetrada,
papel manteiga/vegetal.

* Solicite o material a ser usado com antecedéncia e inicie a aula lendo para a truma os obje-
tivos desse da Aula. O tempo para a organizacao da classe, apresentacdo do tema da aula
e leitura dos objetivos é contado junto com o tempo estabelecido para o desenvolvimento
da Atividade Motivadora.

* Essa Aula é elaborada para ser executada em duas aulas seguidas, conhecidas como aula-
faixa. Caso o professor queira usar apenas uma aula, ou mais aulas, basta fazer a adequa-
¢ao proporcional do tempo sugerido para cada momento da aula. Se nao houver disponi-
bilidade de duas aulas seguidas, pode-se trabalhar até a resolug¢do da atividade principal
em uma aula e na aula seguinte, promover o Painel de Solugdes, a Sistematizacgdo e aplicar
a Atividade avaliativa.

A.1.1 Descricao das Atividades da Aula 1

As atividades a seguir devem ser aplicadas conforme a descri¢do feita na Introducao desse
Caderno de Atividades. Planejamos cada aula dividida em momentos que possibilitam a melhor
interpretacdo e possivel resolucdo de uma atividade denominada "Atividade Principal”. Sua
resolucdo possibilita aprender o conceito principal da aula através de uma Unica atividade de
nivel desafiador, envolvendo algum tépico da histdria, e sua correcio deve ser feita através da
participacdo dos alunos expondo para a turma suas resolugdes.
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A.1.1.1 Atividade Motivadora — Aula 1

A origem da nossa geometria remonta das civiliza¢cdes mais antigas do oriente médio e
Egito, que desenvolveram sua escrita por volta do quarto milénio a.E.C e, datam dessa época,
os primeiros registros de técnicas de calculo de area. Os babil6nios habitavam os vales dos rios
Eufrates e Tigre e os egipcios, o norte da Africa, ao longo do rio Nilo. Os babildnios desco-
briram regras para célculos de areas de figuras geométricas simples e também podiam calcular
o volume de vdrios solidos. Os egipcios foram estimulados a desenvolver sua geometria por
questdes de sobrevivéncia, pois dependiam da agricultura as margens do rio Nilo, que todo ano
inundava essas terras, havendo entdo a necessidade de sua medi¢cao e demarcacdo permanente-
mente.

E consenso entre os historiadores, tais como Eves (2004) e Roque (2012) que essas civili-
zacoOes desenvolveram métodos de calcular drea por questdes préticas, tais como, demarcacdes
de fronteiras, divisdes de propriedades, constru¢do civil e militar, demarcagdo de terras de cul-
tivo, etc.

Todas essas atividades envolvem a necessidade de se calcular area. Os babilOnios, o0s
egipcios e posteriormente os gregos desenvolveram as mais diversas técnicas. A técnica mais
fundamental seria o cdlculo de drea por decomposicdo. A técnica consiste em dividir a drea a
ser calculada em dreas menores, que por razdes praticas sdo mais faceis de serem obtidas, por
exemplo, decompor em quadrados ou retangulos. A drea total € dada pela soma (a composi¢ao)

das areas menores obtidas da decomposi¢ao.
Problema: O triangulo ABC da Figura A.1 € equilatero e tem area igual a %g' Usando decom-
1

posi¢do, vamos determinar a drea do retingulo DEF G da Figura A.1, sabendo que sua base €
do lado de ABC.

Figura A.1 — Retangulo DEF G inscrito no triangulo ABC.

Fonte: Autoria propria.

Orientacoes para Professores(as): Essa atividade € uma introducdo a Atividade Principal da Aula. O texto
deve ser lido em conjunto com a turma e o problema deve ser resolvido por voc€. Sugerimos a organizagcao
da turma em duplas ou trios, a leitura dos objetivos da aula, a leitura do texto introdutério e a resolucao da
atividade motivadora sejam executados em um tempo de 15 minutos.
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Sugestoes para Professores(as): O texto introdutério, anterior ao problema da Atividade Motivadora pode
ser substituido por um video, uma apresentacio em slides desse tema ou até mesmo outro texto, porém devem
apreciar os aspectos histéricos do tema. Vocé pode fazer essas adaptacdes conforme as necessidades especificas
de suas turmas. Uma outra possibilidade é pedir com antecedéncia que os estudantes efetuem uma pesquisa
sobre o tema da aula, promovendo em sala um pequeno debate sobre essa pesquisa. Apenas tenha o cuidado
de que nessa etapa os estudantes trabalhem ideias que os levar@o a usar a decomposi¢do e composicdo de areas
para a resolucdo da atividade principal.

A.1.1.2 Atividade Principal — Aula 1

O Sol sempre foi objeto de estudos, observacdes e até adoracdo pelos povos antigos, que
entendiam sua importancia nos processos de vida na Terra e atribuiam-lhe a caracteristica de
um Deus.

Observagdes do Sol e registros do nimero de manchas ocorrem h4 mais de 1000 anos.
Como todo ramo de pesquisa em fase inicial, o registro das primeiras manchas solares causou
intimeras especulacdes e defini¢cdes inconsistentes. Esse cendrio mudou lentamente a partir da
melhoria dos instrumentos de observacao e do amadurecimento de ideias e de concepgoes.

Os chineses ja observavam manchas escuras na fotosfera solar a olho nu, desde 1000
a.E.C. (antes da Era Comum). Em torno de 95% do histérico de observagdes sio orientais, em
especial da China e da Coréia e, assim, manteve-se até 1150 E.C. (Era Comum) cobrindo um
intervalo de tempo muito maior que das observagdes feitas na era do telescopio.

Observagdes do Sol a olho nu sdo possiveis desde que a mancha seja grande e que a at-
mosfera apresente condi¢Oes favordveis, como poeira e nebulosidade que reduza a luminosidade
do Sol. Para Lorensie e Pacini (2016), os orientais ja usavam filtros artesanais para amenizar a
luz solar e facilitar a visualizacdo das manchas.

Quando surgiu o telescopio na Europa, no século XVII, Galileu Galilei (1564-1642) foi o
primeiro a observar o Sol e o céu com o uso de telescopios, em 1611. Também foi o primeiro
a observar manchas solares a olho nu e com o telescépio ao mesmo tempo, em 1612. Essa
observacao especifica foi publicada em 1613, representada na Figura A.2, a direita, e comparada
com uma imagem atual da fotosfera, a esquerda.

Figura A.2 — A esquerda, a fotosfera visivel e a direita, as manchas retratadas por Galileu em
1610.

Fontes: O Sol - INPE. Desenho de Galileu, Lorensie e Pacini, 2016, p.110.
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A partir da melhoria dos instrumentos e da colabora¢@o de diversos cientistas, construiu-
se o conceito de atividade solar e observou-se que:

1) As manchas escuras na fotosfera do Sol surgem e desaparecem de maneira ciclica.

2) Uma quantidade maior de manchas indica o méximo solar € um menor nimero assinala
um minimo solar.

Com a reunido de tantas observacdes do Sol e com as centenas de registros da quantidade
de manchas solares, foi possivel compreender que a Terra passou por periodos de variabilidade
na atividade solar, ao longo da histéria. Essas informacdes seguramente tém relevancia cienti-
fica, uma vez que se sabe que a vida na Terra depende da energia oriunda do Sol e que variacdes
na emissao dessa energia pode nos fornecer explicacdes para diversos fendmenos climaticos.
Atualmente, considera-se que o raio médio do Sol € igual a 695700 km.

Problema: Usando o desenho feito por Galileu, sobre uma malha quadriculada, Figura A.3,
encontre um valor aproximado para a drea ocupada pelas manchas solares representadas nesta
figura e a seguir responda: "Quais os fatores que tornam nosso problema uma idealizacdo da
situacdo real?"

Figura A.3 — Desenho de Galileu sobre malha quadriculada.

Lesin

Fonte: Lorensie e Pacini, 2016, p.110.
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Orientacoes para Professores(as): Peca que os alunos leiam o enunciado da Atividade Motivadora em siléncio
e pensem, por alguns minutos (sugerimos 3 a 5 minutos) em uma estratégia para a resolucdo. Apds passar esse
tempo, libere para discutir as idéias com seus companheiros de equipe e terminar a resolucdo. Essa primeira
parte de leitura e inicio da resolug@o de forma individual faz com que cada um tenha suas préprias idéias para
poder discutir com seu companheiro de equipe, evitando que alguns alunos participem de forma passiva na
resolucdo. Enquanto os alunos resolvem a atividade, circule pela sala e observe as estratégias de resolu¢ao de
cada equipe. Caso haja diividas ou dificuldades durante a resolu¢do, nao forneca uma resposta pronta, busque
fazer questionamentos que o ajudem a pensar e encontrar sozinho a saida para a ddvida. Sugerimos 25 minutos

para a execucdo dessa atividade.

Sugestoes para Professores(as): Nesta parte pode-se pedir aos alunos que facam uma pesquisa para responder

a seguinte pergunta: Atualmente estamos passando por um periodo de minimo ou de maximo solar? Qual a

relacdo da tempetura da terra com os maximo e minimos solares?

A.1.2 Painel de Solucdes — Aula 1

Antes de passar para o Momento de Sistematizacdo o professor deve promover o Painel
de Solucdes. Nesse momento da aula os alunos vao discutir as estratégias utilizadas na solucgao.
Os estudantes devem ser convidados a ir a lousa para expor e comparar os resultados obtidos
com os colegas, procurando selecionar as melhores estratégias para a resolug@o. Para essa etapa,
estima-se um tempo de 20 minutos.

A.1.3 Sistematizacido — Aula 1

O método usado na resolucdo dos problemas da aula, denomina-se cdlculo de area por
decomposicao e composi¢cao. Esse método era muito empregado pelos matematicos da antigui-
dade quando queriam determinar a drea de figuras planas que nao possuiam foérmulas definidas
para seu célculo.

(i) Poligonos congruentes tem areas iguais.
(i) Se P € um quadrado de lado unitério, entdo a drea de P € igual a 1.

(iii) Se P pode ser decomposto como reunido de n poligonos Py, P, ..., P, tais que dois quais-
quer deles t€m em comum no maximo alguns lados, entdo a drea de P € a soma das areas
dos P,comi=1,2,3,--- ,n.

Note que a técnica de célculo de drea por decomposi¢do € garantida pelo item (iii) pois
indica que podemos decompor um poligono P e a drea de P € a soma das dreas menores em que
foi decomposto.

Usando a maneira como decompomos a drea de poligonos, € possivel demonstrar como se
deduz a férmula da drea de um quadrado de lados comensurédveis. A demonstragdo apresentada
a seguir pode ser encontrada em Lima (1991, pp. 11-12).

Proposiciio A.1. A drea de um quadrado de lado 1 é I,

Demonstragdo. Por defini¢do, o quadrado € o quadrildtero de quatro lados iguais e quatro angu-
los internos retos. O quadrado de lado 1 serd nossa unidade de medida, denominado quadrado
unitario.
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Um quadrado Q, de lado medindo n, n inteiro, pode ser decomposto, por meio de paralelas
aos seus lados, em n> quadrados justapostos, cada um deles com lado unitério e 4drea 1. Segue-
se entdo, que a 4rea do quadrado Q, é dada por Q = n?. A Figura A.4 a seguir representa um
quadrado de lado 7, composto pela justaposi¢do de 49 quadrados unitarios.

Figura A.4 — Quadrado de lado 7 e drea 49.

]

Fonte: Autoria propria.

Caso o quadrado tenha lado menor que 1, £ = %, com 7 inteiro, entdo o quadrado unitario
se decompde mediante paralelas a seus lados, em n?, quadrados congruentes a Q, compondo

um quadrado de drea 1, logo, n? x A(Q) = 1. Portanto, Q = niz
Em um caso mais geral, se o lado de Q € racional, ou seja, ¢ = % =m X %, m e n inteiros,
decompdem-se os lados de Q em m segmentos de comprimento %, obtendo m? quadrados de

lados %, conforme Figura A.5.

Figura A.5 — Quadrado composto por m quadradinhos de lado %

I'rtI:l

Iin

FH

Fonte: Autoria prépria.

Fazemos essa decomposi¢do através de paralelas aos lados de Q. Dessa forma a area de

cada um desses quadradinhos € n]—2 e segue que

1 m?
m* x (ﬁ) = (A.1)
Podemos entdo concluir que a drea de um quadrado de lado racional 7 €
2
m
0= .y (A.2)
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Observac¢ao: Embora a demonstragio que apresentamos foi para medidas comensuraveis a proposicao € valida
também para medidas incomensurdveis. Nao apresentamos aqui a demonstragao para lados incomensuraveis
pois ela exige alguns conhecimentos mais avancados sobre limites e a passagem dos niimeros racionais para
os numeros reais que fogem ao escopo deste caderno de atividades. Maiores detalhes podem ser encontrados
na dissertacdo que deu origem a este caderno, em Roque (2012) ou Eves (2004). Sugerimos 15 minutos para a

execugdo dessa atividade.

Fechamento da Aula 1: Nessa Aula, exercitamos a habilidade de perceber que podemos de-
compor e compor areas, transformando uma drea irregular em outra, ou vdarias outras cujo mé-
todo de calcular é conhecido. Podemos fazer isso porque a drea ¢ uma grandeza aditiva, ou
seja, todas as manchas solares de formato irregular da nossa figura podem ser agrupadas em 56
quadrados da malha, e como conheciamos a drea de um quadrado, basta usar uma multiplicagao
para solucionar o problema.

A.1.4 Atividade Avaliativa — Aula 1

Avaliacao 1. Resolva o seguinte problema:

O poligono ABCD da Figura A.6 € um quadrado. Determine a drea que estd compreendida
entre o arco AE, o arco EB e o lado AB.

Figura A.6 — Quadrado decomposto em dreas ndo poligonais

2,5 mm

Fonte: Autoria propria.

Orientacoes para Professores(as): O propésito dessa atividade € avaliar o processo de aprendizagem em
relagdo ao que foi trabalhado durante a Aula. Nessa etapa, os estudantes resolverdo individualmente um pro-
blema com um enunciado mais direto focado apenas no algoritmo relacionado ao calculo de area da Atividade
Principal. Essa questao avaliativa deve ser corrigida na lousa nos minutos finais da aula. Sugerimos para esse

momento um tempo de 10 minutos para a resolu¢do e 5 minutos para a corre¢do na lousa. Caso ndo seja

possivel, vocé pode fazer a correcio na aula seguinte.
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A.1.5 Atividades Complementares — Aula 1

Questao 1: A necessidade de determinar drea permanece até os dias atuais, alguns exem-
plos sdo: fazer um orcamento para ladrilhar um piso, decidir a drea que um ambiente deve
ter para acomodar certa quantidade de pessoas, construir softwares para determinar drea de
forma remota através de imagens de satélites, determinar dreas de tumores em imagens compu-
tadorizadas, etc. A seguir, trazemos uma situa¢do muito comum no cotidiano onde aplicamos
conhecimentos sobre cdlculo de drea.

Supondo que a Figura A.7 represente o piso de um ambiente que se quer ladrilhar, e que
o lado de cada quadrado delimitado pela linha mais escura da malha mede 90 centimetros (cm),
determine:

a) A drea em metro quadrado (m?) do piso.

b) Quantos ladrilhos quadrados de 90 c¢m de lado podem ser usados na pavimentagado, su-
pondo que nao queremos reaproveitar recortes?

¢) Foi uma boa decisdo nao reaproveitar recortes de ladrilhos para esse caso?

Figura A.7 — Pentagono ABCDE

G

Fonte: Autoria propria.

Questao 2: As civilizacdes da antiguidade desenvolveram técnicas de calcular raizes de
equagoes quadraticas através da aplicagdo do conhecimento disponivel sobre segmentos e dreas.
Em Eves (2004, p. 170), encontramos a Proposicao 4, do livro II dos Elementos de Euclides,
que estabelece a seguinte identidade:

(a+Db)? =a*+2ab+1* (A3)

A identidade acima era comumente associada a um quadrado, conforme ilustra a Figura
A.8.
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Figura A.8 — Quadrado de lado a + b.

A B E
a b
a
C
D F
b
G
K H

Fonte: Autoria propria.

Na Figura A.8, ABCD é um quadrado de 4rea a?>, BCFE e DCHK sio dois retingulos
congruentes de drea ab e HCFG um quadrado de lado b?. Dessa forma, a equagio

(a+b)*=a*+2ab+b*=c

indica que o quadrado de lado a + b na Figura A.8 tem area igual a c. Usando das ideias desse
enunciado, resolva a equagdo quadritica

Z4+4x—10=11.

Questao 3: (ENEM - 2011) O tangram é um jogo oriental antigo, uma espécie de quebra-
cabeca, constituido de sete pecas: 5 tridngulos retangulos e isdsceles, 1 paralelogramo e 1
quadrado. Essas pecas sao obtidas, recortando-se um quadrado de acordo com o esquema da
Figura A.9 (A). Utilizando-se todas as sete pegas, € possivel representar uma grande diversidade
de formas, como as exemplificadas nas Figuras A.9 (B) e (C).

Figura A.9 — Composi¢des com o Tangran

B

P
‘v' -a“‘ ]
bt 'O Asm
/N
(A) (8 (C)
Fonte: ENEM (2020)
Se o lado AB do hexdgono, mostrado na Figura A.9 (B) mede 2 c¢m, entdo a area da Figura

A.9 (C), que representa uma "casinha", € igual a
a) 4 cm? b) 8 cm? ¢) 12 cm? d) 14 cm? e) 16 cm?

Orientacoes para Professores(as): As Atividades Complemetares devem ser propostas como tarefas ou apli-
cadas a estudantes que desenvolverem muito rapido a resolug@o da atividade principal ou da atividade avaliativa.
Porém, destacamos que € de suma importancia a aplica¢do e a corre¢do dessas atividades.
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A.1.6 REFERENCIAS - Aula 1

Atividade Motivadora:

* GASPAR, Maria Terezinha. "Explorando a Geometria Através da Historia da Matematica
e da Etnomatematica". 2004. Disponivel em
<http://www.sbem.com.br/files/viii/pdf/07/MC10721746500.pdf>. Acesso em 17 de no-
vembro de 2019.

Atividade Principal:

* Imagem da fotosfera na Figura A.2. Disponivel em
<http://www.inpe.br/ciaa2018/arquivos/aulas_ pdfs/o_ sol/OSol.pdf>. Acesso em 30 de
novembro de 2019.

* LORENSI, Caren; PACINI, Alesandra Abe. "Observacdes de manchas solares: Uma
histdria antiga". 2016. Disponivel em
<https://revista.univap.br/index.php/revistaunivap/article/view/422/0>. Acesso em 2 de
dezembro de 2019.

* Raio do Sol: Parametros fisicos e Astrondmicos. Disponivel em
< http://astro.if.ufrgs.br/dados.htm>. Acesso em 2 de dezembro de 2019.

Sistematizacao:

* LIMA, et al. Temas e problemas elementares. Colecaio PROFMAT, 5.ed. Rio de Ja-
neiro: SBM, 2013.

Atividade Avaliativa:

* LEONARDO, Fabio Martins, organizador. Conexdes com a Matematica. V. 2. Sido
Paulo: Moderna, 2013.

Atividades Complementares:

* ENEM. Exame nacional do ensino médio. 2020. Disponivel em
<http://portal.inep.gov.br/provas-e-gabaritos>. Acesso em: 02 de novembro de 2020.

* EVES, Howard, tradugdo: Hygino H. Domingues. Introduc¢io a histéria da matema-
tica. Campinas: Editora da UNICAMP, 2004.
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A.2 AULA 2: RAZOES ENTRE GRANDEZAS INCOMENSURAVEIS

O tema abordado nessa aula ndo trata especificamente sobre o célculo de drea. Mas, como
a descoberta da incomensurabilidade entre grandezas se constituiu em um problema central da
matemadtica grega a partir do século IV a.E.C. e ndo é tomado como um tema importante e
merecedor de um capitulo ou se¢do na grande maioria dos livros didaticos brasileiros, propomos
essa aula por entender que devemos criar essa demanda pois esse conteido pode contribuir de
forma significativa para qualquer projeto de ensino voltado para o estudo da geometria.

Dessa forma, é importante que os estudantes conhecam mais a fundo esse tépico da his-
téria matematica pois os esforcos a época, para contornar esse problema motivaram novos de-
senvolvimentos tedricos, como por exemplo, a separacdo entre o tratamento matematico dos
numeros € o tratamento matemdtico das grandezas, a generalizacdo da teoria das razdes, que
até entdo era dependente da no¢do de proporcao e por fim, a consolidagdo de uma categoria de
numeros que futuramente viriam a ser chamados de "numeros irracionais" presentes na maioria
dos resultados que obtemos nos problemas escolares que envolvem trigonometria.

Objetivos:

* Conhecer a origem do problema da incomensurabilidade em seu contexto dentro da his-
téria da Matematica.

* Reconhecer a existéncia de grandezas incomensuraveis;
* Verificar a comensurabilidade ou incomensurabilidade entre grandezas;
* Determinar o maximo divisor comum (MDC) entre grandezas aplicando um processo
chamado antifairese;
Observacgaoes:
* Tempo estimado: 2 horas/aula — 90 min.
* Materiais solicitados: régua, compasso e calculadora.

* Solicite o material a ser usado com antecedéncia e inicie a aula lendo para a turma os ob-
jetivos. O tempo para a organiza¢do da classe, apresentacdo do tema da aula e leitura dos
objetivos € contado junto com o tempo estabelecido para o desenvolvimento da Atividade
Motivadora.

* Essa Aula é elaborada para ser executada em duas aulas seguidas, conhecidas como aula-
faixa. Caso o professor queira usar apenas uma aula, ou mais aulas, basta fazer a adequa-
¢do proporcional do tempo sugerido para cada momento da aula. Se nao houver disponi-
bilidade de duas aulas seguidas, pode-se trabalhar até a resolucdo da atividade principal
em uma aula e na aula seguinte, promover o Painel de Solug¢des, a Sistematizagdo e aplicar
a Atividade avaliativa.

A.2.1 Descricao das atividades da aula 2

As atividades a seguir devem ser aplicadas conforme a descri¢do feita na introducao desse
Caderno de Atividades. Planejamos cada aula dividida em momentos que possibilitam a melhor
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interpretacdo e possivel resolucdo de uma atividade denominada "Atividade Principal”. Sua
resolucdo possibilita aprender o conceito principal da aula através de uma unica atividade de
nivel desafiador, envolvendo algum tépico da histdria, e sua correcao deve ser feita através da
participacdo dos alunos expondo para a turma suas resolugdes.

A.2.1.1 Atividade Motivadora

A geometria ocupa-se essencialmente em estudar grandezas como comprimento, drea e
volume. Uma grandeza fisica € por defini¢do, tudo que pode ser medido, ou seja, € algo perten-
cente ao mundo fisico que pode ser associado a um numero e uma unidade de medida.

Nessa aula vamos discutir a existéncia de grandezas que ndo podem ser medidas de ma-
neira exata, chamadas grandezas incomensurdveis. Acredita-se que o descobrimento desse tipo
de grandeza trouxe uma crise na matematica da Grécia Antiga, mas como todo conhecimento
cientifico, hd estudiosos que contestam tal crise alegando falta de evidéncias sobre o fato e afir-
mando que o problema causou um certo desconforto no inicio, mas foi contornado e passou a
integrar a matemadtica, fazendo parte dela até os dias atuais.

Quando pensamos em um quadrado de lado medindo 1 metro, sabemos que sua drea é
1 m2. Essa é uma das unidades de drea e, no Sistema Internacional de Unidades de Medidas
(SI), é a unidade padréo para a medida de drea, assim como o metro (m) é a unidade de medida
do SI para comprimentos.

Orientacoes para Professores(as): O propésito desse momento da Aula € apresentar a existéncia de segmentos
incomensuraveis e despertar o interesse dos estudantes pelo tema. Esse momento, deve ser conduzido pelo
professor e ndo se trata de uma atividade, mas um texto onde se conjectura sobre a incomensurabilidade da raiz
quadrada de 2. O texto traz uma série de tentativas de se encontrar um niimero x pertencente ao intervalo real
1 < x < 2 que elevado ao quadrado € igual a 2. Sugerimos que o tempo para a organizacdo da turma, leitura

dos objetivos da Aula e o desenvolvimento desse texto seja de no maximo 15 minutos.

Uma hipétese que é muito difundida sobre a descoberta de segmentos de reta incomen-
surdveis, € a tentativa de racionalizar (transformar em um ndmero racional) a diagonal de um
quadrado de lado 1, que ocorreu por volta do ano 400 a.E.C.

Numeros racionais, sdo aqueles que podem se tornar fragdes, e essa ideia estd intimamente
ligada ao ato de medir. Por exemplo, se dividirmos um segmento de reta de Im de comprimento
em 5 partes iguais, ao tomarmos um segmento formado por trés dessas partes, esse segmento
mede trés quintos de um metro.

No pensamento da época, comprimento, drea e volume eram grandezas fisicas que podiam
ser medidas, bastava encontrar a unidade de medida adequada para cada caso. Dessa forma, a
descoberta de segmentos de retas que ndo podiam ser comparados com nenhum outro segmento
dado como unidade, pode sim ter causado um certo mal-estar entre os matematicos da época.

Problema: A diagonal de um quadrado de lado 1 tem medida representada por um nimero
racional?

No quadrado unitario ABCD, a diagonal AC divide o quadrado em dois tridngulos retan-
gulos: o tridngulo ABC, retangulo em B, e o tridangulo ADC, retangulo em D, ambos congruentes
pelo caso "lado, lado, lado" pois AC € lado comum, AB = CD e BC = AD. Observe a Figura
A.10
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Figura A.10 — Diagonal AC de comprimento incomensuravel.

D [

|

A I_‘B

Fonte: Autoria propria.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo ABC, a diagonal AC € obtida da seguinte
forma:

(AC)> = (AB)>+(BC)?
— 12412
= 1+1
= 2. (A.4)

Extraindo a raiz quadrada de ambos os membros de (A.4), temos:

(AC)2 = V2 = AC = V2. (A.5)

Portanto, o comprimento da diagonal AC é V2u.c.

Vamos prestar aten¢do na igualdade (AC )2 = 2. E possivel encontrarmos um ndmero
racional que ao ser elevado ao quadrado o resultado € 2?

Faremos algumas tentativas, mas inicalmente, observe que P=1=+VI=1e2?=
4 = /4 = 2. Dessa forma v/2 é um valor entre 1 e 2, ou seja, ndo € um numero inteiro.
Vamos elevar alguns nimeros entre 1 e 2 ao quadrado e observar o resultado, completando as
tabelas a seguir.

Tabela A.1 — Valores de x e seus respectivos quadrados, onde 1 < x < 2.

X X2
111,21
1,2 1,44
1,3] 1,69
1,4 1,9
1,5 2,25

Ao preenchermos a Tabela A.1, notamos que o 2 estd entre (1,4)% e (1,5)%. Vamos
proceder da mesma forma agora usando valores de x entre 1,4 ¢ 1,5.

Tabela A.2 — Valores de x e seus respectivos quadrados, onde 1,4 <x < 1,5.

X x2

1,41 | 1,9881
1,42 | 2,0164
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Na Tabela A.2, notamos que bastaram 2 linhas para encontrar o intervalo em que se situa
o nimero que elevado ao quadrado é 2. Agora, faremos o mesmo procedimento para valores de
xentre 1,41 e 1,42.

Tabela A.3 — Valores de x e seus respectivos quadrados, onde 1,41 < x < 1,42.

X X2

1,411 | 1,990921
1,412 | 1,993744
1,413 | 1,996569
1,414 | 1,999396
1,415 | 2,002225

Na Tabela A.3, conseguimos situar v/2 em um intevalo muito menor que nas tabelas
anteriores, conseguimos determinar que o nimero que elevado ao quadrado € 2 estd entre 1,414
e 1,415.

Podemos continuar esse raciocinio pois, entre dois nimeros racionais, existem infinitos
outros racionais, logo, € possivel conjecturar, com um certo grau de seguran¢a que nunca vamos
encontrar um nimero decimal exato que elevado ao quadrado resulte em 2.

Portanto, a diagonal do quadrado da Figura A.10 ndo pode ser medida por um ndmero
racional, em outras palavras, essa diagonal ¢ uma grandeza incomensuravel (formalizaremos
essa afirmagdo em um outro momento da aula).

A.2.1.2 Atividade Principal — Aula 2

Desde sua descoberta, anterior aos anos 400 a.E.C, as grandezas incomensuraveis foram
um grande desafio para os matemadticos gregos. J4 comentamos antes que os gregos determina-
vam dreas por comparagao, e se existem grandezas que ndo podem ser expressas na forma de
fracdo, terifamos problemas sérios ao medi-las, pois medir € comparar com uma unidade tomada
como padrdo de medida.

O problema foi contornado com a teoria das propor¢des entre quatro grandezas que apre-
sentaremos, atribuida ao filésofo platonico Eudoxo, nascido em torno de 400 a.E.C. Essa teoria
em uma importamte obra da matemadtica grega, intitulada Os Elementos de Geometria, escrita
pelo gedmetra Euclides de Alexandria em 300 a.E.C.

Leia com atencdo Definicdo V.5 (1€-se defini¢do 5 do livro 5) do Elementos:

Definicao A.1. (Defini¢cdo V.5. dos Elementos) Diz-se que grandezas estdo na mesma razdo,
a primeira para a segunda e a terceira para a quarta quando, se quaisquer equimiiltiplos da
primeira e da terceira, e outros quaisquer equimiltiplos da segunda e da quarta, sdo tais que
os primeiros equimiiltiplos ultrapassam, um a um, os segundos ou sdo iguais a estes ou sao
menores, que os tltimos equimiiltiplos considerados na ordem correspondente aos primeiros.

Observe que é bem dificil de entender o que diz essa defini¢dao, mas podemos interpretd-la
da seguinte maneira: as grandezas a, b, ¢ e d estdo na mesma razao, observado primeiramente
que

a:b:c:d, (A.6)
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se multiplicarmos a primeira e a terceira por um mesmo nimero inteiro € da mesma forma,
multiplicarmos a segunda e a quarta, por outro nimero inteiro, chamaremos de m e n esses
numeros, podemos encontrar trés possibilidades:

) ma>n-b=m-c>n-d.
i) ma=n-b=>m-c=n-d.
i) m-a<n-b=m-c<n-d.
Na notacdo moderna, a assercao A.6, € expressa por

a c

—=—-%a-d=b-c. (A7)
b d

Problema: Para entender a Teoria das Propor¢des de Eudoxo, considere quatro grandezas

quaisquer, de mesma espécie, quatro dreas por exemplo, de medidas a = 2 cm?, b = /5 cm?,

c= % cmted= g cm? e os niimeros inteiros m = 5 e n = 3. Com esses dados, resolva os itens

a seguir.
a) Verifique se hd proporcao entre as dreas a, b, c e d.

b) Para os valores dados, verifique se a desigualdade a seguir é verdadeira.

m-a>n-b=m-c>n-d. (A.8)

WIS

¢) Do enunciado, note que ¢ = 5 e d = Verifique se essa propor¢do se manteve nos
resultado numéricos de m-a > n-b = m-c > n-d obtidos no item (b).

d) Busque alguns valores para a, b, ¢, d (devem estar em propor¢do) sendo b e d incomen-
surdveis (irracionais) usando m =5 e n =7, tal que as desigualdades m-a < n-b entdo
m-c < n-d sejam verdadeiras. Verifique também se a propor¢cdo se manteve.

e) Em que situac@o teremos a igualdade (ii), ou seja: m-a=n-bem-c=n-d.

Orientacoes para Professores(as): Peca que os alunos leiam o enunciado da Atividade Motivadora em siléncio
e pensem, por alguns minutos (sugerimos 3 a 5 minutos) em uma estratégia para a resolu¢do. Apés passar esse
tempo, libere para discutir as idéias com seus companheiros de equipe e terminar a resolucdo. Essa primeira
parte de leitura e inicio da resolugdo de forma individual faz com que cada um tenha suas préprias idéias para
poder discutir com seu companheiro de equipe, evitando que alguns alunos participem de forma passiva na
resolucdo. Enquanto os alunos resolvem a atividade, circule pela sala e observe as estratégias de resolucao de
cada equipe. Caso haja dividas ou dificuldades durante a resolug@o, ndo forne¢a uma resposta pronta, busque
fazer questionamentos que o ajudem a pensar e encontrar sozinho a saida para a divida. Sugerimos que essa

atividade seja trabalhada em um tempo de 25 minutos.

A.2.2 Painel de Solucoes — Aula 2

Antes de passar para o Momento de Sistematizacdo o professor deve promover o Painel
de Solucdes. Nesse momento da aula os alunos vao discutir as estratégias utilizadas na solugdo.
Os estudantes devem ser convidados a ir a lousa para expor e comparar os resultados obtidos
com os colegas, procurando selecionar as melhores estratégias para a resolug@o. Para essa etapa,
estima-se um tempo de 15 minutos.
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A.2.3 Sistematizacio — Aula 2

Vamos mostrar que o comprimento da diagonal do quadrado de medida /2 discutido
no inicio da aula € incomensurdvel, ou seja, ndo pode ser expresso na forma de um nimero
racional.

Proposicdo A.2. O segmento de medida /2 ndo é racional.

Demonstragdo. Para provar que v/2 niio é racional, vamos supor que seja racional e chegar
a uma contradi¢do. Inicialmente, supondo que p e g sdo ndmeros inteiros e positivos, primos
entre si, ou seja, ndo possuem divisores comuns pois MDC(p,q) = 1.

Por hipétese, faremos £ = \/5, q # 0, ou seja, v/2 é racional. Elevando ambos os mem-
bros dessa igualdade ao quadrado temos:

2
P o= 24 (A9)
Como todo niimero par pode ser escrito da forma 2k, em que k € Z, temos que
p? =24* épare p* =2k (A.10)
Logo,
p2 €par = p épar = p=2m, m € 7. (A.11)
Observe ainda que
p = 2m e elevando ambos os membros ao quadrado,
P2 = 4m?. (A.12)
Mas pelo resultado (A.10), temos que p*> = 247, entio
2¢*> = 4m® e dividindo ambos os membros por 2, temos
¢ = 2m* = q épar (A.13)

As conclusdes em (A.11) e em (A.13) sdo contraditérias pois p e g foram supostos pri-
mos entre si. Chegamos entdo a um absurdo e assim, nio podemos supor que /2 é racional.
Portanto, \/Q ¢é irracional. L]

Dessa forma, um segmento que mede v/2 ndo pode ser medido a partir de nenhum outro
segmento, dado que ndo encontramos a fragao § equivalente a ele. Esse tipo de segmento é
chamado de incomensuravel.

Orientacoes para Professores(as): Ao demonstrar a argumentacdo da impossibilidade de racionalizar o nu-
mero /2, enfatize o tipo de demonstragio por "Reducéo ao Absurdo' empregado na prova. Sugerimos um
tempo de 20 minutos para a realizacdo dessa etapa.

Sugestao para Professores(as): Construir com régua e compasso um retangulo cuja drea € uma grandeza

incomensurdvel. Também pode-se pedir uma pesquisa sobre a existéncia ou ndo existéncia de uma crise na

matematica grega gerada pela descoberta das grandezas incomensuraveis.
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Fechamento da Aula 2: Nessa Aula aprendemos como as grandezas incomensuraveis surgiram
na matematica grega, entre os séculos V e VI a.E.C (antes da Era Comum), na tentativa de medir
a diagonal de um quadrado de lado 1. Essa diagonal, segundo discutimos e demonstramos
durante a aula, tem medida \/§ = 1,4142135... e ndo pode ser registrado na forma de fragdo,
isto €, nao pode ser racionalizado. Além disso, conhecemos também a forma com que a Teoria
das Proporcdes de Eudoxo contornou o problema da incomensurabilidade, possibilitando, desde
entdo, que os matemadticos trabalhassem com razdes entre grandezas incomensuraveis.

A.2.4 Atividade Avaliativa — Aula 2

Avaliacao 2. Resolva os itens a seguir:

a) Determine a drea do triangulo ABC da Figura A.11 e avalie se o valor encontrado € uma
grandeza comensurdvel ou incomensurével. Justifique sua escolha.

b) Atribua valores para os lados do tridngulo DEF para que sua drea seja uma grandeza
incomensuravel e determine o valor dessa drea.

Figura A.11 — Triangulos ABC e DEF .

D._I F

Fonte: Autoria proria.

Orientacoes para Professores(as): O propdsito dessa atividade € avaliar o processo de aprendizagem em rela-
¢do ao que foi trabalhado durante a Aula. Nessa etapa, os estudantes resolverdo individualmente um problema
com um enunciado mais direto focado apenas na verificacdo da prendizagem relacionada ao tema da Aula.
Essa questao avaliativa deve ser corrigida na lousa nos minutos finais da aula. Sugerimos para esse momento
um tempo de 10 minutos para a resolucdo e 5 minutos para a correcdo na lousa. Caso ndo seja possivel, vocé

pode fazer a correcao na aula seguinte.

A.2.5 Atividades Complementares — Aula 2

Questao 1. A incomensurabilidade pode ser observada quando ndo conseguimos medir
uma grandeza em fun¢do de outra. Para entender melhor, acompanhe o raciocinio a seguir.

Imagime o retangulo ABCD de altura AD = 1 m, base AB = (1 + @) m. Ao retirarmos

1 m? de sua 4rea, temos como resto um retangulo de altura EF = 1 m e base EB = ‘/?i m,
conforme mostra a Figura A.12:
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Figura A.12 — Quadrado AEF D e retangulo EBCF .

D o/% L

1m

e C

1m E Q
5
Fonte: Autoria propria.

As areas do quadrado AEFD e do retangulo EBCF sdo respectivamente,

S(AEFD) =1m* ¢ S(EBCF) = ? m?,

e se quisermos medir a drea do retangulo tomando como unidade a drea do quadrado, devemos
fazer:

S(EBCF)
S(AEFR)

|
o

= é-\/i. (A.14)

Como j4 vimos durante a aula, uma grandeza que mede v/2 é incomensurdvel, portanto o
resultado obtido para a razdo em (A.14) indica que a drea do retangulo EBCF € incomensuravel
em relacdo a area do quadrado AEFD.

De acordo com o que foi apresentado nesse enunciado, verifique se hd comensurabilidade
entre a grandeza p em relacdo a grandeza g para cada caso a seguir:

a) p=6eqg=23;

b) p=5eq=153;

¢) p=TV3eq=14/3;
d) p:6\/§eq:2\/§;
e) p=9eq=21V3;

Questao 2. Uma técnica de comparar razdes sem a necessidade do conceito de nimero
racional € a antifairese, ou subtragoes reciprocas. Na geometria, usava-se a antifairese no ato
de aproximar razdes entre segmentos incomensurdveis. Leia com atencdo a asser¢do a seguir:

Se, quando a menor de duas grandezas é continuamente subtraida da maior, a que resta
nunca mede a precedente, as grandezas sdo incomesurdveis.
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Antifairese é a traducdo literal de subtracdes reciprocas. Etimologicamente seria uma
aproximacgao de Antho-hypo-hairesis, entre duas grandezas. O termo pode ser fragmentado
da seguinte forma: Anto = reciproco; Hypo = sub; Hairesis = tragdo. Na dlgebra moderna
o procedimento é conhecido como Algoritmo de Euclides para o cdlculo do médximo divisor
comum. A antifairese entre os nimeros A e B é denotada por Ant[A, B] = (m,n, p,...). Observe
dois exemplos:

Exemplo A.1. Determine a razdo antifairética entre os niimeros 60 e 18.
o 18 cabe 3 vezes em 60 e restam 6;
* 6 cabe 3 vezes em 18 e resta 0.

Portanto, a razdo antifairética entre 18 e 60 é Ant[18,60] = (3,3). O iltimo resto diferente de
zero é o mdximo divisor comum entre os valores usados, e nesse caso, o m.d.c entre 18 e 60 é
6. Representamos por MDC(18,60) = 6.

Exemplo A.2. Determine a razdo antifairética entre os niimeros 18 e 61.
* 18 cabe 3 vezes em 61 e restam 7;
* 7 cabe 2 vezes em 18 e restam 4;
e 4 cabe 1 vez em 7 e restam 3;
* 3 cabe 1 vezem 4 e resta 1.

Portanto, a razdo antifairética entre 18 e 61 é Ant[18,61] = (3,2,1,1) e resta 1. Observe que
o fato de ter restado 1, significa que 18 e 61 sdo primos entre si ou seja, MDC(18,61) = 1.

Usando o método das subtracdes reciprocas, ou antifairese, determine o m.d.c entre os
valores a seguir:

a) 12e4;

b) 75 e 303;
c) 47 e 21;
d) 108 e 60;

Questao 3. (ENEM-2015) Um arquiteto estd reformando uma casa. De modo a contri-
buir com o meio ambiente, decide reaproveitar tibuas de madeira retiradas da casa. Ele dispde
de 40 tabuas de 540 cm, 30 de 810 ¢cm e 10 de 1080 cm, todas da mesma largura e espessura.
Ele pediu a um carpinteiro que cortasse as tdbuas em pedacos de mesmo comprimento, sem
deixar sobras, e de modo que as novas pecas ficassem com o maior tamanho possivel, mas de
comprimento menor que 2 m. Atendendo o pedido do arquiteto, o carpinteiro deverd produzir

a)105 pecas. b)120 pecas. ¢)210 pecas. d)243 pecas. €)420 pecas.

Orientacoes para Professores(as): As Atividades Complemetares devem ser propostas como tarefas ou apli-
cadas a estudantes que desenvolverem muito rdpido a resolug@o da atividade principal ou da atividade avaliativa.

Porém, destacamos que € de suma importancia a aplicacdo e a corre¢@o dessas atividades.
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lendas. Rio de Janeiro: Editora Zahar, 2012.
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A.3 AULA 3: LUNULAS DE HIPOCRATES, ARBELOS E SALINONS DE ARQUIMEDES

Nessa Aula, trataremos de um tépico muito interessante da Histéria da Matematica, as -
nulas, os arbelos e os salinons. Sao figuras geométricas de lados curvos que foram descobertas
por Hipdcrates e Arquimedes nas tentativas de quadrar o circulo. Essas figuras sao definidas de
acordo com algumas propriedades que serdo trabalhadas nas atividades dessa Aula.

Objetivos:

* Retomar as féormulas de cdlculo de drea e comprimento de circulos.

* Determinar dreas hachuradas ou destacadas dentro de poligonos, circulos entre outras
figuras planas.

* Conhecer parte da busca de Hip6crates e Arquimedes pela quadratura do circulo.

* Verificar por inspecdo a validade das relagdes entre elementos da construciao dos Arbelos
e dos Salinons.

* Aplicar manipulagdes algébricas das férmulas para obter dreas solicitadas.

* Resolver problemas de forma aberta, deixando os resultados indicados em funcao das
variaveis.

Observagaoes:
* Tempo estimado: 2 horas/aula — 90 min.
* Materiais solicitados: régua e calculadora.

* Solicite o material a ser usado com antecedéncia e inicie a aula lendo para a truma os
objetivos dessa Aula. O tempo para a organizacao da classe, apresentacdo do tema da aula
e leitura dos objetivos é contado junto com o tempo estabelecido para o desenvolvimento
da Atividade Motivadora.

* Essa Aula é elaborada para ser executado em duas aulas seguidas, conhecidas como aula-
faixa. Caso o professor queira usar apenas uma aula, ou mais aulas, basta fazer a adequa-
¢do proporcional do tempo sugerido para cada momento da aula.

A.3.1 Descric¢ao das atividades da aula 3

As atividades a seguir devem ser aplicadas conforme a descri¢do feita na Introducao desse
Caderno de Atividades. Planejamos cada aula dividida em momentos que possibilitam a melhor
interpretacdo e possivel resolucdo de uma atividade denominada "Atividade Principal”. Sua
resolucdo possibilita aprender o conceito principal da aula através de uma Unica atividade de
nivel desafiador, envolvendo algum tépico da histdria, e sua correcao deve ser feita através da
participacdo dos alunos expondo para a turma suas resolugdes.
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A.3.1.1 Atividade Motivadora

A medicao e o cdlculo de drea, entre as civiliza¢des mais antigas, estavam relacionados a
figuras geométricas simples como tridngulos, quadrildteros e regides poligonais. Entre os gre-
gos, dada a importancia das construcdes com a régua nao graduada e o compasso, estabeleceu-se
o procedimento da quadratura:

Dada uma figura geométrica, fazer a sua quadratura é construir, com o auxilio desses
dois instrumentos, a régua e o compasso, um quadrado equivalente a ela, ou seja, com a mesma
drea da figura dada.

Na grécia antiga, ndo se usava em estudos tedricos o valor numérico de uma drea ou
de outra grandeza qualquer como usamos atualmente. Por exemplo, matematicos da época
obtinham suas dreas por comparagdo, ou seja, quantas vezes a drea de uma figura € maior, ou
menor que a drea de uma outra figura, tomada como unidade padrdo. Por ser o quadrado um
poligono muito simples, habituaram-se a comparar as areas de figuras planas com a drea de um
quadrado tomado como unidade de medida. Acredita-se que dessa forma surgiu a expressao
"quadrar dreas" entre os circulos de matemaéticos gregos, que € o equivalente atual de "calcular
areas".

Desde os anos 500 a.E.C (antes da Era Comum), surgiu uma pergunta que esteve presente
entre os gregos, e sO foi completamente respondida no século XIX da nossa era:

Podemos construir, com régua e compasso, um quadrado equivalente a um circulo? Ou
seja, como encontrar a quadratura do circulo?

Hoje, sabemos que a quadratura do circulo é impossivel. No entanto, a primeira quadra-
tura de uma regido ndo poligonal que conhecemos € devida a Hipdcrates de Chios, que viveu
no século V a.E.C.

Estima-se que, entre 450 e 430 a.E.C., Hipdcrates tenha escrito seu trabalho mais impor-
tante, os Elementos de Geometria. Embora os originais tenham se perdido, a obra € considerada
precursora dos primeiros livros dos Elementos de Euclides e nela foram registrados importantes
avangos para a Geometria do seu tempo.

Considera-se que o estudo de Hipdcrates sobre a quadratura das liinulas foi, provavel-
mente, uma tentativa para chegar a quadratura do circulo.

A Figura A.13 mostra uma das linulas estudadas por Ibn Al-Haytham, que viveu no inicio
do século X E.C. (965-1040). Reproduzindo os argumentos de Hipdcrates, Al-Haytham exibiu
a quadratura da reunido de liinulas limitadas por semicircunferéncias construidas sobre os lados
de um tridngulo retangulo.

Figura A.13 — Liinulas de Hipdcrates estudadas por Ibn Al-Haytham.

Fonte: Autoria propria.
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Problema: Observando a Figura A.13, resolva os itens a seguir:

(A) Determine a drea (D) da regido entre o semicirculo de didmetro AB e o tridngulo retin-
gulo ABC, dadas as medidas AC = 3v/7 cm e BC = 9 cm de seus catetos.

(B) A érea obtida representa o valor exato da regido? Justifique sua resposta.

Orientacoes para Professores(as): Essa atividade tem o propdsito de familiarizar o estudante com a obtengao
de uma drea hachurada inscrita em um semicirculo, em especifico, a imagem de uma das Liinulas de Hipdcra-
tes, através da manipulagdo algébrica das férmulas das figuras envolvidas. A resolucdo dessa atividade sera
conduzida pelo professor. Para a organizac¢do da turma em duplas ou trios, leitura dos objetivos da Aula e

resolucdo da Atividade Motivadora sugerimos um tempo de 15 minutos.

Sugestao para Professores(as): Vocé pode encontrar um video sobre a impossibilidade da quadratura do
circulo no portal da OBMEP - Programa de Iniciacdo Cientifica - através do link
<https://www.youtube.com/watch?v=n9WyUaiclAQ>.

A.3.1.2 Atividade Principal

Arquimedes, nasceu por volta de 287 a.E.C. na cidade portudria de Siracusa, na Sicilia.
Naquele periodo, essa comunidade era uma cidade-estado dos dominios gregos. Atualmente,
Siracusa é uma comunidade que pertence a Itdlia. Arquimedes viveu aproximadamente 75 anos,
num periodo de grande expansdo de influéncia geopolitica do império romano.

Dentre muitos feitos realizados por este pensador, considerado um dos mais importantes
matematicos da histéria, destaca-se a incansavel busca pela solu¢do do problema da quadratura
do circulo. Nessa busca, realizou feitos extraordindrios. Conseguiu realizar a quadratura da
pardbola, usando técnicas e demonstracdes geométricas e algébricas que estavam muito além
de seu tempo.

A sua obra "Livro de Lemas" ou Liber Assumptorum é um tratado sobre a natureza dos
circulos, onde tem quinze proposi¢des. A cOpia mais antiga conhecida do texto estd escrita em
arabe. Alguns especialistas argumentam que este livro ndo pode ter sido escrito por Arquimedes
(obra apdcrifa) na sua forma atual, uma vez que ele cita o préprio Arquimedes em seu texto, o
que sugere que foi modificado ou escrito por outro matematico. Acredita-se que talvez o Lemas
seja baseado em uma obra mais antiga, agora perdida, escrita por Arquimedes.

Este trabalho de Arquimedes, provavelmente preservado por drabes, apresenta diversas
proposi¢des geométricas interessantes algumas das quais relacionadas ao célculo de dreas de
figuras incomuns. Duas delas sdo, o Arbelos e o Salinon, que serao usadas na atividade a seguir.

O Arbelos € a regido azul representada na Figura A.14.
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Figura A.14 — Arbelos de Arquimedes

r=9cm o

p = 3cm
© O —0
P P Q r R

Fonte: Autoria propria.

Um Arbelos € definido da seguinte maneira:

Definicao A.2. Sejam P, Q e R trés pontos sobre uma linha reta, com Q entre P e R. Semi-
circulos sdo construidos sobre um mesmo lado da linha, com diametros PQ, QR e PR. Um
Arbelos A é a figura delimitada por estes trés semicirculos. Traga-se a perpendicular a PR em
Q, encontrando o arbelos em S. Tem-se que S(A) = S(C), onde C é o circulo de didmetro QS.

Outra figura plana incomum e com propriedades interessantes que consta no Livro de
Lemas de Arquimedes é o Salinon, apresentado na Figura A.15, definido como:

Definicao A.3. Sejam P, Q, R e S quatro pontos (nesta ordem) sobre uma linha reta, tal que
PQ = RS. Acima da linha sdo construidos, com didmetros PQ, RS e PS, semicirculos, e abaixo
da linha um outro semicirculo de diametro QR. Um Salinon S é a figura delimitada por estes

quatro semicirculos. O eixo de simetria do Salinon intercepta-o nos pontos M e N. Tem-se que
S(S) = S(C), onde C é o circulo de didmetro MN.

Figura A.15 — Salinon de Arquimedes.

PQ=RS=4cm N
QR =6cm
QO =MQO=3cm

w

Fonte: Autoria prépria.

Problema: Verifique se é verdadeira a relagdo S(A) = S(C) para o arbelos e para o salinon
usando as medidas indicadas nas Figuras A.14 e A.15.



162

Orientacoes para Professores(as):

* O propésito dessa atividade é fazer com que os alunos verifiquem a veracidade das defini¢des de Arbelos
e Salinon desenvolvidas por Arquimedes. Nesse momento os estudantes irdo construir, aplicar e discutir
as estratégias para a resolucdo da atividade em duplas ou trios, em um tempo sugerido de 25 minutos.

* Peca que os alunos leiam o enunciado da Atividade Principal em siléncio e pensem, por alguns minutos
(sugerimos 3 a 5 minutos) em uma estratégia para a resolucdo. Apds passar esse tempo, libere para
discutir as idéias com seus companheiros de equipe e terminar a resolu¢do. Essa primeira parte de
leitura e inicio da resolucdo de forma individual faz com que cada um tenha suas préprias idéias para
poder discutir com seu companheiro de equipe, evitando que alguns alunos participem de forma passiva
na resolu¢dao. Enquanto os alunos resolvem a atividade, circule pela sala e observe as estratégias de
resolucdo de cada equipe. Caso haja dividas ou dificuldades durante a resolucdo, ndo forneca uma
resposta pronta, busque fazer questionamentos que o ajudem a pensar e encontrar sozinho a saida para
a divida.

A.3.2 Painel de Solucoes — Aula 3

Antes de passar para 0 Momento de Sistematizacdo o professor deve promover o Painel
de Solucdes. Nesse momento da aula os alunos vao discutir as estratégias utilizadas na solugdo.
Os estudantes devem ser convidados a ir a lousa para expor e comparar os resultados obtidos
com os colegas, procurando selecionar as melhores estratégias para a resolugdo. Para essa etapa,
estima-se um tempo de 15 minutos.

A.3.3 Sistematizacao

A habilidade relacionada as atividades desta aula sdo muito frequentes em questdes de
vestibular, ENEM e demais exames similares. Além disso, a resolucdo deste tipo de problema
mobiliza uma importante demanda cognitiva diante do grau de dificuldade e do esfor¢co mental
em sua resolucao.

Como as figuras tem caracteristicas bem especificas, pois sdo geradas por defini¢cdes, €
possivel fazer o célculo dessas areas de forma aberta, ou seja, sem atribuir valor numérico as
varidveis, obtendo uma "férmula fechada" para suas dreas.

De acordo com a Defini¢do A.2 e observando a Figura A.16, mostraremos que S(A) =
S(C) em fungdo de p, r e do didmetro QS do circulo fazendo QS = h.

Figura A.16 — Arbelos de diametro p +r.

X

2
Q

> @

Fonte: Autoria propria.
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Demonstragdo. Inicialmente, determinamos 4 em fun¢do de p e r, tracamos o segmento SP e o
segmento SR obtendo o tridngulo PSR, que € retangulo por estar inscrito em uma semicircunfe-
réncia, conforme Figura A.17.

Figura A.17 — Arbelos de diametro p +r

Fonte: Autoria prépria.

Como QS € a altura relativa a hipotenusa do A PSR e fazendo QS = h, das relacdes mé-
tricas do tridngulo retangulo, sabemos que o quadrado da altura relativa a hipotenusa é igual ao
produto das projecdes dos catetos sobre a hipotenusa. Para o triangulo retangulo PSR da Figura
A.17 essa relacdo pode ser expressa por A2 = p - r. Assim, segue que

(0S)*=h=pr=0S=h=/p-T. (A.15)

Obtemos a drea S(A) do arbelos através da diferenga da drea do semicirculo de raio pTJrr

e as areas dos semicirculos de raios g e % ou seja:

1 21\ 121 242 2 p2 2
S(A) = — ptr n__<B> n__<£) T=—-T- M_p__r_
2 2 2\2 2\2 2 4 4 4
1 2 2 2 2 .2 2
_ 1 p-+2pr+r-—p r _ prn:ﬁ (A.16)
2 4 8 4

Portanto, S(A) = S(C). O

Na sequéncia, mostraremos que para o Salinon vale a relagdo S(S) = S(C), onde S(S) é
a drea do Salinon e §(C) é a drea do circulo de didmetro MN da Figura A.18.

De acordo com a Definicdo A.3 e conforme podemos observar na Figura A.18, demons-
traremos que S(S) = S(C).
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Figura A.18 — Salinon e circulo de diametro d3.

PQ=RS =d;
QR = dy

MN = dy
dy=di+ds

a
N

Fonte: Autoria propria.

Demonstragdo. Inicialmente mostraremos que, como consta na Figura A.18, d3 =d;| +d». Note
que OP:PQ-i—% e 00 =0M = OR. Como ON =0Pe OM =0Q = % e MN=NO-+OM =
d3, temos:

ds=MN = OM+ON = OM + OP

OR

= OM+PO+ =~

_OR pp QR QR QR

= 5 HPO+—-=PO+ =+

= PQ+OR. (A.18)

Da Figura A.18 temos PQ = d; e QR = d;. Substituindo em (A.18), temos,
dy =d| +ds. (A.19)

Podemos observar que a drea do Salinon € a drea do semicirculo de raio PO =d; + %2 mais
a area do semicirculo de didmetro QR = d, subtraido da drea de dois semicirculos de didmetro
PQ = RS =d;. Logo,

2 2 2
(@4 (8 (4 siawsd 4 4
S) = T T—2. T = 1 4 i.n_i.n
S(S) 2 * 2 2 2 2 2
& 4 &
_ d12+d1d2+12+12_7'.n
2
2 2
o djl—f‘dldz—l—%z T ﬁ dids d_% -
N 2 -\ 4 2 4
d d» 2 (dl—l-dz)z
— () TR A2
(2+2> b8 1 I8 (A.20)
Por outro lado, a drea S(C) do circulo de didmetro MN = d3z = d| +d; é
di+ds 2 (dl +d2)2
S(C):( 5 )-nzT-n (A21)

Portanto, S(S) = $(C). O



165

Orientacoes para Professores(as): O propdsito desse momento da Aula é demonstrar algebricamente a ve-
racidade das defini¢Ges ja verificadas pelos estudantes na Atividade Principal bem como apresentar a forma
aberta de se desenvolver um célculo essencialmente algébrico. Essa etapa deve ser desenvolvida pelo professor

em um tempo sugerido de 20 minutos.

Fechamento da Aula 3: Nesta aula, conhecemos algumas figuras geométricas planas interes-
santes que foram encontradas nas tentativas de solucionar o problema da quadratura do circulo,
a Liunula, o Arbelos e o Salinon. Verificamos numericamente a validade das defini¢des do Ar-
belos e do Salinon, e trabalhamos com métodos de determinar valores de areas destacadas ou
hachuradas dentro figuras planas. Retomamos algumas relagdes métricas do tridngulo retin-
gulo, como o Teorema de Pitdgoras, por exemplo, e a férmula de obtencdo da area do circulo
e, além disso, acompanhamos as verificagdes das defini¢cdes de Arbelos e Salinons, trabalhando
de forma aberta, isto €, sem atribuir valores numéricos para as variaveis.

A.3.4 Atividade Avaliativa — Aula 3

Avaliacao 3. Resolva o seguinte problema:
Na Figura A.19, ABCD é um retangulo cujas medidas estdo indicadas. Determine, em
cm? a drea em branco. Deixe o resultado indicado em funcéo de 7.

Figura A.19 — Area néo poligonal AFBECGH.

ABCD & um retangulo

E € ponto médio de BC.

F e G sao pontos médios de AB e CD respectivamente.
AB =4 cm

BC=3cm

A@ o0

H

Fonte: Autoria propria.

Orientacoes para Professores(as): O propésito dessa atividade € avaliar o processo de aprendizagem em
relacdo ao que foi trabalhado durante a Aula. Nessa etapa, os estudantes devem resolver individualmente
um problema similar aos propostos anteriormente, porém com um enunciado mais direto e focado apenas no
célculo de 4rea. Essa questdo avaliativa deve ser corrigida na lousa nos minutos finais da aula. Sugerimos

para esse momento um tempo de 10 minutos para a resolucao e 5 minutos para a corre¢do na lousa. Caso seja

necessdrio, a corre¢do pode ser feita na aula seguinte.
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A.3.5 Atividades Complementares — Aula 3

Questao 1: Arquimedes foi um dos maiores mateméticos da antiguidade e considerado
por muitos estudiosos um dos maiores de todos os tempos. Um de seus trabalhos mais impor-
tantes foi a quadratura da pardbola pelo método da exaustdo. Através da subdivisao da drea de
um segmento parabdlico em tridngulos cada vez menores, conforme Figura A.20.

Figura A.20 — Segmento de pardbola exaurido em triangulos.

” &

Fonte: Autoria propria.

Aplicando o método da exaustdo, Arquimedes provou que:

Proposicao A.3. Qualquer segmento limitado por uma pardbola e uma corda QQ' é igual a
quatro tercos do tridngulo que tem a mesma base que o segmento e mesma altura que ele.

Na Figura A.21 o segmento parabdlico de base F'G estd inscrito no retangulo FFGJH, de
dimensdes FH =5cme FG =9 cm.

Figura A.21 — Segmento parabdlico inscrito no retangulo FGJH.

Fonte: Autoria propria.

Utilizando a proposicdo do enunciado deste problema, determine a drea hachurada da
Figura A.21.
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Questao 2: Em uma reforma executada em um museu de artes, um arquiteto planejou,
na entrada do museu uma passarela BDFE que serd revestida em granito, sobre um espelho
d’4gua, conforme mostra a Figura A.22.

Figura A.22 — Passarela BDFE sobre um espelho d’4dgua.

®C

Espelho d'agua

Espelho d'dgua

AE=12m
BE=8m

Fonte: Autoria propria.

Usando os dados da Figura A.22, determine a quantidade de granito, em m? que serd
usada para revestir a referida passarela (use @ = 3, 14).

Questao 3: (Enem 2009) Um fazendeiro doa, como incentivo, uma drea retangular de sua
fazenda para seu filho, que estd indicada na Figura A.23 como 100% cultivada. De acordo com
as leis, deve-se ter uma reserva legal de 20% de sua érea total. Assim, o pai resolve doar mais
uma parte para compor a reserva para o filho, conforme a Figura A.23.

Figura A.23 — Area cultivdvel a - b e faixa x de reserva legal.

Area
cultivada

Area de reserva
legal

Fonte: Adaptado da prova do ENEM - 2009.
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De acordo com a Figura A.23, o novo terreno do filho cumpre a lei apds acrescentar uma
faixa com largura de x metros contornando o terreno cultivado, que se destinard a reserva legal.
O dobro da largura x da faixa é:

a) 10% (a+b)>.
b) 10% (a-b)>.
¢) Va+b —(a+b).

d) \/(a+b)*a-b +(a+b).

e) \/(a+b)a-b —(a+Db).

Orientacoes para Professores(as): As Atividades Complementares devem ser propostas como tarefas ou
aplicadas a estudantes que desenvolverem muito rapido a resolucdo da Atividade Principal ou da Atividade

Auvaliativa. Porém, destacamos que é de suma importancia a aplicagdo e a corre¢@o dessas atividades.
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A.3.6 REFERENCIAS - Aula 3

Atividade Motivadora:

o GALVAO, Maria Elisa E. L.; SOUZA, Vera H. G. As Luas de Hipdcrates: a longa histéria
de um problema na histéria da matematica. 2013. Revista do professor de Matematica, n.
82, 2013. Disponivel em <https://rpm.org.br/rpm/img/conteudo/files/RPM%2082%20-
920Histrias%20e%?20histrias%20-%20As%?20luas%20Hipcrates.pdf>. Acessoem 19 de
janeiro de 2020.

Atividade Principal:

* ASSIS, André Koch Torre; MAGNAGHI, Ceno Pietro. O método de Arquimedes: ana-
lise e traduciao comentada. Montreal: Roy Keys Inc., 2019.

* DALCIN, Mirio. As circunferéncias gémeas de Arquimedes. 2005. Revista do Professor
de Matematica, 2005. Disponivel em <https://www.rpm.org.br/cdrpm/54/5.htm>. Acesso
em 22 de janeiro de 2020.

Sistematizacao:

* DALCIN, Mirio. As circunferéncias gémeas de Arquimedes. 2005. Revista do Professor
de Matematica, 2005. Disponivel em <https://www.rpm.org.br/cdrpm/54/5.htm>. Acesso
em 22 de janeiro de 2020.

Atividades Complementares:

* ENEM. Exame nacional do ensino médio. 2020. Disponivel em <http://portal.inep.gov.br/provas-
e-gabaritos>. Acesso em: 02 de novembro de 2020.

* ROQUE, Tatiana. Histéria da matematica: uma visao critica, desfazendo mitos e
lendas. Rio de Janeiro: Editora Zahar, 2012.
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A.4 AULA 4: O TEOREMA DE PICK

Nessa Aula, trataremos de um teorema muito interessante para ser aplicado ao célculo de
area. Trata-se do Teorema de Pick, esse teorema fornece uma férmula que possibilita determinar
a area de um poligono inscrito em uma malha/rede quadricular fazendo a contagem dos pontos
da malha que pertencem ao perimetro e a regido interior do poligono.

Objetivos:

» Apresentar a formula de Pick para determinar areas de poligonos inscritos em uma malha
quadricular.

 Trabalhar com porcentagens e célculos de estimativas.

* Conhecer e aplicar formas ndo convencionais de se obter o valor aproximado de uma érea.

Observagaoes:
* Tempo estimado: 2 horas/aula — 90 min.
* Materiais solicitados: régua e calculadora.

* Solicite o material a ser usado com antecedéncia e inicie a aula lendo para a turma os
objetivos dessa Aula. O tempo para a organizacao da classe, apresentacdo do tema da aula
e leitura dos objetivos é contado junto com o tempo estabelecido para o desenvolvimento
da Atividade Motivadora.

* Essa Aula é elaborada para ser executada em duas aulas seguidas, conhecidas como aula-
faixa. Caso o professor queira usar apenas uma aula, ou mais aulas, basta fazer a adequa-
¢ao proporcional do tempo sugerido para cada momento da aula.

A.4.1 Descricao das atividades da aula 4

As atividades a seguir devem ser aplicadas conforme a descri¢do feita na Introducao desse
Caderno de Atividades. Planejamos cada aula dividida em momentos que possibilitam a me-
lhor interpretacdo e possivel resolu¢do de uma atividade denominada Atividade Principal. Sua
resolugdo possibilita aprender o conceito principal da aula através de uma unica atividade de
nivel desafiador, envolvendo algum tépico da histéria, e sua correcio deve ser feita através da
participacdo dos alunos expondo para a turma suas resolugdoes.

A.4.1.1 Atividade Motivadora — Aula 4

Existe um jeito muito interessante e curioso de calcular a area de alguns poligonos. Esse
método de cdlculo de dreas de poligonos € feito através da contagem de pontos em uma malha
quadricular em que a figura plana estd inscrita.

Estamos falando do Teorema de Pick, que possibilita calcular dreas de poligonos sobre
malhas ou redes quadriculares, fazendo a contagem de pontos de coordenadas inteiras presentes
nos lados e no interior do poligono.
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Sobre a vida e a obra de Pick

Georg Alexander Pick (1859 — 1942), estudou matematica e fisica na Universidade de
Viena, onde ingressou em 1875 e graduou-se em 1879 qualificado a ensinar ambas as discipli-
nas. Seus trabalhos em matemética abordaram variados temas, publicou artigos sobre Algebra
Linear, Andlise Funcional, Calculos de Integrais e Geometria, no entanto, ¢ amplamente co-
nhecido pelo teorema que leva seu nome, o Teorema de Pick, publicado em 1899 na cidade de
Praga, na forma de um artigo cientifico de oito péginas intitulado Geometrisches zur Zahlen-
lehre. De inicio, esse seu trabalho nio recebeu muita atengcdo. Mas em 1969, apds a ser citado
pelo matemdtico H. Steinhaus, em um de seus livros, o Teotema de Pick atraiu muita atencdo e
admiracdo por ser simples, elegante e interessante.

Pick tinha descendéncia judia e sofreu perseguicao nazista, era membro da Academia de
Ciéncias e Artes da Republica Tcheca, porém foi excluido dessa academia e mandado para um
campo de concentragcdo onde faleceu aos oitenta e dois anos de idade.

A Formula de Pick

O Teorema de Pick fornece uma férmula que possibilita obter a drea de um poligono
cujos vértices sd@o pontos de uma malha quadricular ou rede quadricular. Essa rede quadricular
¢ andloga ao primeiro quadrante do plano cartesiano. Os pontos que pertencem a essa rede sao
apenas os pontos do primeiro quadrante que possuem coordenadas inteiras. A drea S(P) de um
poligono sobre a malha quadricular, segundo o Teorema de Pick, é dada pela expressao

S(P)=§+I—1, (A.22)

onde B € o nimero de pontos da malha situados sobre o perimetro do poligono e / é o niimero
de pontos da malha existentes no interior do poligono. Nos exemplos a seguir, determinaremos
a area de alguns poligonos construidos sobre uma malha quadriculada.

Na Figura A.24 temos um quadrado e quatro tridngulos, todos com vértices sobre pontos
da rede quadricular. Note que esses poligonos ndo possuem pontos da rede em seu interior.

Figura A.24 — Quadrado de lado 1 e alguns tridngulos fundamentais.

. .
D E .
M N .
P 0

G H

L [] .

Fonte: Autoria propria.
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E trivial assimilar que os tridngulos DEF e GHI tenham 4rea igual a %, percebemos
visualmente que equivalem a metade da 4drea do quadrado MNOP de lado 1, conforme Figura
A.24. Esses tridngulos sdo denominados "tridngulos fundamentais". Nessa figura, os tridngulos
ABC e JKL também possuem drea % e seus vértices sdo os Unicos pontos pertencentes a rede
quadricular, entdo, também sao tridngulos fundamentais. Note que tanto o quadrado como os
triangulos da Figura A.24 ndo possuem pontos da rede em seus interiores.

Usando a Férmula de Pick, vamos determinar as dreas dos tridngulos fundamentais ABC
e JKL. Observe que para o tridngulos ABC e JLK temos a seguinte contagem de pontos da rede:
B=3el=0,logo,

3 1
.S(ABC):.S(FGH):E—I—O—l:E (A.23)

Dessa forma, verificamos para alguns triangulos fundamentais da rede quadricular a 4rea

igual a %

Orientacoes para Profesores(as): Apés apresentar a forma de aplicar o Teorema de Picka para os tridngulos
da Figura A.24, exponha o Problema Resolvido a seguir na lousa para que os estudantes se familiarizem com
o uso do Teorema de Pick, ou até, convide um estudante para ir a lousa resolvé-lo. Sugerimos que o tempo para
a organizagdo da turma, a leitura dos objetivos da aula e o desenvolvimento da Atividade Motivadora seja de

no maximo 15 minutos.

Problema Resolvido: Determine pela férmula de Pick a drea do poligono P apresentado na
Figura A.25.

Figura A.25 — Poligono P sobre a rede quadricular.

Fonte: Autoria prépria.

Resoluciao:
Contando os pontos interiores e 0s pontos sobre o perimetro do poligono, temos: B = 13
e I = 6. Substituindo na férmula de Pick, segue que:

B
S(P) = S+I-1
13
= 246-1
> +6
= 6,5+5

— 11,5 (A.24)

Portanto, o poligono P possui 11,5 de unidades de area.
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A.4.1.2 Atividade Principal — Aula 4

A Figura A.26 mostra uma sequéncia de imagens que retratam o crescimento da regido
urbana (4rea em vermelho) do municipio de Joinville entre os anos 1966 e 2011.

Figura A.26 — Crescimento da regido urbana do municipio de Joinville /SC entre 1966 e 2011.

£ . & J X :
Fonte: Joinville bairro a bairro, 2015.

Problema: Usando a rede quadricular da Figura A.27, encontre uma estimativa para o cresci-
mento percentual da drea urbana do municipio entre 1966 e 2011.

Figura A.27 — Territ6rio urbano do municipio de Joinville /SC em 1966 e em 2011.

Fonte: Joinville bairro a bairro, 2015.
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Orientacoes para Professores(as): O propdsito dessa atividade é desenvolver a resolu¢do de um problema
onde a drea de um centro urbano serd comparada em dois momentos, pretendendo estabelecer uma aproxima-
¢do para o percentual de crescimento entre os anos considerados. Peca que os alunos leiam o enunciado da
Atividade Principal em siléncio e pensem, por alguns minutos (sugerimos 3 a 5 minutos) em uma estratégia
para a resolucdo. Apds passar esse tempo, libere para discutir as idéias com seus companheiros de equipe e
terminar a resolucdo. Essa primeira parte de leitura e inicio da resolu¢@o de forma individual faz com que cada
um tenha suas proprias idéias para poder discutir com seu companheiro de equipe, evitando que alguns alunos
participem de forma passiva na resolu¢do. Enquanto os alunos resolvem a atividade, circule pela sala e observe
as estratégias de resolugdo de cada equipe. Caso haja dividas ou dificuldades durante a resolugdo, nao forneca

uma resposta pronta, busque fazer questionamentos que o ajudem a pensar e encontrar sozinho a saida para a

ddvida. Sugerimos que essa atividade seja trabalhada em um tempo de 25 minutos.

A.4.2 Painel de Solucoes — Aula 4

Antes de passar para o Momento de Sistematizacdo o professor deve promover o Painel
de Solucdes. Nesse momento da aula os alunos vao discutir as estratégias utilizadas na solugao.
Os estudantes devem ser convidados a ir a lousa para expor e comparar os resultados obtidos
com os colegas, procurando selecionar as melhores estratégias para a resolugdo. Para essa etapa,
estima-se um tempo de 15 minutos.

A.4.3 Sistematizacdo — Aula 4

O Teorema de Pick € interessante pois permite calcular a drea de um poligono simples
a partir da contagem de pontos da malha quadricular formada no plano cartesiano. E de fato
surpreendente que seja possivel substituir o processo habitual de calculo de area, que envolve
medicdes de grandezas continuas por uma simples contagem de quantidades discretas. E claro
que esse caso deve respeitar algumas condi¢des, no Teorema de Pick, por exemplo, o poligono
deve estar sobre uma rede quadricular.

Na demonstrag@o a seguir usaremos um caso particular, onde o poligono em questdo é
formado por lados cujos pontos da malha sobre eles sdo exclusivamente os vértices.

Proposicao A.4. A drea S(P) de um poligono inscrito em uma rede quadricular cujos tinicos
pontos do perimetro pertencentes a essa rede quadricular sdo seus vértices é

B
S(P)=5+I-1, (A.25)
onde B é o niimero de pontos da rede sobre o perimetro do poligono e I o niimero de pontos da

rede interiores ao poligono.

Demonstracdo. A Figura A.28 representa um poligono ABCDE, cujos Unicos pontos do peri-
metro pertencentes a malha quadricular sao seus vértices.

O caso considerado é um caso particular onde o nimero de pontos da malha sobre o
perimetro, B =5, € igual ao nimero de vértices que € igual ao nimero de lados do referido
poligono.

Note que ha diferenca entre as letras S e S, a primeira € usada em nosso texto para denotar
a drea de uma regido plana e a segunda, com indice i, isto é, S; representard a soma dos angulos
internos de um poligono, comi=1, 2,3, --- n, ---
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A soma dos angulos internos de um poligono convexo, em graus, é dada por S; = 180° -
(n—2), onde n é o nimero de lados desse poligono. Para nosso caso particular, onde n = B,
temos:

S; = 180°- (B—2). (A.26)

Figura A.28 — Poligono ABCDE sobre uma malha quadricular.

. . . . .
B
. . . .
C
. A
1 N
L] L] L]
E D
. . . . .

Fonte: Autoria prépria.

Na Figura A.28 observamos que o poligono ABCDE esta dividido nos seguintes tridngulos
fundamentais: AABM, ABMN, ABNC, ACDN, ADNM, ADME ¢ AEMA. O nimero de
triangulos fundamentais sera representado por 7' e cada um deles tem area igual a %

No entorno dos pontos M e N existem angulos de 360° em cada um desses pontos. Re-
presentaremos por / a quantidade desses angulos. Note que essa quantidade corresponde ao
nimero de pontos da malha internos ao poligono. Dessa forma a soma dos angulos ao redor de
MeN,¢é

360° -1 (A.27)

Por outro lado, a soma dos angulos internos de todos os tridngulos fundamentais é 180° - 7.

Dessa forma,
180°- T =360°1+ 180°- (B—2) (A.28)

Dividindo ambos os membros da Equacdo (A.28) por 180°, temos:
T=2I+B-2. (A.29)

Levando em conta que cada tridngulo fundamental tem 4rea igual a % e que o poligono
em questao € decomposto em 7 tridngulos fundamentais podemos dizer que a drea do poligono

7

é
-T. (A.30)
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Substituindo a Equacgdo (A.29) na Equacgao (A.30), segue que

1
S(P) = %-(2]+B—2)
S(P) = 1+§—1. (A31)

Portanto, para esse caso particular, a drea do poligono P é

B
S(P)=5+I-1, (A.32)
onde B € o numero de pontos da rede quadricular sobre os lados de P e I nimero de pontos da

rede quadricular internos a P. 0

Embora a Equacgdo (A.32) tenha sido demonstrada para um caso particular, ela serve para
o caso geral, ou seja, podemos usi-la para obter a drea de qualquer poligono inscrito em uma
rede quadricular. Uma prova completa para o caso geral do Teorema de Pick pode ser encon-
trada de forma detalhada em Lima (1991, pp. 103-113), ou em ANDRE (2018, pp.90-96), nesse
ultimo, hd uma interessante prova usando convexidade.

Orientacoes para Professores(as): O propdsito desse momento da Aula é mostrar a dedugdo do Teorema de
Pick para um caso especial, onde o poligono em questdo tem somente os vértices do perimetro pertencentes
a rede quadricular. Essa demonstracdo deve ser desenvolvida na lousa pelo professor. Para esse momento,

sugerimos um tempo de 20 minutos.

Fechamento da Aula 4: Nessa aula, conhecemos o Teorema de Pick e o aplicamos no cédlculo
de drea. O teorema € associado a uma férmula que possibilita determinar a drea de um poligono
inscrito em uma rede quadricular plana. E interessante percebermos que a drea é uma grandeza
continua, porém o Teorema de Pick possibilita determinar uma drea através da contagem de
uma quantidade discreta de pontos da rede quadricular a qual o poligono estd inscrito. Em
nossa atividade, percebemos que esse teorema tem uma excelente aplicacao na cartografia, em
casos onde queremos determinar valores relativos sobre mapas, mesmo desconhecendo a escala
em que o mapa foi desenhado.

A.4.4 Atividade Avaliativa — Aula 4

Avaliacao 4. Resolva o seguinte problema:

Segundo o Instituto Nacional do Cancer (INCA), o cancer de pele responde por 33% de
todos os diagndsticos desta doenga no Brasil, registrando, a cada ano, cerca de 180 mil novos
casos desse tipo de tumor. A doenga € provocada pelo crescimento anormal e descontrolado
das células que compdem a pele. Essas células se dispdem formando camadas e, de acordo
com as que forem afetadas, sao definidos os diferentes tipos de cancer. Os mais comuns s30 0s
carcinomas e o melanomas, esse tltimo, o melanoma € o tipo mais agressivo de cancer de pele.

Na Figura A.29 temos a imagem de um melanoma (a mancha escura sobre a pele) em uma
malha quadriculada com quadrados de lado 0,4 mm. Determine em mm? a drea desse tumor.
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Figura A.29 — Melanoma: tipo maligno de cancer de pele.

Sun |
P T T o B 1|
Fonte: https://www.sbd.org.br/dermatologia/pele/doencas-e-problemas/cancer-da-pele/64/

Orientacoes para Professores(as): O propésito dessa atividade € avaliar o processo de aprendizagem em
relacdo ao que foi trabalhado nas atividades da Aula. Nessa etapa, os estudantes resolverdo individualmente
um problema similar aos propostos anteriormente, aplicando o Teorema de Pick na resolu¢do. Sugerimos para
esse momento um tempo de 10 minutos para a resolugdo e 5 minutos para a corre¢do na lousa. Caso julgue
necessdrio dar mais tempo, faga a corre¢do da Atividade Avaliativa na aula seguinte.

A.4.5 Atividades Complementares — Aula 4

Questao 1: Aplique o Teorema de Pick para determinar as dreas Si, S, S3 € S4 dos
poligonos representadas na Figura A.30.

Figura A.30 — Poligonos sobre uma rede quadricular.

Fonte: Autoria prépria.
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Questao 2: A empresa de eletronicos e telecomunicag¢des L.b&R.a Corporation enco-
mendou ao seu departamento de marketing um logotipo para inserir na sua nova linha de smart
TV, de tal forma que indicasse que esse aparelho se conecta com a rede world wide web (www)
e é possivel usufruir de todos os servicos oferecidos na web através dessa televisdo. A Figura
A.31 representa a proposta de logotipo apresentada para a CEO (Chief Executive Officer) da
empresa.

Figura A.31 — Logotipo da empresa ficticia L.b&R.a Corporation.

[ ] [ ]
*0

[ ] L 2 s 2 [ ]

[ ] L ] L ] L ] L ] L ]

[ ] L ] L ] L ] L ] L ]

Fonte: Autoria prorpia.

Os designers explicaram a diretoria que o circulo laranja de centro O de raio igual a

\/TTS cm representa a regido do espago onde orbitam os satélites. Os pontos A e B representam
as posicoes desses satélites, que estdo transmitindo o sinal que chega na smart TV, representada
pela parte retangular do poligono marrom. Considerando que a distancia entre dois pontos
consecutivos da malha, tanto verticais quanto horizontais € 1 cm, determine em cm? a érea
marrom e a laranja desse logotipo.

Questao 3: O geoprocessamento é um procedimento para estudo da superficie terrestre
que usa imagens de satélite e fotografias aéreas para a producao cartografica, para a agrimensura
e vdrias outras aplicagdes onde a necessidade de informagdes detalhadas sobre uma superficie
se fazem necessdrias.

Essa técnica de estudos de superficie e cdlculo de drea é produto de inovagdes cientificas
e tecnoldgicas relacionadas a satélites, aviacao civil e militar, drones ou VANT’s (veiculo aéreo
ndo tripulado), matemdtica e computagdo cientifica, que permitem a obtencdo de imagens, o
processamento de dados e obtencdo de resultados sem a necessidade de executar medic¢des in
loco, logo, proporciona uma melhor precisdo das representacdes gréificas de superficies terres-
tres bem como de medidas das grandezas fisicas envolvidas.

Os softwares utilizados no processamento dos dados s@o capazes de detectar caracteris-
ticas que ndo podem ser vistas na frequéncia de onda da luz visivel, sdo capazes de produzir
imagens no espectro infravermelho, por exemplo. Dessa forma, é possivel obter dados muito
refinados sobre o relevo, a hidrografia, a altitude, a ocupacao urbana, a vegetagao, dentre outros.

A imagem da Figura A.32 obtida por geoprocessamento, fotogratada por VANT, destaca
o perimetro de uma fazenda na regido centro-oeste do estado de Santa Catarina, no municipio
de Fraiburgo. O proprietario deseja reflorestar essa drea com pinus elliottii para corte, que
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fornece celulose de fibra longa, matéria prima para os mais variados tipos de papel de alta
qualidade. Porém, a legislacao ambiental brasileira prevé para esse bioma (campos gerais) que
uma propriedade rural deve dispor de 20% de sua drea como Reserva Legal, conforme disposto
na Lei 12651, de 25 de maio de 2012.

Figura A.32 — Fotografia aérea de uma fazenda em Fraiburgo, SC.

Fonte: Imagem de propriedade do autor.

Conversando com o engenheiro florestal responsdvel pelo trabalho, o proprietdrio indicou
na imagem que desejaria que a drea mais escura, a direita do segmento AB fosse utilizada para
a Reserva Legal dessa propriedade. A regido indicada pelo fazendeiro corresponde a 20% da
propriedade, conforme recomendado na Lei?

Orientacoes para Professores(as): As Atividades Complementares devem ser propostas como tarefas ou
aplicadas a estudantes que desenvolverem muito rdpido a resolucdo da atividade principal ou da atividade
avaliativa. Porém, destacamos que é de suma importancia a aplicacio e a correcao dessas atividades.
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* Lein. 12.651 de 25 de maio de 2012. Cédigo Florestal Brasileiro. Disponivel em:
<http://www.planalto.gov.br/ccivil_03/_ato2011-2014/2012/1ei/112651.htm>. Acesso em:
14 de novembro de 2020.
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A.5 AULA 5: CALCULO DE AREA PELA SOMA DE RIEMANN

O tema que trataremos nessa aula, atualmente ndo faz parte do curriculo da Educagdo
Bésica e dessa forma, acreditamos que o desenvolvimento de cada momento serd desafiador
e envolvente. Nessa Aula, trataremos do calculo de area através da Soma de Riemann. Essa
técnica de calcular drea permite obter com exatiddo a drea sob o grafico de uma fun¢do. A mo-
tivacdo inicial dessa técnica consiste em particionar a drea que se deseja calcular em finissimos
retangulos, e efetuar a soma das dreas de todos os retangulos obtidos, que corresponderd ao
valor da drea desejada. Para essa aula, estabelecemos como sugestio os objetivos a seguir.
Objetivos:

Conhecer o "Principio dos Indivisiveis" de Bonaventura Cavalieri.

Estabelecer o primeiro contato com o estudo dos limites.

Determinar areas de figuras planas utilizando a Soma de Riemann.

* Propor uma nog¢do de integral através da Soma de Riemann.

Aplicar expressoes algébricas de somas de poténcias de naturais para obter as dreas pro-
curadas.

Observacoes:

* Tempo estimado: 2 horas/aula — 90 min.
* Materiais solicitados: régua e calculadora;

* Solicite o material a ser usado com antecedéncia e inicie a aula lendo para a turma os
objetivos dessa Aula. O tempo para a organizacao da classe, apresenta¢do do tema da aula
e leitura dos objetivos € contado junto com o tempo estabelecido para o desenvolvimento
da Atividade Motivadora.

* Essa Aula é elaborada para ser executado em duas aulas seguidas, conhecidas como aula-
faixa. Caso o professor queira usar apenas uma aula, ou mais aulas, basta fazer a adequa-
¢do proporcional do tempo sugerido para cada momento da aula.

A.5.1 Descri¢ao das Atividades da aula 5

As atividades a seguir devem ser aplicadas conforme a descri¢do feita na Introducao desse
Caderno de Atividades. Planejamos cada aula dividida em momentos que possibilitam a me-
lhor interpretagdo e possivel resolucdo de uma atividade denominada Atividade Principal. Sua
resolucdo possibilita aprender o conceito principal da aula através de uma unica atividade de
nivel desafiador, envolvendo algum tépico da histdria, e sua correcao deve ser feita através da
participacdo dos alunos expondo para a turma suas resolugdes.
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A.5.1.1 Atividade Motivadora

Um do maiores desafios em cada uma das épocas da histéria da matematica, era encontrar
uma técnica eficaz para se calcular dreas de figuras planas curvas. Essas priticas remontam
desde o Principio da Exaustdo, usado pelos gregos, e utilizado por Arquimedes para demonstrar
sua famosa quadratura da pardbola, cerca de 300 anos antes de Cristo.

Entre os séculos XVI e XVII da nossa era, o problema ainda estava em aberto, pois o
médodo da exaustdo ndo fornecia um caminho direto para obter drea. Mas a partir do trabalho
de Bonaventura Cavalieri (1598 -1647), ao estudar métodos de obten¢do de dreas e volumes de
figuras curvas, usando o "Principio dos Indivisiveis", comegou-se a obter &xito nesse tipo de
célculo. Esse principio se fundamentava em duas ideias bésicas:

1) Uma regido plana pode ser considerada como um conjunto infinito de segmentos de reta
paralelos, postos lado a lado.

ii) Um sélido pode ser considerado um conjunto infinito de regides planas paralelas, postos
um sobre outro.

Como exemplo, podemos pensar em uma esteira de praia, feita com finissimas tiras de
bambu, cada tira representa um segmento de reta e o conjunto todo, a esteira, € o plano ob-
tido. No caso de um sélido, podemos pensar em um baralho, cada carta € um plano, e quando
organizamos umas sobre as outras temos um prisma retangular ou paralelepipedo.

Usando esse raciocinio, Cavalieri podia calcular areas e volumes que seus antecessores
tiveram muita dificuldade em calcular. Trabalhos semelhantes ao de Cavalieri foram feitos por
Pierre de Fermat (1601-1665) e Blaise Pascal (1623-1662), além de muitos outros matematicos
europeus, mas nessa época (entre os séculos XVI e XVII), ainda ndo existia um método geral
para a obtenc¢do de dreas e volumes.

Como exemplo, observe a Figura A.33, onde existe uma regido S, cuja drea serd denotada
como S, e o arco BC representa um segmento da fungio f(x) = —% + 16 tal que 5 < x < 25.
Perceba que ha diferenca entre os simbolos S e S.

Figura A.33 — Regido S sob o gréifico de uma fung¢ao.

Fonte: Autoria propria.
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Uma estratégia para calcular o valor dessa drea, é através da justaposi¢do dos infinitos
segmentos de reta de comprimentos iguais aos valores numéricos da fun¢do, medidos perpendi-
cularmente a partir do eixo Ox para cada um dos infinitos valores de x do intervalo 5 < x <25
(observe a Figura A.34).

Figura A.34 — Comprimento do segmento AT da origem até f(x).

Fonte: Autoria prépria.

Pensar nos infinitos segmentos de reta que lado a lado formam a area S € relativamente
facil, lembre-se do exemplo da esteira de praia, mas temos ai um grande desafio quando que-
remos traduzir matematicamente essa ideia. "E possivel listarmos os infinitos valores de x do
intervalo 5 < x < 25 e aplicd-los um a um na funcdo?"”

A resposta para a pergunta é NAO. Também nio podemos somar as larguras desses seg-
mentos, pois um segmento de reta ndo tem o atributo da largura e por se tratar de um ente
geométrico unidimensional, tem apenas comprimento.

Contorna-se o problema usando retdngulos para particionar a regido S, tdo finos quanto
desejarmos e esses, ja sabemos, possuem altura e largura.

Orientacoes para Professores(as): O propdsito do problema a seguir € apresentar na lousa a obtencdo de um
valor aproximado para uma drea sob o grafico de uma fungao, através da Soma de Riemann Inferior, usando

particdo de 5 retangulos. A organizacdo da turma, a leitura dos objetivos e a resolucdio dessa atividade pelo

professor deve ser realizada em um tempo sugerido de 15 minutos.

Problema: Iniciaremos construindo um modelo bem simples para comecar a entender um
pouco sobre a técnica mais avangada para calcular drea nesse tipo de figura. Pretendemos in-
clusive, que até o final dessa aula o estudante, conheca e aplique em um exercicio essa técnica.

Mesmo em sua forma mais singela, a técnica consiste no método geral para calcular 4rea
entre o grafico da funcdo e o eixo Ox, delimitadas lateralmente por retas paralelas ao eixo Oy,
que provavelmente tirou muitas noites de sono dos matematicos europeus dos séculos XV e
XVI, anteriores a Cavalieri, Pascal e Fermat.

Particionaremos a regido S em retangulos de 5 cm de base, conforme a Figura A.35,
pois para qualquer nimero finito de retangulos o procedimento apresentado serd o mesmo.
Observamos na prépria Figura A.35 que obteremos uma aproximacdo do valor real da 4rea e
note que quanto maior o nimero de retangulos que particionarmos a regiao S, melhor serd a
aproximagdo obtida.
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Figura A.35 — Regido S dividida em retangulos de base 5 cm.

.f{lmz -------
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Fonte: Autoria propria.

Podemos observar pela Figura A.35, que nossa divisdo em 4 retangulos de base igual a
5 ¢m fornece uma aproximag¢do nao muito razodvel da area.

O valor dessa aproximacdo é dada pela soma das dreas dos 4 retangulos que particionam
a Figura A.35. Da esquerda para a direita, vamos calcular a drea de cada um e somar os valores
encontrados, acompanhe:

* Retangulo R; de base 5 e altura f(10), sua area é dada por:

R = 5-£(10)

102
= 5. (——+16
(55 +19)

100
= 5. (——+16
(5 10)
= 5.(=2+16)
= 5.14

= 70 cm?. (A.33)

* Retangulo R, de base 5 e altura f(15), sua area é dada por:

Ry = 5-f(15)

152
= 5. (——+16
(55 +1)

225
= 5. (- +16
(5 0)

5.(—4,5+16)
= 5-11,5
= 57.5cm’. (A.34)
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* Retangulo R3 de base 5 cm e altura f(20), sua drea é dada por:

Ry = 5-£(20)

202
= 5 [——+16
(-55+1)
400
= 5 (——+16
(50 +10)
= 5-(—-8+16)
= 5.8
— 40 cm?. (A.35)

* Retangulo R4 de base 5 cm e altura f(25), sua drea é dada por:

Ry = 5-f(25)

252
- 5. (=416
(55 +19)

625
= 5. (——=+16
(-5 0)

5.-(—12,5+16)
= 5.3,5
= 17,5 cm’. (A.36)

Somando os valores das dreas dos retangulos,

Ri+Ry+R3+Ry = 70+57,5+40+17,5
185 cm?. (A.37)

O valor aproximado da 4rea da regido S da Figura A.33 é 185 cm?, mas nio sabemos o
quao aproximado € esse valor. Na atividade a seguir, veremos como encontrar uma aproximacgao
melhor para o valor dessa drea. Atualmente essa particdo em retdngulos e posterior soma das
suas dreas é chamado de Soma de Riemann pois foi desenvolvida pelo matematico alemao Georg
Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866).

A.5.1.2 Atividade Principal

Orientacoes para Professores(as): Pecam que os alunos leiam o enunciado da Atividade Principal em
siléncio e pensem por alguns minutos (sugerimos 3 a 5 minutos) em uma estratégia para a resolu¢ao. Apds
passar esse tempo, liberem para discutirem as idéias com seus companheiros de equipe e terminarem a
resolucdo. Essa primeira parte de leitura e inicio da resolug@o de forma individual faz com que cada um
tenha suas proprias idéias para poder discutir com seu companheiro de equipe, evitando que alguns alunos
participem de forma passiva na resolugdo. Enquanto os alunos resolvem a atividade, circule pela sala e
observe as estratégias de resolu¢@o de cada equipe. Caso haja dividas ou dificuldades durante a resolugao,

nao forneg¢a uma resposta pronta, busque fazer questionamentos que o ajudem a pensar e encontrar sozinho

a saida para a divida. Sugerimos que esse momento seja realizado em 25 minutos.
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Para melhorar nossa no¢do sobre o valor da drea da regido S da Figura A.33, observe
a Figura A.36, onde os retangulos de base 5 cm circunscrevem a regidao S. Note que no caso
anterior, na Figura A.35 os retdngulos eram inscritos em S.

Figura A.36 — Regido S dividida em retangulos de base 5 cm.

Fonte: Autoria propria.

Problema 1: Nessas condi¢des, determine a soma das dreas dos retangulos da Figura A.36 e
complete a frase a seguir: A 4rea S da Figura A.36 é um valor entre 185 cm? e ............ cm”.

Problema 2: Agora que ja conhecemos um intevalo onde se situa o valor da drea da figura,
procure uma melhor aproximacao para esse valor, conforme as divisdes apresentadas na Figura
A.37 e na Figura A.38.

Figura A.37 — Soma de Riemann Inferior para a drea da regido S.

Fonte: Autoria propria.

Observe que na Figura A.37, os retdngulos estao no interior da regido que queremos obter
a area, chamamos a soma das dreas desses retangulos de Soma de Riemann Inferior. Ja a Figura
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A.38, mostra os retangulos circunscritos na regido S e para esse caso obteremos a Soma de
Riemann Superior.

Figura A.38 — Soma de Riemann Superior para a drea da regido S.

.

Fonte: Autoria propria.

Ap6s determimar as duas somas, compare a diferenca entre os valores e responda:
a) Em qual intervalo se situa a drea procurada?

b) Observando os gréficos das Figuras A.37 e A.38, o que diferencia a soma inferior da soma
superior?

¢) Qual serd o comportamento dessa diferenca quando aumentarmos o nimero de retangu-
los?

d) Quantos retangulos devemos usar para que a diferenca entre os valores obtidos na soma
superior e na soma inferior seja igual a zero? E nesse caso, ainda encontraremos apenas
um valor aproximado para a area? Justifique.

Orientacoes para Professores(as): O proposito dessa atividade é fazer a Soma de Riemann superior, para a
mesma drea resolvida na atividade motivadora. A seguir, fazer a Soma de Riemann superior e inferior, ainda
para a mesma drea, porém usando particdes de dez retdngulos. E por fim os estudantes devem comparar as
diferencas dos valores entre as somas com 5 retangulos e entre as somas com 10 retangulos. Nesse momento

os estudantes irdo construir, aplicar e discutir as estratégias para a resolugdo da atividade em duplas ou trios,

em um tempo sugerido de 25 minutos.

A.5.2 Painel de Solucoes — Aula 5

Antes de passar para o Momento de Sistematizacdo o professor deve promover o Painel
de Solucdes. Nesse momento da aula os alunos vao discutir as estratégias utilizadas na solugdo.
Os estudantes devem ser convidados a ir a lousa para expor e comparar os resultados obtidos
com os colegas, procurando selecionar as melhores estratégias para a resolug@o. Para essa etapa,
estima-se um tempo de 15 minutos.
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A.5.3 Sistematizacao — Aula §

O processo que usamos para determinar a drea da regido S da Figura A.33, atualmente é
denominado Soma de Riemann, e fizemos seu uso de forma bem singela, mas trata-se de um dos
temas de estudo mais avancados da matematica. Nesse momento da aula, apresentaremos um
exemplo atribuido a Pierre de Fermat para obten¢@o da drea sob o grafico da fungéo f(x) = kx?.
Pretende-se que os professores(as) executem esse momento em 20 minutos.

Muito antes de Riemann, Cavalieri, sucedido por Blaise Pascal e Pierre de Fermat foram
os precursores dessa técnica de obteng¢do do valor numérico de uma drea pela decomposi¢do em
finissimos retangulos. Mostraremos como aplicar essa técnica particionando a drea em questao
em n retangulos, para um ndmero n tdo grande quanto se queira, proposto por Fermat, em
meados do século XVIL.

Exemplo A.3. Dada a pardbola y = kx* da Figura A.39, exaurindo-a em retdngulos de lados
paralelos ao eixo Oy e bases no eixo Ox tal que o vértice da pardbola esteja na origem do
sistema de coordenadas e seu eixo de simetria seja o proprio eixo Oy, encontre a drea do setor
parabdlico entre o eixo Ox, a pardbola e a reta vertical que passa por E e corta Ox no ponto
B.

Figura A.39 — Retangulos decompondo a drea sob uma curva.

i
E

1]
— "‘t/. _f . | + B

0O d 2 3d dd =1} nd

Fonte: Adaptado de Eves, 2011, p. 435

Resolucao.

No segmento OB marcamos n pontos eqiiidistantes e seja d o comprimento dos subinter-
valos da particdo, isto é, d = %. Construindo retangulos como mostrado na Figura A.39, suas
bases tem o comprimento fixo d e suas alturas, aplicando os valores n-d das bases na equagdo
da pardbola serdo, respectivamente,

d*,4d*,942,...(n—1)%d* n*d>. (A.38)

Pelo "Principio dos Indivisiveis" de Cavalieri a drea de uma figura seria a soma de um
niimero indefinido de segmentos de retas paralelas, ao tornarmos esses retangulos tdo finos
quanto possiveis, poderiamos obter a drea do setor parabolico em questdo fazendo a soma da
drea desse niimero indefinido de finissimos retdngulos aos quais o setor foi decomposto.
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Como as bases de todos esses retangulos medem d, multiplicando por d cada uma das
alturas da sequéncia (A.38) temos as dreas dos n retdngulos e somando todas essas dreas,
temos:

S=d+4d° +98° + ...+ n’d> =& (1+ 22 +3* + ... +n?). (A.39)

Fermat e Pascal jd haviam trabalhado na soma das m-ésimas poténcias dos n primeiros
niimeros naturais, logo, a soma dos termos entre parénteses do segundo membro da Equacdo
(A.39) jd era fato conhecido, sendo

3 2

1+22—|—32+...—i—n2:g(n+l)(2n+1):%+%+g, (A.40)
masd:%, logo,
3 2
n n n 1 1 1
Pl=4+=—+=)=0B(-+—+—). A4l
<3+2+6) <3+2n+6n2> ( )

Note que quanto maior for o niimero de retangulos usados na soma, em (A.41) os termos
ﬁ e # podem ser desprezados, e a soma do setor parabolico OBE da Figura A.39 serd

=95 (A.42)

Vimos pelo exemplo anterior que a Soma de Riemann permite obter um valor ou até uma
expressdo analitica para essa drea sob o grafico de uma fung¢do. Mas se nos perguntarmos o
seguinte: "O Exemplo A.3 nos deu uma expressao que permite obter o valor de uma area a
direita da origem do eixo Ox. E se quisermos que a drea sob a fun¢do esteja limitada a esquerda
por uma reta vertical de abscissa negativa?"

Sabemos desde sempre, que a drea € uma grandeza positiva, dessa forma, a fundamenta-
cdo do conceito de Integral precisou se distanciar dessa aplicacdo na obtencdo de drea. E esse
foi um dos motivos que fez Riemann definir a Integral como o limite da soma de uma série,
como por exemplo a soma (A.39).

Por maior que queiramos tornar o valor de n, a soma das dreas desses n retangulos nunca
vai ser maior que o valor real da drea em questdo. Em outras palavras essa soma se aproxima
de um valor limite a medida que n cresce acima de qualquer nimero dado.

A esse limite, chamamos de integral da fun¢do f no intervalo [a,b] , onde a e b sdo as
abscissas a esquerda e a direita, respectivamente, das retas verticais que delimitam a drea e
representamos por

b
/ f(x)dx. (A.43)

Por fim, devemos interpretar a Integral como o Limite da Soma de Riemamm quando n
tende ao infinito.

Fechamento da Aula 5: Nessa aula os estudantes tiveram contato com as primeiras noc¢des de
integral através das Somas de Riemann. A Soma de Riemann consiste em um procedimento
que possibilita calcular a drea sob o grafico de uma fungao, através da particdo dessa drea em n
retangulos, tdo finos quanto se queira. O limite da soma das dreas desses n retangulos, para um
n maior que qualquer outro valor dado, € a medida da drea procurada.
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A.5.4 Atividade Avaliativa — Aula 5

Avaliacao 5. Resolva o seguinte problema:

Determine uma aproximacao para a drea decomposta em trapézios, sob o grafico da fun-

2 .. ~ .
¢do f(x) = 55 + 3, delimitada pela func@o, pelo eixo do x e pelas retas x = 0 e x = 18, conforme
representa a Figura A.40. A drea do trapézio € dada por § = w, onde B € a base maior, b é

a base menor e A € a altura.

Figura A.40 — Area sob o grafico de uma funcio repartida em trapézios.

ba y T flz)=y

Fonte: Autoria propria.

Orientacoes para Professores(as): Essa atividade tem o propésito de avaliar o processo de aprendizagem
em relacdo ao que foi trabalhado. Nesse momento, os estudantes resolverdo individualmente um problema
similar aos propostos anteriormente. Sugerimos que reservem 10 minutos para os estudantes resolverem e

corrijam nos 5 minutos finais da Aula.
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A.6 RESOLUCOES DAS QUESTOES DO CADERNO DE ATIVIDADES

Caro(a) Docente, nas paginas a seguir, estio registradas propostas de solucdes para todas
as atividaes desse material, vocé deve tomar conhecimento dessas resolugdes bem como das
sugestoes e orientacdes presentes nessas resolucdes antes de aplicar as atividades.

A.6.1 Resolucao das atividades da Aula 1

Professores(as) a correcdo das atividades ¢ um dos momentos fundamentais desse modelo
de aula, tenham em mente que para uma melhor aprendizagem, na correcao de cada atividade,
exceto a Atividade Motivadora, vocé€ deve estimular os estudantes a exporem suas ideias e
resolucdes inclusive convidando-os a lousa para apresentarem seus raciocinios a turma, antes
iniciarem a corre¢ao.

A.6.1.1 Resolugdo da Atividade Motivadora — Aula 1

Professores(as), iniciem a resolucdo dessa atividade lendo o enunciado junto com a turma
e pergunte se alguém quer propor alguma estratégia para sua solu¢do. Deixe os estudantes
pensando por alguns minutos. Com certeza alguém apontara o caminho correto, caso contréario,
apontem a forma correta de resolver e iniciem a solucao.

Tenha em mente que o propdsito desta atividade € fixar a ideia da decomposi¢cdo e com-
posicdo de areas, abrindo caminho para a resolug@o da atividade principal, que serd executada
pelos alunos no proximo momento da aula. Exploraremos basicamente as ideias sobre tomar
uma unidade como padrao de medida, decomposi¢do e composicdo de dreas e propriedade adi-
tiva das dreas.

Note que no primeiro passo da resolucao, mediremos a drea do tridangulo ABC em fungio
dos tridngulos menores resultantes da decomposicao, essses tridngulos menores serdo usados
como unidade de medida na obtencdo da area do retangulo DEF G e ndo sdo quadrados.
Resolucao:

Observe a Figura A.41 e acompanhe o raciocinio exposto nos itens a seguir:

i) Usando o fato de que a base DE do retangulo é }1 do lado do triangulo isosceles ABC,
dividimos a base em 4 partes iguais, marcando os pontos O, P e Q.

ii) Tracamos os segmentos OS, PR e QG, paralelos ao lado BC, dessa forma, os pontos G, R
e S dividem AC em 4 partes iguais. De modo andlogo, dividimos o lado BC em 4 partes
iguais pelos pontos F, U e T, conforme Figura A.41.

iii) Tracamos os segmentos RU e ST e entdo, o tridngulo ABC fica subdividido em 16 trian-

gulos equildteros congruentes, cada um deles tem % da 4rea de ABC, que vale %, logo,
cada um dos tridngulos menores tem drea

1X%_¢§

16 5  10°

iv) Fazendo a contagem, nota-se que o retangulo DEF G € composto por 6 tridngulos meno-

V3 _3/3

res, dessa forma sua area € 6 x 15 =% unidades de area.
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Figura A.41 — Triangulo ABC decomposto em 16 triangulos congruentes.

Fonte: Autoria prépria.

Professores(as), a atividade motivadora deve ser resolvida de forma conduzida, e com
énfase na decomposicdo da drea do retangulo feita através dos tridngulos menores, essa ideia €
fundamental na resolucdo da atividade principal. Observem também que quando usamos para-
lelismo para obter esses tridngulos menores, isso garante congruéncia entre eles e a semelhanca
entre esses € o triangulo ABC.

A.6.1.2 Resolucdo da Atividade Principal — Aula 1

Professores(as), sugerimos que os alunos resolvam em duplas ou trios essa atividade. Pro-
curem circular pela sala durante esse momento para esclarecerem eventuais dividas e acompa-
nhar o desenvolvimento das resolu¢des que etdo sendo construidas, e, observem os seguintes
detalhes para a condugdo desse momento:

* Procurem formar equipes em que os integrantes apresentem o mesmo nivel de aprendi-
zagem, para que possam avangar de maneira homogénea. Assim evitamos que algum
integrante da equipe acompanhe passivamente a construcao da resolucao.

* Leiam o enunciado junto com a turma e certifiquem-se de que todos estdo acompanhando
e prestando atencao.

* ApOs a leitura, pecam que por alguns instantes, cada um pense no problema, antes de
compartilhar suas ideias com os colegas de equipe e iniciarem a resolu¢do em conjunto.

Na atividade motivadora, os estudantes observaram a resolucdo de um problema usando
técnicas de decomposicao e composi¢do. Espera-se que na resolucdo da atividade principal,
procedam de maneira andloga, contando os quadradinhos da malha que estdo sob as manchas
solares.

Espera-se que usem o zoom da camera de seus telefones celulares, uma lente de aumento,
ou até mesmo, reunir todas as manchas em uma drea mais proxima copiando em um pedaco de
papel manteiga.

De posse da quantidade aproximada de quadrados da malha sob as manchas, podem esco-
lher muitos caminhos para obter a solucao do problema. Apresentaremos a seguir, dois possiveis
caminhos:
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Uma Resolucao.

A imagem do Sol e das manchas solares estdo impressas em uma malha quadriculada,
mas nao é milimetrada. Conforme indica a Figura A.3, os quadrados maiores tém lado
1 cm = 10 mm. Os lados desse quadrado maior estdao divididos em 5 partes, entdo o lado de
cada quadradinho da malha é 19 £ =2 mm e dessa forma, os quadradinhos tém drea de 4 mm?>.
Fazendo a contagem, o didmetro do Sol, representado pelo segmento EF, contém aproxima-
damente 54 partes de 2 mm, ou seja, o didmetro tem 108 milimetros. O raio do Sol € dado no
problema e vale 695700 km, entdo o didmetro é 1391400 km.

Dividindo 1391400 km por 108, cada milimetro corresponde a

1391400 =108 = 12883,3333 km,

logo, cada quadrado de 1 mm x 1 mm representa a drea de (12883, 333)2 =165980276,9189 km?.
Em nossa contagem, obtivemos 14 quadrados de 2 mm x 2 mm, e isso equivale a 4 x 14 =
56 mm?.
Dessa forma, a édrea total das manchas € de aproximadamente 165980276,9189 x 56 =
9294 895507,458 km?.

Em notagio cientifica, a 4rea da manchas é aproximadamente 9,29 x 10° km?.

Outra Resolugao.
Se considerarmos que o diametro do circulo da Figura A.3 tem 108 mm, seu raio possui
54 mm, logo, a érea total S¢ é:

Sc =T x R? =3,141592 x (54)% = 3,141592 x 2916 = 9160, 8822 mm?, (A.44)

ou seja, no circulo que representa o disco solar, temos aproximadamente 9161 quadrados de
1 mm?.
A érea de cada quadrado corresponde a ﬁ da 4rea total.

Usando o raio do Sol R = 695700 km, a area do disco solar é:
Ssot =T X R? = 3,141592 x (695700)% = 1 520 525 784 196,08 km". (A.45)

Como as manchas solares abrangem 56 quadrados de 1 mm?, essas ocupam uma 4rea de
1 _ 56 ‘ .
56 X 5761 = o7e7 da drea total, ou seja,

x 1520525784 196,08 = 9294776 106,863 km?.

9161

Em notagio cientifica, temos aproximadamente 9,29 x 10° km?.

Professores(as), na contagem dos quadrados da malha que compreendem as manchas sola-
res expostas na figura, haverd muita variagao nas quantidades obtidas por seus alunos, inclusive
quando vocés forem resolver essa atividade pode ter diferenca entre a contagem aqui exposta
e as suas. Reforcem para os alunos que estamos apenas fazendo uma estimativa da area total
dessas manchas, e é normal nesses casos obtermos diferencas no valor final, o importante aqui é
que o procedimento empregado para obter o resultado seja produzido a partir de um raciocinio
justificavel através da matemaética usada pelo estudante. Porém, resultados muito diferentes dos
demais devem ser explorados junto a classe para analisar onde estdo os erros que os geraram.
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O item (b) dessa atividade pergunta "quais sdo os fatores que tornam nosso problema uma
idealizagao da situagdo real?"

Professores(as), certamente vocés e as suas turmas poderdo pontuar muitos outros fatores
além dos sugeridos, a seguir:

* O Sol € esférico, entdo essas manchas pertencem a uma superficie esférica, € em nossos
célculos consideramos essa superficie como um disco plano.

* Para calcular com mais exatiddo, deveriamos considerar a curvatura da superficie, ou
seja, levar em conta a geodésia. Esse € um excelente tema para propor como pesquisa,
introduzindo a nog¢do de geometria esférica.

* Aluz do sol sofre interferéncias ao chegar na Terra, por exemplo, ao sair do vicuo e entrar
no ar. a luz sofre refracdo, entdo, € bem provavel que Galileu viu uma imagem bastante
distorcida dessas manchas.

A.6.1.3 Resolucdo da Atividade Avaliativa — Aula 1

Professores(as) essa atividade avaliativa deve ser proposta nos ultimos quinze minutos da
aula, apds cumpridas as etapas anteriores. Reservem dez minutos para a resolugdo e 5 minutos
para sua correc¢do na lousa. Exponha a resolucdo algébrica da questdo, conforme apresentado a
seguir.

Resolucio.

A érea procurada corresponde a regido S, conforme Figura A.42.

Figura A.42 — Quadrado ABCD decomposto em dreas ndo poligonais.

2,5 mm

Fonte: Autoria prépria.

Observando a Figura A.42, note que a regiao delimitada pelo arco DB e pelos segmentos
de reta AB e AD tem drea

S(DEB) = 25(M) +S(T) + 5(S). (A.46)
Isolando o valor que queremos determinar, temos:

S(S) = S(DEB) —25(M) — S(T). (A.47)
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Temos ainda,

* A drea delimitada pelo arco DB e pelos lados AB e AD, representada por S (DEB) corres-
ponde a drea de um quarto de circulo de raio 1 cm logo,

~ T
S(DEB) = 1 cm?.

* A area S(T) corresponde a drea de um tridngulo equildtero de lado 1 ¢m logo,

V3 123 V3,
= = = —Ccm .
4 4 4

S(T)

Para determinarmos a drea da regido M, observaremos a Figura A.42. Perceba que o arco
AE delimita um setor circular de lados DA e DE, de raio 1 c¢m, cujo angulo do vértice D é 60°
dado que o tridngulo DEA € equilédtero. A drea desse setor corresponde a um sexto da area de
um circulo de raio 1 c¢m, ou seja, sua drea é % cm?.

Dessa forma, a drea M pode ser obtida pela diferenca entre a drea do setor circular DAE e

do tridangulo equildtero DEA:

Agora que ja sabemos todos os valores do segundo membro da Equagdo A.47, podemos
fazer a substitui¢do e determinar o valor procurado, acompanhe:

—~

S(S) = S(DEB)—25(M)—S(T)
_ V3 V3
4 “\e 4] 4
o V3 V3
4 3 74 4
_ T T £:3\/§_nz0,17120m2. (A.48)

12

N
o
N

Espera-se que os estudantes resolvam o problema através da contagem de quadrados da
malha, conforme o procedimento exposto na resolucdo da atividade principal. Esse caminho
demanda mais tempo e provavelmente voc€ ndo conseguird desenvolver essa resolucio algé-
brica. Assim, quando todos terminarem, apenas exponha o resultado na lousa. Os resultados
dos alunos devem se aproximar de 0, 1712 cm?.

A.6.1.4 Resolucdo das Atividades Complementares — Aula 1

As atividades complementares podem ser aplicadas aos estudantes que solucionarem mais
rdpido a atividade principal da aula e também propostas como tarefas. Salientamos que as ativi-
dades complementares fazem parte do processo de aprendizagem do conteiido. Essa atividade
deve ser corrigida pelo professor na aula seguinte aquela onde foi proposta como tarefa.
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Resolucdo da questao 1:
ITEM (A):

Observando a Figura A.43, percebemos que a drea do pentdgono ABCDE pode ser divi-
dida em um tridngulo BCD e um trapézio retangulo ABDE.

Figura A.43 — Pentdgono ABCDE dividido em tridngulo e trapézio.

Fonte: Autoria propria.

Como cada quadrado delimitado pela linha mais escura da malha tem 90 c¢m de lado, o tri-
angulo BCD tem base BD =270 cm e altura CH = 180 c¢m, sendo o ponto H pé de perpendicular.
Dessa forma, a drea S(BCD) do referido tridngulo é:

BD-CH  270-180
2 2
Como a questdo pede a drea em metros quadrados, basta dividirmos o valor por 10000
pois 1 m? = 10000 cm?. Logo, S(BCD) = 2,43 m?.
A drea do trapézio retangulo ABDE ¢é dada por:

S(BCD) = = 270-90 = 24300 cm?. (A.49)

S(ABDE) — (AB+D2E)-BD
_ (AB+DE)-BD
B (360+%80)-27O
2
— M:zmmo
= 72900 cm?. (A.50)

Como a questdo pede a drea em metros quadrados, basta dividirmos o valor por 10000
pois 1 m?> = 10000 cm?. Logo, S(BCD) = 7,29 m?.
Dessa forma, a area total do pentdgono ABCDE é:

S(BCD) + S(BCD) =2,43+7,29 =9,72 m". (A51)

Portanto, o valor da érea total do piso representado pela Figura A.43 é 9,72 m?.
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ITEM (B):

Considerando que os ladrilhos que s@o recortados nao ddo garantia de que o pedaco nao
ocupado podera ser reaproveitado, devido a quebras inesperadas e possiveis erros no ato do
corte, podemos dividir o pentdgono ABCDE em quadrados de lados de 90 cm, seguindo as
linhas mais escuras da malha quadriculada, conforme Figura A.44.

Figura A.44 — Ladrilhos quadrados de lado 90 cm pavimentando a superficie ABCDE.

iR

—t

i

Fonte: Autoria prépria.

Contando os quadrados destacados em linha mais escura na Figura A.44, temos um total
de 16 ladrilhos.
Portanto, usaremos 16 ladrilhos de 90 cm de lado para pavimentar o referido piso.

ITEM (C):

Cada ladrilho de 90 cm de lado tem drea de 90% = 8 100 ¢m?. Como usaremos 16 ladrilhos,
temos 16-8 100 = 129600 cm?* = 12,96 m?.
O desperdicio pode ser obtido dividindo 12,96 pelo valor da area S(ABCDE):

12,96

9.72 x 100% = 133,3%. (A.52)

A érea de 16 ladrilhos corresponde a 133,3% da drea total do pentdgono da Figura A.44,
portanto, teremos um desperdicio de 133,3% — 100% = 33,3%.

E importante observar que desprezar as partes cortadas sem verificar se podem ser utili-
zadas ndo € uma boa decisdo, pois gera um desperdicio consideravel.

Resolugao da questdo 2:

Do enunciado, temos que:
(a+b)* = a® +2ab+ b*. (A.53)

A identidade (A.53) é comumente associada a um quadrado, conforme ilustrado na Figura
A.8 do enunciado desse problema (ver Se¢do A.1.2.5).
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Na Figura A.8, ABCD é um quadrado de 4drea a>, BCFE e DCHK sio dois retangulos
congruentes de dreas ab e HCF G um quadrado de drea b?.

A equagio quadritica x> +4x — 10 = 11, ao ser comparada 2 identidade (A.53) pode
indicar que é possivel obtermos um quadrado de lados (x+2) cuja drea é 11 (ver Figura A.45).

Figura A.45 — Quadrado de lado (x+2).

D T 2 c
@
2
v L 22F
2 2x 4
a(ABCD) = 2?4222 44-10—4=11

Fonte: Autoria prépria.

Escrevendo a equagio quadritica x* +4x — 10 = 11 na forma (a +b)? = c e usando a
técnica de completar quadrados, podemos encontrar as suas raizes:

X +4x—10 = 11
X 42-x2422-10-2° = 11
X +4x4+4-10—4 = 11
X +4x+4-14 = 11
X 4dx+4 = 11+14

(x+2)* = 25
x+2 = £V25
x+2 = 5=—=x=3oux=-7 (A.54)

Portanto a solucdo é {—7,3}.

Resolugao da questdo 3:

Primeiramente, notamos que nas trés configuracdes de tangran mostradas na Figura A.46
as areas sao iguais, pois sdo formadas pelas mesmas pecas justapostas sem que haja sobreposi-
¢do.
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B

Figura A.46 — Composicdes com o Tangran
WO\ N N
Wi Y AN
AL DNy
() (C)

Fonte: exercicios.mundoeducacao.bol.uol.com.br

(B}

Se o lado AB da Figura A.46 (B) mede 2 cm, os lados do tridngulo e do quadrado que o
formam valem 1 cm. Notamos também que o lado adjacente a AB € um paralelogramo e devido
a simetria, tem o lado maior igual a 2 cm.

Dessa forma, ao observarmos o quadrado da Figura A.46 (A), e comparando com as
medidas ja descobertas, conclui-se que suas diagonais medem 4 cm. Podemos entdo obter a
area da casinha calculando a drea do quadrado.

Sabemos o valor das diagonais, e como todo quadrado € também um losango, temos

4.4 16 2

S(casinha) = — = 5 = 8 cm”. (A.55)

Portanto, a alternativa correta é (B).
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A.6.2 Resolucio das atividades da Aula 2

Professores(as) a correcdo das atividades € um dos momentos fundamentais desse modelo
de aula, tenham em mente que para uma melhor aprendizagem, na correcao de cada atividade,
exceto a Atividade Motivadora, vocé deve estimular os estudantes a exporem suas ideias e
resolugdes inclusive convidando-os a lousa para apresentarem seus raciocinios a turma, antes
iniciarem a corre¢ao.

A.6.2.1 Resolugdo da atividade motivadora

Professores(as), iniciem a resolucao dessa atividade lendo o enunciado junto com a turma
e perguntem se alguém quer propor alguma estratégia para encontrar o0 numero x, pertencente
ao intervalo real 1 < x < 2, tal que x elevado ao quadrado € igual a 2. Deixem os estudantes
pensando por alguns minutos. Com certeza alguém apontara o caminho correto, caso contrério,
apontem esse caminho, conforme o texto dessa atividade e iniciem a exposi¢do das ideias, pois
nesse caso, nio temos uma atividade e sim um texto sobre o tema.

Nessa atividade, pretende-se fixar a ideia da existéncia de nimeros irracionais, a partir
da descoberta das grandezas incomensurdveis na Grécia Antiga. Pretende-se fazer com que os
estudantes percebam por inspec¢do, que ndo conseguimos encontrar um nimero decimal/racional
que elevado ao quadrado € igual a 2. Para esse momento da aula basta discutir as tabelas
expostas no proprio texto da atividade com as respectivas discussdes sobre o fato.

Esse Momento da Aula tem o objetivo de despertar o interesse e a curiosidade sobre o
tema da aula, inclusive fornecendo ferramentas, tais como formulas e conceitos necessarios
para a solucdo da atividade principal, da atividade avaliativa e das atividades complementares.
Lembre-se que o tempo estimado para esse momento da aula é de 15 minutos.

A.6.2.2 Resolucdo da Atividade Principal

Professores(as), sugerimos que os alunos resolvam em duplas ou trios essa atividade. Pro-
curem circular pela sala durante esse momento para esclarecerem eventuais ddvidas e acompa-
nhar o desenvolvimento das resolu¢des que etdo sendo construidas, e, observem os seguintes
detalhes para a condugdo desse momento:

* Procurem formar equipes em que os integrantes apresentem o mesmo nivel de aprendi-
zagem, para que possam avancar de maneira homogénea. Assim evitamos que algum
integrante da equipe acompanhe passivamente a construcdo da resolucao.

* Leiam o enunciado junto com a turma e certifiquem-se de que todos estdo acompanhando
e prestando atencao.

* ApOs a leitura, pecam que por alguns instantes, cada um pense no problema, antes de
compartilhar suas ideias com os colegas de equipe e iniciarem a resolu¢do em conjunto.

A finalidade dessa atividade € verificar a teoria das propor¢des de Eudoxo para alguns
valores de grandezas, bem como propiciar ao estudante a oportunidade de pensar e escolher
alguns valores que se encaixem nas implicagdes dessa teoria.
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Resolucdo da Atividade Principal:

ITEM (A)

Para verificar se quatro grandezas formam uma propor¢ao, devemos observar se elas satis-
fazem a Propriedade Fundamental das Proporcdes (PFP), expressa no resultado (A.56) a seguir,

S=Ssad=be (A.56)
Sejam a =2 cm?, b=+5cm?, ¢ = % cm*ed= é cm? e os ndmeros inteiros m = 5 e
n = 3, aplicando esses valores no resultado (A.56), temos,

2 3
R
V5 2
2.Y% _— .z
A V53
@2‘3/3 - 2\3/5 (A.57)

Como os valores de a, b, c e d satisfazem a propriedade (A.56), eles estdo em proporg¢ao.
ITEM (B)

Para os valores de a, b, ¢ e d do enunciado, usando /5 = 2,24, e substituindo os valores,
temos:

m-a>n-b = m-c>n-d

2 5
5.253.4/5 = 5~§>3-§

10
10>3-V5 = ?>\/§

10>3-2,24 = 3,33>2,24
10>6,72 = 3,33>2,24. (A.58)

Portanto, a implicacdo entre as desigualdades € verdadeira.
ITEM (C)

Nas desigualdades 10 > 6,72 = 3,33 > 2,24, faremos a diferenca entre o maior € 0 menor
valor em cada uma. Logo,

10—6,72 =3,28 € 3,33 — 2,24 = 1,00. (A.59)

Note que a razdo entre as grandezas ¢ € % é %, conforme exposto no enunciado. Ao

observarmos as diferencas obtidas em (A.59), notamos que 3,28 ~ 31,09, logo, a propor¢cao
se manteve. Ndo conseguimos um resultado mais aproximado devido ao uso de v/5 com apenas
duas casas decimais.
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ITEM (D)

Nesse item, os estudantes devem escolher valores para a, b, ¢, d, em propor¢do, sendo b
e d incomensurdveis (irracionais). Os valores de m =5 e n = 7 sdo dados. Mostraremos aqui
uma possivel resolucio para os valores a = 1, b = /3, ¢ = % ed= é

Inicialmente verifique se hd proporcao entre os valores escolhidos, acompanhe:

13 V3 21 V3 V3

Verificada a propor¢io, faremos a verificacio e usaremos /3 = 1,73:

m-a<nb = m-c<n-d

|
51<7V3 = 5.Log.¥3

5 5
5<7-1,73 = 1<;f3
5<7-1,73 = 1<1,4-1,73
5<12,11 = 1<2,422. (A.61)

Com as desigualdades 5 < 12,11 = 1 < 2,422, faremos a diferenca entre o maior € o
menor valor em cada uma. Logo,

12,11 -5="7,11e2,442 — 1 = 1,442. (A.62)

Note que a razdo entre as grandezas ¢ € % é % e ao observarmos as diferencas obtidas

em (A.62), notamos que 7,11 ~ 5- 1,442, logo, a propor¢do se manteve. Nao conseguimos um
resultado mais aproximado devido ao uso de /3 com apenas duas casas decimais.

ITEM (E)

A igualdade ocorre quando as grandezas sdo comensurdveis. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo A.4. Verifique se o item (ii) da Definicdo V.5 (Defini¢do A.1 do enunciado da ativi-
dade) se verifica para as seguintes grandezas comensurdveis: a = 0,5, b=1,5,c=1, d = 3.
Usem=9en=23.

Resolucio.
O item (ii) dessa defini¢do indica que
m-a=n-b=m-c=n-d. (A.63)
Substituindo os valores dados, temos:

9-0,5=3-1,5 = 9-1=3.3
4,5=45 = 9=09. (A.64)

Portanto, o caso (ii) se verifica para grandezas comensurdveis.
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A.6.2.3 Resolucdo da Atividade Avaliativa

Professores(as), nessa atividade avaliativa hd dois itens a serem resolvidos. Acampanhem
a resolugdo de cada item.

Resolugao do item (I):

O Triangulo ABC da Figura A.11 € retangulo de catetos AB = x, BC = 1 cm e hipotenusa
AC = % cm. Obtemos o valor de x pelo Teorema de Pitdgoras:

(AB)?+(BC)? = (AC)?

5\ 2
2, 12

1- = —
X~ + (2>

25
2
1 = —
xX“+ 1
25
2
= ——1
* 4
21
2 f— _—
Ty
121
x = —
4
V21
x = Tcm (A.65)

Agora, conhecido o comprimento do cateto AB, determinaremos a drea do tridngulo ABC.

S(ABC) = =-(AB)-(BC)

N = N =
p—

—_
‘Qy
—_
[$S) .

o
3

(A.66)

O ndmero 21 ndo € um quadrado perfeito entdo, v/21 € irracional, portanto, a drea do
triangulo ABC é uma grandeza incomensuravel.

Sugestdo para a correcdo do item (Il):

Para esse item, os alunos devem atribuir valores as medidas do tridngulo DEF da Figura
A.11 de forma que a drea seja uma grandeza incomensuravel. Priorize a correcdo da primeira
questdo na lousa ao final da aula e na segunda questdo, vocé deve pedir para alguns alunos
exporem para a turma os valores usados bem como suas resolugdes. E provével que a correcio
da segunda questdo precise ser deixada para a aula seguinte, devido ao tempo, mas € de suma
importancia que se trabalhe a habilidade de os estudantes escolherem os valores visando um
resultado solicitado.
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As atividades complementares podem ser aplicadas aos estudantes que solucionarem mais
rdpido a atividade principal da aula e também propostas como tarefas. Salientamos que as ativi-
dades complementares fazem parte do processo de aprendizagem do conteiido. Essa atividade

deve ser corrigida pelo professor na aula seguinte aquela onde foi proposta como tarefa.

Resolucdo da Questdo 1:

De acordo com o que foi apresentado nesse enunciado, verifique se hd comensurabilidade
entre a grandeza p em relacio a grandeza g. A comensurabilidade existird se, € somente se, a
razao § for racional. Pode-se também aproveitar a questdo para reforgar que devemos ter g # 0.

Questione os alunos sobre isso.

ITEMA: p=6eg=3;

Como 2 ¢ um ndmero racional, p e g sdo comensurdveis entre si.
ITEMB: p=5eq=153;

p 5 1

Como % € um nimero racional, p e g sa3o comensurdveis entre si.

ITEM C: p =73 e g=14V/3;
p_ T3 1
q 143 2
Como % € um nimero racional, p e g sa3o comensuraveis entre si.

ITEMD: p=6v2¢e qg=2V2;
p_6V2_,
q 2v2
Como 3 é um niimero racional, p e g sdo comensuraveis entre si.

ITEME: p=9eq=21V3;

‘ "

5
5 g

SN

<[5
W
| =

Como % -1/3 é um ntimero irracional, P € g sdo incomensurdveis entre si.

(A.67)

(A.68)

(A.69)

(A.70)

(A.71)
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Resolucdo da Questdo 2:

De acordo com os exemplos dados no enunciado, faremos a antifairese entre os valores
dados.

ITEM A: 12¢e4;
12-4 = 8
8—4 =
4—-4 = 0 (A.72)
Portanto, MDC(8,12) = 4.
ITEM B: 75 e 30;
75—-30 = 45
45-30 = 15
30—-15 = 15
15—-15 = 0 (A.73)
Portanto, MDC(75,30) = 15.
ITEM C: 47 e 21;
47-21 = 26
26—-21 = 5
21-5 = 16
16—5 = 11
11-5 = 6
6-5 = 1 (A.74)

Portanto, MDC(47,21) = 1. Observe que 47 e 21 sdo primos entre si pois o m.d.c. entre
elesé 1.

ITEM D: 108 e 60;

108 —60 = 48

60—-48 = 12
48—-12 = 36
36-12 = 24
24—-12 = 12
12—-12 = 0. (A.75)

Portanto, MDC(108,60) = 12.
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L2, 1.
ITEME: 365,

© A=Wl ==

QN = W =N = W[ N
[ e e Bl SN

(A.76)

Portanto, MDC (%, %) =

A=

Resolugao da Questao 3:

A solicitacdo do arquiteto foi de cortar as tdbuas de um mesmo tamanho sem sobras, dessa
forma, o carpinteiro precisa determinar o maior nimero inteiro que divide simultaneamente 540,
810 e 1080. Trata-se de encontrar o m.d.c. entre esses valores. Inicialmente, determinaremos
pelas subtracdes sucessivas o m.d.c. entre 1080 e 810:

1080—-810 = 270
810—-270 = 540
540-270 = 270
270-270 = O. (A.77)

Dessa forma, (1080,810) = 270.
Agora faremos o m.d.c entre 540 e 270:

540-270 = 270
270-270 = 0. (A.78)

Logo, MDC(540,810, 1080) = 270.

O arquiteto ainda deu outra condi¢do, as tdbuas devem ter menos de 2 metros de compri-
mento, logo, fazendo &20 =135 e 135 também ¢ divisor comum de 540, 810 e 1080. Assim, as
tdbuas devem ser cortadas com 135 cm de comprimento.

* HA4 40 tdbuas de 540 cm. Cada uma delas pode ser dividida em quatro pecas de 135 cm.
Teremos 160 pecas.

e H4 30 tabuas de 810 cm. Cada uma delas pode ser dividida em seis pecas del35 cm.
Teremos 180 pecas.

e Ha 10 tdbuas de 1080 cm. Cada uma delas pode ser dividida em oito pecas de 135 cm.
Teremos 80 pecas.

Somando o nimero de pecas de cada tipo de tdbua, temos: 160+ 180 + 80 = 420 pecas,
portanto, a alternativa (e) é a correta.
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A.6.3 Resolucao das atividades da Aula 3

Professores(as) a correcdo das atividades € um dos momentos fundamentais desse modelo
de aula, tenham em mente que para uma melhor aprendizagem, na correcao de cada atividade,
exceto a Atividade Motivadora, vocé deve estimular os estudantes a exporem suas ideias e
resolugdes inclusive convidando-os a lousa para apresentarem seus raciocinios a turma, antes
iniciarem a corre¢ao.

A.6.3.1 Resolugdo da atividade motivadora

Essa atividade tem o objetivo de despertar o interesse e a curiosidade sobre o tema da aula,
inclusive fornecendo ferramentas, tais como férmulas e conceitos necessarios para a solugdo da
Atividade Principal, da Atividade Avaliativa e das Atividades Complementares. Lembre-se que
o tempo estimado para esse momento da aula é de 15 minutos.

Nessa atividade, pretende-se retomar e fixar a habilidade de se calcular dreas inscritas
e/ou hachuradas pela diferenca e/ou soma entre dreas conhecidas nas figuras dadas. Também se
propde relembrar o Teorema de Pitdgoras e as formulas para obter a area de um circulo e a drea
de um triangulo.

Resolugao:

(a) Inicialmente, vamos determinar o raio do semicirculo de didmetro AB. Note que AB
¢ também hipotenusa do triangulo retangulo ABC, conforme Figura A.13. Pelo Teorema de
Pitagoras, temos:

(AB)? = (AC)*>+ (BC)?
2
= 924 (3\/7)
= 814+63=144=AB=+V144 =12 cm (A.79)

Dessa forma, chamando de (D) a drea procurada, esta é dada pela diferenga entre a drea
do semicirculo de didmetro AB e a drea do triangulo retangulo ABC.
Sendo §(S) a drea do semicirculo de didmetro AB e $(T') a drea do tridngulo ABC, temos:

n-r> AC-BC
S(D)=5(8)=S(T) = 5~
_ m6* 379 36-m-27V7
2 2 2
— 9 2
_ §-<4n—3\/7) cm?. (A.80)

Portanto, a drea procurada é S(D) = % - (4m—3V7) em®.

(b) O valor §(D) = % . (47‘C — 3\/7) cm? é a 4rea exata mas, note que se quisermos saber
seu valor numérico, teremos que substituir T = 3,141592... e como sabemos, T € irracional,
logo, por mais casas decimais que se use, encontraremos sempre um valor aproximado para a
area em questdo. Porém, quanto maior o ndmero de casas decimais de © usadas, melhor serd a
aproximacao obtida.



209

A.6.3.2 Resolucdo da atividade principal

A finalidade dessa atividade € verificar a a validade das defini¢cdes de Arbelos e Salinons
para alguns valores numéricos dados. Também pretende-se propiciar ao estudante a oportu-
nidade de conhecer as definicdes e as formas dessas figuras planas, a histéria relacionada a
essas figuras, bem como de retomar algumas férmulas relacionadas ao circulo e ao tridangulo
retangulo.

Professores(as), sugerimos que os alunos resolvam em duplas ou trios essa atividade. Pro-
curem circular pela sala durante esse momento para esclarecerem eventuais ddvidas e acompa-
nhar o desenvolvimento das resolucdes que estao sendo construidas, e, observem os seguintes
detalhes para a condugdo desse momento:

* Procurem formar equipes em que os integrantes apresentem o mesmo nivel de aprendi-
zagem, para que possam avancar de maneira homogénea. Assim evitamos que algum
integrante da equipe acompanhe passivamente a construc¢do da resolucao.

* Leiam o enunciado junto com a turma e certifiquem-se de que todos estdo acompanhando
e prestando atencgdo.

* Aproveitem essa aula para que os estudantes aprendam, ou melhorem as habilidades, no
uso de régua e do compasso. Pecam que reproduzam as figuras em seus cadernos, junto
com as anotacdes da resolucao da atividade.

* ApoOs a leitura, pecam que por alguns instantes, cada um pense no problema, antes de
compartilhar suas ideias com os colegas de equipe e iniciarem a resolu¢do em conjunto.

Resolugao:

Verificacio para a Definicao A.2.

Para o Arbelos, temos as medidas indicadas na Figura A.47 e a drea S(A), conforme
Definicdo A.2, pode ser obtida fazendo a diferenca entre a drea do semicirculo de didmetro PR
com a area dos semicirculos de didmetros PQ e OR.

1 (p+r 2 1 /p\? 1 /r\2
s@4) = 5( > ) m3(5) 3 (3)
B 1(3+9>2 - 1(3)2 - 1(9)2 -
2\ 2 2\2 2\2
B 1(12)27[ 1(3)27E 1(927c
2\ 2 2\2 2\2
1144 19 181 144 9 8l
T 24 7 247 2478 T 87T 4
~ 144-m—-9-n-8l-m
B 8
= T )= 2T . (A.81)
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Figura A.47 — Arabelos de diametro p +r.

QR=r=9cm
PQ=p=3cm 5
PR=p+r=12cm =

(=X |

Fonte: Autoria propria.

Para verificarmos se a drea do Arbelos é igual a drea do circulo de didametro SQ, iniciare-
mos determinando o valor do didametro d = SQ.
Note que d € a altura relativa a hipotenusa do tridngulo retangulo ABC, logo:

d> = pr=d=./p-r
d = V3-9=v27T=d=+v27cm., (A.82)

Logo, o raio do circulo de didmetro SQ é —V227 cm e a area do circulo é:

2
S(C) = (E) a=2" (A.83)

2 4

Portanto, de acordo com a Defini¢do A.2, verificamos que S(A) = 5(C).
Verificacio para a Definicao A.3.

Para o Salinon temos as medidas indicadas na Figura A.48 e a drea S(S), conforme a Defi-
ni¢do A.3, pode ser obtida somando as dreas dos semicirculos de diametros PS e QR subtraindo
da 4rea de um circulo de diametro PQ = RS.

Figura A.48 — Salinon de Arquimedes.

i PQ =RS=4cm
QR =6cm
QO =MO=3cm

M

Fonte: Autoria propria.
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Devemos verificar se a drea do salinon € igual a drea do circulo de didmetro MN, ou seja,

S(S) = $(0).

Dessa forma, temos:

S(S)

Lo +00r w+ 00r n- (%) x
%(4+3)2-n+%(3)2-n— (g)z-n
%(7)2-“%(3)2%—(2)2%

@-n—l—g-n—#n: 49-1+9-1-8 7

) 2

502'” — $5(S) =257 cm?. (A.84)

A drea do circulo de raio @ onde MN = PQ + QO + OM logo,

S(C)

<PQ+Q0+OM)2'R
2

<4+3+3

2
> ) =51 = S5(C)25 -1 cm?. (A.85)

Portanto, de acordo com a Defini¢do A.3, verificamos que S(S) = S(C).

A.6.3.3 Resolugdo da atividade avaliativa

Professor(a) a atividade avaliativa deve ser aplicada nos minutos finais da aula, de forma
individual, conforme o tempo estimado nas orientacdes iniciais da aula. Reserve 10 minutos
para os estudantes trabalharem na resolug@o e nos 5 minutos finais faga a corre¢do na lousa.

Resolugao:

A area em branco a ser determinada na Figura A.19 € dada pela area do retangulo ABCD
subtraindo-se dela a drea do semicirculo de diametro BF e a drea do quarto de circulo de raio

HD, ou seja:

1 1
S(branca) = 4.3~ 12.0—2-.22.1
2 4
11 .
- 12— .1—~4.-t=12—-=—
ZTC 4 T 2 T
_ p_m_24m
2 2
3(8 —
- (2 ™) e (A.86)

Portanto, a drea procurada € =—— cm
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A.6.3.4 Resolucdo das atividades complementares - Aula 3

As atividades complementares podem ser aplicadas aos estudantes que solucionarem mais
rdpido a atividade principal da aula e também propostas como tarefas. Salientamos que as ativi-
dades complementares fazem parte do processo de aprendizagem do conteiido. Essa atividade
deve ser corrigida pelo professor na aula seguinte aquela onde foi proposta como tarefa.

Resolucao da questdo 1:

A drea hachurada da Figura A.21 pode ser obtida pela diferenca entre a drea do retangulo
FGJH e a area do segmento parabdlico de base FG e altura PK, e, denominando S(SP) a drea
do segmento parabdlico e S(7') a drea do tridngulo inscrito F GP de mesma base e mesma altura
que o segmento parabolico, pela Proposicao A.3 (Proposicdo de Arquimedes para a quadratura
da parébola), temos:

4
S(SP) = 35(T), (A.87)
onde,
FG-FH 59
SM=——=5 cm?. (A.88)
Dessa forma, temos
459 4.5.9 )
P = —_—— = — = . A.
S(SP) =3 =55 =30cm (A.89)
Sendo S(R) a drea do retingulo FGJH, segue que
S(hachurada) = S(R) — S(SP) =5-9 —30 = 45— 30 = 15 cm?. (A.90)

Portanto, a drea hachurada da Figura A.21 é 15 cm?.

Resolucdo da questao 2:

A quantidade de granito em metros quadrados a ser usada no revestimento € a drea da
passarela representada na Figura A.22, dada pela diferenca entre as dreas de um quarto do
circulo de raio AB=AE + EB = 8+ 12 = 20 ¢m e um quarto do circulo de raio AE = 12 cm.
Sendo S(P) a drea da passarela, temos

S(P) = y—
(02 m (12w
- 4 4
_400-m 144w  400-mw—144-m  256-7
T4 4 4 T4
= 64-mm* = S(P) =64 (3,14) = 200,96 ~ 201 m?. (A.91)

Portanto, serdo usados aproximadamente 201 m? de granito para revestir o piso da passa-
rela.
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Resolucdo da questao 3:

A Figura A.49 mostra a édrea cultivivel ABCD e a faixa de terra de largura x doada para
cumprir os requisitos da legislagdo.

Figura A.49 — Retangulo de lados a +x e b+ x.

(a+x)

@ O
A a B X
@ @ @} @r
b
a-b
(b+x) b-x
(]
Ce O @ M
X ¢}
a-x 4
@ c@ O Q@ F

Fonte: Autoria prépria.

A faixa de terra de largura x que circunda a 4rea cultivada pode ser decomposta em 3
outras dreas: os retangulos de dreas a-x e b-x e o quadrado CMFL de 4rea x%, conforme
indicado na Figura A.49.

Dado que a érea de largura x que circunda o terreno deve ser de 20% da érea cultivada,
temos

ax+bx+x* = 0,2-(a+x)-(b+x)
= O,2~(ab—|—ax—|—bx+x2)
= 0,2-ab+0,2-ax+0,2-bx+0,2-x
0,8-x>+0,8-ax+0,8-bx—0,2-ab = 0
0,8 -x*4+0,8-(a+b)x—0,2-ab = 0. (A.92)

Multiplicando todos os termos da Equaciao A.92 por 5, temos
4-x*+4-(a+b)x—ab=0. (A.93)

Obtemos uma equagio quadratica na incégnita x do tipo Ax> + Bx+ C = Oonde os coefi-
cientes si0 A =4, B=4(a+b) e C = —ab.
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Aplicando os coeficientes na formula resolutiva, e considerando apenas o resultado maior
que zero, temos,

—(a+5)+ /4 (a+b)P —4-4-(—ab)
2.4
—4(a+b)+\/16(a+b)2+16ab
8
~a+b)+ 16 (a0 +ab)
8
—4(a+b)+4-\/(a+b)*+ab
8
—(a+b)+1/(a+b)*+ab
2
—(a+b)++/(a+b)*+ab
2

2:x = 2

2x = —(a+b)+\/(a+b)2+ab: \/(a+b)2+ab— (a+Db). (A.94)

Como (A.94) é o dobro de x, a anternativa (e) é a correta.
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A.6.4 Resolucao das atividades da aula 4

Professores(as) a correcdo das atividades € um dos momentos fundamentais desse modelo
de aula, tenham em mente que para uma melhor aprendizagem, na correcao de cada atividade,
exceto a Atividade Motivadora, devemos estimular os estudantes a exporem suas ideias e reso-
lucdes, inclusive, convidando-os a lousa para apresentarem seus raciocinios a turma, antes de
voceés iniciarem suas corregdes.

Nessa aula, abordamos o Teorema de Pick. Esse teorema propde um jeito muito inte-
ressante de se obter a drea de um poligono inscrito em uma rede quadricular. Além de ser
estimulante, curioso e divertido, possibilita trabalhar com atividades relacionadas a mapas e
imagens obtidas por satélites e drones, ideal para se fazer um trabalho multidisciplinar com
Geografia.

A.6.4.1 Resolugdo da Atividade motivadora

Professores(as) a Atividade Motivadora dessa aula ja estd resolvida no texto introdutdrio,
basta ler esse texto e desenvolver as ideias e resolucdes da forma com que estdo expostas.
Observem que os tridngulos fundamentais expostos na Figura A.24 de area igual a % s30 0s
responsaveis por fornecer o valor da drea do poligono e a férmula de Pick nos dd uma contagem
indireta da quantidade de tridngulos fundamentais que compde o poligono. Sugerimos um
tempo de 10 minutos para o desenvolvimento desse momento da aula.

A.6.4.2 Resolucdo da Atividade Principal

Professores(as), sugerimos que os alunos resolvam em duplas ou trios essa atividade. Pro-
curem circular pela sala durante esse momento para esclarecerem eventuais dividas e acompa-
nhar o desenvolvimento das resolu¢des que etdo sendo construidas, e, observem os seguintes
detalhes para a condugdo desse momento:

* Procurem formar equipes em que os integrantes apresentem o mesmo nivel de aprendi-
zagem, para que possam avancar de maneira homogénea. Assim evitamos que algum
integrante da equipe acompanhe passivamente a constru¢ao da resolucao.

* Leiam o enunciado junto com a turma e certifiquem-se de que todos estdo acompanhando
e prestando atencgdo.

* Apoés a leitura, pecam que por alguns instantes, cada um pense no problema, antes de
compartilhar suas ideias com os colegas de equipe e iniciarem a resolu¢do em conjunto.

Ap6s a leitura silenciosa e individual, libere as equipes para discutir as idéias e terminar a
resolucao em dupla/trio, utilizando qualquer estratégia, porém, é mais provavel e desejavel que
todos procurem resolver aplicando o Teorema de Pick.

Enquanto os alunos resolvem essa atividade, circule pela sala e observe as estratégias
de resolucdo que as equipes estdo desenvolvendo. Caso os estudantes tenham dividas, ou até
mesmo apresentem dificuldades, procure ndo indicar de forma direta o caminho para a solugdo,
e sim, fazer algum questionamento simples ao aluno que ao respondé-lo, o ajude a encontrar a
resposta desejada.
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Essa atividade serd resolvida através da constru¢do de um poligono que circunscreve a
drea da regido urbana da cidade nos dois anos considerados, e com certeza haverd variagdes
na forma com que os estudantes construirdo esse poligono, logo, apresentaremos aqui uma
possivel solu¢do, mas cabe ao professor analizar as resolucdes dos alunos e orientd-los como
devem fazer esse procedimento com a maior precisdo possivel.

Note também que ndo estamos trabalhando com unidades de drea nem escala conhecida,
porém a escala nos dois mapas é a mesma, e isso ja basta para conhecermos a porcentagem de
aumento da drea urbana da cidade entre os anos considerados.

Uma resolucgao.

Para o ano de 1966, inicialmente, construimos 0s poligonos que circunscrevem as regides
e efetuamos a contagem do niimero de pontos B da malha sobre o perimetro e também dos
pontos internos /, também pertencentes a malha, conforme a Figura A.50

Figura A.50 — Poligonos circunscritos aos mapas de Joinville em 1966 e 2011.

™

-

Fonte: Adaptado de Joinville Bairro a Bairro.

Para o poligono J;, percebemos que se trata de um tridngulo fundamental, logo S(J;) = % =0,5
u.q.
Para o poligono J;, temos B =29 e I = 13, logo, sua area é

B 29
S(J2)=5—1—1—1=7+13—1=24,5+12=36,5u.a. (A.95)

Para o poligono J3, temos B =4 e I = 0, logo, sua drea é

B 2
SU)=5+1-1=3+0-1=2-1=1lua (A.96)

Por fim, basta somarmos as dreas dos trés poligonos,

S(1966) =Jy +Jr +J3 =0,5+36,5+ 1 =38 u.a. (A.97)
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Dessa forma, em 1966, a regido urbana do municipio de Joinville, nas condi¢des dadas,
tinha aproximadamente 38,0 u.a.(unidades de area).

Professores(as) € importante deixar claro para os alunos que a unidade de drea usada nesse
caso € o "quadradinho" da malha quadricular.

Para o ano de 2011, procedendo de maneira andloga a anterior, inicialmente, construimos
os poligonos que circunscrevem o mapa e efetuamos a contagem do nimero de pontos B da ma-
lha sobre o perimetro e também dos pontos internos /, também pertencentes a malha, conforme
a Figura A.50.

No caso do poligono Jy, temos B =35 e [ =35, logo, sua 4rea é

B 5
SUn) =5 +1-1=240-1=25-1=15ua. (A.98)

Para o poligono J5, temos B =11 e I = 0, logo, sua éarea é

B 11
S(J5):§+I—1:7+0—1:5,5—1:4,5u.a. (A.99)

No caso do poligono Jg, temos B =79 e [ =99, logo, sua area é

B 79
SUs) =5 +1—1="7+99-1=39,5+98=137.5ua. (A.100)

Por fim, basta somarmos as areas dos trés poligonos,

S(2011) =Js+Js+Je=1,5+4,5+137,5 = 143,5 u.a. (A.101)

Dessa forma, em 2011, a regido urbana do municipio de Joinville, nas condi¢des dadas,
tinha aproximadamente 143,5 u.a (unidades de area).

Resta agora determinarmos qual foi a porcentagem de crescimento da regido urbana de
Joinville entre 1966 e 2011. Seja P o crescimento percentual, temos:

143,5
P= (T) x 100 = (3,7763...) x 100 ~ 378%. (A.102)

Portanto, a drea urbana do municipio de Joinville em 2011 ocupa 378% da drea que ocu-
pava em 1966.

A.6.4.3 Resolugdo da Atividade Avaliativa - Aula 4

Para essa atividade, serd muito dificil os estudantes chegarem ao mesmo resultado pois a
sua solucdo vai depender de como inscreverd o melanoma da imagem dentro de um poligono.
Dessa forma, vamos apresentar uma possivel solu¢do e o ideal € que os estudantes encontrem
um valor aproximado ao que serd aqui determinado. Seria importante o Professor(a) construir
seu proprio poligono em torno da mancha e determinar o valor da drea do melanoma, inclusive,
€ bem provavel que seu resultado ndo seja idéntico ao nosso.
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Resolucdo.

Inicialmente, temos que circunscrever a regido do melanoma em uma regido poligonal.
Observe a Figura A.51.

Figura A.51 — Poligono circunscrevendo um melanoma.

Fonte: Autoria propria.

Ap6s construido o poligono que circunscreve a regido, pela contagem dos pontos sobre
o perimetro temos B = 51 e para os pontos internos temos / = 168. Aplicando os valores na
férmula de Pick, a area S(M) do melanoma é:

B
S(M) = S+1-1

51
= T 4168—1
5 168

= 25,5+167 =192,5. (A.103)

A mancha ocupa 192,5 quadradinhos da malha, cada um com 0,4 mm de lado, entdo a
drea de cada quadradinho é (0,4)% = 0,16 mm?. Portanto, a drea é 192,5 x 0, 16 = 30, 8 mm?.

A.6.4.4 Resolucdo das Atividades Complementares — Aula 4

As atividades complementares podem ser aplicadas aos estudantes que solucionarem mais
rdpido a atividade principal da aula e também propostas como tarefas. Salientamos que as ativi-
dades complementares fazem parte do processo de aprendizagem do contetido. Essa atividade
deve ser corrigida pelo professor na aula seguinte aquela onde foi proposta como tarefa.

Resolucdo da questao 1:

Para a drea §) temos B = 10 e I = 0, logo, Pela férmula de Pick,

10
Si=5+0-1=5-1=4ua (A.104)
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Por se tratar de uma simples aplicacdo da férmula, apresentaremos apenas os resultados
para as demais dreas.

S = 55ua.
S = 6,5ua.
Sy = 3,5ua.

(A.105)

Resolugdo da questao 2:

A drea alaranjada do logotipo € dada pela diferenca entre a drea do circulo de centro O e
o poligono marrom no interior desse circulo.

Pelo Teorema de Pick o poligono marrom tem area 4,5 cm?.

O circulo de centro O, usando Tt = 3, 14 tem drea 11,775 ~ 11,8 cm?.

A diferenca entre a drea do circulo de centro O e o poligono marrom no interior desse
circulo é o valor da 4rea alaranjada: 11,8 —4,5 =7,3 cm?

Portanto, a drea marrom é 4,5 cm? e a drea alaranjada é 7,3 cm?.

Resolucdo da questdo 3:

Inicialmente, vamos efetuar a contagem dos pontos de corrdenadas inteiras sobre o pe-
rimetro da fazenda (pontos vermelhos) e dos pontos contidos no interior da fazenda (pontos
azuis).

Figura A.52 — Uma possivel contagem para os pontos da rede quadricular.

Fonte: Autoria propria.

A Figura A.52 apresenta uma possivel contagem que gerou os dados dessa resolucio.
Observe o ponto M da Figura A.52, esse ponto estd bem préximo a um ponto de coordenadas
inteiras, logo, o consideramos. Se observar, hd mais pontos na figura que usamos esse critério.



220

Sobre o perimetro da fazenda contamos o total de B = 40 pontos, e no interior da fazenda,
contamos o nimero de I = 295 pontos. Pelo Teorema de Pick, a drea da fazenda é aproximada-

mente

40
SF - 7—{-295—1

= 20-+294
314 u.a. (A.1006)

Faremos a mesma contagem para a regido a direita do segmento AB.
Na parte indicada como provavel reserva legal, sobre seu perimetro contamos o total de
B =20 pontos, e no interior dessa drea, contamos o nimero de / = 33 pontos. Pelo Teorema de
Pick, a 4rea da fazenda é, aproximadamente,
20

SR = 74’33—1

= 10+32
42 u.a. (A.107)

Agora, basta conferir se a drea que o proprietdrio indicou para ser a Reserva Legal equivale
a 20% de toda a propriedade,

42
<m) -100% ~ 13,38% (A.108)

Nao esperamos que outra pessoa, ao resolver esse problema obtenha os mesmos valores,
porém, o resultado deve ser aproximado e a conclusdo final deve ser a mesma.
Portanto, a drea desejada € muito inferior a porcentagem indicada na Lei.



221

A.6.5 Resolucao das Atividades da aula §

Professores(as) a correcdo das atividades € um dos momentos fundamentais desse modelo
de aula, tenha em mente que para uma melhor aprendizagem, na correcdo de cada atividade,
exceto a Atividade Motivadora, vocé deve estimular os estudantes a exporem suas ideias e
resolugdes inclusive convidando-os a lousa para apresentarem seus raciocinios a turma, antes
de voceé iniciar sua correc¢ao.

Nessa aula, abordamos a Soma de Riemann, esse contetdo ndo faz parte do curriculo do
Ensino Médio, por isso, propomos atividades simples e elaboradas de forma a fazer o estudante
entender a ideia principal relacionada ao tema.

A.6.5.1 Resolucdo da Atividade Motivadora — Aula 5

Professores(as)) a Atividade Motivadora dessa aula ja esta resolvida no texto introdutdrio,
basta ler esse texto e desenvolver as ideias e resolu¢des da forma com que estdo expostas. Pro-
curem detalhar bem a explicagao dessa atividade motivadora, pois a partir dela, se desencadeara
todos os outros momentos da aula.

A.6.5.2 Resolucao da Atividade Principal — Aula 5

Professores(as), sugerimos que os alunos resolvam em duplas ou trios essa atividade. Pro-
curem circular pela sala durante esse momento para esclarecerem eventuais dividas e acompa-
nhar o desenvolvimento das resolu¢des que etdo sendo construidas, e, observem os seguintes
detalhes para a condugdo desse momento:

* Procurem formar equipes em que os integrantes apresentem o mesmo nivel de aprendi-
zagem, para que possam avancar de maneira homogénea. Assim evitamos que algum
integrante da equipe acompanhe passivamente a construc¢ao da resolucao.

* Leiam o enunciado junto com a turma e certifiquem-se de que todos estdo acompanhando
e prestando atencdo.

* Apoés a leitura, pecam que por alguns instantes, cada um pense no problema, antes de
compartilhar suas ideias com os colegas de equipe e iniciarem a resolu¢do em conjunto.

Inicialmente € solicitado aos estudantes que refacam o exemplo resolvido na Atividade
Motivadora, mas com os 4 retangulos circunscritos a figura. Nao detalharemos essa resolugao,
pois € andloga a resolvida no texto. Os alunos devem obter os seguintes valores:

A drea do retangulo de altura f(5) é 77,5 u.a.

A drea do retangulo de altura f(10) € 70,0 u.a.
A drea do retangulo de altura f(15) € 57,5 u.a.
A drea do retangulo de altura f(20) é 40 u.a.

Portanto a drea total € 77,5470+ 57,5 +40 = 245 u.a.

Note que o valor real dessa drea se encontra em um intervalo entre 185 u.a e 2455 u.a.
Isso traz uma margem de erro muito grande, logo, fazer parti¢cdes de 4 retangulos ndo foi uma
boa decisdo.
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Na soma inferior com 10 retangulos a drea deve ser 204, 4 u.a, e na soma superior com 10

retangulos, a drea obtida deve ser 228,4 u.a. Omitiremos esses cdlculos, pois sdo andlogos aos
que ja foram apresentados na Atividade Motivadora. E nesse caso, o valor exato da drea esta
entre 204,4 u.a e 228,4 u.a. Note que para a particdo com 10 retangulos, conseguimos estreitar
um pouco mais o intervalo onde se situa o valor exato da drea da regido sob a curva. Agora,
resta respondermos as perguntas da atividade.

a)

b)

9

d)

Em qual intervalo se situa a drea procurada?
Resposta. O valor exato da drea pertence ao intervalo [204,4 228, 4]

Observando os graficos das Figuras A.37 e A.38, o que diferencia a soma inferior da soma
superior?

Resposta. A soma superior € formada por retangulos circunsccritos a regido, logo, essa
soma terd um valor maior que a soma inferior, onde os retdngulos estdo inscritos em tal
regido.

Qual serd o comportamento dessa diferenca quando aumentarmos o nimero de retangu-
los?

Resposta. Conforme aumentamos o numero de retangulos, a diferenca entre as somas
superior e inferior serd cada vez menor.

Quantos retangulos devemos usar para que a diferenca entre os valores obtidos na soma
superior e na soma inferior seja muito proxima de zero? E nesse caso, encontraremos
apenas um valor aproximado para a drea? Justifique.

Resposta. Devemos usar um nimero de retangulos acima de qualquer valor que se possa
imaginar, por maior que seja, essa € uma maneira de dizer que o nimero de retangulos
tende ao infinito, e para esse caso, a diferenga entre as somas serd muito proxima de zero.
Quanto a soma das dreas dos infinitos retangulos, as figuras que trabalhamos, sugerem
que ha um valor limite para a soma, e esse limite é dado pela area da figura. A medida
que o numero de retangulos n cresce, a soma das dreas dos retingulos aproximam-se
desse valor limite, chegando infinitamente préximo a ele, porém nunca no valor exato.

A.6.5.3 Resolucdo da Atividade Avaliativa — Aula 5

Devido ao processo ser muito similar a Soma de Riemann, ndo iremos detalhar as reso-

lucdes, basta calcular a drea de cada trapézio e efetuar a soma de todas elas. Os alunos devem
encontrar o valor 192,6 u.a para a drea solicitada. Observe que essa aproximacao por trapézios
€ mais precisa que a usada nas atividades da aula, feita com retangulos.



