Este trabalho apresenta um procedimento para
otimizacao de forma em problemas de elasticidade
plana utilizando o método dos elementos finitos. O

foco reside em reduzir ou eliminar a necessidade
de remalhamento provocada pela excessiva
distorcdao de malha quando a geometria inicial
sofre grandes alteragcdes. A abordagem
apresentada utiliza uma parametrizacao de
superficie NURBS, que é diferenciada
analiticamente em relagao aos pontos de controle
para obter os campos de velocidade. Um ponto
chave do desenvolvimento é a estratégia de
realocacao dos pontos de controle de dominio que
resulta em distor¢des reduzidas da malha. A
eficacia do procedimento para o cdlculo do campo
de velocidade baseado em NURBS é comparado
com a eficacia de esquemas de suavizagao
Laplaciana. O procedimento proposto é empregado
em problemas minimizacdao de massa de
componentes em estado plano de tensdes com
restricdes de tensao e de geometria, as quais sao
aplicadas em clusters ldgicos. Ao contrario dos
procedimentos de suavizacao Laplaciana, nos
problemas estudados, o método desenvolvido
transcorreu até a convergéncia sem necessidade de
remalhamento.
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ABSTRACT

This work presents a procedure for shape optimization in plane elasticity problems solved using
the finite element method. Shape optimization often leads to large modifications of the initial
geometry causing excessive mesh distortions. Although practice shows that many times this
issue can be handled by simple remeshing, preservation of mesh topology is important for a
consistent shape optimization procedure and to avoid possible convergence difficulties. The
procedure proposed in this dissertation aims at reducing, or ideally eliminating, the need of
remeshing when the initial geometry suffers large modifications along optimization iterations.
The strategy uses a NURBS surface parameterization that is differentiated with respect to
boundary control points to obtain the velocity field. The location of domain control points of a
NURBS surface can be coupled to boundary control points in such a way that reduced distortion
of the finite element mesh is achieved, allowing to obtain greater contour modifications without
the need of remeshing. The effectiveness of the NURBS-based velocity field procedure is
compared to the effectiveness of Laplacian smoothing schemes through theoretical and
practical criteria. In addition, velocity field calculation methods are compared by applying them
to shape optimization problems that include stress and geometry constraints. These constraints
are not introduced locally but grouped into logical clusters in order to enhance efficiency in
larger scale problems. Promising results of the overall procedure are reported.

Keywords: Shape, Optimization, Mesh, Sensitivity.






RESUMO

Este trabalho apresenta um procedimento para otimizacdo de forma em problemas de
elasticidade plana no contexto de solug¢ao pelo método dos elementos finitos. A otimizacdo de
forma frequentemente leva a grandes modificagdes da geometria inicial, causando distor¢des
de malha excessivas. Apesar de evidéncias praticas mostrarem que muitas vezes este problema
pode ser contornado aplicando remalhamentos simples, a preservagao da topologia da malha ¢
importante para um procedimento de otimizagdo de forma consistente e para evitar possiveis
dificuldades de convergéncia. O procedimento proposto nesta dissertagdo objetiva diminuir, ou
idealmente eliminar, a necessidade de remalhamento quando a geometria inicial sofrer grandes
modificac¢des no curso das iteragdes de otimizagdo. A estratégia utiliza uma parametrizagdo de
superficie NURBS, que ¢ diferenciada em relacao a pontos de controle do contorno para obter
o campo de velocidades. A posi¢ao dos pontos de controle do dominio de uma NURBS pode
ser acoplada a posi¢ao dos pontos de controle do contorno, de tal maneira que resulte uma
distor¢ao de malha reduzida de forma a alcangar uma distor¢ao reduzida da malha de elementos
finitos, permitindo obter modificagdes do contorno significativas sem necessidade de remalhar.
A efetividade do procedimento proposto para campo de velocidades baseado em superficies
NURBS ¢ comparada com a efetividade de esquemas de célculo de campo de velocidades via
suavizagdo Laplaciana. Para tanto, sdo utilizados critérios tedricos e praticos, além da aplicacao
em problemas de otimizacdo de forma incluindo restri¢des de tensdo e geometria. Estas
restri¢gdes ndo sdo introduzidas localmente, mas agrupadas em clusters 16gicos, para melhorar
a eficiéncia em problemas de maior escala. A aplicacdo conjunta das propostas apresentadas
mostrou-se promissora.

Palavras-chave: Forma, Otimizagdo, Malha, Sensibilidade.
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1 INTRODUCAO

No campo de Engenharia Computacional, técnicas multidisciplinares de solugdes de
problemas s3o constantemente desenvolvidas com objetivo de estabelecer ferramentas de
projeto para aplicagdes praticas. No segmento de Engenharia Mecénica, a integracdo entre
técnicas de modelamento geométrico e analise estrutural suplementam projetistas para obter
projetos eficazes. Entretanto, a competitividade induz a obter projetos melhorados e ndo apenas
viaveis. Melhorar um projeto tem, portanto, relagdo com a otimizacdo de um projeto. A
otimizac¢do tem um conceito amplo, que pode abranger qualquer area de atuacdo com objetivo
de encontrar o melhor resultado possivel de um problema, utilizando alguma técnica. Muitas
vezes, a otimizagdo de um processo de projeto economiza dinheiro para uma empresa,
simplesmente reduzindo o tempo de desenvolvimento (BELEGUNDU e CHANDRUPATLA,
2011). Wilde apud Haftka e Giirdal (1992) define o projeto 6timo como sendo “o melhor projeto
vidvel de acordo com uma medida quantitativa de eficacia pré-selecionada”.

Em otimizacdo estrutural, na mecanica dos solidos, as técnicas ramificam-se em trés
segmentos (CHRISTENSEN e KLARBRING, 2009): a otimiza¢do dimensional, a otimizagao
de forma e a otimizacdo topoldgica. A principal caracteristica do problema de otimizagdo
dimensional é que o dominio do projeto e das variaveis de estado é conhecido a priori e € fixo
em todo o problema de otimizacdo. Por outro lado, em um problema de otimizagao de forma, o
objetivo ¢ encontrar a forma otimizada desse dominio, ou seja, o problema ¢ definido em um
dominio que agora ¢ a variavel de projeto. A otimizacao topoldgica envolve a determinagao de
recursos como a quantidade, localizacdo e forma dos furos e a conectividades do dominio
(BENDS@E e SIGMUND, 2003). No contexto de elementos finitos, estes trés segmentos se
distinguem na solugdo do problema de otimizacdo. Na otimiza¢do dimensional a geometria €
parametrizada por varidveis de projeto tais como, espessura, drea de uma sec¢ao transversal, ou
orientacdes de um compdsito laminado, sem modificar a malha do problema. A otimizagdo de
forma, tratada na proposta deste trabalho, geralmente ¢ um campo mais complexo que a
otimizacdo dimensional. Nesse caso, a forma do contorno ¢ parametrizada, com vistas a
modifica-la para encontrar o projeto 6timo, entretanto a topologia da malha!'! do dominio nio
¢ modificada. Este método possui um campo de possibilidades para um projeto 6timo maior

que em otimiza¢ao dimensional. A otimizagdo topoldgica, por fim, envolve determinar a

11 Topologia da malha neste paragrafo entende-se como eliminar elementos correspondendo a introdugdo de furos
no dominio. No contexto de otimizagdo de forma a topologia da malha se refere a manter a conectividade, que em
muitos trabalhos ndo ¢ mantida, nos quais se realizam remalhamentos.
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geometria a partir de um dominio de projeto, através de introducdo de furos ou vazios. Este
método ¢ o que permite alcangar geometrias mais gerais que em otimiza¢do de forma.
Entretanto deve-se notar que muitos problemas ndo admitem a introdug¢do de furos no dominio,
e, neste sentido, a otimizacdo de forma continua sendo uma poderosa ferramenta de projeto em
engenharia. A formulacdo tradicional do método dos elementos finitos tem sido utilizada como
ferramenta de andlise em problemas de otimizagdo estrutural. Entretanto a formulacao
isogeométrica de elementos finitos também tem sido empregada, sendo o trabalho de Wall et
al. (2008) um dos primeiros publicados a empregar esta técnica para otimiza¢do de forma
(WANG et al., 2018).

O objeto deste estudo consiste em propor um método de otimizagdo baseado na
parametrizacdo da geometria do problema por superficies NURBS (non uniform rational B-
Spline), visando preservar a qualidade da malha durante a modificagdo da forma. Diferente do
método dos elementos finitos isogeométricos, a abordagem por NURBS utilizada nesta
proposta restringe-se a representacao geométrica e parametriza¢do do dominio antes de efetuar
a discretizagdo para a solugdo numérica. Neste trabalho, o problema matematico de otimizacdo
de forma ¢ resolvido utilizando a Programacdo Sequencial Quadratica (SQP) e os resultados
obtidos sdo comparados com outros métodos existentes.

A representacdo e parametrizacdo da geometria consiste em selecionar as variaveis de
projeto que permitem modificar a forma do contorno de uma pega a ser otimizada. Varias
abordagens foram desenvolvidas desde os anos 70 até os tempos atuais de forma que algumas
dificuldades motivaram esfor¢cos de pesquisa para obter formulagdes cada vez mais robustas.
As caracteristicas destas dificuldades sdo explicadas no capitulo 4.

Na maioria dos problemas presentes na industria, ¢ preciso uma malha ndo estruturada
para discretizar a geometria. Além do contorno, as posi¢des dos nds da malha também precisam
ser parametrizadas a partir das varidveis de projeto. A maneira como a malha se modifica a
partir da modificacdo do contorno ¢ chamado de campo de velocidades. O campo de
velocidades € um caso particular de analise de sensibilidade, que ¢ definida como a variagao da
resposta do problema com relagdo a modificagcdo nas variaveis de projeto (ZIENKIEWICZ e
CAMPBELL, 1973).

Uma das dificuldades presentes em problemas de otimizacdo de forma surge da
distor¢ao da malha que ocorre no dominio quando o contorno ¢ alterado. Este fato, em um dado
limite de distor¢do leva a necessidade de remalhamento ao longo das itera¢des de otimizagao,
causando inconsisténcia matematica, (SCHLEUPEN et al., 2000; WILKE et al., 2013) ¢

possiveis dificuldades de convergéncia. Descontinuidades na fungao objetivo e o surgimento
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de minimos locais também podem ocorrer (WILKE, 2010). Um exemplo disso ¢ mostrado na
para um problema de minimiza¢do de deslocamento de uma viga sujeita a um carregamento
concentrado como ilustrado na Figura 1a. Quando a variavel de projeto X ¢ modificada, surge
a necessidade de refazer a malha de elementos finitos devido & modificacdo da forma, como
ilustrado no detalhe a direita da Figura 1b. Portanto o efeito do remalhamento sdo as
descontinuidades da fung¢do objetivo e o surgimento de minimos locais (WILKE, 2010). Nesse
contexto propde-se uma abordagem para o computo do campo de velocidades a partir da
parametrizacdo do dominio por NURBS, visando, entre outras vantagens, preservar a qualidade
da malha ao longo da otimizacdo, que admite grandes modifica¢des da forma sem necessidade
de remalhamento. A parametrizacdo por NURBS permite descrever geometrias além de curvas

do contorno, superficies planas, superficies curvadas ou solidos tridimensionais.
Figura 1 — Exemplo de descontinuidade da fun¢do objetivo (deslocamento vertical de uy) em um problema de
otimiza¢do de forma utilizando abordagem de remalhamento.

Forma icial
% Xs Xo

fung:ao objetivo

i
w

Variaveis de
projeto

A

1F, u

Forma 6tima

l |
1.28 'lillllgz‘l ' ”” ' II”;"
1.26 lllll
1.24-

1.22

101016161010 101818ISI0I0IS1NLS

OJUSWIEY[ETIOT
op sajuy

[ ]
[ ]
L

7 4
!.5' {4

=5
n

Deslocamento vertical de up

OJUDTURY[[ eI
op stodo(q

(a) (b)
Fonte: WILKE, 2010.
A estrutura da dissertacdo estd dividida em sete capitulos resumidos abaixo:

e Capitulo 1 —-INTRODUCAO: O contexto de otimizagao estrutural ¢ introduzido
como parte integrante de ferramentas indispensaveis em problemas de
Engenharia Mecanica. O trabalho atual ¢ contextualizado e os objetivos sdo
apresentados.

e Capitulo 2 — MODELAMENTO GEOMETRICO: Apresenta as técnicas de
modelamento geométrico usadas para descrever a forma da estrutura,

introduzindo os conceitos de curvas e superficies NURBS.
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1.1

Capitulo 3 — ANALISE DE ESTRUTURAS: Introduz o método dos elementos
finitos como ferramenta de andlise, abordando aspectos relevantes do método
para problemas de otimizagao de forma.

Capitulo 4 ~OTIMIZACAO DE FORMA: Contém uma breve revisdo histérica
de procedimentos de otimizagao forma em analise estrutural, além de estabelecer
matematicamente o problema de minimizacdo estudado, incluindo
fung@oobjetivo e restri¢des.

Capitulo 5 — ANALISE DE SENSIBILIDADE: Faz o detalhamento das
expressoes de sensibilidade estrutural para problemas de otimizagdo de forma.
Neste capitulo o contexto de campo de velocidades ¢ explorado, destacando a
abordagem proposta neste trabalho e comparando com estratégias de suavizagao
laplaciana.

Capitulo 6 — OTIMIZACAO DE FORMA EM ELASTICIDADE PLANA: A
aplicacdo do método proposto e do método Laplaciano sdo empregados
simultaneamente em dois exemplos diferentes, a fim de comparagdes.

Capitulo 7 — CONCLUSAO: Finalmente argumenta-se sobre a abordagem
proposta como um método viavel de aplicagdo ampla em problemas de
otimizagdo de forma. Além disso sdo descritas algumas sugestdes para trabalhos

futuros.

CONTEXTUALIZACAO

Em problemas de otimizagdo de forma, grandes modificagdes do contorno podem

provocar excessiva distor¢do da malha e como consequéncia disso prejudicar a acuracia da
analise de sensibilidade e obtencdo da solugdo 6tima (HOU e SHEEN, 1988; ZHANG e
BELEGUNDU, 1992; CHOI e CHANG, 1994). Fazer uma nova malha de elementos finitos

para a forma modificada poderia representar uma solucdo intuitiva para reduzir a excessiva

distor¢ao e melhorar a qualidade da analise de elementos finitos. Por outro lado, isso prejudica

a convergéncia do problema de otimizacdo (SCHLEUPEN et al., 2000; CHOI e CHO, 2015) e

pode resultar em minimos locais (WILKE et al., 2013).
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1.2 OBJETIVO

A fim de estabelecer uma estratégia alternativa ao remalhamento em um problema de
otimizagdo de forma, na versdo discretizada do problema, propde-se um método em que a
topologia de malha associada ndo deve ser modificada durante todo o processo de otimizagao.
O objetivo deste trabalho ¢ estabelecer um procedimento de parametrizacao da geometria que
permita grandes modificagdes da forma, visando por um lado a robustez em relagdo a distor¢ao
da malha de elementos finitos, que ¢ inevitdvel ao manter sua topologia a medida que a
geometria vai se alterando. Por outro lado, deseja-se que a estratégia seja aplicavel a problemas
planos e de superficies 3D. Esses objetivos sdo inerentes a requisitos teoricos e praticos que o

campo de velocidades deve satisfazer, como descritos por Choi e Kim (2005).
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2 MODELAMENTO GEOMETRICO

A geometria estrutural objetiva descrever as caracteristicas do modelo geométrico da
estrutura, etapa que precede uma analise de engenharia. O modelo geométrico deve conter as
informacdes relevantes para a analise. Como exemplo para uma estrutura de barras, o modelo
geométrico apenas deve conter a informagao da posi¢ao espacial das extremidades além da area
da sec¢do de cada barra. Para uma estrutura de vigas, o modelo deve descrever a forma do eixo
da viga além das propriedades geométricas e orientacdo da sua secdo transversal. Em uma
estrutura descrita por uma casca, o modelo geométrico devera conter a forma do contorno, as
curvaturas da superficie e espessura. Em um modelo mais geral a estrutura pode ser descrita
por um corpo solido. A geometria estrutural para uma analise de engenharia, pode ainda ser
composta por uma modelagem mista de barras, vigas, cascas e solidos.

No contexto de otimizagdo de forma, o modelo geométrico € estabelecido para descrever
uma estrutura inicial para ser otimizada. A sua forma geométrica ¢ previamente definida em
fun¢do de pardmetros que podem ser manipulados ao longo das iteragdes de otimizagao.

Neste trabalho a geometria ¢ descrita por superficies NURBS, que além de fornecerem
subsidio para a descricdo de formas geométricas gerais, irdo suplementar o método de
otimizagdo proposto. Este capitulo introduz conceitos das curvas B-Splines, que fornecem a
base para a compreensdo da construgcdo de curvas e superficies NURBS. Ressalta-se que

geometrias B-Splines s3o um caso particular de geometrias NURBS.

2.1 CURVAS B-Splines

Os procedimentos demonstrados aqui para descrever uma B-Spline seguem a metodologia
descrita em Piegl e Tiller (1997). B-Splines sdo generalizagdes de polinomios de Bernstein e
compartilham muitas de suas propriedades analiticas e geométricas (GOLDMAN, 2003). Uma
curva B-Spline C(u) ¢é definida pelo mapeamento de um segmento delimitado no espago
paramétrico unidimensional para o espago euclidiano tridimensional (TILLER, 1983) e a

expressao para descrevé-la €

Cw) = ZN}” WP, 0<u<1 (1)
i=0
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onde Nl-p sdo as funcdes de base para a curva de ordem p + 1 (grau p) e P; € o i-€simo ponto de
controle de um poligono de n + 1 pontos controle. Para obter a i-ésima fungdo de base N!,
considera-se um dado vetor U = {uy,...,U,,}, onde u; < ujyq,comi=0,..,m—1,e0 =<

u; < 1, onde u; ¢ um knot, entdo para uma B-Spline de graup , Nip ¢ obtida de forma recursiva

por
1, seu; <u<u;
NiO (U) — { ) i i+1
0, outros casos
u—u u u @
- Ui -1 i+p+1 — -1
NP =—N7'(w) + P NP7 (w).
Uirp — Ui Uitp+1 — Ui+1

O grau p, o numero de pontos de controle n + 1 ¢ o niimero de knots 7 + 1 sdo

relacionados por,
m=n+p+1. 3)

A constru¢do de uma curva B-Spline pode ser descrita por um conjunto de curvas de
Bézier que ¢ formada por um conjunto de pontos de controle que definem o grau da curva. A
Figura 2a mostra uma curva de Bézier formada por um polindmio ctibico. Deve-se notar que a
tangente da curva em u = 0 (ou u = 1), coincide com o segmento PyP; (ou P,P; ). A Figura

2b mostra o esquema de montagem de uma B-Spline cubica a partir de trés curvas cubicas de

Bézier. Quando se deseja obter uma continuidade C*, entdo os segmentos PPy e P#P? que sdo
unidos em u; devem ser colineares, assim como 0s outros segmentos nas outras jungdes. Com
isso os pontos de controle coincidentes tal como P; = PZ sdo descritos em fungdo dos outros
pontos de controle. Logo para descrever a curva na Figura 2b sdo necessarios apenas 0ito pontos

de controle.

Figura 2 - Exemplos de curvas Splines: a) Curva de Bézier, b) conjunto de curvas de Bézier na formagdo de uma
B-Spline.

Py

Py P,

Py Up = 0 Ui Uy Uz = 1

(@) (b)
Fonte: PIEGL e TILLER, 1997.
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Uma das vantagens das curvas B-Splines ¢ a possibilidade de estabelecer um segmento
com um unico poligono de controle para descrever o contorno de uma dada geometria,
incluindo continuidade minima C°. Outra vantagem do ponto de vista de otimizagido de forma
¢ que as curvas B-Splines permitem estabelecer um controle localizado da modificagdo da curva
através do posicionamento dos knots. Em uma curva de Bézier a movimentagdo de um ponto
de controle afeta grande parte da curva, um controle localizado da modificacdo em B-Splines,
significa que o movimento de um ponto de controle pode modificar uma regido maior ou menor,
que dependera da parametrizacdo. Maiores detalhes das propriedades e continuidades das B-
Splines estao detalhadamente descritos em Piegl e Tiller (1997).

A Figura 3a ilustra uma curva de Bézier de grau p = 3 com vetor de knots U =
{0,0,0,0,1,1,1,1}, que ¢é idéntica a uma B-Spline. Como exemplo, para descrever melhor um
contorno, com um unico segmento de curva de Bézier pode ser necessario aumentar a
quantidade de pontos de controle que implica em aumentar o grau da curva de Bézier. Por outro
lado, a Figura 3b ilustra uma B-Spline também de grau p = 3, com vetor de knots U =
{0,0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1,1}. Neste caso através da introdugdo de knots é possivel manter
o grau da curva com mais pontos de controle, que podem melhor descrever um contorno com
um Unico segmento. Além disso a modificacio da curva ocorre somente no intervalo

[, Ui4p+1)- Neste caso, se o ponto de controle P, for movimentado, entdo a curva serd alterada

somente no intervalo [1/4,1).

Figura 3 - B-Spline com vetor de knots U = {0,0,0,0,1,1,1,1}, b) Modificagdo da curva B-Spline em um
intervalo [, Ujpp41)-
P,

Ps

P,
P

PQ P3

Pe

(a) (b)
Fonte: PIEGL e TILLER, 1997.
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2.2  CURVAS NURBS

As curvas NURBS desfrutam das mesmas propriedades das B-Splines, entretanto,
algumas geometrias ndo podem ser descritas exatamente por um polindmio, tal como
circunferéncias e elipses, que sdo descritas por fungdes racionais. Através da introducao de
pesos em (1) uma nova expressdo da origem a segmentos de fungdes racionais podendo
descrever exatamente a classe de curvas racionais. A expressao para uma curva NURBS tem a

forma,

Clu) = o NP (w) w; P;
n

(4)

onde os pesos w; sdo atribuidos aos pontos de controle e 0 < w; < 1. Quando os pesos
assumem a unidade, a expressdo (4) retorna igual a (1), devido a propriedade de

o NP(uw)=1.
2.3 SUPERFICIES NURBS

As superficies B-Splines surgem do produto tensorial entre duas curvas, neste caso dois
parametros sao necessarios para descrever uma superficie. Esta superficie ¢ formada por um
conjunto bidirecional de pontos de controle, dois vetores de knots, e o produto de fungdes B-

Splines. A expressdao de uma superficie B-Spline tem a forma,

m

n
S@v) = ) > NP N () Py 5)
i=0 j=0
onde agora tém-se os parametros u e v que descrevem qualquer ponto sobre a superficie. Note
que agora P ¢ uma matriz de dimensdo (n + 1) X (m + 1). A superficie S ¢ descrita pelos

parametros u e v no sistema de coordenadas de P;;, ou seja, se P representa as coordenadas

ij>
z dos pontos de controle, entdo S ird descrever a coordenada z da superficie nas coordenadas

paramétricas u € v. Do mesmo modo, como nas curvas, uma superficie NURBS ¢ descrita por

Lo X NP () qu () wyj Py
oXito Ny (W) qu (V) wy;

S(u,v) = (6)
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Frequentemente a equagdo (6) ¢ descrita em fun¢do da base racional (PIEGL e TILLER,

1997),
n m
S(u,v) ZZZRU Pij' (7)
i=0 j=0
onde

NP (w) qu () w;

VTR I NE () N (1) wy

R (8)

A Figura 4 ilustra um exemplo das fungdes de base de uma superficie gerada a partir de
duas curvas com U= {0,0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1,1}, ¢ V = {0,0,0,1/5,2/5,3/5,3/5,4/
5,1,1,1}, onde na Figura 4a, um peso de w,, = 2/5 ¢ atribuido ao ponto de controle P, , ,
enquanto na Figura 4b sao empregadas as mesmas curvas, mas com w, , = 6 atribuido ao ponto

de controle P, 5.

Figura 4 — Fungdes de base B-Spline com pesos diferentes em cada caso.

<52

.:"‘ SOOI
2N
=7

i
0&0‘2‘ 2‘ “‘

Fonte: PIEGL e TILLER, 1997.

A parametrizacdo por superficies NURBS, fornece varias caracteristicas de interesse
para a proposta neste trabalho. Destaca-se o comportamento do deslocamento de um ponto
material de uma dada superficie devido ao deslocamento de seus pontos de controle. Como
exemplo a Figura 5a ilustra uma superficie B-Spline plana com vetores de knots U =V =
{0,0,0,0,1,1,1,1}, portanto de grau trés, com uma malha de 4 X 4 pontos de controle P. A
Figura 5a, mostra a superficie na condicao original com as linhas de coordenadas paramétricas

u = 0,7e v = 0,3, enquanto a Figura 5b ilustra a nova posi¢ao no sistema fisico de coordenadas
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das linhas com mesmas coordenadas paramétricas para as modifica¢des nos pontos de controle
P.
Figura 5 - Superficie NURBS. a) Malha de pontos de controle com linhas de coordenadas paramétricas sobre a

superficie original. b) Malha de pontos de controle e superficie na condigdo modificada com linhas de coordenadas
paramétricas constantes.

v
|
a) wfu P Pp P

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Para uma dada superficie, os pardmetros (u,v) € R? definem a transformacdo S das
. 3 . .
coordenadas paramétricas para as coordenadas y € R® que pertencem aquela superficie no

sistema fisico, S: (u, v) = y, onde y representa genericamente as coordenadas (x, y, z), em que,
x =S,v) )

Para um problema discretizado por uma malha de elementos finitos, as coordenadas nodais y
sao conhecidas. A parametrizagao por superficie NURBS de cada n6 k da malha de elementos

finitos ¢ dada por,

Xie = S(ug, vy), (10)

portanto as coordenadas (uy, V) sdo obtidas por, S~1: ¥ = (u, vi), ou seja,

(Ui, Vi) = S (X, (11)

este procedimento ¢ chamado de recuperacdo paramétrica e é descrito na se¢do 4.2 que trata a
parametriza¢do do dominio por superficies NURBS.

O comportamento desta parametrizagdo ¢ como ilustrado na Figura 5. Por exemplo,
considerando que a coordenada (u,v) da Figura 5a corresponda a coordenada paramétrica
(ug, ) de um dado n6 k. Quando uma modificacdo nos pontos de controle de uma superficie
¢ efetuado, a modificacdo da coordenada nodal y; no sistema fisico, sera dada pelo movimento

da sua correspondente coordenada paramétrica (uy, v) no sistema fisico como ilustrado na

Figura 5b.
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3 ANALISE DE ESTRUTURAS

Uma analise de engenharia consiste em idealizar o problema de maneira que, a partir
deste, pode ser resolvido, estabelecer um modelo matematico, resolvé-lo e interpreta-lo
matematicamente (BATHE, 2014). O modelo matematico € descrito por equagdes diferenciais
que sao relacionadas com as condi¢des de equilibrio e relagcdes constitutivas, além de estarem
acompanhadas das condic¢des de contorno, definidas no dominio do problema. Em grande parte
dos problemas a solucdo pode se tornar complicada, ou até mesmo inviavel de se resolver
utilizando modelos convencionais da mecanica dos so6lidos, entdo a solu¢ao aproximada pode
ser obtida, por exemplo, pelo método dos elementos finitos.

O objetivo deste texto ndo ¢ introduzir as técnicas de formulacdo do método dos
elementos finitos, mas sim, nortear o leitor sobre os conceitos basicos necessdrios para
entendimento do método dos elementos finitos como ferramenta de analise, na aplicagdo em
problemas de otimizagdo de forma. Explicagdes completas podem ser encontradas em Cook,

(1974) ou em Bathe (2014).

3.1 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Os fundamentos para a formulacdo do método introduzidos neste capitulo sdo uma
descri¢do sumaria dos procedimentos descritos por Bathe (2014). Considera-se um problema
geral linear elastico tridimensional em equilibrio estatico, como ilustrado na Figura 6 para
estabelecer os procedimentos para a formulacdo de elementos finitos, baseada em
deslocamentos, utilizando o principio dos trabalhos virtuais.

O corpo solido est4 fixo por uma superficie S,,, onde os deslocamentos sdo prescritos Use,
Além disso o corpo solido estad sujeito a forgas de superficie £5r que atuam sobre a area da
superficie .S}, forgas de corpo fZ e forgas concentradas R% no i-ésimo ponto. Os esforcos e o
campo de deslocamentos U possuem as suas componentes definidas segundo o sistema de

coordenadas x,y e z, como ilustrado na Figura 6,

S .
fxB [fxf] Ré‘x U
o =gl or=|5| me=|rt| v=|vf 12
] W

1 P RE,
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Figura 6 - Problema geral de elasticidade 3D para formulagdo do método de elementos finitos

Zw

Elemento finito m

Fonte: BATHE, 2014.

Considera-se que o campo de deslocamentos U ¢ continuo e ¢ usado para calcular as
deformacdes e tensdes. Estabelece-se entdo, a equagdo de equilibrio utilizando o principio dos

trabalhos virtuais,
— —a T a ~ . .
f £'Ee dV=f U7f8 dv+f U5 57 dS + E Ui RL (13)
1% v S -
l

em que o lado esquerdo da equagdo representa o trabalho virtual interno e o lado direito

representa o trabalho virtual externo. Adicionalmente, € sdo as deformagdes

ST = [gxx Syy €2z gxy gyz ezx] (14)
onde
Ju av A
Exx =£, Eyy :@' gzzzg (15)

_au v v, ow _aw_au g
exy_ay ox’ vz = 3z dy’ 2 = 5y T oz (16)
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obtidas dos deslocamentos U = [U V W], provocados pelos carregamentos externos f5, f5/ e
L e E é a matriz constitutiva do material, € sdo as deformag@es virtuais correspondentes aos

deslocamentos virtuais U.
3.1.1 Equacgoes de elementos finitos

Os deslocamentos no dominio de um elemento e sdo obtidos através da interpolagdo dos

deslocamentos nodais utilizando a matriz de fungdes de interpolagdo H
u° = Hu® (17)

em que u® representa os deslocamentos nodais do elemento e. De maneira analoga, as
deformacdes € calculadas pelas equacdes (15) e (16), precisam das derivadas dos
deslocamentos com relac¢do aos deslocamentos nodais u®. Neste caso, a matriz B contém estas

derivadas e as deformacdes sdo obtidas por
€° = B°u°. (18)

As deformagdes virtuais €° resultantes dos deslocamentos virtuais U sdo obtidas de
maneira analoga a equacao (18). No problema da Figura 6, a estrutura ¢ discretizada em ne
elementos solidos de 8 nos, que estdo conectados pelos nds dos vértices. Ao aplicar a equagao
(14) na equacdo (13) para cada elemento, e fazendo o somatério aplica-se o principio dos

trabalhos virtuais sobre cada elemento para o problema de elementos finitos,

u=0" ;UV HTdev}e+§;{L HTdeSQ}A +Rr,| (19

Sq

ne

Z { fv B"EB dV}e

e=1

UT

em que S, representa a superficie do elemento que compde a superficie § do corpo
solido € n$; € o numero total de superficies que integralizam a superficie da estrutura. U € o

vetor de deslocamentos nodais (desconhecido) resultantes dos esforcos e R € o vetor de forcas
concentradas aplicadas sobre os nos da estrutura. A equacao (22) resulta na forma simplificada

cm
KU =R (20)

em que K ¢ a matriz de rigidez da estrutura, que ¢ obtida pela montagem, representado pelo

operador de montagem A,
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21)

¢ R o vetor de forgas externas
R =Rz +Rs+R,, (22)

onde Ry, representa as forgas de corpo, R representa as forcas de superficie e R, representa
as forcas concentradas.

A matriz de rigidez K da estrutura €, entdo, obtida através da rigidez k, de cada elemento
obtida por integracdo. De maneira andloga para o vetor de for¢as R. O dominio de integragao ¢

definido no sistema de coordenadas do elemento chamado de coordenadas naturais.
3.1.2 Elementos planos quadrilaterais

A formula¢do do método dos elementos finitos ¢ usualmente expressa em um sistema
de coordenadas local, chamado de sistema de coordenadas naturais, em que a dimensao dos
elementos em cada direcdo varia de -1 a 1, independente das suas coordenadas no sistema
global. Para o elemento quadrilateral bidimensional as dire¢des sdo descritas neste texto como
¢ en. A formulacio isoparamétrica, permite descrever elementos uni, bi ou tridimensionais
com disposicdo geométrica geral, com lados curvos e/ou angulos entre arestas nao
perpendiculares como ilustrado na Figura 7. Além disso tem-se as vantagens para

implementag¢do computacional.

Figura 7 - Exemplo de elemento quadrilateral de 4 nos e o sistema de coordenadas do elemento.
&= 15 § =1

/ n
1

4—1—)-<—I—>‘

Fonte: (Adaptado de Cook 1974)
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O mapeamento de um ponto qualquer dentro do elemento em coordenadas naturais para
o sistema global ¢ feito através das fungdes de interpolagdo H e das coordenadas nodais do

elemento no sistema global,

x=HEn)x, y=HEnYy (23)

em que x e y representam as coordenadas no dominio do elemento no sistema global para uma
dada coordenada natural (£,71), X e y sdo os vetores de coordenadas nodais do elemento. Na

forma de somatério o mapeamento ¢ dado por,

x=zhl(fﬁ7) Xiy y=zhl(f'n) Yi, (24)
i=1 i=1

em que h; ¢ a i-ésima func¢do de interpolagdo do elemento e x; e y; sdo as coordenadas nodais
do i-ésimo nod do elemento com ni nds. Da mesma maneira os deslocamentos no dominio do

elemento sao interpolados entre os deslocamentos nodais

ﬁ=;hi<an> u, ﬁ=;hi(<ﬁn) v (25)

As funcgdes de interpolagdo para o elemento plano quadrilateral linear da Figura 8a sdo

dadas por

h; =%(1+sﬂ-€)(1+nm)- (26)

Para o elemento quadrilateral quadratico da familia serendipity da Figura 8b, as fungdes

de interpolacao dos nds dos vértices sao dadas por

1
h; = 1 A+&HA +nm)(EE +mn— 1), (27)

enquanto para os nos intermediarios, sao

ho=5(1=E)A +nm),  parag =0
29)

1
hi =51 +6HA -n%),  paran; =0.

Elementos quadrilaterais com grau de interpolacdo maior, podem ser verificados em
Zienkiewicz, et al. (2005).

Figura 8 - Elemento plano quadrilateral. a) bilinear de 4 nds. b) Quadratico de 8 nds (Serendipity).
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Fonte: (ZIENKIEWICZ, et al., 2005)

As deformacdes pelas equagdes (15) e (16), sdo calculadas através da equagdo (18),
onde a matriz B contém as derivadas das fun¢des de interpolagdo com relagdo as coordenadas

x ey do elemento,

hi,x 0 hi+1,x 0 o hni,x 0
B=|0 hi,y 0 hi+1,y e 0 hm’,y (29)
hi,y hi,x hi+1,y hi+1,x o hni,y hni,x

em que h; , = dh;/0x e assim por diante. Entretanto as func¢des de interpolagdo H sdo funcdes
das coordenadas naturais ¢ e 7, logo, para obter as derivadas (H, ¢ H,) com relagdo as

coordenadas (x,y), aplica-se a regra da cadeia, que na forma matricial assume a forma

h; X Y (hi h;
e Nl A S IR B (0)
in o M Ly Ly
onde h; ¢ € h;; representam as derivadas parciais das fungdes de interpolagdo com relagdo as

coordenadas naturais, [/] ¢ a matriz jacobiana, logo,
h; x} 1 (g
“t=Ul T 31
tof =0 (1)
os elementos da matriz jacobiana, x¢, y ¢, X, € V5, sdo obtidas por diferenciagdo da equagdo

(24) com relacdo as coordenadas naturais,

ni ni
dx z L dy A
Xe =77~ i& "X, }’,5=—=z i "Yi
o¢ i=1 0¢ i=1
ni

_(')x_zh _ay_ih
x,n_an_ iLn Xi y,n_an_i:l in Vi

i=1

(32)
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3.2 INTEGRACAO NUMERICA

A integracao numérica surge geralmente da necessidade de resolver a integral definida
de uma fungao f que ndo possui uma antiderivada explicita, ou quando a antiderivada ¢ dificil
de ser obtida. Os métodos mais comuns sdo as regras de integracao por quadratura de Newton-
Cotes e quadratura de Gauss-Legendre. Este ultimo ¢ o método de integracao utilizado neste
trabalho, além de ser amplamente empregado em problemas de elementos finitos. Para
exemplificar os métodos de integragdo demonstrados neste capitulo, considera-se uma fung¢ao

f de uma tUnica varidvel, com isso a forma de quadratura ¢

[(fwyae~ [ 7o dx= Z W f () 63
a a i=1

onde f (x); representa a i-ésima fungdo de interpolagdo de grau @ — 1 com antiderivada
conhecida, definida no dominio de integrag@o [a, b]. O coeficiente W representam o i-ésimo

peso multiplicado pela avaliagdo da funcdo em pontos especificos x;.

3.2.1 Integracio por quadratura de Gauss-Legendre

A integragao por quadratura de Gauss-Legendre integra exatamente polindmios de grau
271 — 1 ou menor, em um dominio definido de [—1,1]. A modificagdo do dominio de integragao
da funcao para o intervalo de [—1,1] ¢ descrita no final deste capitulo. A integral para uma

funcdo unidimensional F (), neste caso, ¢ calculada por

1 fl
F dé ~ WLF i) 34
f_l © de Zl ) (34)

neste método os pesos W; e pontos de integragdo &; sdo definidos de maneira a minimizar o
erro associado. Com isso os pontos &; resultam em posi¢des simétricas em relagdoa & = 0, e
ndo igualmente espacados. Portanto em problemas lineares de elementos finitos, o0 método de
Gauss-Legendre ¢ amplamente utilizado por exigir um menor custo computacional para
calcular a integral por quadratura, com acurdcia otimizada. O procedimento para obter as

coordenadas e pesos para integracdo numérica pode ser consultado no APENDICE A.
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3.2.2 Integracio por quadratura em elementos finitos

Neste capitulo serdao abordados a integragcdo por quadratura de Gauss-Legendre em
elementos finitos que foram utilizados neste trabalho.

A integrag¢do por quadratura de func¢des bidimensionais ou tridimensionais podem ser
efetuadas com diferentes pontos e pesos em cada dire¢do. Para os problemas de elementos
finitos isoparamétricos bidimensionais, a integral da matriz de rigidez da equacao (21), para um
elemento, usualmente ¢ feita utilizando-se 7 X i pontos, em que a aplicagdo por quadratura

neste caso ¢ expressa por

7l

ff_lBTEBuudfd Z

n
L FEm =1i=1

W; F(&i,m;) (35)

onde t ¢ a espessura do elemento, |J| é o determinante da matriz jacobiana, que relaciona um
diferencial de area no sistema de coordenadas do elemento (£, n) com o seu correspondente no
sistema de coordenadas fisico (x,y).

Para elementos retangulares ou em forma paralelogramos, a matriz de rigidez do
elemento pode ser integrada por quadratura de maneira exata, mas para elementos distorcidos
geometricamente, a funcdo F da equagdo (35), deixa de ser um polindmio, com isso torna-se
inviavel obter a integral exata.

Quanto maior a ordem n de integracao por quadratura maior a acuracia da integral da
funcdo, entretanto, isso implica em maior custo computacional. Por outro lado, ao se utilizar
poucos pontos de integragdo, o erro associado pode tornar os resultados inaceitaveis, ou até
mesmo tornar o problema insolavel. Em Zienkiewicz, et al. (2005) sdo ilustrados exemplos
utilizando elementos planos quadrilaterias lineares e quadraticos onde a integragdo reduzida!®
pode resultar em singularidades da rigidez da estrutura em um problema bem definido. A ordem
de integracdo utilizada neste trabalho segue a recomendagao dada em Bathe (2014), que esta

1lustrada na Tabela 1.

2 Integragdo denominada completa é aquela que fornece a integral exata da matriz de rigidez para elementos ndo
distorcidos (BATHE, 2014).
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Tabela 1 - Ordem de integracdo recomendada para elementos planos quadrilaterais.

Elementos bidimensionais Ordem de integracion
4 nos 2X%X?2

4 nos distorcidos 2x%2
8 nos - 3x%3

L )

8 nos distorcidos : : 3x3

Fonte: Adaptado de Bathe, (2014).

3.3 METODOS DE RECUPERACAO DE TENSAO

O célculo de tensdo em problemas de elementos finitos, ¢ uma etapa da andlise estrutural
classificados como pds-processamento, em que, a partir da solu¢do do sistema linear de
elementos finitos KU = R, o computo das tensdes ¢ efetuado com base nos deslocamentos
nodais. O campo de deslocamentos nodais ¢ continuo em todo o dominio do problema, mas em
uma formulacao baseada em deslocamentos os campos de tensdes e deformagdes ¢ descontinuo
entre os elementos. As tensdes sdo continuas no dominio do elemento e sao fungdes das

coordenadas naturais (&, 1), sendo calculadas por

o°(¢,n) = (EBu)® (36)

para problemas de estado plano de tensdo, as componentes do tensor tensdo, podem ser

organizadas na forma reduzida,

o® = |%yy| , (37)

E é a matriz constitutiva do material,



38

1 v 0 1-v v 0
1 0 E v 1-v 0
Eept — 4 Eéeprd —
1—v2 1-v)| (1+v)(1—-2v) (1-2v) (38)
0 0 > 0 0 —

para estado plano de tensdo, ¢ para estado plano de deformagdo respectivamente ¢ u® sdo os
deslocamentos nodais do elemento, extraidos do vetor de deslocamentos global U obtido da
solucdo do sistema linear.

Embora a matriz B possa ser avaliada em qualquer ponto do dominio do elemento, nem
sempre a tensdo ird resultar com a mesma acuracia. Os pontos que apresentam melhor acuracia
para avaliagdo das tensdes, sdo chamados pontos superconvergentes (BARLOW, 1976), ou
também conhecidos como pontos de Barlow. As coordenadas dos pontos de Barlow conincidem
com os pontos de um grau abaixo dos pontos utilizados para integragdo completa por quadratura
de Gauss-Legendre.

Diversas técnicas para suavizagao das tensdes descontinuas foram propostas nas ultimas
décadas, Cantin et al. (1978) apresentam um método iterativo para gerar um campo de tensdes
e deformacgdes continuas a partir da média nodal. Hinton e Campbell (1974) propde as técnicas
chamadas de suavizacdo Global e Local utilizando minimos quadrados. O método de
recuperagao superconvergente por patch (ZIENKIEWICZ e ZHU, 1992) ¢ conhecido por
fornecer os melhores resultados de tensao para malhas regulares e irregulares (ZIENKIEWICZ
et al., 2005). Nos capitulos que seguem, serdo abordados os métodos de suavizagdo dos quais

sao demonstrados as sensibilidades analiticas para problemas de otimizagao de forma.
3.3.1 Suavizacio por média nodal

A maneira mais simples recuperar as tensoes ¢ avaliando o valor no né do elemento e
proceder a média com as tensdes avaliadas a partir dos outros elementos adjacentes. Este
método ¢ denominado média nodal simples. Entretanto ¢ o que fornece resultados ruins,
principalmente para as tensdes cisalhantes (WILDEMANN e MUNOZ-ROJAS, 2005). A

tensdo nodal suavizada para ne elementos adjacentes, ¢ dada por

1
El=—EZBeue (39)

onde B,, ¢ a matriz B do elemento e ,avaliada na posi¢do ¢ e 1 correspondente ao n6 7, e u, €

o vetor dos deslocamentos nodais do elemento e.
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3.3.2 Suavizacio global L2

Este procedimento objetiva minimizar o erro entre as tensdes nao suavizadas no elemento

e as tensdes obtidas através de um ajuste, o erro ¢ dado por

e n =a*(€n —gEn) (40)

onde d¢(&,n) sdo as tensdes ndo suavizadas calculadas através dos deslocamentos nodais u®

o®(§,n) = EB(§,nu. (41)
eg(sm) e
g€ = ) HENT 42)
i=1

onde H;, corresponde i-ésima fungio de interpolagdo de elementos finitos, que alternativamente
pode ser de uma ordem abaixo das funcdes utilizadas para interpolar os deslocamentos nodais
u, e sdo o0; € a i-ésima tensdo suavizada desconhecida. A suavizagao global surge através do

objetivo de determinar as tensdes suavizadas ¢ que minimizam o quadrado do erro €,

a 1
= [ j j eEm? Il dfdn] 0. 43)

que resulta em

I tHTﬁ yldsng = || 11F1Ta I dédn (44)

a integral do lado esquerdo representa a matriz massa M com massa especifica unitaria, a
integral o lado direito representa o vetor de pseudo carga P. A integral ¢ resolvida no dominio

do elemento e o sistema global ¢ montado por superposi¢do, resultando no sistema linear

-

Mg =P, (45)

onde o sistema linear ¢ resolvido para vetor de tensdes suavizadas & desconhecidas.

A medida que o numero de graus de liberdade do problema aumenta, o custo
computacional para resolver a equagdo (45) também aumenta devido a inversdo da matriz
massa consistente. Alternativamente o uso de um processo iterativo utilizando a matriz massa
diagonal pode apresentar maior eficiéncia computacional quando comparado com a abordagem

direta (WILDEMANN e MUNOZ-ROJAS, 2005).
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3.4 QUALIDADE DE MALHA

Para assegurar a qualidade da anélise de elementos finitos, um parametro de controle de
distor¢ao de elementos deve ser empregado para monitorar a qualidade da malha ao longo das
iteracdes de otimizacdo (BUGEDA e ONATE, 1994), (ZHANG e BELEGUNDU, 1992). Os
autores Salagame e Belegundu, (1994) fazem uma revisao das principais métricas de distor¢ao
para elementos bi e tridimensionais para quantificar a distor¢ao do elemento.

Neste trabalho o pardmetro de distorcdo DP para elementos planos ¢ utilizado como
medida de distor¢ao (NICOLAS e CITIPITIOGLU, 1977), (SALAGAME ¢ BELEGUNDU,
1994) dado por

_4minl| 4l

DP )
A A

(46)

onde J é a matriz jacobiana do elemento finito, |/|* é o minimo determinante da matriz jacobiana
no elemento e A ¢ a drea do elemento. O parametro de distor¢ao pode assumir 0 < DP < 1 para
um elemento distorcido e ndo degenerado, assumindo que DP = 1,0 para um elemento nao
distorcido. Uma das desvantagens dessa medida ¢ que ndo ¢ possivel detectar a distor¢do na
forma de um paralelogramo, outra desvantagem, ¢ que independentemente da razao de aspecto
de um elemento retangular DP = 1,0.

Neste trabalho o valor do minimo do determinante da matriz jacobiana | J |* é calculado
para cada elemento em toda a malha a fim de evitar a degeneragdo, ou inversao de sinal do
Jacobiano em qualquer parte do dominio do elemento. Para elementos quadrilaterais bi-lineares,
| J | ¢ calculado de maneira simples, pois | / | ¢ uma fungdo bi-linear, entdo o valor minimo
sempre estard em um dos vértices do elemento e isso pode ser verificado facilmente.

Para os elementos quadrilaterais de 8 nds determinar o minimo exige um esfor¢co maior
do que no elemento de 4 nds, pois o valor minimo de | J | pode estar em um dos vértices, em
uma aresta, ou até mesmo no interior do elemento. Salagame e Belegundu (1994) descrevem
os procedimentos para verificar a inversao de sinal ou a existéncia do valor zero de |/ | no
dominio do elemento para os elementos quadrilaterais de 4 e 8 nds. Frey et al. (1978)
apresentam um estudo semelhante para os mesmos elementos, além de descrever um
procedimento para a inversdao do mapeamento. Field (1981) propde um algoritmo mais flexivel
do que o procedimento descrito por Frey et al. (1978) para a inversdao do mapeamento do

elemento quadrilateral de 8 nos.
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4 OTIMIZACAO DE FORMA

Nos anos 70 surgiram os primeiros estudos de otimizacdo de forma empregando o
método dos elementos finitos para a analise estrutural (ZIENKIEWICZ e CAMPBELL, 1973).
De maneira intuitiva, as variaveis de projeto eram tomadas como sendo as coordenadas nodais
de uma malha de elementos finitos. Esta abordagem possui diversas limitagdes (BRAIBANT e
FLEURY, 1984; DING, 1986), entre elas o grande numero de variaveis de projeto e as
independéncias entre os nds que resultava na dificuldade de lidar com os requisitos da geometria
no contorno, levando a formas com continuidades impraticaveis, resultando em contornos nao
suaves. Um exemplo classico de um projeto com esta abordagem ¢ apresentado na Figura 9a,

onde a forma 6tima do contorno possui um aspecto de “serrilhado”.

Figura 9 - Otimizagao de forma 2D abordagem dos n6s como varidveis da de projeto da forma. a) Forma inical. b)
Forma otimizada.

AR REREANERERES RSN RENN]
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Fonte: BRAIBANT e FLEURY, 1984.

Com o passar dos anos, varias pesquisas foram desenvolvidas aplicando filtros a fim de
resolver o problema de contorno serrilhado (LE et al., 2011; BLETZINGER, 2014). Entretanto
as dificuldades quanto ao grande numero de variaveis de projeto ainda permanecem, embora
técnicas para lidar com problemas com grande niimero de varidveis tém sido exploradas (CHEN
etal.,2018).

No inicio dos anos 80, surgiu a abordagem de parametrizagdo do contorno por
polindbmios, permitindo descrever o contorno por alguns nds. Entretanto, esta abordagem
provoca oscilagdes na forma do contorno (SEONG e CHOI, 1987; ZHANG et al., 1995) tal
como ilustrado na Figura 10. Além disso ¢ mencionada pelo autor a dificuldade de manter o
controle local da forma, pois a modificagdo de um unico parametro afeta uma grande regiao do

contorno.
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Figura 10 - Utilizacdo de curvas de Bezier em comparagdo com polindmios na parametrizacao do contorno.
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Fonte: ZHANG et al., 1995

Na sequéncia um novo método foi proposto, consistindo em descrever o contorno da
forma através de curvas de Bézier e B-splines (BRAIBANT e FLEURY, 1984). Entre as
vantagens podem ser citados a reducao significativa de variaveis de projeto e a redu¢ao da ndo
linearidade do problema de otimizacao, além de permitir um controle mais local da modificacao
do contorno.

Neste quadro, sobreveio o conceito de elementos de projeto (IMAM, 1982; HAFTKA e
GRANDHI, 1986), no qual a malha ¢ subdividida em macro elementos como ilustrado na
Figura 11. O reposicionamento dos nds durante a otimizagdo ¢ parametrizado, obtido por

interpolagdo dentro do macroelemento, que € circundado de curvas de Bezier e B-Splines.

Figura 11 — Macroelemento e elemento de projeto.

#£ Elemento de projeto

Fonte: BRAIBANT e FLEURY, 1984.

A utilizagdo da parametrizagdo da geometria utilizando segmentos e arcos de circulos
também foi empregada, em que se faz necessario restrigdes de igualdade para satisfazer
requisitos geométricos. Com isso variaveis de projeto se tornam dependentes, e restrigoes de
igualdade ndo lineares, tornando impossivel a aplicacdo de algoritmos de programacao
sequencial convexa (ZHANG et al., 1995).

A utilizagao de NURBS para parametrizacao do contorno também tém sido empregada

(SILVA e BITTENCOURT, 2007), em que a utilizacdo dos pontos de controle do contorno de
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uma superficie sdo tomados como variaveis de projeto. A atualizagdo da malha neste caso ¢
feita através da solugdo de um problema auxiliar de elasticidade. Uma abordagem para atualizar
a malha em problemas axissimétricos utilizando superficies NURBS também foi proposta
(LINN et al., 2014). Neste caso os nos da malha s3o atualizados pelo movimento da superficie
no dominio que resulta do movimento dos pontos de controle do contorno.

A abordagem proposta neste trabalho ¢ semelhante a de Linn et al. (2014), diferindo em
dois aspectos. O primeiro, na abordagem de Linn ef al. os pontos de controle sdo atualizados
no dominio por uma interpolacdo linear, enquanto nesta proposta essa atualizagcdo segue uma
regra mais geral com comportamento ndo linear. O segundo aspecto reside em que na
abordagem proposta neste trabalho, a atualizacdo do dominio segue uma regra que leva em
conta a maxima modifica¢@o do contorno que depende da qualidade da malha.

Os resultados obtidos por elementos finitos sdo grandemente afetados pela distor¢ao da
malha. A maneira como a malha ¢ atualizada para grandes modifica¢des do contorno durante a
otimizacdo de forma causam excessiva distor¢ao em abordagens Lagrangeanas o que requer
controle de distor¢cdo da malha durante a otimizacdo (SALAGAME e BELEGUNDU, 1994).
Além disso a qualidade da andlise de sensibilidade bem como a convergéncia para a solu¢ao
otima também ¢ afetada pela qualidade da malha, (HOU e SHEEN, 1988; CHOI ¢ CHANG,
1994; SILVA e BITTENCOURT, 2007). O remalhamento efetuado durante as iteracdes de
otimizagdo, tem sido tomado como solugdo para assegurar a qualidade do resultado da anélise
por elementos finitos (BRAIBANT e MORELLE, 1990), (SALAGAME e¢ BELEGUNDU,
1994). Entretanto o remalhamento nao ¢ consistente, (SCHLEUPEN et al., 2000; WILKE et
al., 2013) e deve ser evitado (CHOI e KIM, 2005).

Como alternativa a utilizacdo da descricdo de movimento Lagrangeana em problemas
de otimizacao de forma, a descricdo Euleriana também tem sido empregada. Uma das principais
vantagens deste método ¢ que o campo de velocidades ndo precisa ser computado no dominio,
apenas na interface (NAJAFIA, et al., 2015). Entretanto a maneira como os elementos que
cruzam o contorno da forma sdo abordados, pode resultar em tensdes inacuradas no contorno
(GARCIA-RUIZ e STEVEN, 1999). Utilizando esta abordagem, Wang e Zhang, (2013)
propdoem um método para correcdo da rigidez dos elementos que cruzam o contorno para
computar a sensibilidade das tensdes. Najafia, et al. (2015), apresentam uma abordagem de
otimizacdo de forma empregando malha fixa utilizando elementos finitos com interface
enriquecida generalizada.

Ainda uma outra abordagem de otimiza¢do de forma baseada em andlise de elementos

finitos isogeométricos tem sido utilizada (WANG et al., 2018). Na formulagdo isogeométrica
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de elementos finitos proposta por HUGHES et al. (2005), o dominio do problema geométrico
e as fungdes de base para formulacdo do método de andlise sdo representados por funcdes
NURBS. A principal caracteristica citada pelo autor € que geometria € representada de maneira
exata, nao importa quao grosseira seja a malha. O refino da malha ¢ obtido de maneira simples
a partir da malha inicial.

A abordagem de otimizagdo de forma utilizando a formulagao isogeométrica tem sido
desenvolvida, e tem mostrado algumas vantagens com relacdo a formulagdo tradicional de
elementos finitos (WANG et al., 2018). Em otimizac¢ao de forma isogeométrica os pontos de
controle do contorno sd3o normalmente tomados como variaveis de projeto (HASSANI et al.,
2011), (WANG et al., 2017). A utilizagdo dos pesos associados aos pontos de controle como
variaveis de projeto pode tornar a analise de sensibilidade mais complexa, embora isso po dar
maior flexibilidade a forma e aumentar o espaco de projeto (WALL et al., 2008). Qian (2010)
apresentou exemplos de otimizacdo de forma isogeométrica em problemas de elasticidade
plana, empregando sensibilidade analitica em que utilizou os pontos de controle e pesos como
variaveis de projeto.

A abordagem proposta neste trabalho tem aspectos que estdo relacionados com as
caracteristicas da abordagem de otimizagdo de forma isogeométrica. A parametrizacdo da
geometria por superficies NURBS proposta neste trabalho, ¢ utilizada para obter a sensibilidade
da forma em todo o dominio do problema. Os pontos de controle que nao tem influéncia sobre
a forma, normalmente denotados como pontos de controle do dominio, obedecem a uma regra
de parametrizagao que objetiva manter a alta qualidade da discretizagdao de elementos finitos,
permitindo grandes modificacdes do contorno. Analogamente em otimizagdo isogeométrica,
grandes modificacdes do contorno necessitam de uma adequada atualizagdo dos pontos de
controle do dominio (WANG et al., 2018). Nesse sentido, ha uma certa semelhan¢a com a
abordagem proposta. A qualidade da parametrizacao de dominio afeta a qualidade da analise
isogeométrica (CHOI e CHO, 2015), assim como, a qualidade da parametriza¢do do dominio
na abordagem proposta afeta a qualidade da malha, e por conseguinte a qualidade da anélise de
elementos finitos. Entretanto a diferenca reside em que a boa qualidade da parametrizacao para
otimizacdo isogeomeétrica esta associada ao Jacobiano da transformacgdo entre o dominio
paramétrico e o dominio fisico. Na abordagem proposta, a boa qualidade da parametrizacao
esta associada ao seu efeito sobre o Jacobiano da malha de elementos finitos. Os detalhes da
abordagem proposta quanto a maneira como a malha de elementos finitos ¢ atualizada ¢ descrita

detalhadamente na secdo 5.7.2.
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4.1 FORMULACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Neste trabalho o problema de otimizacao de forma consiste em encontrar a forma 6tima
do contorno de um componente mecanico, objetivando a redugao de massa, sujeito a restrigdes
nao lineares,

min W(a) = p ()
gj(a) =0, j=1m,
(47)
gj(a) =0, j=m,+1,mg
a<a<a,
onde p ¢ a massa especifica do material, 1) denota o volume, a € o vetor das variaveis de projeto,
gj(a) € a j-ésima restri¢do, m, € o namero de restrigdes de igualdade, my € o nimero total de
restri¢des € a; € a, sdo os limites inferior e superior das varidveis de projeto respectivamente.
Sao utilizadas, neste trabalho, restri¢des de tensdo e geométricas.
O primeiro passo para realizar a otimiza¢do de forma € proceder a parametrizagdao da
geometria e a discretizacdo do problema para andlise de elementos finitos.
Uma vez que o método de otimizagao € estabelecido, ¢ necessario resolver os gradientes
da fungdo objetivo W (a) e das restri¢des g;j(a) com relagdo ao vetor de varidveis de projeto
a. O calculo destes gradientes ¢ conhecido como andlise de sensibilidade. Ao longo deste

trabalho a analise de sensibilidade é efetuada analiticamente.

42 PARAMETRIZACAO DO DOMINIO POR SUPERFICIES NURBS

A geometria do problema a ser otimizado pode ser representada por uma superficie
NURBS, em que a coordenada no sistema fisico de qualquer ponto sobre a superficie ¢ obtida
com uma fung¢do das coordenadas paramétricas u e v da superficie.

A partir da geracao da malha de elementos finitos sobre a superficie NURBS tém-se as
coordenadas R3 no sistema cartesiano (x,7y,z) dos ndés. No entanto busca-se conhecer as
coordenadas paramétricas (u, v), no R? do né k pertencente a superficie que correspondam as

suas coordenadas nodais (x,y, z). Desta forma a seguinte equacdo deve ser satisfeita,

f(up, vi) = i, = { S(wy, Uk)y
S(ug, vi),

S (U, Vi)« Xk
- { } =0 (48)

onde, de acordo com a equacao (6),
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“o Z;n:O Nip (ug) qu (Vi) Wi Pi?

?:0 Z;nzo Nip (uk) qu (vk) Wij

S(up, Vi) x = (49)

e P* é a matriz de coordenadas x dos pontos de controle, da mesma forma para S(uy, vy), €
S(ug, vi),. Buscando resolver (48) pelo método de Newton-Raphson, desenvolve-se aqui uma
extensao da metodologia aplicada por Augusto (2012), para um problema bidimensional, ou
Silva e Bittencourt (2007) para um problema unidimensional. Tomando-se a aproximagao de
f (ug, vg) de primeira ordem, por série de Taylor, para um dado ponto {u;* v,*}’ e denotando

f(u,*, v") = fy, obtém-se,

f, = f + Vf; [’;:"; =0 (50)

Para computar o gradiente presente na equagao (50), ¢ necessario computar a primeira
derivada da superficie NURBS descrita na equacdao (49) com relagdo as coordenadas
paramétricas u e v. Os passos para obter estas derivadas estdo descritos no APENDICE B. As

derivadas primeiras dS/0u e S/0v sdo, entdo, expressadas por

9 (v) =S, = S0 X0 (NP, () N (W) wy; Py — [Eo X1 Rey Py ]})
Ju ’ " Yiso Z;‘n=0 Nip (w) qu (v) Wij

(51
% Sw,v)=S, = 0 Lo (NP () N, (v) wis Py — (Mo X0 Ry Py 1})

?:0 271:0 Nip (u) qu (U) Wij

onde Nl-pu e quv, representam as derivadas parciais das funcdes de base na direcdo u e v

a[Nl.” (u)] /oued [qu (v)]/0v respectivamente que sdo mostradas no APENDICE B, e R;; ¢ a

base racional!®! mostrada na equagio (8), dada por,

NP () N () wyy

= ‘;1=027]:n=0 Nip(U.) qu(v) WU

(52)

Denotando-se S(ug, v) por S¥, o gradiente da fungio f,, pode ser representado por,

S, S¥,
k k
ka = Sy'u Sy,v " (53)
SF. S%,

3 A notagdo 1 e f neste caso € utilizada para distingui-los dos indices i € j presentes na equagdo (51).
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Pré multiplicando a equacdo (53) por (Vf;)T, tem-se
£)7F; + (VE)T VEL [ T ] =o.
(VEDTE; + (VE)T VE; [v B v*]k 0 (54)

Com isso, a equagdo (54) se reduz a um sistema de dimensao 2 X 2 que, na forma recursiva

retorna,
{Z;ﬁi} = {z’;z} - [(\7f,f‘)TVf,f‘]_1 - (vER) £E (55)

até que
LT =< (56)

De modo geral, para uma geometria complexa, ¢ possivel que a equacao (55) ndo ofereca
unicidade de solu¢do, porém nao satisfaria a equagao (48). Neste caso para resolver o problema
iterativo em (55) deve-se utilizar uma estratégia de busca no dominio de u e v, de modo que a
condi¢do em (48) seja satisfeita simultaneamente para se alcancar a convergéncia.

Cabe ressaltar que este procedimento € feito uma tnica vez considerando que a topologia

da malha ndo ¢ alterada ao longo do processo de otimizacao.

4.3 FUNCOES DO PROBLEMA DISCRETIZADO E RESTRICOES

No contexto de elementos finitos, uma versdao normalizada da funcao objetivo definida

na equacao (47)

1 <
W(a) = ﬁpz j t J1, dédn (57)

onde M, é a massa inicial, t é a espessura do elemento, |J|, é 0 Jacobiano do enésimo elemento,
e n, ¢ o numero total de elementos.

As abordagens de restri¢cdes de tensdo podem ser adotadas sobre um critério local, global
ou em clusters (DUYSINX e SIGMUND, 1998; HOLMBERG et al., 2013). A abordagem local
consiste em restringir cada tensao em cada ponto de avaliagdo, entretanto, isso implica em um
grande numero de restrigdes, resultando em alto custo computacional (DUYSINX e

SIGMUND, 1998). Por outro lado, a abordagem global, em que uma tnica restri¢ao de tensao
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¢ aplicada sobre o modelo, torna o problema mais eficiente, mas ndo controla adequadamente
o comportamento das tensoes locais (LE ef al., 2010). A norma LP na aplicacdo de um critério
global de restricdo de tensdo tém sido utilizada com objetivo de aproximar o valor da tensdo
maxima no dominio, entretanto algumas dificuldades tém sido destacadas (DUYSINX e
SIGMUND, 1998). Para p = 1 as tensdes sdo subestimadas, enquanto p > 1 pode exceder o
valor da tensdo maxima. Os autores Duysinx e Sigmund (1998), citam a dificuldade de
encontrar uma relagdo matematica que relacione quantitativamente o valor de p com a
quantidade de pontos avaliados e o valor maximo das tensoes. Assim, a norma LP modificada
sobre um critério global de tensdes tem sido aplicada por varios pesquisadores (LINS, 2009).
Contudo, dificuldades para satisfazer rigorosamente a restri¢ao de tensao tem sido relatadas.

Uma abordagem entre o critério global e local foi utilizada por Le et al. (2010), na qual
anorma LP modificada ¢ aplicada em regides pré-selecionadas no dominio, também chamadas
de clusters fisicos. Holmberg et al. (2013) sugeriram o uso de clusters logicos, isto €
organizados pela magnitude das tensdes e ndo por uma dada vizinhanga espacial. Quando os
clusters logicos sdo organizados com valores na mesma ordem de grandeza, as restrigdes podem
ser melhor satisfeitas embora Holmberg ez al. (2013) também relatem que alguns poucos pontos
de tensdo excedem a tensdo limite de projeto. Para que seja possivel manter a mesma ordem de
grandeza dos valores em um cluster durante a otimizagao, ¢ necessario atualizar a cada iteragao.
No entanto, esta atualizagdo modifica o problema de otimizacdo podendo, teoricamente,
provocar problemas de convergéncia.

Neste trabalho, ¢ utilizada a abordagem proposta por Holmberg ef al. (2013). Nesta
estratégia, as tensoes sao ordenadas e agrupadas em n. clusters logicos, em que, para cada

cluster define-se uma restri¢ao g,

1/p

1 oM \P
gc=——z<k> +1>0, c=1,n, (58)

N, o,
cke!23 alw

onde N, é o tamanho do c-ésimo conjunto ° de pontos de tensao clusterizados, g,;,, ¢ a tensdo

admissivel e of™ ¢ a tensdo de von Mises para o estado plano de tensdo no k-ésimo no,
1 1/2
o = {E [(G11 — G22)% + (Gaz — G33)° + (033 — §11)* + 6(G33 + 051 + 5122)]} (39)
k

onde os componentes do tensor tensdo @ na equagao sao obtidas via suavizacao global L2, de

acordo com a secdo 3.3.2.
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Neste trabalho propde-se, ainda, uma abordagem andloga para as restrigdes geométricas,
que &,

1

1 . \P

g
kE.QG

onde g; ¢ a G-ésima restricdo de coordenada e N ¢ a dimensdo do conjunto de coordenadas
Qg, Xmin € 0 valor da minima coordenada admissivel para o conjunto de pontos Qg, Xk €a
coordenada nodal da posi¢ao paramétrica que pertence ao conjunto Qg e m¢ € o numero total
de restrigdes.

Os clusters podem ser atualizados ou mantidos constantes durante as iteracoes de
otimizagdo. Para n, > 1, atualizar os clusters pode ser favoravel para satisfagao de restri¢des
(HOLMBERG et al., 2013), no entanto, isso ndo € rigorosamente consistente, pois altera o
problema de otimiza¢do matematica e pode levar a dificuldades de convergéncia, embora essa

dificuldade ndo tenha sido identificada neste trabalho.
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5 ANALISE DE SENSIBILIDADE

A andlise de sensibilidade refere-se as relagdes entre as variaveis de projeto e as
respostas da estrutura que sdo determinadas pelas leis da mecanica (HAUG et al., 1986). Em
outras palavras, a analise de sensibilidade consiste na obtencao das derivadas, isto ¢, a taxa de
variacao de resposta da estrutura com uma perturbagao infinitesimal na variavel de projeto.

A analise de sensibilidade pode ser continua, onde as derivadas sdo calculadas antes da
discretiza¢do do problema ou discreta, onde as derivadas sdo calculadas ap6s a discretizagdo
(CHOI e KIM, 2005). Neste trabalho a abordagem de sensibilidade discreta ¢ utilizada.

Num problema linear o sistema de equagdes global que representa o equilibrio ¢ dado
pela equacao (20),

KU =R

e a sensibilidade da resposta estrutural com relagdo a uma variavel de projeto a,, pode ser

decomposta pela regra da cadeia,

(U _OR 0K .
da, 0da, da, el

Quando as derivadas no lado direito da equacdo (61) sdo obtidas analiticamente, entdo
a sensibilidade de deslocamentos ¢ classificada como analitica, se obtida por diferenciagdo
numérica, entdo esta abordagem ¢ denominada semi-analitica (CHOI e KIM, 2005). Alguns
fatores podem afetar o computo das sensibilidades. Os principais fatores sdo o método de
diferenciagdo, a qualidade da malha, o campo de velocidades, em que estes dois ultimos podem
estar implicitamente relacionados.

Em problemas de otimizagdo de forma, o uso de sensibilidade semi-analitica dos
deslocamentos pode ocasionar grandes erros devido a aproximagdo da derivada da rigidez da
estrutura por diferencas finitas, principalmente na presenga de rotacdes rigidas (BECKERS,
1991; BARTHELEMY e HAFTKA, 1990). Uma maneira de resolver isso seria abandonar o
método de diferencas finitas e utilizar a sensibilidade analitica, que retornaria diretamente uma
sensibilidade mais acurada (OLHOFF et al., 1993).

A sensibilidade obtida por diferencas finitas esta sujeita a erros de truncamento ¢ de
condicionamento, que dependem do método de diferencas finitas abordado, da magnitude da
perturbacdo e da precisao da maquina (BARTHELEMY e HAFTKA, 1990). Neste trabalho

adotou-se a abordagem analitica, a fim de dispensar a preocupagdo com erros desta natureza.
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Haftka e Adelman (1989) fazem uma revisdo dos principais métodos de analise de
sensibilidade desenvolvidos até meados de 1989, onde também abordam a acuracia e custo
computacional associados. Em Olhoff ez al. (1993) um método para eliminacao destes erros na
abordagem semi-analitica foi proposto, fornecendo um método de diferenciacdo numérica
“exata” (dentro de um limite de erro) que pode ser aplicado em problemas envolvendo
elementos de barra, viga, planos, cascas e placas. Embora esta abordagem elimine
rigorosamente o problema de acuracia (KEULEN et al., 2005), pode se tornar dificultoso para
estruturas mais complexas e de respostas nao lineares (KELLIHER ¢ CAMPBELL, 2013). A
analise de sensibilidade utilizando variaveis complexas para perturbacdo da rigidez na
abordagem semi-analitica também tem sido empregada (ANDERSON et al., 2001; JIN et al.,
2010 apud KELLIHER e CAMPBELL, 2013). Esta abordagem pode requerer um custo
computacional elevado devido a necessidade de declarar um grande numero de varidveis
complexas. Entretanto, ¢ possivel realizar todos os célculos envolvendo varidveis complexas
no nivel do elemento, tornando o custo computacional baixo (HAVEROTH et al., 2015). Kuci
et al. (2017) mostrou através de exemplos de elasticidade 2d e 3d que a sensibilidade analitica
pode ser expressa pelas derivadas de Lie, onde compara com a sensibilidade obtida por
diferenciagdo numérica.

A qualidade da analise de sensibilidade em problemas de otimiza¢ao de forma também
¢ afetada pelas caracteristicas do campo de velocidades empregado, em que a aplicagdo de uma

abordagem inadequada pode resultar em uma analise de sensibilidade inacurada (CHOI e

CHANG, 1994).

5.1 SENSIBILIDADE DA FORMA

A sensibilidade da funcdo objetivo normalizada da equacdo (57) com relacdo as variaveis

de projeto sao obtidas através da derivada parcial

Ne
1 a/le
We,=2p » f 22 g (62)
,Az Mop L 0, aaz e

onde d|J|/da, ¢ a sensibilidade do Jacobiano com relagéo as variaveis de projeto.

A sensibilidade das restrigoes nas equagdes (58) e (60) é
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-y

onde 207 representa o conjunto referente a restricio, e

> @

k e oll

( Z AP 1Bk> (63)

kenll

vM .
Ak _ Ok I( Ak — Xmin
ag Ogqiw aga Xk
c
e 15, = L [2@]. = VB = -y - (64)
’ ; Oqiw aavz ’ k
[ &
ol = 0s 0 = 0g

O termo Vy,, ¢ a sensibilidade da k-ésima coordenada nodal, dy;/0da,, € é conhecida
como campo de velocidades, sendo detalhada na segdo 5.7. O termo d(o¢™)/da, para estado

plano de tensoes € obtido por diferenciacao da equagao (59), que produz

1 001, _ 005, . _ ao 12_] (65)

(a?™) —— (204 — 033) + ——= (20,5, — G41) + 6 7
az 2 UM a 11 22 aaz 22 11 a Z 12 .

em que 06 /da, sao as sensibilidades das componentes de tensdo suavizadas, com relagdo as

variaveis de projeto. Para estado plano de deformagdes o desenvolvimento ¢ analogo.

5.2 SENSIBILIDADE DA RIGIDEZ

A matriz de rigidez da estrutura do problema de elementos finitos com formulacao

isoparamétrica, ¢ obtida derivando a equacao (21),
ne
K=/\ {f BTEBdV}
e=1\Jy e

onde,

= |J| dédn. (66)

Quando a matriz constitutiva E corresponde a um material elastico isotropico, sendo
fun¢do apenas do médulo de elasticidade e do coeficiente de Poisson, a sensibilidade da rigidez

K com relacdo a variavel de projeto a, ¢ desenvolvida como demonstrado em Olhoff et al.

(1993),
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gfz = /\Zl{fv {l(ji)T EB + BE (gi)l J| + BTEB gl—izl} dfdn}e. (67)

Ainda como lembrado por Olhoff et al. (1993), se a integracao for feita por quadratura
de Gauss, entdo erros serdo introduzidos, pois este método ¢ capaz de integrar exatamente
fungdes polinomiais, enquanto que para malhas ndo estruturadas a natureza do problema resulta
em fungdes racionais. Entretanto, esta classe de erros nido pertence a natureza do tipo de

abordagem da diferencia¢do e sim do método de integragdo.

5.3 SENSIBILIDADE DA MATRIZ DE DEFORMACOES-DESLOCAMENTO

Em problemas de elasticidade 2D a sensibilidade da matriz B para o problema de

elementos finitos com relacdo as variaveis de forma ¢ (WANG et al. 1985).

0B 0
e, a_az([Bl B, ..B,]) (68)
com B;
hix 0
B,=|0 hyy (69)
hi,y hlx

onde h; . ¢ h;, sdo as derivadas das fungdes de forma obtidas de acordo com a se¢do 3.1.2.

Para resolver a equagdo (68), € necessario obter as derivadas dos termos da matriz B, através

da sensibilidade da equagdo (31), que resulta em,

oo R (L ) S G o [ (g )
. 91 {le}

(70)

Ly
Por fim para obter a derivada do operador Jacobiano d[J]/da, na equagdo (70) é

necessario derivar cada termo da matriz jacobiana dada pela equagdo (32), que resultam em,
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dxg 0 6x> B zn: B 0X;
da,  0a,\0¢) L % da,
y

dye 9 (a >_ih ay;
da, 0da,\d&) - ¥ da, o
x, 0 (6x> _ zn: B 0x;
da, 0da,\dn) 2 - b da,
1=
n
%: 9 <@>:Zh 9y
da, O0a,\dn & Y1 da,’
1=
Finalmente, a partir da equagao (71) os termos
0x; 0y;
_— 72
da, da, (72)

representam a sensibilidade da coordenada do n6 i do elemento com relagdo a variavel de
projeto a,, logo podem ser substituidos pelo campo de velocidades V; , correspondente.
A sensibilidade analitica demonstrada aqui corresponde ao caso de elementos planos,

em estado plano de tensdes. Logo para problemas envolvendo elementos de casca, um

desenvolvimento andlogo deve ser utilizado.

5.4 SENSIBILIDADE DO JACOBIANO

A matriz jacobiana que relaciona as derivadas no sistema de coordenadas locais com o
sistema de coordenadas isoparamétricas, faz-se necessario obter a sensibilidade do seu

determinante. Para um problema de elasticidade plana, da equacdo (30),
—_ x’f y,f _ _

e derivando com relagdo a variavel de projeto a,, resulta

alJl  Oxg¢ oy 0x 5, 0y
= Do — Ly + == 74
da, Oa, Y da, g da, Ys da, X (74)

onde os termos dx¢/da,, dy,/0da,,..., 0y /da,, estio demonstrados na equagao (71).
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5.5 SENSIBILIDADE DAS TENSOES

Frequentemente, em problemas de otimizagdo de estruturas e componentes mecanicos,
as restricdes estdo associadas a limites de tensdo. Em uma formulacdo de elementos finitos as

tensdes podem ser obtidas através da equagao (36), isto €,

o°(§,n) = (EBu)®
e a sensibilidade da tensdo do elemento e, ¢ obtida por,

do® E B +EBaue
da, aaZ“ da,

(75)

onde du®/da,, é extraido dos valores nodais correspondentes a partir da equagdo (61), € o
termo dB/da,, ¢ obtido a partir da equagdo (68).

As tensdes calculadas pela equacdo (36), fornecem um campo de tensdes descontinuo
entre os elementos e, por conseguinte, nos nos. Faz necessaria, portanto, uma suavizacao de

tensoes a fim de obter um campo de tensdes continuo e a correspondente sensibilidade.
5.5.1 Sensibilidade das tensées suavizadas por média nodal simples

Do mesmo modo como ¢ simples a suavizacdo por média nodal, a sensibilidade da
tensdo ¢ também obtida de maneira facil, uma vez que se conheca a sensibilidade da matriz B

¢ dos deslocamentos nodais u,

do, 1 EZ(GB e Baue> 76
B aaZ“ da, (76)

5.5.2 Sensibilidade da tensio suavizada global L2

A expressdo utilizada para calcular as tensdes suavizadas ¢ dada pela equacao (45),

7

Mo =P.

Derivando a equacdo (45) com relagdo as variaveis de projeto, obtém-se,
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dc 0P oM
da, 0da, O0da,

[ (77)

onde o termo dP/da,, que ¢ a sensibilidade da pseudo carga ¢ obtido por

2 [ 3 )

e otermo dM/da,, ¢ a sensibilidade da massa com relagdo as variaveis de projeto,

T 79
aaz f HH dedn. (79)

Com isso, basta substituir a derivada do Jacobiano obtida na equagdo (74) para se obter

a sensibilidade das tensOes suavizadas.

5.6 CRITERIOS PARA O CAMPO DE VELOCIDADE

O campo de velocidade deve atender numerosos e rigorosos critérios tedricos e praticos
(CHOI e KIM, 2005). Quanto aos requisitos teoricos, o campo de velocidade deve satisfazer a
mesma regularidade do campo de deslocamentos e ter uma dependéncia linear com relagdo as
variaveis de projeto. Um dos principais requisitos tedricos citados por Choi e Kim (2005) e
Choi e Chang (1994) ¢ que o campo de velocidades empregado deve manter a topologia da
malha original. O critério de manter a topologia constante ¢ também citado por Schleupen et al.
(2000), caso contrario problemas como descontinuidades e minimos locais podem surgir na
funcao objetivo devido ao remalhamento (WILKE et al., 2013). Outros requisitos praticos sao
que o método deve produzir uma malha de elementos finitos ndo distorcida, ser naturalmente
associados as variaveis de projeto definidas em um modelo CAD e finalmente que seja geral e
aplicavel a uma ampla gama de problemas. Na abordagem proposta neste trabalho, o campo de
velocidades obtido através da parametrizacdo por NURBS objetiva atender todos estes
requisitos. Nas se¢des mais adiante onde serdo abordados sobre a formula¢do e comparagdes,

estes requisitos sao claramente demonstrados.
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5.7  CAMPO DE VELOCIDADES

O campo de velocidades estabelece uma relagdo entre a alteragdo nas variaveis de
projeto e a localizagdo nodal de uma malha de elementos finitos (ZHANG e BELEGUNDU,
1992). Em outras palavras, representa a sensibilidade das coordenadas nodais com relagado as
variaveis de projeto, e ¢ utilizado para computar as sensibilidades de outras grandezas
associadas a forma.

O campo de velocidades no dominio pode ser calculado de varias formas. Alguns
métodos encontrados na literatura sdao a abordagem geométrica (ZHANG e FLEURY, 1996), a
abordagem fisica (BECKERS, 1991) e a abordagem natural (BELEGUNDU e RAJAN, 1988).
Neste ultimo, um subproblema de elasticidade ¢ resolvido, em que, no lugar das variaveis de
projeto, forcas ficticias sdo aplicadas sobre a estrutura em um problema auxiliar de elasticidade,
e o campo de deslocamentos € tomado como o campo de velocidade. Na abordagem fisica tal
como proposto por Yao ¢ Choi (1989) o campo de velocidades no contorno, obtido pela
parametrizacdo de curvas de Bézier, ¢ tomado como deslocamento prescrito no contorno e, com
isso, os deslocamentos desconhecidos no dominio sao obtidos pela solugao de um sistema linear
e tomados como campo de velocidades no dominio. A abordagem dos deslocamentos prescritos
no contorno também foi utilizada por Silva e Bittencourt (2007), onde a parametrizagdo do
contorno ¢ feita por cuvas NURBS. Neste caso os métodos boundary layer (SEONG e CHOI,
1987) e o método de deslocamentos ficticios impostos no contorno sao comparados na solucao
de problemas de elasticidade plana e 3d. Entretanto os autores citam que o método boundary
layer traz dificuldades com relagdo a grande distor¢ao dos elementos do contorno e ressalta a
necessidade de varios remalhamentos.

Na abordagem geométrica, a posi¢ao dos nos do dominio de uma malha regular definida
em um elemento de projeto ¢ parametrizada pelas variaveis de projeto que sdo os pontos de
controle de uma curva de Bézier que descreve o contorno do elemento de projeto. Ao perturbar
o contorno, a densidade da malha ¢ mantida constante dentro do elemento de projeto
(BRAIBANT e FLEURY, 1984). Estes e outros métodos sao citados em um estudo sobre campo
de velocidades feito por Choi e Chang (1994).

Para casos mais gerais de malhas ndo estruturadas, técnicas propostas por Duysinx et
al. (1993), envolvem esquemas de suavizagao laplaciana, que em suma, dependem da qualidade
da malha e do tamanho dos elementos. Os métodos propostos por por Duysinx et al. (1993)

foram tomados para compara¢do com o método aqui proposto.
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O progresso do processo de otimizagdo e da distor¢do da malha ¢é sensivel a qualidade
do campo de velocidades empregado (ZHANG e BELEGUNDU, 1992). Para grandes
modificagdes da forma, o método empregado para computar o campo de velocidades pode
resultar em uma malha distorcida ao longo das iteragdes de otimizagao e, como consequéncia,
levar a uma solugao nao 6tima (HOU e SHEEN, 1988; CHOI e CHANG, 1994).

Embora um controle de distor¢ao de malha seja recomendado para assegurar a qualidade
da analise de elementos finitos (SALAGAME e BELEGUNDU, 1994), quando a malha se torna
muito distorcida, um remalhamento pode ser inevitavel. Entretanto em problemas de otimizagao
baseado em gradiente isso resulta em um procedimento matematicamente inconsistente
(SCHLEUPEN et al., 2000). O termo gradiente ¢ apenas inconsistente com a definicao
matematica estrita se o calculo ocorreu exatamente no limiar de uma alteragao na topologia de
malha (WILKE et al., 2013). Portanto a topologia da malha ¢ preferencialmente mantida
constante, (HSU e CHANG, 2007; CHOI e CHO, 2015). Neste contexto, ressalta-se a
importancia de um procedimento como o proposto neste trabalho, em que se busca a
parametriza¢do da malha de modo que permita uma grande modificagdo do contorno e a minima
distor¢do dos elementos. Sobre este aspecto a abordagem proposta neste trabalho esta
explicitamente relacionada com os requisitos de qualidade citados na se¢do 5.6, em que a
topologia da malha deve ser mantida constante, (SCHLEUPEN et al., 2000; CHOI e KIM,
2005), e resultar em uma malha pouco distorcida.

Roédenas ef al. (2004) descrevem a magnitude do erro da sensibilidade devido a
qualidade do campo de velocidade. Para isto, avaliam a sensibilidade do quadrado da norma de
energia com relacdo a variavel de projeto. Neste trabalho, considera-se que um campo de
velocidade ¢ “bom” se o erro citado for estavel para uma sequéncia de malhas obtidas por
refinamento h-adaptativo para um gerador de malhas de Delaunay. Em outras palavras, o autor
estabelece um bom campo de velocidade aquele que ¢ pouco sensivel a um refino de malha,
que caso contrario pode prejudicar a convergéncia no caso da necessidade de remalhamento.
Na abordagem proposta, o conceito de um bom campo de velocidade difere de Rddenas et al.
(2004) pois visa um objetivo diferente. Na abordagem aqui proposta, considera-se como melhor
campo de velocidade aquele que permite grandes modificagdes do contorno com a topologia da
malha constante e, portanto, consistente matematicamente e que resulta na menor distor¢ao dos
elementos.

No campo de velocidades baseado na parametrizagdo de superficie NURBS aqui
proposto, os nds do dominio sdo atualizados a partir da modificagdo da superficie, em uma

abordagem Lagrangeana. A distor¢do da malha ¢ governada pela maneira como o dominio da
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superficie ¢ modificado, em que isso € controlado, através do acoplamento dos pontos de
controle do dominio da superficie NURBS com os pontos de controle do contorno. Isso ¢
mostrado que ndo afeta a parametrizagdo, mantendo, portanto, a consisténcia matematica, para
o célculo dos gradientes. Uma abordagem semelhante para o calculo do campo de velocidades
baseado em NURBS também foi proposta por Linn et al. (2014). Neste caso os pontos de
controle do dominio sdo atualizados através de uma interpolagdo linear, com objetivo de
atualizar a malha de elementos finitos. Entretanto nesse caso a atualizacdo dos pontos de
controle no dominio ndo leva em conta a qualidade da malha de elementos finitos.
Dependendo da parametrizagdo da geometria, a posicdo dos pontos de controle do
dominio em otimiza¢ao de forma isogeométrica, ou a posi¢ao dos nés do dominio quando se
utiliza abordagem por elementos finitos, pode ndo ter influéncia sobre a forma. Isso pode estar
presente, em problemas tal como elasticidade plana ou quando o contorno da forma deve
pertencer a uma superficie curvada como em Zhang et al. (2010) e Wang et al. (2016). Além
disso, para problemas bidimensionais, em analise isogeométrica, a qualidade da parametrizagao
do dominio ¢ dada pela posi¢cdo dos pontos de controle internos (XU ef al., 2011). A maneira
como os pontos de controle do dominio ¢ parametrizada, pode resultar em um mapeamento nao
bijetivo entre o dominio paramétrico e fisico (CHOI e CHO, 2015). Analogamente enquanto se
utiliza a formulagao classica de elementos finitos, isso significa a degeneracao dos elementos.
Alguns métodos tém sido propostos para atualizar a parametrizagdo de dominio durante
as iteragoes otimizacao isogeométrica (MANH et al., 2011), (CHOI e CHO, 2015), (WANG et
al., 2018), (WANG et al., 2017). As abordagens propostas por Manh et al. (2011) consistem
em dois métodos lineares para atualizagdo da parametrizagdo do dominio. Uma delas utiliza
molas ficticias entre os pontos de controle, de modo que o deslocamento dos pontos de controle
do contorno, irdo provocar uma realocagao dos pontos de controle do dominio. A segunda
abordagem do autor utiliza a informacao do angulo da parametrizagao inicial entre duas arestas
formadas por pontos de controle adjacentes. A atualizacdo da posi¢do dos pontos de controle
do dominio a partir da modificagdo dos pontos de controle de contorno irdo se aproximar da
parametrizacdo inicial, através da solucdo de um problema de minimos quadrados. Por fim, para
cada iteracdo do problema de otimizacdo, um sistema linear ¢ resolvido para a primeira ou
segunda abordagem. Entretanto, embora os métodos propostos por Manh ef al. (2011) tenham
a vantagem do baixo custo computacional, este método nao ¢ considerado adequado para
garantir alta qualidade da parametrizacdo de dominio para a atualizagdo dos pontos de controle
(CHOI e CHO, 2015). Choi e Cho (2015) propuseram um método para atualizar os pontos de

controle do dominio e manter a alta qualidade da malha na parametriza¢cao do dominio durante
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o processo de otimizag¢do de forma. Neste caso o mapeamento bijetivo ¢ alcancado através de
um problema de minimizacdo de um funcional de energia de Dirichlet com restri¢do do
determinante Jacobiano no dominio positivo. Um método empregando interpolagado linear para
atualizar os pontos de controle do dominio a partir do movimento dos pontos de controle do
contorno também foi estudado por Wang et al. (2017), em que o autor mostra que a dependéncia
da parametrizacao de dominio em otimizacao isogeométrica ¢ inconsistente para formulacao
continua empregando steepest-descent search direction. Um outro método foi proposto por
Wang et al. (2018), em que a otimizagao de forma isogeométrica ¢ feita utilizando uma malha
triangular de dois niveis. O primeiro nivel de uma malha triangular grosseira, tem objetivo de
manter a qualidade da parametrizagdo e movimentar a malha através da solu¢cao de um problema
auxiliar de elasticidade. Em um segundo nivel, a mesma malha passa por um refinamento e
aumento do grau das curvas. Como o mapeamento geométrico da malha refinada ¢ o mesmo da
malha grosseira, entdo a consisténcia da malha ¢ garantida. A malha refinada melhora a acuracia
da analise isogeométrica. Na abordagem proposta a bijecdo do mapeamento € requerida apenas
na etapa da parametrizacdo da geometria, onde ¢ necessario identificar a posi¢do paramétrica
das coordenadas nodais. Durante as iteragdoes de otimizagdo, 0 mapeamento podera tornar-se
injetivo, devido a auto intersec¢do da superficie. Isso contudo nao significa prejuizo a qualidade
da malha de elementos finitos, pois a parametrizagdo de dominio por superficie NURBS ¢
efetuada com objetivo de manter a qualidade da malha para grandes modificag¢des do contorno.
Na abordagem isogeométrica as restri¢des de ortogonalidade das curvas isoparamétricas e do
determinante Jacobiano positivo (XU et al., 2011; CHOI e CHO, 2015), sdo necessarias €

devem ser garantida a cada iteracao.

5.7.1 Campo de velocidades obtidos por suavizacio Laplaciana

Suavizacdo Laplaciana aplicada a malhas de elementos finitos consiste em posicionar
0s nos no centro geométrico de um poligono formado pelos noés vizinhos. No entanto as
posi¢des nodais suavizadas, podem ser relacionadas com o centroide @, dos elementos

vizinhos, com fatores ponderados w,, (DUYSINX et al., 1993),

NG
1
P=—— Z w,Q, , (80)
Zezel We e=1

onde N} € o nimero de elementos conectados ao no i.
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Quando w, = 1, o esquema pode ser representado pela Figura 12, onde P; representa a
posicao do nd i.

Figura 12 - Malha de elementos finitos, disposi¢do dos nos e centroides.

Fonte: DUYSINX et al., 1993.
No entanto, o esquema ¢ modificado e, ao invés de pesos w,, uma informa¢ao da malha
k;; € incluida,
N;

1 .
Pi= i ) kP, (81)
Zj=1ki1' j=1

onde N; € o numero de nds adjacentes ao nd i como ilustrado na Figura 13 ¢ k;; € o termo de

rigidez de uma mola introduzida entre quaisquer nos vizinhos que estejam conectados através

de um elemento finito por uma aresta ou em sua diagonal.
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Figura 13 - Distribuicao dos ndés em uma malha ndo estruturada

Fonte: MUNOZ-ROJAS et al., 2004.

Da equagdo (81) obtém-se um sistema de equagdes lineares, organizados pelos nés do
contorno denotados pelo sub-indice b e pelos nds do dominio denotados por d

k2 ke

o)
= 82
Kpa Kppl (Py {Rb (82)

onde K44 ¢ a matriz que relaciona a rigidez dos n6és do dominio sobre os nés do dominio, Ky,
a rigidez dos n6s do dominio sobre os nos do contorno, R}, representa o acoplamento entre os
nos do contorno e os no6s do dominio, € portanto, ndo € de interesse. Os vetores P; e P, denotam
a posi¢ao dos nds a serem determinadas no dominio e as posigdes dos nos conhecidas no
contorno, respectivamente, logo, apenas a primeira equacao do sistema (82) ¢ de interesse.

Devido a linearidade do sistema, tem-se,
KddVd + deVb = 0, (83)

onde V4 e Vy, representam os valores do campo de velocidade no dominio € no contorno,

respectivamente. Como quer se conhecer o campo de velocidades no dominio Vy, resulta
Va = —[Kaal " Kgp Vp. (84)

onde o campo de velocidades no contorno Vi, ¢ obtido de maneira analitica a partir da
parametrizacao do contorno. Os métodos de suavizagdo Laplaciana se diferenciam pelo tipo de

rigidez atribuido ao elemento k;; na equagdo (81), como descrito na Tabela 2.
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Tabela 2 - Diferentes esquemas de suaviza¢ao Laplaciana.

Laplaciana Pura kjj = 1. Para 1 e j conectados

kjj =0 Para 1 e j desconectados
Laplaciana [soparamétrica kj =1 Para 1 e j conectados

k;j =—0,5 Para 1 e j desconectados
Laplaciana Poténcia inversa kj = 1/L'P L =Distancia entre os nos i e j

Fonte: (MUNOZ-ROJAS et al., 2004)

O método Laplaciana poténcia inversa pode ser mais adequado para malhas que
possuem regides com refinamento, fazendo com que elementos maiores possam se modificar

mais do que elementos menores através do valor da poténcia rp (DUYSINX et al., 1993).

5.7.2 Campo de velocidades baseado em superficies NURBS

Este trabalho propde o céalculo do campo de velocidades utilizando uma superficie
NURBS como apresentado no capitulo 2. Este campo € analitico e continuo sobre todo o
dominio, podendo-se determinar seu valor para as coordenadas nodais de uma malha de
elementos finitos correspondentes as posi¢des parametrizadas na superficie. Este método tem
mostrado ter os requisitos necessarios para classificar um bom campo de velocidades. Estes
requisitos estao sumarizados na se¢ao 5.6 (HAUG et al., 1986; CHOI e CHANG, 1994).

Nesta abordagem o campo de velocidades ¢ dependente da geometria e independente da
malha, e, portanto, da qualidade da malha. Além disso, a abordagem aqui aplicada em
problemas de elasticidade plana, ¢ também aplicdvel em problemas de superficies curvas sem
necessidade de adaptacao.

Para uma malha de elementos finitos, o campo de velocidades analitico no dominio ¢
obtido através da sensibilidade das coordenadas de um dado n6 k sobre a superficie NURBS,

com relagdo as variaveis de projeto,

0S (wy, vi)

Viw = iz = — o= (85)
Z

onde Vj, ¢ o campo de velocidade associado a varidvel de projeto a, (a coordenada de um
determinado ponto de controle do contorno), y; indica genericamente as coordenadas nodais
Xk, Yk € Zx € a virgula seguida do indice z em (yy ;) indica a derivada parcial da coordenada
nodal com relagdo a variavel de projeto a,, tal como (dyy/da,). As coordenadas paramétricas

u e v do nod k, sdo previamente conhecidas da recuperacio paramétrica pela equacao (55).
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Observe que a superficie NURBS ¢ uma fung¢do de todo o conjunto de pontos de controle
e que as coordenadas paramétricas u e v de todos os no6s da malha s3o mantidas constantes

durante uma otimizag¢do. Entdo campo de velocidade associado a varidvel de projeto a, ¢ dado

por,
a(P;))
14 q 3]
v, x9S vy Zimo 2o [Ni () N7 W) wij =5, (86)
%= 3a, " da, S S NP ) N wyy

onde uy, e vy sdo as coordenadas paramétricas do n6 k da malha, m + 1 en + 1 s@o os numeros
de pontos de controle nas diregdes paramétricas u e v respectivamente, p € q sao os graus das
curvas NURBS nas diregdes paramétricas de u e v respectivamente. O termo d(P;;)/0a,

¢ a sensibilidade do ponto de controle P;; com relagédo a varidavel de projeto a,.

5.7.2.1Esquema desacoplado para o campo de velocidades baseado em NURBS

No método proposto aqui, o esquema desacoplado de campo de velocidade ¢ obtido
quando a variavel de projeto a, é um ponto de controle do contorno P; j» € ndo ha influéncia da

sua posicao sobre nenhum outro ponto de controle. Neste caso, a derivada presente na equagao

(86) ¢ dada por

d(P;;) _
d—azzl, paraPij=Pij (87)
c,
d(P;; _
MZO, paraPij 7‘—'Pl] (88)
da,

A Figura 14a ilustra um exemplo de uma rede de pontos de controle com uma malha
nao uniforme sobre uma superficie NURBS, onde destaca-se a posi¢do parametrizada de um no
sobre a superficie. A Figura 14b mostra o efeito da modificagdo da varidvel de projeto sobre a
coordenada (x,y) do né com coordenada paramétrica (uy ,vy), enquanto todos os outros

pontos de controle permanecem na posi¢do original.
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Figura 14 - Exemplo do campo de velocidades NURBS. a) Malha original b) Campo de velocidade para uma
modificagdo da variavel de projeto
V
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I
&

v |
9 v X 10
x \\

Pontos de controle do
contorno

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Destaca-se que o campo de velocidades pode ser obtido em qualquer lugar da
superficie, seja no contorno ou dominio. Para o resultado em um n6é de uma malha de
elementos finitos, basta conhecer sua coordenada paramétrica u e v, e substituir na equagao

(86).
5.7.2.2 Esquema acoplado para o campo de velocidades baseado em NURBS

Uma outra abordagem proposta neste trabalho ¢ considerar um acoplamento de
movimento, em que as posi¢des dos pontos de controle do dominio, sdo dependentes
daqueles pontos de controle do contorno definidos como variaveis de projeto. Essas
posicdes sdo afetadas pela discretizagdo empregada, em que a influéncia da qualidade da
discretizacdo se da por uma matriz y, que sera abordada na se¢do 5.7.2.3. Neste momento,

basta considerar que,

dP§
=F 89
da. (y) #0 (89)

onde o indice d faz referéncia a um ponto de controle do dominio. F ¢ uma fung¢ao de

influéncia do movimento que depende da matriz y. Cada elemento ys; represental a

influéncia de um ponto de controle do contorno ﬁj sobre um ponto de controle P;. Quando

1 A notagdo 1 e ] representam a posi¢do dos pontos de controle em um vetor organizado a partir de uma matriz de
pontos de controle. Como estas posi¢des sdo organizadas, é explicado em seguida.
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~

P; € um ponto de controle do dominio, entdo o elemento y;; da matriz y € nulo, pois os
pontos do dominio ndo exercem influéncia sobre os demais. Ressalta-se que quando F = 0,
o esquema desacoplado do campo de velocidade ¢ recuperado ¢ nenhuma informacao da
qualidade da malha ¢ atribuida ao campo de velocidades.

Para descrever esta abordagem, consideramos uma parametriza¢cdo de geometria na qual
todos os pontos de controle do contorno sdo tomados como varidveis de projeto. Para maior
clareza considera-se a matriz dos pontos de controle P contendo os pontos P;; organizados em
um vetor P com componentes P, onde [l = i(m + 1) + 1+ j, com i € [0,n] e j € [0, m]. Para

uma dada varidvel de projeto a, a sensibilidade do [-ésimo ponto de controle ¢ dada por,

Q ~
Z dp,
Yic & =
da, (90)

Q=m+1)-(n+1)

onde y ¢ a matriz que contém fatores de influéncia, em que cada componente y;. ¢ a
influéncia de um ponto de controle B. sobre um ponto de controle P, e o vetor a pode ser
calculado a partir das informagdes conhecidas no contorno. O lado direito da equagao (90)
representa a sensibilidade dos pontos de controle com relagdo a varidvel de projeto, entdo ¢
estabelecido que,

. 1, seP, =a,

dp, N b
= 0, seP,EP 1)
da, d p d
dpjj/da,, seP €P

onde PPe P? representam os conjuntos de pontos de controles do contorno e do dominio

respectivamente, e dPl-‘j- /da, sdo as variaveis desconhecidas. A equagdo (90), resulta um

sistema linear de ordem @, que pode ser agrupado da forma
d =b
Voo de] {“b} _4()pP 92)
Yap Yaall@a) —a,\(p?
onde y,, sdo a influéncia dos pontos do contorno sobre os pontos do contorno, Y4, sdo a
. a , . =b - ey eq
influéncia dos pontos do contorno sobre os pontos do dominio e dP" /da, sio as sensibilidades

. . . =d .
conhecidas no contorno e deseja-se conhecer a matriz dP /da, e os coeficientes a;,. As

matrizes ¥ 44, ¥Ypa representam influéncia dos pontos do dominio sobre o dominio e dos pontos
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do dominio sobre o contorno, respectivamente, portanto sao nulos. Logo o vetor a; ¢ arbitrario
e ndo ¢ de interesse. Com 1ss0, organiza-se o sistema linear para calcular os coeficientes a,

a partir dos dados conhecidos no contorno,

dp’

[Yopl {ap} = da.’ (93)

que resolvido para a,,, permite a determinagdo das derivadas da equacao (89) para todos os

pontos de controle do dominio,

= [Yap Hap}. (94)

De posse das sensibilidades calculadas na equagdo (94), estas sdo substituidas na
equagao (86), para calcular o campo de velocidades sobre o dominio da malha de elementos
finitos.

Exemplo:

Para ilustrar a ideia dos fatores de influéncia nos pontos de controle do dominio considere o
problema unidimensional ilustrado na Figura 15 para um conjunto de quatro pontos de controle.
Neste exemplo, os pontos 1 e 4 pertencem ao contorno, assume-se que o ponto de controle 1 ¢
a variavel de projeto a, a ser perturbada e deseja-se calcular a sensibilidade sobre os pontos de
controle 2 e 3.

Figura 15 - Propagacdo de movimento sobre os pontos de controle do dominio

oY, a,.

1= {41

44

(o, y )+ (o, 1)

— -~
i \ ((11.'\'/:1)‘[‘ ((1_. .:4)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Aplicando a equagdo (90) e as condicdes da equagdo (91) sobre os pontos de controle,

calcula-se,
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. a e
Yic c daz
c=1
que resulta no sistema,

Y V12 Vs | Via] (@1 Py 1

Y21 Y22 Y23 | Vasaf ) Q2 :i P, _ ) apry/aa (96)
Y31 ¥z V33 i Vaal A3 ay | P dpy/day

Va1 ;)’42 Va3 §V44 ay P, 0

onde os termos da segunda e terceira coluna sao nulos, pois relacionam os pontos do dominio
com os demais. Fazendo o agrupamento como mostrado na equagado (92) e a simplificacao do

sistema como na equag¢ao (93), temos o sistema linear reduzido,

Vi1 Yua] (@) (1

[Y41 V44] {0‘4} B { 0 } 7
que quando resolvido para os valores de a, permite calcular a sensibilidade sobre os pontos de

controle 2 e 3 devido a perturbagdo em a, (ou seja, P;),

et 14 14 a
da1 _ 21 24 1
{ dP3 } —lys V34] {a4} ' (©8)

da1

Neste exemplo demonstrou-se, o efeito de acoplamento sobre os pontos controle para
um problema unidimensional. Este conceito ¢ aplicado da mesma maneira para uma rede de

pontos de controle em um dominio bidimensional.

5.7.2.3Matriz de acoplamento

A matriz de acoplamento y representa a influéncia das variaveis de projeto sobre os
pontos de controle do dominio influéncia esta que depende da qualidade da malha. A matriz
Y pode ser estabelecida balanceando dois pardmetros reunidos no vetor 4 = (44, 4,) cujos
valores sdo determinados com objetivo de minimizar a distor¢do da malha quando as
variaveis de projeto sdo movimentadas. Os coeficientes y;. da matriz presente na equacdo
(90) significam a influéncia do ponto de controle P. sobre um ponto de controle P; e sio

calculados por
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A,

A, seP #a,

seP.=a,

Vie = Atlbmin, 2= { (99)

onde L,,;,, ¢ a menor distancia entre o ponto de controle f’c e os demais pontos e L ¢ a
distancia do ponto de controle P. até o ponto de controle P;. As distancias L e Ly, sio
propriedades do problema inicial, isto se deve a necessidade de satisfazer os requisitos tedricos
descritos na se¢ao 5.6. A fim de ilustrar e exemplificar os efeitos da matriz y, considera-se ao
longo desta secdo, a superficie B-Spline da Figura 16 formada por curvas cubicas nas diregoes
paramétricas de u e v, com vetor de knots U=V =[00000,51111]. A Figura 16a ilustra
a disposi¢io dos pontos de controle no dominio fisico onde, para um dado ponto B.,
apresentam-se as distancias L e L,,;, associadas aos pontos de controle adjacentes. Na
Figura 16b pode-se verificar a disposi¢ao das linhas paramétricas nas dire¢des de u e v como

ilustrado nos eixos dispostos na parte superior e lateral direita.

Figura 16 - Superficie B-Spline. a) Disposi¢ao dos pontos de controle sobre a superficie. b) Linhas paramétricas
constantes nas diregdes de u e v sobre o sistema fisico de coordenadas.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Os parametros 4 sdo calculados de modo que o movimento do dominio da superficie
NURBS permita a maxima modificacdo do contorno limitada pelo nivel de distor¢do da malha.
Entretanto o contorno ndo sofre influéncia dos parametros 4, afetando apenas a maneira como
o dominio da superficie se modifica. A Figura 17 ilustra o efeito sobre a superficie para um
deslocamento no ponto de controle do contorno para dois vetores de A diferentes. Na Figura
17a e na Figura 17b os contornos obtidos para a mesma modificacdo do ponto de controle do
contorno sdo iguais, para A4 diferentes. Entretanto a posi¢ao dos pontos de controle do dominio
assume valores diferentes. Este efeito sobre o dominio da superficie pode ser verificado na

Figura 17c e Figura 17d através do fluxo das linha de coordenadas paramétricas. Através deste
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exemplo, destaca-se que para determinados valores de 4, o campo de velocidade pode ser
determinado de modo a obter uma maior modificacdo do dominio em uma regido ou outra.

O calculo destes parametros deve levar em conta a capacidade da malha de se modificar,
ao longo das iteragdes de otimizacdo. O objetivo neste caso ¢ determinar um valor 6timo de 4
que permita a maxima modificagdo do contorno sem invalidar a qualidade da malha de
elementos finitos. Neste trabalho o limite de distor¢do da malha ¢ dado por um valor positivo

do minimo determinante da matriz jacobiana |/|* avaliado em cada elemento.

Figura 17 - Modificacdo de um ponto de controle e o efeito sobre o dominio. a) Posi¢do dos pontos de controle do
dominio para 4 = [0,3 0,2]. b) Posi¢@o dos pontos de controle do dominio para 4 = [0,6 0,2]. ¢) Comportamento
da modifica¢ao do dominio da superficie para 4 = [0,3 0,2]. d) Comportamento da modificacdo do dominio para
A=10,60,2].

(a) ® ® *pONWSdO contf)r.no (b) s e epontos do contorno
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1000 - 1 ooo 4 . o -
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(c) ° 2 32828538 8 -~ (d) L L
1000
800
=, 600+
400+
200
1=10,30,2] 1=10,60,2]
g . . Ly i
0 200 400 600 800 1000 ) 20 400 600 800 1000

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

A méxima modificagdo do contorno associada a varavel de projeto a, € quantificada por

T, ¢ a coordenada nodal da malha modificada ¢ dada por,

X]:; = X}? + TZV()‘)RZ (100)
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onde yJ é a k-ésima coordenada nodal para a malha do problema inicial e Vj, é o campo de
velocidades nodal, cujos valores no dominio dependem de A. Com isso o minimo Jacobiano da
malha modificada pela variavel de projeto a, em uma quantidade 7,, é denotado por |J|*".
Deste modo deseja-se computar a maxima modificagdo 7, sujeito a restrigdo de ndo

degeneracdo dos elementos, ou seja,

max (7,)
"% > 0 (101)
0<(254) <1

Pode ser verificado que |J|*'# para elementos isoparamétricos lineares, tem uma
dependéncia linear com 7,. Para elementos ndo lineares isso nem sempre ¢ verdade, uma vez
que a coordenada (&,71)* nem sempre corresponde a um vértice do elemento.

Neste trabalho o método Grid search (RAO, 2009) foi utilizado para resolver este
problema de maximiza¢do e demonstrou ser eficaz para calcular os pardmetros 4 que permitem
a maxima modificagdo 7, do contorno.

Importante ressaltar que a abordagem acoplada ndo afeta o campo de velocidades no
contorno. Por outro lado, os valores de A4 determinam a maneira como o dominio continuo
da superficie NURBS se modifica com objetivo de manter a qualidade da malha ao longo
das iterag¢des de otimizagao devido a modifica¢des na variavel de projeto. Além disso, trata-
se de uma atualizacdo dos pontos de controle do dominio sem alterar a parametrizagao, ¢
consequentemente mantendo a consisténcia matematica. Por outro lado, isto contrasta com
alguns métodos de atualizagdo dos pontos de controle do dominio para manter a alta
qualidade de parametrizacdo em problemas de otimizacdo isogeométrica. Neste caso 0s
métodos aplicados, embora melhorem a acurdcia da andlise isogeométrica, ndo sao
consistentes (WANG et al., 2017).

Para exemplificar a solu¢ao do problema estabelecido na equagao (100), toma-se a
geometria modelada por uma superficie B-Spline ilustrada na Figura 16, onde uma malha
irregular utilizando elementos planos quadrilaterais de 8 nos ¢ gerada sobre a geometria e ¢
ilustrada na Figura 18a. Fazendo-se a parametrizacdo do problema como descrito na se¢do
4.2, busca-se determinar a maxima modifica¢do 7* da geometria para a variavel de projeto,

como ilustrado na Figura 18b, tal que o |[J|** > 0 em toda a malha.
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A solugdo da equagdo (100) fornece A* = [zlg Ar] =[0,618 0,4040] et* = 1910
que resulta na forma do contorno ilustrada na Figura 18c, onde as linhas de coordenadas

paramétricas constantes sao dispostas no dominio da peca.

Figura 18 — Problema exemplo de maximizagdo da modifica¢do do contorno. a) Discretizagdo por elementos
finitos. b) Rede de pontos de controle e indicacdo da variavel de projeto. ¢) Maxima modificagdo do contorno e
linhas paramétricas constantes no dominio.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
O comportamento da variavel 7, com relagdo as variaveis 4 para este exemplo possui
maximos locais como mostrado na Figura 19, em que qualquer ponto (7,44,4,) sobre a

superficie resulta |J|* = 0 e [J|* > 0 para qualquer outro ponto abaixo da superficie.

Figura 19 - Superficie de singularidade da matriz jacobiana para toda a malha em fun¢do da méxima
modificacdo da variavel de projeto e dos pardmetros A, € A,

Tx 107

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

A Figura 20a ilustra as posi¢des dos pontos de controle do dominio modificados ¢ a
Figura 20b a malha modificada para a melhor parametrizacao. A malha da Figura 20b, embora

com aparéncia bastante distorcida, satisfaz as restricdes impostas no problema (100). Para
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valores do |J|* muito préximos de zero, pode ocorrer inacuracia na analise de sensibilidade
e da andlise por elementos finitos. Entretanto, a malha da Figura 20b representa um caso

extremo da modifica¢do da forma associado ao limite da varidvel de projeto.

Figura 20 - Disposi¢do da modificacdo maximizada. a) Disposi¢ao dos pontos de controle do contorno e do
dominio da forma modificada. b) Malha modificada.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Os procedimentos seguidos neste exemplo sdo gerais e, portanto, aplicaveis a qualquer
problema de elasticidade plana. Na proxima se¢do, este mesmo exemplo € estendido para outros
pontos de controle como varidveis de projeto. Os campos de velocidade obtidos para cada
variavel de projeto sdo comparados com os métodos de suavizagao laplaciana, com relagao a

maxima modificacdo da forma e distor¢ao da malha.

5.7.3 Comparacao entre campos de velocidades Laplaciana e NURBS

Nesta se¢do, ¢ apresentado graficamente o comportamento do campo de velocidade
obtido através da parametrizagdo por superficie NURBS, objetivando comparar visualmente
com o método de suavizagdo Laplaciana. Os métodos Laplaciano puro e poténcia inversa serao
contrastados com o método baseado em superficie.

Uma malha irregular com elementos quadrilaterais de 8 nos foi gerada propositalmente
a fim de contrastar a diferenca entre um método que leva em conta a qualidade da malha, com
outro método que ¢ fun¢do apenas da geometria e da sua parametrizacdo. A Figura 16 da secao
anterior ilustra a mesma superficie B-Spline utilizada nesta secdo para fazer as comparagdes
com discretizacdo mostrada na Figura 21b. Quatro varidveis de projeto sdo escolhidas dispostas
como na Figura 21a com objetivo de comparar as diferentes caracteristicas da malha naquelas
regides. A parametrizagdo dos contornos para aplicacdo do método Laplaciano, possui

exatamente a mesma parametriza¢cdo da superficie B-Spline no contorno, ou seja, no contorno
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u=1(cu=0)equando v=1 (e v =0). Com isso o campo de velocidade no contorno ¢

idéntico para todos os métodos aqui comparados.

Figura 21 - Problema de malha livre para teste visual da influéncia dos métodos campos de velocidades. a)
Parametrizagdo da superficie. b) Malha irregular.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

O campo de velocidades proposto utilizando o esquema acoplado ¢ calculado para cada
variavel de projeto, como descrito na se¢ao 5.7.2. Nos campos de velocidade calculados pelo
método de suavizacdo laplaciana poténcia inversa, as poténcias que fornecem a mdaxima
modificacdo do contorno para cada variavel de projeto foram utilizadas. As poténcias rp foram
calculadas através de um subproblema de maximizacao analogo ao descrito na equagdo (101).
A técnica de suavizagao pelo método Laplaciano puro também é comparado. A Figura 22 ilustra
a modificacdo do contorno, para cada um dos trés métodos, que causa a singularidade da matriz

jacobiana, ou seja, para cada contorno, o campo de velocidade resulta |J|* = 0.

Figura 22 - Exemplo de maxima modificacdo do contorno cujo campo de velocidade causa singularidade da matriz

Jacobiana para uma malha irregular, utilizando os métodos baseados em NURBS, Laplaciana poténcia inversa e

laplaciana pura. a) Variavel a,. b) Variavel a,. c) Variavel a;. d) Variavel a,.
4 w0
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

o—o—alLapl. rp=12.11
#—— L apl. Pura

(©)

ob—o—alapl.rp=-4.14
*—— Lapl. Pura

(d)

Através da Figura 22a, verifica-se que o limite de modificacdo do contorno ¢ o mesmo

para os trés métodos. Isso se deve porque os elementos mais afetados sdo degenerados pelo
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movimento dos nos do contorno, em que todos os métodos possuem o mesmo campo de
velocidades, logo independente da abordagem de dominio todos possuem a mesma limitagao.

Na Figura 23 a mesma modificacdo do contorno ¢ imposta para cada método na
comparagao da distor¢do da malha, ou seja, para cada variavel de projeto cada método possui
o mesmo contorno. Neste caso pode-se verificar o efeito de cada método sobre a modificacao
da malha no dominio, em que para o método Laplaciano puro na Figura 23c¢ resulta |J|* < 0,
para Laplaciano poténcia inversa na Figura 23b, |J|* = 0 e para o método proposto , |[J|* > 0.
Na Figura 23a o campo de velocidade proposto resulta em malhas com aparéncias menos
distorcidas do que os outros métodos, entretanto isto pode ser quantificado como descrito no
proximo paragrafo. Na Figura 23b e Figura 23c pode ser notada a vantagem que o método
Laplaciano poténcia inversa tem sobre Laplaciano puro em uma malha com regides de
refinamento. Isso se deve a caracteristica do método Laplaciano poténcia inversa, em que o
campo de velocidade pode fornecer uma maior modificagdo da malha em regides com
elementos maiores como descrito por Duysinx ef al. (1993). Quando elementos quadraticos sdo
utilizados o movimento dos nds intermediarios pertencentes ao dominio sdo atualizados pelo
deslocamento do ponto material da superficie NURBS referente aquele né e com isso acaba
curvando a aresta dos elementos no dominio. Esta caracteristica, pode ser notada na Figura 23a
para a variavel de projeto a,.

A fim de avaliar a qualidade das malhas da Figura 23, no dominio o parametro de
distor¢ao DP abordado na secdo 3.4 ¢ utilizado como medida de distor¢ao. Na Figura 24 sao
ilustrados os histogramas da qualidade da malha, os quais sao organizados de modo que, para
cada variavel de projeto, os histogramas de cada método estdo sobrepostos juntamente com o
histograma da malha inicial. Como o objetivo ¢ comparar a baixa qualidade em alguns
elementos, entdo apenas sdo mostradas as regides dos histogramas no entorno de DP = 0. Para
simplificar a comparacdo, toma-se um valor arbitrario de DP = 0,3 como referéncia de minima
distor¢ao admissivel. Na Figura 24a, para a varidvel de projeto a4, todos os métodos possuem
um ou dois elementos abaixo de um valor minimo, devido a dependéncia do campo de
velocidades apenas no contorno. Da Figura 24b até a Figura 24d, para as varidveis de projeto
a,, az e a, o campo de velocidade proposto resulta que, os elementos mais distorcidos possuem
a mesma faixa de distor¢do da malha inicial, ou seja, mantém a qualidade da malha para este
caso. Por outro lado, o método de suavizagdo laplaciana poténcia inversa possui elementos
bastante distorcidos com DP < 0,3. O método de suavizacao laplaciana pura, resulta em varios

elementos com jacobiano negativo.
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Figura 23 - Configuragdo modificada aumentada, do campo de velocidades. a) Campo baseado e superficie
NURBS b) Laplaciano poténcia inversa. ¢) Laplaciano puro.
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Figura 24 — Histogramas da distor¢do da malha devida a forma modificada, para cada método: (a) Variavel de
projeto a4; (b) Varidvel de projeto a,; (c) Variavel de projeto as. d) Varidvel de projeto a,.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Visualizar o campo de velocidades através de curvas de nivel permite ter outras

percepcdes. Na Figura 25 € possivel notar a regido de influéncia em cada abordagem, onde oito

niveis sdo mostrados igualmente para cada método. A Figura 25a mostra as curvas de nivel para

o método acoplado baseado em NURBS e contém os valores de cada nivel, esses mesmos niveis

sdo repetidos igualmente para os outros métodos. Entretanto diferentes niveis sao utilizados

para diferentes varidveis de projeto. Na Figura 25a a sensibilidade baseada em superficie afeta

boa parte da malha. Da mesma forma que as curvas NURBS as superficies NURBS também

tém grande flexibilidade no controle da regido de abrangéncia, através da introdug@o de knots

ou seus reposicionamentos, ou modificacdo dos pesos, entretanto isso altera a parametrizagao.



Figura 25 - Campo de velocidades iso-curvas: (a) Campo baseado em superficie NURBS com detalhe de ampliacao
na primeira variavel de projeto; (b) Laplaciano poténcia inversa; (c) Laplaciano puro.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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Para ndo alterar a parametrizacdo, a regido de abrangéncia pode ser controlada, através
da estratégia de determinagdo dos parametros A como descrito na se¢do 5.7.2. Uma regido de
menor abrangéncia pode ser alcancada através do esquema desacoplado do campo de
velocidades baseado em NURBS, em que 4 = 0, porém isso ira limitar grandes modificagdes
da forma, a reducdo desta influéncia sobre o dominio ¢ exemplificada na Figura 26 e na Figura
27. Por outro lado, a regido com campo de velocidades nulo poder ser vantajoso do ponto de
vista de custo computacional para fazer a analise de sensibilidade. No exemplo da Figura 25a,
o esquema acoplado do campo de velocidade com uma maior abrangéncia ¢ alcangado
automaticamente devido a estratégia descrita na secdo 5.7.2.3. Na Figura 25b ¢ possivel
perceber a influéncia da malha no campo de velocidade para a variavel de projeto a5 (ver Figura
21a) para o método de suavizacgdo laplaciana poténcia inversa, onde a ndo uniformidade da
malha resulta um campo ndo uniforme. Na Figura 25c para Laplaciano puro, o método fica
restrito a uma menor regiao de influéncia sobre quando comparado com os outros métodos. Isso
limita o método a grandes modificagcdes no contorno e, consequentemente resulta, em uma
maior distor¢do da malha como jé avaliado nos histogramas da Figura 24.

A Figura 27 objetiva mostrar o campo de velocidade em uma dire¢do indicada, na qual
pode ser percebida a intensidade do campo que adentra o dominio. Nesta figura, além dos trés
métodos, também ¢ mostrada a capacidade da abordagem proposta de reduzir a intensidade do
campo de velocidade sobre o dominio quando 4 = 0, sem que a parametrizacao seja afetada.
Devido as propriedades das NURBS, quando se perturba o ponto de controle do contorno P;; =
P, , (variavel de projeto a, ilustrada na Figura 21a), resulta que a superficie ctubica (p = 3)
apenas serd alterada até€ a coordenada paramétrica u;;,41=4 = Uy = 0,5 (dado o vetor de knots
U=[00000,51111]). No entanto, para uma coordenada paramétrica (u,v) = [0,5v], a
coordenada do sistema fisico pode ser calculada através da equagdo (7) por S(u,v), =
5(0,5v), = [500 y], onde o subscrito x indica o uso das coordenadas na dire¢do x dos pontos
de controle. Portanto para o caso de 4 = 0 na variavel de projeto a,, o campo de velocidades ¢
nulo no dominio para x > 500, e para 0 < y < 1000 como exemplificado na Figura 26. Isto
também pode ser percebido na Figura 27, em todos os casos, para 4 = 0.

Na Figura 27a ¢ ilustrada a semelhanga dos campos para todos os métodos, como ja
reparado nas avaliagdes anteriores. Entre a Figura 27b e Figura 27d nota-se que os campos
obtidos através de superficie NURBS sao quase simétricos, sendo que para A = 0 o campo ¢

exatamente simétrico, devido a parametrizacao simétrica.
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Figura 26 - Exemplo de influéncia reduzida para o campo de velocidade por NURBS A = 0, na variavel de
projeto a;.

y
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040 0.00
500 1
0 T X
0 500 1000

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Da mesma maneira, os campos obtidos por Laplaciano puro, sdo quase simétricos
devido ao fato de nao levarem em consideragdo o tamanho dos elementos. Em contraste os
campos obtidos por Laplaciano poténcia inversa, possuem maiores variagoes, devido a ndo

uniformidade da malha, como também ¢ observado na e Figura 27c.

Figura 27 - Comportamento dos campos de velocidade no dominio da malha. a) Influéncia em uma regido
levemente afastada do contorno superior para a perturbagio no ponto a. b) Perturbacdo no ponto b. ¢) Perturbagao
no ponto c. d) Perturbagio no ponto d.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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6 OTIMIZACAO DE FORMA EM ELASTICIDADE PLANA

Nesta se¢do, sdo apresentados dois exemplos de otimizagdo de forma em um problema de
elasticidade 2D, como definido na equagdo (47), ambos sob estado plano de tensdo. O objetivo
€ minimizar o peso em ambos os exemplos. O primeiro problema ¢ a otimizagdo de uma chapa
plana com furo central, como disposta na Figura 28a, sujeita a restri¢des de tensao, usando a
norma-P modificada, assim como proposto na se¢do 4.1. O segundo exemplo € a otimizacao do
contorno de um filete modelado como ilustrado na Figura 28b, sujeito a restrigdes de tensdo e
restrigdes geométricas utilizando a norma-P modificada, em uma abordagem andloga a

empregada para restringir tensoes.

Figura 28 - Problemas exemplos. a) Plano com furo central sujeito a estado biaxial de tensdes. b) Filete sujeito a
tragdo.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Cada exemplo ¢ resolvido utilizando-se o método proposto e o campo de velocidade e
Laplaciano poténcia Inversa, destacando-se que, por constru¢do, no contorno os campos de
velocidade sdo iguais para as duas abordagens. Compara-se a influéncia do uso de duas malhas
diferentes, uma estruturada (malha A) e outra ndo estruturada (malha B). O problema de
otimizacdo ¢ resolvido utilizando SQP com non-monotone line search (YU-HONG e
SCHITTKOWSKI, 2008). No primeiro exemplo a influéncia da malha afeta de maneira clara
os resultados da forma otima para as diferentes abordagens de campo de velocidades. No
segundo exemplo ndo ha diferengas significantes da forma original para a forma 6tima, havendo
pouca distor¢ao da malha, ambos os métodos sdo eficientes.

Os problemas sdo parametrizados por uma superficie NURBS definida por splines cubicas
nos contornos. Adota-se elementos quadrilaterais de 8 nds baseados em deslocamento e as
tensdes nodais sao obtidas via suavizagao global L2 com valores avaliados nos pontos de Gauss

seguindo uma regra 2 x 2.
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6.1 EXEMPLO 1: OTIMIZACAO DE UM PLANO COM FURO CENTRAL

Neste exemplo a geometria do furo deve ser otimizada para minimizar o peso, sujeita a
uma tensao maxima permitida de 200 MPa. As duas malhas de elementos finitos empregadas
no estudo estdo representadas na Figura 29b e Figura 29c, ambas com a mesma parametrizacao
geométrica mostrada na Figura 29a. Na malha ndo estruturada ilustrada na Figura 29c, uma
regido altamente refinada foi gerada arbitrariamente para impor variagdes no tamanho dos

elementos naquela regido.

Figura 29 - Disposi¢do do Exemplo 1. a) Parametrizagao por NURBS. b) Discretizacao, Malha A. b) Discretizagao
Malha B.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Os pontos de controle localizados no contorno do furo sao atribuidos como variaveis de
projeto. Para cada varidvel de projeto os parametros que fornecem a menor distor¢ao da malha
foram calculados como descrito na se¢do 5.7.2.2. Para a abordagem por suavizagao laplaciana,
0 pardmetro rp que permite a maior modificacdo do contorno por cada variavel de projeto

também foi calculado. Esses parametros estdo descritos na Tabela 3.

Tabela 3 - Pardmetros do campo de velocidade exemplo 1.

a a; as ay
Laplac. 1rp 6,06 6,06 13,88 13,88
Malha A
NURBS 4 [0,6790,254] [0,7350,582] [0,346 0,01] [0,672 0,128]
Laplac. rp 9,25 421 34,18 42,09
Malha B

NURBS 1 [0,6960,269] [0,699 0,476] [0,3250,01] [0,650 0,230]

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

A maxima modifica¢do do contorno para cada variavel de projeto ¢ mostrada na Figura

30 para a Malha A e na Figura 31 para a malha B.
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Figura 30 - Para a Malha A, maxima modifica¢@o do contorno. a) Variavel a, , b) Variavel a,. c¢) Variavel as. c)
Variavel a,.
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(a) (b) (c) (d)
Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Figura 31 - Para a Malha B, maxima modificagdo do contorno. a) Variavel a, , b) Variavel a,. c¢) Variavel a;. c)
Variavel a,.

o o oNURBS A =[0.696 0.269]
o o olapl.mp=9.25

o o oNURBS A =[0.699 0476] 0 o oNURBSA=[0.325 0.01] 0 o oNURBS A =[0.650 0.230]
‘o o olapl.rp=4.21 © © Olapl.rp =34.18 c o olapl.rp=42.09
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_______________________________________
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

As restrigdes de tensdo sdo impostas como proposto por Holmberg et al. (2013) e descrito
na se¢do 4.3. Utiliza-se a norma P modificada com P = 20 e cinco clusters de tensdo. As
tensdes iniciais suavizadas de von Mises sdo exibidas para as duas malhas na Figura 32, onde
observa-se que a restri¢ao de tensao esta sendo violada e ¢ necessaria uma modificacdo de forma

para obter um projeto aceitavel, mesmo que nenhuma reducao de massa seja alcancada.

Figura 32 - Tensdo equivalente de von Mises em MPa para o problema inicial nas malhas A e B.

36 4286 81.6 121 160 199 238 277 316

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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O campo de velocidade ¢ ilustrado na Figura 33, no qual sdo contrastadas diferentes
caracteristicas entre o método proposto e abordagem por suavizacdo laplaciana poténcia
inversa. O método Laplaciano poténcia inversa assume campos diferentes devido a influéncia
da malha como observado na se¢do 5.7.3. O procedimento baseado em NURBS também ¢

afetado pela malha, mas muito menos.

Figura 33 - Campo de velocidade obtido por suavizag@o laplaciana poténcia inversa e pela abordagem proposta
aplicados sobre cada malha para o exemplo 1. a) Variavel a, , b) Variavel a,. c) Variavel a;. ¢) Variavel a,.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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A Figura 34 mostra a evolucdo da funcdo objetivo ao longo de iteragdes externas do

SQP. Para a malha ndo estruturada, o método baseado em superficie levou a uma melhor forma

ideal do que o outro método. Além disso, 0 método Laplaciano poténcia inversa mostra uma

grande influéncia da topologia da malha no resultado da otimizacdo. Foi alcangada uma reducao

de massa de aproximadamente 15% (ver Tabela 4) com ambas as abordagens, exceto com a

abordagem laplaciana poténcia inversa aplicada a malha ndo estruturada (malha B), que teve a

otimizagdo interrompida devido a distor¢ao excessiva da malha.

Figura 34 - Convergéncia do problema de otimizagdo do exemplo 1. a) Convergéncia da fun¢ao objetivo. b)

Convergéncia da restricao G1.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Tteragio

Tabela 4 - Valores numéricos da funcdo objetivo adimensionalizada (normalizada com relagao ao valor inicial) e

restri¢des.
Malha A Malha B
NURBS Laplac. pot. NURBS Laplac. pot.*
Funcio objetivo 0,8461 0,8533 0,8535 0,8954
Restricoes de 0 0 0 —0,0067
tensao 0,1611 0,1299 0,1139 0,1805
920 0,2531 0,2370 0,2259 0,4361
0,3613 0,3364 0,2419 0,4185
0,4831 0,4714 0,2736 0,4587

Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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Na Figura 35, a forma 6tima e a distor¢a@o da malha podem ser visualizadas. Observa-se
a diferencga entre as formas 6timas para a malha estruturada na Figura 35a e para a malha ndo
estruturada na Figura 35b. Nessa figura, uma ampliacao da regido onde a malha ¢ mais afetada
mostra que abordagem por suavizacdo laplaciana poténcia inversa resulta em elementos

distorcidos nos contornos interno e externo da forma na regido ampliada.

Figura 35 - Forma 6tima do contorno e malha. a) Malha A. b) Malha B.
/ |
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

O método proposto apresenta elementos pouco distorcidos para ambas as malhas, isso
pode ser quantificado utilizando o pardmetro de distor¢do DP apresentado na se¢do 3.4 como
medida de distor¢do. No histograma da Figura 36a, a distor¢do da malha é comparada com a
malha inicial, notando-se que, na malha final, os elementos mais distorcidos assumem DP >
0,4. Na Figura 36b o método proposto consegue manter a qualidade da malha inicial, resultando

em uma malha pouco distorcida.
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Figura 36 - Histograma de comparagdo entre a malha inicial e da forma 6tima para a abordagem proposta. a) Malha
A.b)Malha B
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

A Figura 37a mostra que, em todos os casos, os campos de tensdo de von Mises
suavizados excedem ligeiramente a tensdo maxima permitida de 200MPa. Isso significa que,
embora as restrigdes de tensdo sejam bem tratadas usando o procedimento de Holmberg, os
cinco grupos de tensdo classificados por nivel de tensdo ndo sdo suficientes para impor
rigorosamente as restricdes de tensdo. Como mostrado na Tabela 4, apenas a primeira restri¢ao
termina ativa. A Figura 37b ilustra a convergéncia da primeira restri¢do que corresponde ao

cluster que contém as tensdes mais altas para todas as malhas e abordagens.

Figura 37 - Campo de tensao equivalente de von-Mises em MPa. a) Forma 6tima. b) Evolucao da restricao de
tensdo maxima.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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Uma reducdo de aproximadamente 30% da tensdo maxima inicial foi alcangada por
ambos os métodos. A Figura 39 mostra o campo de tensdo na forma 6tima comparado com o
problema inicial.

A convergéncia das variaveis de projeto ¢ mostrada na Figura 38, onde a variavel de
projeto a, converge para valores semelhantes para todos os dois métodos e malhas, exceto

laplaciana poténcia inversa. Da mesma maneira para a variavel a,.
Figura 38 - Convergéncia das variaveis de projeto. a) Variavel a, , b) Variavel a,. c) Variavel as. c) Variavel a,.
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Figura 39 — Campo de tensdo em MPa, na forma 6tima comparado com o problema inicial. a) Forma 6tima. b)
Forma inicial.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

6.2 EXEMPLO 2: OTIMIZACAO DE FILETE

O problema do filete sob tensdo, como mostrado na Figura 40a, deve ser otimizado para
minimizar o peso, sujeito a tensdo méaxima de 5,0 MPa. As discretiza¢des de elementos finitos
e a parametriza¢do sdo mostradas na Figura 40b. Os pontos de controle do contorno inclinado
do filete sdo designados como varidveis de projeto neste exemplo. Utilizando o método
proposto e o esquema Laplaciano poténcia inversa para malha regular (malha A) e para malha
irregular (malha B). Da mesma maneira que no exemplo anterior, uma regido mais refinada na
malha B ¢ gerada propositalmente. O mesmo método de otimizagdo do exemplo anterior foi
utilizado para avaliar o problema. Portanto, usa-se a norma P modificada com P = 40 e quatro
clusters de tensdo. Para obter uma forma realista, duas restrigdes geométricas como proposto
na se¢do 4.3 foram adicionadas nas coordenadas nodais do contorno do filete. Nesse caso as
restricoes foram modeladas como na equagdo (60), utilizando um cluster de coordenadas
geomeétricas para cada restricdo geométrica.

A forma 6tima € obtida com diferencas insignificantes entre abordagens neste exemplo,

como mostra a Figura 41, em que a forma ideal ¢ a mesma para todas as malhas e abordagens.
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Figura 40 - a) Problema do filete sobre estado plano de tensdo. b) Malha inicial estruturada e ndo estruturada e
campo de tensdo inicial em MPa. c) Convergéncia da fung@o objetivo.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.

Neste exemplo, trés restricoes terminam ativas: duas restricdes geométricas; € uma
restri¢ao de tensdo. A Figura 42a mostra a convergéncia das restricdes geométricas para ambas
as abordagens e discretiza¢des. Na Figura 43a mostra-se que a convergéncia das restrigdes de
tensao ocorre de forma rapida no inicio mas nas iteragdes finais apresenta maior dificuldade de

convergéncia (Figura 43b).

Figura 41 — Forma 6tima exemplo 2 (filete). a) Forma 6tima e malha para as duas abordagens. b) Campo de tensao
equivalente de von Mises em MPa da forma 6tima do filete.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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7 CONCLUSAO

O célculo de campo de velocidades computado por abordagens laplacianas esta bem
estabelecido para problemas de otimizagdo de forma discretizados usando elementos finitos.
Nao obstante, essas estratégias sdo fortemente afetadas por malhas com regides de refino e
distor¢des de elementos. Portanto, uma malha adequada para a discretizagdo de um problema
de elementos finitos visando um erro baixo, pode nem sempre ser favoravel para o calculo de
um campo de velocidade Laplaciano. Neste trabalho, foi apresentado um procedimento para
avaliar campos de velocidade 2D baseados em superficies NURBS, adotando pontos de
controle do contorno como variaveis de projeto. Uma contribuicao chave e original do método
desenvolvido € que os pontos de controle de dominio podem ser afetados pelas variaveis de
projeto (ou ndo) por meio de parametros que fornecem a menor distor¢do da malha. Portanto,
destaca-se a vantagem da abordagem proposta, que permite controlar a qualidade do campo de
velocidade. Além disso, esse campo de velocidade pode se tornar independente da topologia da
malha para o caso desacoplado.

Dois exemplos de otimizagao 2D em estado plano de tensdo sdao usados para mostrar o
potencial do método proposto, que mostrou resultados aprimorados no primeiro exemplo em
relacdo aos campos de velocidade Laplaciano, incluindo um valor mais baixo para a fungao
objetivo do peso e uma menor distor¢ao da malha em todo o dominio e contorno. No segundo
exemplo, uma pequena modificagao do contorno (quando comparado com o exemplo anterior)
¢ suficiente para alcancar a forma Otima. Nesse caso ambos os métodos apresentaram bons
resultados, com a forma oOtima e a disposicdo da malha com diferengas imperceptiveis. A
abordagem de restricdo geométrica proposta também se mostrou efetiva. Entretanto, a aplicagdo
das abordagens propostas deve ser melhor explorada para problemas mais gerais de otimizacao
de forma que envolvam grandes modifica¢des do contorno.

O procedimento de Holmberg deve ser melhor explorado a fim de estabelecer uma
melhor relagdo entre a norma P o nimero de pontos avaliados e o nimero de clusters que devem
ser adotados para impor satisfatoriamente as restricdes de tensdo ou geométricas. Além disso,
a técnica de atualizacdo dos clusters ao longo das iteracdes de otimizacdo e organizagdo por
niveis, também se mostrou uma estratégia preferivel neste trabalho como pontuado por
Holmberg et al. (2013). Embora essa estratégia possa ajudar a satisfazer adequadamente as
restri¢des de tensdo, o problema de otimizagdo matematica sendo resolvido ¢ alterado toda vez

que os clusters sdo reorganizados, o que ¢ inconsistente. Teoricamente, isso pode trazer
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dificuldades de convergéncia anédlogas a alteracdo da topologia da malha. Trabalhos futuros

poderdo avaliar esse aspecto com mais profundidade.

Finalmente, vale ressaltar que, como a abordagem proposta ¢ desenvolvida inteiramente

em um dominio paramétrico, espera-se que a generalidade do método permita uma extensao

para aplicag¢des na otimizacao de forma de cascas curvadas arbitrariamente.

7.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Algumas recomendacdes de continuidade deste trabalho podem contribuir para obter

resultados melhorados, e expandir a aplicagdo da abordagem proposta para problemas mais

gerais.

Aplicar a abordagem proposta em otimizacao de contornos de cascas curvadas
em uma estratégia de parametriza¢ao da forma da superficie. Nesse caso a forma
da superficie ¢ mantida constante e apenas os contornos sao modificados. O
movimento dos pontos de controle do contorno, assim como os pontos de
controle do dominio (no caso acoplado), devem manter a forma da superficie em
problemas tal como proposto por Wang et al. (2016).

Fazer a extensdo da abordagem proposta para problemas de otimizacao de forma
de cascas configuradas arbitrariamente. Deve-se notar que o método acoplado
do campo de velocidade baseado em NURBS, objetiva manter a qualidade da
malha. O acoplamento nao deve ter influéncia sobre a forma de uma superficie
3D.

Estender a aplicacdo da abordagem proposta para problemas de otimizagdo de
forma em solidos 3D. A estratégia de acoplamento nesse caso nao necessita de
adaptagdes, mas a parametrizacdo, precisa ser estendida para o caso de solidos

NURBS.
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APENDICE A - Pesos e pontos para integraciao por quadratura

Os pesos e os pontos de integragdo podem ser definidos de duas maneiras. Uma maneira
¢ obtida através de

| zp(a dg = ZW p(ED,

onde p(¢) é um polindmio de grau 2n — 1

(102)

P(&) = apa—1) EP Y + Aoy EFTD 4+ ay E° (103)

Com isso a equacao (102), fornece um sistema nao linear de ordem 2n, que a solugdo resultara
nos n pesos W correspondentes aos 71 pontos &

Outra maneira mais simples de calcular os pontos de integragao ¢ através da familia de

polindmios ortogonais de Legendre, em que as 7 raizes do polinomio P;(x) coincide com os
pontos de integragao,

Fa($) = o7~ ?[(52 -7, (104)
e os pesos W podem ser calculados por
VVi =
1 d h ) (105)
ou por
_[('TE-E
W= f_ﬂe,- &% (106)
j#i

em que os indices I e j representam a i-ézima e j-ézima raizes ¢ do polindmio de Legendre de
grau 7i. A Tabela 5 mostra os pesos e pontos parafi = 1,2 e 3

Tabela 5 - Pontos e pesos para quadratura de Gauss-Legendre

i 1 2 3
3 0 —V3/3 V3/3 —J/3/5 0 J3/5
w 2 1 1

5/9 8/9 5/9
Fonte: Elaborado pelo autor, 2019.
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APENDICE B — Derivadas das curvas e superficies NURBS

Neste apéndice, apresenta-se a obtencdo das derivadas primeiras a partir da expressao
geral da derivada da superficie NURBS. Pois apenas as derivadas primeiras sdo necessarias
para a parametrizacao da malha de elementos finitos.

Dada a expressao da superficie NURBS na equagao (6), reescreve-se,

o X o NP (W) N (v) wy Py _A@w,v)
Lo XL Ny @ NI ) wy; w(u,v)

S(u,v) =S = (107)

que, alternativamente pode expressada de forma compacta em fun¢do da base racional,

S(u,v) =S=Zn:iRij P, (108)

onde R;; €

NP N () wy
! YizoZjto Nip (w) qu (v) Wij'

(109)

A k-ésima e I-ésima derivada da superficie S com relagdo as coordenadas paramétricas

podem ser representadas por,

k+1

— Q1
mS(u,v) = S( ), (110)

em que a expressio geral para S®D ¢ dada por (PIEGL e TILLER, 1997),

k I
S0 = — | AGD Z ) 1w GOt Z (“) O I—)
i=1 j=1 J
) H (111)
— z Z( )w(u)s(k Ay))
i=1 j=1

onde A®D | ¢ a k-ésima e I-ésima derivada de A (em que A é o numerador na equagéo (107)),

e ¢ dada por,

n m

k 1
AD — Z Z NP (W) N (v) wy; Py, (112)

i=0 j=0
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k 1 . . . : . o
eN (e qu (v), sdo a k-ésima e l-ésima derivadas das fungdes de base nas diregdes de u e

v respectivamente. Esta derivada ¢ mostrada apenas para a dire¢do u, sendo um

desenvolvimento analogo para a dire¢do v,

k-1 k-1
%N? (u NP1 Pt
OTN (W) _ Nip“‘(u) =p| = — ks , (113)
du Uivp — Ui Ujtps1 — Uit

e finalmente 1w /) na equagio (110), representam a i-ésima e j-ésima derivada de w (em que
w € o denominador na equagdo (107)), que de maneira semelhante a equagdo (112), ¢ descrita

por,

n m
w ) = Z Z NP' () N () wy. (114)

=0 j=0

De posse das equagdes da k-ésima e [-ésima derivada da superficie NURBS, deseja-se
obter as derivadas primeiras na dire¢do u,emque k = 1,1 =0,evem que k = 0,1 = 1. Isso

pode ser denotado por,

d
—Swv) =S5, =S®0
Jdu ’
(115)
d
—S(u,v) =S, =S80V
v ’

quando, k = 1 e 1 = 0 na equagdo (110), o terceiro e o quarto termo do lado direito sdo nulos,

entdo a primeira derivada na dire¢do u resulta em,
1
S00 =5, = (A, ~w,,5) (116)

desenvolvimento analogo para k = 0 el = 1, neste caso, o segundo e o quarto termo do lado
direito da equagdo (110) sdo nulos, entdo para dire¢ao v, obtém-se

1
SOV =g = - (A, —w,S). (117)

Resolvendo A, = A®® na equagio (112), w, = w® na equagio (114), e

substituindo S na forma compacta, A ;, e w na equagdo (116), obtém-se
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Su=

oo DJto NEu (W) N (0) wis Py =[S0 o NE, G0 N () wij] [SR0 X0 Ry Py] (119)

?:() ZT:ONLP(U) qu (17) Wij ’

rearranjando os termos do numerador, obtém-se, finalmente,

_ =0 Z;ﬂ:o Niz?u(u) qu(v) Wij {Pij - [Zin=o Z;p:o Ry; Py ]}

S (119)
" o XL NP (w) qu (v) wy;
o desenvolvimento andlogo ¢ feito para S, resultando em,
=0 X j=0 NP (u) Nﬁ,(”) wi; {Pij — [Zi, YitoRij Py 1}
Sy = . (120)

?:0 Z;ZO Nlp (u) qu(v) Wij



