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RESUMO

O presente trabalho busca incentivar a utilizacdo da histéria da Matematica como uma
ferramenta para os processos de ensino e aprendizagem de logaritmos. Para tanto,
objetivou-se construir um livro paradidatico que contemplasse essa abordagem
diferenciada. Para relacionar adequadamente esses temas, desenvolveu-se uma pesquisa
qualitativa. Primeiramente foram explorados conceitos, propriedades e aplicagfes dos
logaritmos, tornando as analises seguintes mais consistentes. Essas analises foram
realizadas em documentos oficiais, como os Parametros Curriculares Nacionais e a
Proposta Curricular de Santa Catarina, livros didaticos, nos quais verificou-se a
(in)existéncia da apresentacdo da relacdo do tema logaritmo com a histéria da
Matematica, e em avaliacbes, como Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e
vestibulares da regido de Joinville, Santa Catarina. Ap0s explorar o assunto logaritmos,
foi elaborado um embasamento teérico sobre a tendéncia em Educacdo Matematica
denominada Histéria da Matematica. Finalizando a etapa de pesquisa bibliografica,
investigou-se sobre materiais paradidaticos, particularmente os de Matematica. Por fim,
foi desenvolvido um livro paradidatico, que introduz o tema logaritmos utilizando
topicos de histdria da Matematica, demonstracGes e propostas de exercicios. O conjunto
do estudo realizado pode despertar em professores e alunos motivacdo para seguir no
processo educacional e se envolver significativamente na construgdo do conhecimento
matematico.

Palavras-chave: Logaritmos. Histdria da Matematica. Livro Paradidatico.



ABSTRACT

This paper seeks to encourage the use of de History of Mathematics as a tool for the
teaching and learning process of logarithms. Therefore, the objective was to build a
paradidatic book that contemplated this differentiated approach. To properly relate these
themes, a qualitative research was developed. First, concepts, properties and
applications of the logarithms were explored, making the following analyzes more
consistent. These analyzes were carried out in official documents, such as the National
Curriculum Parameters and the Santa Catarina Curriculum Proposal, textbooks, which
verified the (in)existence of the presention of the relation of the logarithm theme with
the History of Mathematics, and in evalutions, such as ENEM and entrance exams in
the Joinville region, Santa Catarina. After exploring the subject logarithms, a theoretical
background was elaborated on the trend in Mathematical Education called of History of
Mathematics. At the end of the bibliographic research stage, we investigated paradidatic
materials, particularly Mathematics. Finally, a paradidatic book was developed
introducing the theme logarithms using topics of the mathematical history,
demonstrations and exercise proposals. The set of the study can arouse in teachers and
students motivation to follow the educational process and to be significantly involved in
the construction of mathematical knowledge

Keywords: Logarithms. History of Mathematics. Paradidatic Book.
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1 INTRODUCAO

Durante minha vida académica, o estudo da histéria da Matematica sempre me
despertou muito interesse, inclusive meu trabalho de conclusdo da graduacéo abordou esse
assunto. Ao analisar possibilidades para desenvolver minha dissertacdo de mestrado, a
presenca desse tema era uma certeza. Foi entdo que a ideia de construir um elo com o tema
logaritmos surgiu. Em minha breve carreira docente, esse assunto foi 0 que mais me chamou a
atencdo pela dificuldade encontrada pelos alunos. Particularmente, € um dos meus conteidos
preferidos da Educacdo Bésica, entdo, ao me deparar com a falta de facilidade e envolvimento

dos alunos acabei atraida para essa linha de estudos.

Diversos trabalhos da area de Educacdo Matematica discutem os processos de ensino e
aprendizagem visando métodos de torna-los mais eficientes para o avango da educacdo. No
Ensino Médio brasileiro, em especial, existe uma urgéncia por melhorias, procurando-se o
real desenvolvimento das competéncias e habilidades que se espera que os estudantes

adquiram ao longo da ultima etapa da Educacdo Basica.

O tema logaritmo esta previsto para o primeiro ano do Ensino Médio. Tipico das aulas
tradicionais, geralmente o primeiro contato com os logaritmos se d& por meio de uma aula
expositiva seguida de exercicios copiados do quadro ou do livro didatico. Esse ultimo é fonte
absoluta de conhecimento para muitos estudantes, e alguns professores também. Muitas vezes
o livro didatico guia a ordem de abordagem dos contetdos durante o ano letivo. Nao é comum
0 incentivo da utilizacdo de materiais complementares e diferenciados de Matemaética para
professores e alunos. Talvez isso ocorra pela caréncia de materiais nas escolas, bem como o
desconhecimento e escassez de paradidaticos para o ensino da Matematica, em especial 0s

voltados ao Ensino Médio.

Em especifico, o ato de introduzir o tema ‘logaritmos’ ndo costuma ser facil. Sua
notacdo diferenciada, a série de propriedades que vém em sequéncia e 0 comportamento
gréfico da funcéo geralmente assustam por sair do padréo reta/pardbola e geram aversdo nos
estudantes. Nem sempre a proposta de ensino do docente alcanca os alunos da maneira
esperada, de forma que obtenham apreensdo significativa do contetido. As OrientacGes
Educacionais Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais (PCN+, 2006) falam

especialmente das fungdes exponenciais e logaritmicas.
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O ensino, ao deter-se no estudo de casos especiais de funcbes, ndo deve descuidar de
mostrar que o que estd sendo aprendido permite um olhar mais critico e analitico
sobre as situacOes descritas. As funcBes exponencial e logaritmica, por exemplo, séo
usadas para descrever a variacdo de duas grandezas em que 0 crescimento da
variavel independente ¢ muito rapido, sendo aplicada em areas do conhecimento
como matematica financeira, crescimento de populagdes, intensidade sonora, pH de
substancias e outras. (BRASIL, 2006, p. 121).

Em suas mais diversas formas de aplicagdes, os logaritmos tornam possivel a
resolucdo de inimeros problemas. Entretanto, € importante destacar que os logaritmos nao
surgiram através de um estudo rapido. Ha um longo processo de desenvolvimento inerente a
forma como o contetdo é conhecido atualmente. O saber histérico dessa composi¢do de
conceitos e propriedades pode ser instrumento de apoio para 0s processos de ensino e

aprendizagem, utilizando a historia da Matematica como recurso didatico.

Buscando explorar a origem dos logaritmos e evidenciar a importancia do contetdo
em questdes atuais, torna-se possivel relacionar a aplicacdo desse tema em diversas areas com
a histéria da Matematica. Uma das formas de divulgar e fortalecer essas tendéncias de ensino
e aprendizagem surgiu na década de 1980: os paradidaticos de Matemaética. Esse tipo de
material pode “acabar refor¢ando e legitimando determinadas crengas e concepcdes a respeito
da matematica e de seu ensino” (MIORIM; VILELA, 2010, p. 259). Portanto, procurar-se-a
unir a ideia de um produto educacional para o Ensino Médio, a tendéncia Historia da

Matematica e o contetdo logaritmos num paradidatico de Matematica.

Feitas as primeiras consideragdes, pergunta-se: conhecendo a historia, o conceito, as
propriedades e a presenca do tema logaritmos no Ensino Médio e em suas avaliaces

posteriores, como possibilitar o ensino de logaritmos utilizando a histéria da Matematica?

Para responder a pergunta motivadora dessa pesquisa, tem-se como objetivo geral
desenvolver um livro paradidatico para a abordagem do tema logaritmos através da histéria da
Matematica. Para alcancar este objetivo principal, tem-se objetivos especificos que auxiliam

no seu alcance, sdo eles:

e Reconhecer aspectos histéricos dos logaritmos;
e Enunciar o conceito, as propriedades e aplicacdes dos logaritmos;
e Identificar como o tdpico é abordado no Ensino Médio e analisar o tépico em alguns

livros didaticos;
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e Investigar como o tema vem sendo abordado em exames de nivel nacional do Ensino
Médio e vestibulares de algumas instituicdes de Ensino Superior do estado de Santa
Catarina nos ultimos trés anos;

e Estudar a tendéncia de ensino Historia da Matematica;

e Reconhecer e analisar livros paradidaticos para o ensino da Matematica;

e Construir um livro paradidatico para os processos de ensino e aprendizagem de

logaritmos.

Esta dissertacao esta dividida em nove capitulos, acrescida de referéncias e apéndice,

sendo essa introducdo o primeiro dos capitulos.

No segundo capitulo ha uma revisdo de literatura de dissertagdes do programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT). Nele, séo
apresentadas consideracdes acerca de trabalhos que possuem semelhangas com a proposta
dessa pesquisa. Apresenta-se também, em comparagdo aos demais trabalhos aqui
apresentados, o que esse traz de diferente e suas possiveis contribuicdes com a area.

O terceiro capitulo apresenta a metodologia de pesquisa adotada nesta dissertacéo.
Fala-se sobre o método qualitativo, pesquisa bibliografica e, ainda, a respeito do produto

educacional desenvolvido.

No quarto capitulo, encontra-se o panorama histérico do desenvolvimento dos
logaritmos. Também ¢é realizado o estudo do mesmo tema, com defini¢bes, propriedades,
teoremas e demonstracGes. Por fim, alguns exemplos de aplicagcbes dos logaritmos s&o

apresentados.

O quinto capitulo apresenta algumas analises. Primeiramente, é discutido o que
aparece sobre logaritmos e historia da Matematica nos documentos oficiais. Na segunda
secdo, tem-se as analises de livros didaticos, verificando a forma como os logaritmos sdo
abordados neste tipo de material. A Gltima secdo deste capitulo tem como objetivo verificar
como o tema logaritmos aparece em recentes avaliagdes para selecionar alunos para 0 ensino

superior.

O sexto capitulo contempla o estudo da tendéncia em educacdo matematica chamada
Histéria da Matematica. Ja o sétimo capitulo apresenta estudos e andlises de livros

paradidaticos.
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No oitavo capitulo, tem-se a breve apresentacdo da organizacdo do produto

educacional e algumas consideragdes sobre 0 mesmo.

Para finalizar, o ultimo capitulo contém consideracgdes finais sobre esta pesquisa, bem
como perspectivas para futuros trabalhos. Evidencia-se, assim, a possivel contribuicdo desta

dissertagéo para os processos de ensino e aprendizagem de logaritmos.
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2 REVISAO DE LITERATURA: DISSERTACOES DO PROFMAT

O Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT) apresenta no
Artigo 23 de seu regimento a obrigatoriedade do trabalho de concluséo final do programa.
Segundo o Artigo 21, este trabalho “podera ser apresentado em diferentes formatos, tais como
dissertacdo, [...], desenvolvimento de materiais didaticos e instrucionais e de produtos|...], de
acordo com temas especificos pertinentes ao curriculo de Matematica da Educagdo Basica”
(p.5). Como esta dissertacdo € requisito parcial para conclusdo do curso do programa
PROFMAT, optou-se por explorar o banco de dissertacdes desse programa, buscando
trabalhos relevantes referentes ao tema aqui proposto. Foram escolhidos trabalhos recentes,

preferencialmente a partir de 2013.

Realizando o levantamento de trabalhos na érea, a fim de verificar a existéncia de
dissertacdes semelhantes a esta pesquisa, alguns estudos foram selecionados. Brener (2013) é
um desses. O autor foi orientado no Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA) pelo
recentemente falecido doutor Elon Lages Lima. O objetivo do trabalho foi desenvolver uma
sequéncia didatica para o estudo da funcdo logaritmica utilizando o software Geogebra. Para
tanto, primeiramente realizou-se uma analise qualitativa de seis livros didaticos do Ensino
Médio. Verificou-se que as aplicagdes apresentadas sdo limitadas aos estudos de juros e
crescimento populacional. Também nenhum dos livros apresenta atividades que envolvam
recurso computacional, apenas um apresenta a definicdo de logaritmo geometricamente e um

outro justifica as propriedades formais de exponenciacao.

Outro trabalho que analisa o tema logaritmos em livros didaticos é o de Gomes (2018),
desenvolvido na Universidade Estadual do Piaui (UESPI). Buscando verificar quais saberes
relacionados aos logaritmos foram priorizados ou omitidos nos livros didaticos, construiu sua
dissertacdo conceituando logaritmos, apresentando sua dimensdo metodoldgica e avaliativa,
analisando alguns livros didaticos e propondo tépicos complementares referentes ao contetdo,
usando tendéncias de ensino como Histdria da Matematica e Tecnologias da Informacdo e
Comunicacdo (TIC’s). Em suas analises concluiu que o conteudo “esta apresentado de forma
satisfatoria, levando em consideragdo o equilibrio entre as Componentes Baésicas:
conceituacdo, manipulacgéo e aplicacdes. Foi visto também que a maioria dos livros ignoram o

namero ‘€’ e o logaritmo natural” (GOMES, 2018, p. 75).

Na dissertacdo de Lucca Junior (2017), h4 uma proposta de abordagem do tema

logaritmos utilizando historia, aplicacdes e o calculo diferencial e integral. A pesquisa,
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desenvolvida na Universidade Federal do ABC (UFABC), aborda o desenvolvimento
historico dos logaritmos, determina-os mesmos com defini¢des atuais, aponta dificuldades nos
processos de ensino e aprendizagem deste contetdo e relaciona o conteido com outras areas,
como Quimica, Fisica e Biologia. Limites e integrais envolvendo exponenciais e logaritmos
enriqueceram o trabalho. O autor defendeu o uso da histéria nas aulas de Matemaética,

qualificando-a como essencial para o ensino.

A Histdria é sempre de grande importancia para um povo, pois por meio dela ele
torna—se consciente do caminho de desenvolvimento tomado por seu espirito, que se
expressa em leis, modos, costumes e fatos. Estudar a Histdria de um determinado
assunto é aprender o sentido das transformagdes. Nao ha como ensinar um contetdo
seja ele qual for, sem uma visdo histérica, ainda que sucinta, de seu
desenvolvimento. E na Histéria que se percebe as razdes de existéncia do assunto. O
aluno deve ter uma ideia da disciplina como um todo e s6 assim ter4 motivacdo para
estuda—la. (LUCCA JUNIOR, 2017, p. 11).

No trabalho de Ramos (2015), que concluiu o mestrado na Universidade Federal do
Parand (UFPR), encontra-se uma pesquisa interessante sobre o tema logaritmo. A autora
iniciou apresentando andlises de documentos oficiais da educagdo brasileira, bem como
tendéncias metodoldgicas da Educacdo Matematica. Além disso, fez um panorama histérico
destacando a importancia de alguns estudiosos para o desenvolvimento deste conteddo. A
autora também definiu e caracterizou as fungfes exponenciais e logaritmicas. Por fim, listou
aplicacbes dessas fungdes com propostas de problemas. Foram apresentadas teoria e
atividades de juros e perdas continuas, crescimento populacional, desintegracdo radioativa,
eliminacdo de alcool pelo organismo, método do Carbono 14, resfriamento de um corpo,
intensidade sonora, escala musical temperada, escala Richter e pH de solucGes. As atividades
exploradas foram selecionadas em provas de nivel nacional anteriores e até mesmo retiradas
de Lima (1996).

Para finalizar este reconhecimento de trabalhos com propostas semelhantes ao plano
da presente dissertacéo, destaca-se Pinto (2013). Nessa dissertacdo, desenvolvida no programa
PROFMAT da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), é encontrado um breve
histérico geral dos paradidaticos no Brasil, bem como as vantagens de utilizar esse tipo de
material nos processos de ensino e aprendizagem. Também ha uma proposta de texto
paradidatico como motivacdo para o ensino de Matematica. Aparecem detalhes da sua
aplicacdo com alunos do Ensino Médio e a analise de resultados obtidos. Neste caso

29 13

especifico, por parte dos alunos, os comentarios foram “desperta o interesse”, “incentivo a
leitura”, “melhora o entendimento”, entre outros. Na pesquisa aplicada com os professores,
verificou que 87% sente falta de paradidaticos e 100% julga este material como motivador

para o estudo da Matematica.
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Utilizando os seletores “logaritmos” e “historia da matematica”, 0 numero de trabalhos
encontrados é consideravel. Ao utilizar o seletor “paradidatico” isto ndo se repete. Nao foram
encontrados no banco de dissertacbes do PROFMAT outros trabalhos recentes que

explorassem paradidaticos ou que apresentassem um produto educacional nesta linha.
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3 CAMINHOS METODOLOGICOS

Para descrever a metodologia a ser adotada para o desenvolvimento deste trabalho,
inicia-se classificando-o como uma pesquisa qualitativa, a qual inclui, segundo Moreira

(2002), as seguintes caracteristicas:

1) A interpretacdo como foco; 2) A subjetividade € enfatizada; 3) A flexibilidade na
conduta do estudo; 4) O interesse é no processo e ndo no resultado; 5) O contexto
como intimamente ligado ao comportamento das pessoas na formacdo da
experiéncia; e 6) O reconhecimento de que ha uma influéncia da pesquisa sobre a
situacdo, admitindo-se que o pesquisador também sofre influéncia da situagcdo em
pesquisa. (MOREIRA, 2002, p. 56).

De acordo com Goldenberg (2007), na pesquisa qualitativa “a preocupacdo do
pesquisador ndo € com a representatividade numérica do grupo pesquisado, mas com 0
aprofundamento da compreensdo de um grupo social, de uma organizacéo, de uma instituicéo,
de uma trajetoria, etc.” (GOLDENBERG, 2007, p. 14).

Pesquisar, segundo Demo (2001), ¢ um “processo que deve aparecer em todo trajeto
educativo, como principio educativo que é na base de qualquer proposta emancipatoria”
(DEMO, 2001, p. 16). Ainda, para esse autor, “pesquisa deve ser vista como processo social
que perpassa toda vida académica e penetra na medula do professor e do aluno” (DEMO,

2001, p. 17).

Tratando-se de um trabalho tedrico com desenvolvimento de um produto educacional,

a pesquisa bibliografica se faz essencial para o desenvolvimento do trabalho final.

A pesquisa bibliografica é desenvolvida a partir de material ja elaborado, constituido
principalmente de livros e artigos cientificos. Embora em quase todos os estudos
seja exigido algum tipo de trabalho desta natureza, ha pesquisas desenvolvidas
exclusivamente a partir de fontes bibliogréaficas. (GIL, 1989, p.710).

Vista a ideia de desenvolvimento de pesquisa bibliografica para Gil (1989), é possivel
contemplar alguns dos objetivos especificos deste trabalho, tais como reconhecer aspectos
histéricos dos logaritmos, enunciar o conceito, as propriedades e aplicacdes dos logaritmos e
estudar a tendéncia Historia da Matematica. Isso porque, segundo esse autor, “a principal
vantagem da pesquisa bibliografica reside no fato de permitir ao investigador a cobertura de
uma gama de fenémenos muito mais ampla do que aquela que poderia pesquisar diretamente”
(GIL, 1989, p. 71).

Ribeiro (2005) reforca que a principal diferenca entre um mestrado académico e um
mestrado profissional é o produto. O PROFMAT pode ser classificado como mestrado

profissional generalista e focalizado, visto que praticas sdo revistas criticamente e uma nova
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instrumentalidade para solucionar problemas é apresentada, gerando a reflexdo sobre
processos e a unido da teoria com a pratica. Ribeiro (2005) destaca que, no mestrado
profissional, “o objetivo é formar alguém que, no mundo profissional externo a academia,
saiba localizar, reconhecer, identificar e, sobretudo, utilizar a pesquisa de modo a agregar
valor a suas atividades, sejam essas de interesse mais pessoal ou mais social” (RIBEIRO,
2005, p. 15). Como este trabalho final do mestrado profissional pretende satisfazer esta
condicdo de transferéncia rapida e direta do conhecimento cientifico para a sociedade, ao
findar da pesquisa bibliografica foi desenvolvido um produto educacional, visando uma
abordagem diferenciada do conteudo logaritmos, podendo ser utilizado por outros
profissionais da area e estudantes interessados.

Em resumo, no decorrer desta pesquisa, procurou-se primeiramente, através de
pesquisas bibliogréficas, a compreensdo do contexto, a interpretacdo e analise de panoramas
historicos acerca dos logaritmos. Semelhantemente, foi estudada a tendéncia de ensino
Histdria da Matematica, bem como os materiais paradidaticos. Por fim, houve a producédo de
um material paradidatico para oportunizar maior aprofundamento e melhor entendimento do
tema logaritmos no Ensino Médio. Este foi construido de forma estratégica, buscando
esclarecer de forma singela o desenvolvimento do tema logaritmos e construir o dominio

sobre esse tema.

O livro paradidatico produzido nesta pesquisa € um material composto por trés
unidades: a primeira tem como foco a histdria dos estudos acerca dos logaritmos, a segunda
traz as defini¢cbes e demonstracGes em linguagem atual (como aparece nos livros didaticos
atualmente utilizados) e a terceira unidade tem como objetivo apresentar aplicacbes e
propostas de atividades. Em todos os capitulos encontram-se exercicios sobre o que foi
exposto anteriormente no respectivo capitulo. Este material traz uma orientacdo ao professor e
também ao aluno, que pode vir a utilizar o livro de forma independente em seus estudos.
Desta forma, é um material de facil compreensdo e acesso, visto que estara disponivel na rede

apos aprovacdo da dissertacdo.
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4 OS LOGARITMOS

Neste capitulo primeiramente sdo reconhecidos aspectos historicos dos logaritmos.
Posteriormente sdo apresentados os estudos realizados sobre as definigdes, propriedades,

teoremas, caracterizagoes e as suas aplicagdes.

4.1 ASPECTOS HISTORICOS

Para a apresentacdo de aspectos historicos dos logaritmos foram utilizados Boyer e
Merzbach (1996), especificamente o capitulo 16, Eves (2004), capitulo 9, e Maor (2008).

No meio da difusdo de obras eruditas, em 1447 é impresso o primeiro livro da Europa
Ocidental, seguido de mais de trinta mil outras edi¢Ges até o final do século. J4 em 1478 ¢
impressa a rara Aritmética de Treviso, a obra andnima que trata de aritmética comercial,
envolvendo questdes recreativas e relagdes com escambo. Foi a primeira obra impressa de
Matematica do Ocidente, seguida de aproximadamente outras trés centenas até o século XVII.
Na Alemanha, em especial, foram desenvolvidos muitos livros de algebra. Algumas obras
alemés que merecem destaque sé&o Die Coss (1524) de Adam Riese (1492 — 1559), Coss
(1525) de Christoph Rudolff (1499 — 1545), Rechmung (1527) de Peter Apian (1495 — 1552) e
Arithmetica integra (1544) (Figura 1) de Michael Stifel (1486 — 1567), o maior algebrista
alemdo do século XVI. Essa Ultima obra é dedicada aos numeros racionais, numeros
irracionais e algebra. Nos estudos dos nimeros racionais, Stifel enuncia que para o produto de
quaisquer dois termos da progressdo geométrica 1,q, g?, ... o resultado serd 0 mesmo que a

soma dos expoentes correspondentes. Assim, tem-se a propriedade

m+n

q".q" =q

Analogamente, ao dividir um termo de uma progressao geométrica por outro equivale

a subtrair os expoentes correspondentes. Segue a propriedade:

Assim, fica também definido ¢° = 1 quando m = n.
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Dessa forma, Stifel verificou que cada termo da progressdo é uma poténcia de razéo
comum g e que o0s expoentes formam uma progressao aritmética. Portanto, relacionou

progressdes geométricas e aritméticas, prenunciando a inven¢do dos logaritmos.

Figura 1 — Arithmetica integra de Michael Stifel

ARITHMETE

CA INTEGRA.
Authore Michacle Stifelio.

Nori: 2 apud Johan, Petreium,
°m M, D, X L11ilLs
Cum gratia & priuilegio Cafarco
ang?hgio aﬁ Sexennium, i

onte: Mathematical Association of America, 2011.

No final do século XVI a algebra ja tinha sido bastante aperfeicoada por um uso
significativo de simbolismo e a trigonometria se tornara uma disciplina independente. Durante
a transicdo do Renascimento para 0 mundo moderno a Matematica foi marcada por um
conselheiro de reis que dedicava apenas o tempo de lazer a esta ciéncia: Frangois Viete (1540
— 1603). O francés fez contribuicdes para os campos da aritmética, algebra, geometria e
trigonometria. Em Canon mathematicus seu ad triangula (1579), Viete elaborou tabelas de
todas as seis funcdes (seno, cosseno, tangente, secante, cossecante e cotangente) de angulos
aproximados até minutos. Nesta época varias identidades trigonométricas estavam sendo
desenvolvidas, muitas utilizando as regras de prostaférese (do grego prosthaphaeresis, que
significa adicdo e subtracdo). Assim, por meio dessas formulas, era possivel transformar
produto de fungbes numa soma ou diferenca. Uma divisdo pode ser tratada da mesma

maneira. Fazendo uso da prostaférese, Viete obtinha as formulas a seguir:

2cosAcosB = cos(A4 + B) + cos(A — B),
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2senAcosB = sen(4 + B) + sen(A — B),
2cosAsenB =sen(A + B) —sen(A — B),
2senAsenB = cos(A — B) — cos(A + B).

Por vezes essas relacdes sdo denominadas como férmulas de Werner, remetendo ao
matematico aleméo Johannes Werner (1468 — 1528). Ele as utilizou para simplificar calculos
em Astronomia. Para exemplificar a aplicagdo dessas formulas, suponha que se deseja
multiplicar 34202 por 81915. Para tanto, consulta-se uma tabela trigonométrica com
aproximacéo de cinco casas decimais e verifica-se qual o valor mais préximo dos fatores da
multiplicacdo, porém, divididos por 10°. Desta forma, tem-se sen 20° = 0,34202 e

cos 35° = 0,81915. Aplicando as férmulas de Werner:
2senAcosB =sen(A + B) + sen(4 — B)
2 sen 20° cos 35° = sen(20° + 35°) + sen(20° — 35°)
2.0,34202.0,81915 = sen 55° + sen (—15°)

) 34202 81915
" 105 7 103

= 0,81915 + (—0,25882)

0,56033
34202 .81915 = — .1010

34202 .81915 = 0,280165.10*°
34202 .81915 =~ 2801650000.
Quanto mais casas decimais se conhece, mais exato se torna esse calculo.

Em 1590, o escocés John Napier (1550 — 1617) tomou conhecimento da prostaférese
na Dinamarca. Ele era filho de Sir Archibald Napier e sua primeira esposa, Janet Bothwell.
Nasceu na propriedade de sua familia, o castelo Merchiston, e com treze anos foi mandado
para a Universidade de St. Andrews, onde estudou religido. Tornou-se um ativista religioso
que se interessava particularmente por aspectos de computacdo e trigonometria. Para se
descontrair, deleitava-se estudando Matematica. Conhecendo a ideia da prostaférese e
inspirado pelas tabelas de multiplicagcbes sucessivas de Stifel, Napier verificou que para
conservar proximos os termos de uma progressdo geométrica de poténcias inteiras de um

naimero dado, € necessario que este numero seja bastante préximo de um. Para este fim, optou
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por 1 — 117 = 0,9999999 e, para evitar decimais, multiplicava cada poténcia por 107.
Portanto, supondo N um namero qualquer, L é seu logaritmo se satisfeita a condicéo

L

1
— 7 _
N =10 (1 107).

0
Fica claro que o logaritmo de Napier de 107 é zero, pois (1 — %) = 1. Também é

i i i 71— 1y @ is (1-L) =1-L
evidente que o logaritmo de Napier de 10"(1——=) € um, pois (1 107) =1-—

Seguindo essa linha, 0 escocés construiu uma tabela inicial com 101 elementos e cada termo

era obtido subtraindo-se do termo anterior a sua 107 parte, conforme Tabela 1.

Tabela 1 - Primeira tabela de logaritmos de Napier

Progressdo geométrica Valor aproximado Progresséo aritmética

107 (1_L)0 10000000 0
' 107

1 9999999 1

107. (1 - 1—07)

107_(1_L)2 9999998 2
107

107 (1_L>3 9999997 3
' 107

107 (1_L)1°° 9999900 100
107

Fonte: Producéo da autora, 2019.

T ~ 1 , - S oras . . ,
Utilizando a propor¢do 1 — o que éa divisdo entre o Gltimo e o primeiro nimero de

primeira tabela, Napier fez um novo processo de multiplicagBes sucessivas e obteve cinquenta

e um elementos (Tabela 2).

Seguindo o mesmo raciocinio, elaborou a terceira tabela (Tabela 3) com vinte e um

9995001
10000000

elementos, desta vez usando a proporcao ~ 0,9995.



Tabela 2 - Segunda tabela de logaritmos de Napier

Progressdo geométrica

Valor aproximado

Progresséo aritmética

0

107 (1_i) 10000000 0
' 10°
1 9999900 100
107. (1 — 1—05)
107.(1 _i)z 9999800 200
10°
107 (1_L>3 9999700 300
' 10°
107.(1_i 49 9995101 4900
10°
107 (1 __)50 9995001 5000
10°

Fonte: Producéo da autora, 2019.

Tabela 3 - Terceira tabela de logaritmos de Napier

Progressdo geométrica

Valor aproximado

Progressao aritmética

107 10000000 0
107.0,9995 9995001 5000
107.0,99952 9990002 10000
107.0,99953 9985007 15000

107.0,99952° 9900473 200000

Fonte: Producéo da autora, 2019.
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Por fim, Napier obteve outros sessenta e oito elementos usando a proporcao

9900473
10000000

metade do valor original (107).

~ 0,99, sendo107.0,99%8 ~ 5048858 o Ultimo elemento. Esse valor é proximo da

Para aplicar de fato as tabelas de Napier, procura-se 0s numeros que Serao

multiplicados na coluna de aproximacédo da progressdo geométrica. Entdo se deve somar 0s

valores correspondentes na coluna da progressdo aritmética. O valor obtido deve ser

encontrado na coluna da progressao aritmética, dai basta verificar o valor relacionado na

coluna de aproximacéo da progressdo geométrica. Por fim, multiplica-se o nimero por 107,
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aumentando o mesmo em sete ordens decimais. Por exemplo, suponha que se deseja calcular
9999997.9999903. Segunda a Tabela 1, nota-se que os valores a serem multiplicados estédo
relacionados com 0s nimeros 3 e 97, respectivamente, na coluna da progressdo aritmética.

Ora, 3497 = 100. Na centésima primeira linha da coluna da progressdo aritmética, esta

100
. 1 ~ Ly - .
relacionado o valor 107'(1_F) na coluna da progressdo geométrica. Finalmente,

multiplicando esse valor por 107 obtém-se 99999000000000.

Napier dedicou pelo menos vinte anos ao estudo desse tema. Ele optou por chamar o
expoente de cada poténcia de logaritmo (da composicdo grega logos e arithmos, que
significa nimero proporcional). O que se chama de logaritmo de Napier, na verdade ele
chamava de logaritmo de um seno. Equivocamente, € comum utilizar o termo logaritmo

neperiano para designar o logaritmo natural (de base e). Entretanto, encontra-se no trabalho

. . 1 .
de Napier um sistema de base - Isto ocorre pois,

L

1
= 7 e ——
N =10 (1 107)

7= (1)
107 107
L

N 1 \107]107
1—()7:[(1‘1—07) ] |

n
Como lim (1 - %) = é usando n = 107, fica evidente a base é Vale destacar que

n—-oo

L

Napier ndo trabalhava com o conceito de base de um sistema de logaritmos, pois sua
definicdo era diferente da atual. Também n&o se utilizava o simbolo e na época, apesar de seu
valor ser conhecido nos estudos que exploravam os logaritmos. O estudioso escocés explanou
os principios de seu trabalho em termos geométricos. Conforme a Figura 2, considerou um
segmento de reta AB e uma semirreta DE com origem em D. Supds que os pontos C e F se
movimentavam simultaneamente, partindo de A e D, respectivamente, ao longo dessas linhas
e com mesma velocidade inicial. O ponto C tinha velocidade numericamente sempre igual a
distdncia CB, isto é, velocidade decrescente. Ja o ponto F se movia com velocidade uniforme.
Assim, Napier definiu DF como logaritmo de CB. Sendo DF =x e CB =y, tem-se

x = Naplogy.
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Figura 2 — Definigdo geométrica de Napier

Fonte: Producéo da autora, 2019.

Para evitar fragdes, Napier tomou AB com comprimento igual a 107, pois as melhores

tdbuas de seno que o mesmo tinha acesso estendiam-se até sete casas decimais. Se

AC = AB — CB, entdo AC = 107 — y. Dai,

locidade de ¢ = — & =
velociaaade ade = dt—y
d
A,
y

[Lay=-[a
y y

Iny+c =-t+c,
Iny=—-t+c.

Calculando-se a constante ¢ de integragdo, utiliza-se t = 0 e, consequentemente,

y = 107. Entdo In 107 = ¢. Logo, t =In10” —Iny.

Como a velocidade de F, V, é constante, tem-se que:

dx
Vp=— =107
dx = 107dt

de=107jdt

x+k =107t +k,

x =107t + k.
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Calculando-se a constante k de integracdo, utiliza-se t = 0 e, consequentemente,
x = 0. Entdo k = 0. Portanto, x = 107¢t.

Segue que:
Naplogy = x
Naplogy = 107t

Naplogy = 107(In107 —Iny)

107
Naplogy = 107 lnT

Naplogy = 107 log1 %
e

Através da utilizacdo desses conceitos (que Napier ndo conhecia), observa-se que 0s
logaritmos neperianos decrescem conforme 0s ndmeros crescem, ao contrario do que ocorre
com os logaritmos naturais. Nota-se também que, para uma sucessdo de periodos iguais, y

decresce em progressdo geométrica e x cresce em progressdo aritmética, o que relaciona as

progressdes. Dai segue um dos resultados estabelecidos por Napier, que diz que se %= g,

entdo Naploga — Naplogb = Naplogc — Nap logd.

Em 1614 Napier publicou o trabalho em latim intitulado Mirifici logarithmorum
canonis descriptio (Descri¢do do maravilhoso canone dos logaritmos). Nele ha uma tabua que
da os logaritmos dos senos de angulos para minutos sucessivos de arco. Um trabalho
posterior, chamado Mirifici logarithmorum canonis constructio (Construgdo do maravilhoso
canone dos logaritmos), foi publicado postumamente por seu filho Robert em 1619. Na Figura
3 encontra-se a folha de rosto da edicdo de 1619 do Mirifici logarithmorum canonis descriptio

de Napier, que também contém o seu Constructio.

A obra foi adotada rapidamente por estudiosos de toda a Europa e China. Bonaventura
Cavalieri (1598 — 1647) divulgou os logaritmos na Italia, bem como Johannes Kepler (1571 —
1630) fez na Alemanha. Além disso, Kepler foi um dos primeiros astrbnomos a aplicar 0s
logaritmos. Ele utilizou esse novo conceito no desenvolvimento de seus calculos envolvendo

as Orbitas planetarias.
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Figura 3 - Mirifici logarithmorum canonis descriptio de Napier
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Fonte: Maor, 2008, p. 18.

No ano seguinte a publicacdo da Descriptio, o inglés Henry Briggs (1561 — 1630),
professor de geometria do Gresham College em Londres, foi de encontro a Napier para dar o
tributo de seu reconhecimento ao inventor dos logaritmos. Ambos concordaram que as tabuas
seriam mais eficientes se o logaritmo de um fosse zero, ndo mais 107, e o logaritmo de dez
fosse uma poténcia apropriada de dez. Decidiram que log10 = 1 = 10°. Isto é, se um
ndmero positivo N for escrito como N = 10%, entdo L é o logaritmo briggsiano ou comum de

N, escrito como log,, N ou apenas log N. Assim surgiu o conceito de base, implicando nos
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logaritmos dos dias atuais. Esses, que sdo essencialmente de base dez, facilitam céalculos

numeéricos visto que o sistema de numeracdo moderno é decimal.

Em 1624, Briggs publicou Arithmetica logarithmica. Nesse trabalho apresentou tabuas
de logaritmos de base dez para todos 0os numeros inteiros de um até vinte mil e de noventa mil
até cem mil, com precisdo de quatorze casas decimais. A lacuna entre vinte mil e noventa mil
foi preenchida em 1628, com o auxilio do holandés Adriaan Vlacq (1600 — 1667), tornando-se
padrdo por mais de trés séculos. Briggs introduziu o termo mantissa, que se refere a parte
decimal do logaritmo. J& o termo caracteristica, que diz respeito a parte inteira do logaritmo,
foi sugerido pelo mesmo e usado por Vlacq.

Uma davida quanto a prioridade da invencdo dos logaritmos parte dos estudos do
suico Jobst Burgi (1552 — 1632). Possivelmente a ideia inicial de logaritmo tenha ocorrido a
Birgi em 1588, mas ele s6 publicou seus resultados em 1620, caracterizando Napier como o

primeiro a anunciar a descoberta ao mundo.

Grande construtor de notagcBes matematicas, o suico Leonhard Euler (1707 — 1783) foi
responsavel por boa parte do simbolismo utilizado hoje. Numa exposi¢do manuscrita de seus
resultados, elaborada por volta de 1728, Euler utilizou a letra e para representar a base do
sistema de logaritmos naturais. Até entdo nao existia nenhuma notacéo padronizada para esse
namero, que ja era bem conhecido. Em 1736, na obra Mechanica, de Euler, essa notacao
apareceu pela primeira vez impressa e se tornou padrdo. O suigo apresentou uma definicéo
para logaritmos que difere da de Napier, mas que é utilizada hoje como definicdo moderna.
Essa diz que se N = b%, em que b é um nGmero positivo fixo, diferente de um, entdo L é o

logaritmo de base b de N.

4.2 DEFINICOES E PROPRIEDADES

Para esta secdo foram utilizados lezzi, Dolce e Murakami (2004) e Lima (2010). Seréo
exploradas defini¢Oes, propriedades, teoremas e demonstracbes envolvendo logaritmos e

funcgéo logaritmica.
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4.2.1 Poténcias e raizes

E necessario ter conhecimento das propriedades de poténcias de um ndmero real com
expoente real qualquer, mesmo que os logaritmos tenham sido inventados antes da notagao

exponencial.

Definicdo 1. Seja a um ndmero real ndo nulo e n um ndmero natural. Poténcia de base a e

expoente n € o numero a™ tal que:

{ a®=1a=+0
a® =a"*l.q, vn,n > 1.

Dessa defini¢éo decorre que:

a' = a°.

a’=at.1=a.a

a®=a’.a=(a.a).a=a.a.a

e, de modo geral, para p natural e p > 2, temos que aP € um produto de p fatores iguais a a.

Definicdo 2. Seja a um numero real ndo nulo e n um ndmero natural. Define-se a poténcia

a~" pela relacédo

Isto &, a poténcia de base real, ndo nula, e expoente inteiro negativo é definida como o inverso

multiplicativo da correspondente poténcia de inteiro positivo.

Assim,sea € R, b e R,me Nen €N, coma # 0oun +# 0, tem-se as propriedades
(P) abaixo.

Pl1.a™. aq" = g™t

am

pP2. =a™™M™ a+x0em=>=>n

an

P3. (a.b)" =a™b™,comb#00un+0

Pa. (3 =2 b %0

P5. (a™)" = a™"
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Demonstracdo da P1: Considere m fixo. Sera aplicada inducdo sobre n.

A propriedade € verdadeira para n = 0, pois:

Suponha que a propriedade seja verdadeira para n =p, isto é, a™.aP = a™*P. Serad

verificado que a propriedade vale paran = p + 1, isto é, a™. aP*1 = a™*?P*1 De fato:
a™. aPtl = a™. (aP.a) = (@™.aP).a = a™*P.a = a™tPHL

Portanto, a™.a™ = a™*".

Demonstracdo da P2: Considere n fixo. Seré aplicada inducéo sobre m.

A propriedade € verdadeira para m = 0, pois:

Suponha que a propriedade seja verdadeira para m = p, isto é, Z—: = aP~". Sera verificado

= aP*17" De fato:

aP+1
an

que a propriedade vale param = p + 1, isto €,

+1 1
aP*t  gPa' aP a aP a _ qP—". gl-0 = gp+1-n

an an a®’1  a" a®

am
Portanto, i a™ " a=#0.

Demonstracdo da P3: Sera aplicada inducéo sobre n.
A propriedade é verdadeira para n = 0, pois:
(a.b)°=1=1.1=a’b".

Suponha que a propriedade seja verdadeira para n =p, isto é, (a.b)? = aP.bP. Serad

verificado que a propriedade vale paran = p + 1, isto é, (a. b)?*! = aP*1. pP*1, De fato:
(a.b)P*™ = (a.b)?.(a.b) = (a?.b?)(a.b) = (aP.a)(bP.b) = aP*1.pP*1,

Portanto, (a.b)™ = a™. b™, comb # 0 oun # 0.
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Demonstracdo da P4: Sera aplicada inducdo sobre n.

A propriedade € verdadeira para n = 0, pois:

14
Suponha que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto €, (%) = Z—:. Seré verificado que

aP+1

i . . fa p+1
a propriedade vale paran = p + 1, isto é, (Z) = De fato:

T pp+1’
()

aTL
pm’

p+1 ap+1

-0 0)=(3)0) =55

Portanto, (%)n == b#0.

Demonstracdo da P5: Considere m fixo. Sera aplicada indugéo sobre n.
A propriedade é verdadeira para n = 0, pois:

(@’ =1=a=amO

Suponha que a propriedade seja verdadeira para n = p, isto é, (a™)? = a™P. Sera verificado

que a propriedade vale paran = p + 1, isto é, (a™)?P*! = g™ ®+1)_ De fato:

(am)p+1 — (am)p_ (am) =qmP . qm = am.p+m — am.(p+1).
Portanto, (a™)" = a™™.

|
Com a definicdo de poténcia de expoente inteiro negativo, a propriedade P2, definida
para m = n, passa também a ter significado para m < n. Além disso,sea =0en € N*, 07"

ndo possui significado.

Definicéo 3. Dados um numero real a > 0 e um namero natural n, a > 1, existe sempre um
namero real positivo ou nulo b tal que b™ = a. Chama-se o numero b de raiz enésima
aritmética de a e indica-se pelo simbolo %a, em que a é chamado de radicando e n é

chamado de indice.

Da Definicdo 3 decorre que (’{/E)n = a, para todo a > 0. Vale destacar que, por

exemplo, no calculo da raiz quadrada de um quadrado perfeito tem-se va? = |a].
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Assim,sea € R, b e R,,m € Z, n € N" e p € N*, tem-se as propriedades abaixo.
6. "Na™P = Ya™ paraa = 0oum £ 0

P7.Na.b = 3Va. Vb

nla _Wa
P8.\ﬁ—nf,comb¢0

P9. (Va)" = ¥/a™, paraa # 0 oum # 0
P10. V¥a ="
Demonstracio da P6: Seja x = Va™, entdo:
x"'p=(W)n (\/_) P =[a™]P = q™P
x ="~Nam?.

Portanto, "/a™P = Y/a™, paraa # 0 oum % 0.

| |
Demonstragdo da P7: Seja x = Y/a. Vb, entdo:
n n n n n  n n
¥ = (V2. VB)" = (V)" (V8)" =
x = Va.b.
Portanto, Va.b = Va. Vb.
| |

Demonstracdo da P8: Seja x = entdo:

\/_
Tv—a

W) ()b

nfa
Xx= |-
b

\/—

Portanto, " Z = np cOM b # 0.
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Demonstracdo da P9: Considere n fixo. Sera aplicada inducao sobre m, m > 0.

A propriedade € verdadeira para m = 0, pois:
(Va)’ =1="V1="ao

Suponha que a propriedade seja verdadeira para m = p, isto é,(’{/E)p = VaP. Sera verificado

que a propriedade vale param = p + 1, isto &, ('{/E)pJr1 = VaP*1, De fato:

(V@) = (Va)".(Va) = VaP.¥a = Va.a = Yar+.

Sem < 0, faga —m = q > 0, entdo:

1 1 1 1
n\/ m: = = = :nv m
( a) n/—aq n/—a_m n 1 1 a.
am n\/am

Portanto, (Va)" = ¥a™, paraa # 0 oum # 0.

| |
Demonstragédo da P10: Seja x = p\/ Va, entdo:
14
14
xP = < /” a> ="a
() = (Va)"
xP"=q
X = p'%.
Portanto, v/ %/a = "a.
| |

Nota-se que, se b € Ren € N*, tem-se:

{ Va.b™ = b.Ya,parab >0
—%/a.|b|® = b.Va,parab < 0.

Isto é, o coeficiente do radical pode ser colocado no radicando com expoente igual ao indice

do radical.
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2
Definicdo 4. Sejaa € R eg € Q. Poténcia de base a e expoente S € 0 numero ad tal que:

QT

= q\/ap.

a
p P . L P e .
Sea=0e p > (0, adota-se 0¢ = 0. O simbolo 04 com p < 0 ndo tem significado, pois
se s € Qeq € N*, entdo p < 0, logo 0P ndo tem significado.

Nota-se que toda poténcia de base positiva e expoente racional € um numero real

positivo, isto €,
2 q
a>0=a7 =+a? > 0.

Assim, se a € R%, b € R, g €Q eg € Q, tem-se as propriedades abaixo.

P r p,r
P11. ad4.as = aa s

.nrs
wl=

P12.

Q |Q
ulx| QI
Il
Q

p PP
P13. (a.b)1 = a4. ba

p

P14. (%)5 -

Sy |9
Q3] Qs

p\s  Br
P15. (aq) = qd’s
Demonstracdo da P11: Aplicando as propriedades ja conhecidas, tem-se que:

p.s+r.q p.T

b r ) p.r
ad.as = Vab. Va© = Vaps. Yard = aps. a4 = Waps+md =q as =qa's,

p r

v BT
Portanto, a4.as = a4 s,

Demonstracédo da P12: Aplicando as propriedades ja conhecidas, tem-se que:

q qs
VaP JVap-s as|gpb-s p.s—r.q pr

= = = = q'i/ap.s—r.q =q 495 = q4 S,
Vo Yo @i

34/ 2
1= Qs
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I

p_r

q
Portanto, & = ad s,

as

|
Demonstracdo da P13: Aplicando as propriedades ja conhecidas, tem-se que:
p p p
(a.b)q = (a.b)? = Vap.b? = Vap. VbP = ad. ba.
P PP
Portanto, (a.b)d = ad. b4,
|
Demonstracdo da P14: Aplicando as propriedades ja conhecidas, tem-se que:
) q E
@ =@ =" @b _Nab _ad
b b b ipp b%.
:
Portanto, (=) = 5.
(b) ba
|
Demonstracdo da P15: Aplicando as propriedades ja conhecidas, tem-se que:
|4 < p\T p.r pr
(aa)s _ /(aa) _ i/(‘{/a—p "= \/‘{/aT _ *4aPT = q54 = qds.
p\s BT
Portanto, (aq> = ads.
|

Dados um namero real a > 0 e um namero irracional a, pode-se construir, com base
nas poténcias de expoente racional, um Unico numero real positivo a® que é poténcia de base

a e expoente irracional a.

Definicdo 5. Seja a € R e a > 0e a um ndmero irracional. Considerando 0s conjuntos
A ={reQ|r<a} e A, ={s € Qs> a}, nota-se que todos os elementos de A; sdo
menores do que os elementos de A,, que existem dois numeros racionais r e s tais que

r < a < s e que adiferenca s — r € menor do que qualquer nimero positivo e arbitrario.

Em correspondéncia aos conjuntos A; e A,, consideremos 0s conjuntos B; = {a”|r € A,} e

B, = {a’|s € A,}. Se a > 1, tem-se que:
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I. todo nimero de B, € menor do que qualquer nimero de B,;
ii. existem dois ndmeros a” e a® tais que a diferenca a® —a” € menor do que

qualquer numero positivo e arbitrario.

Diz-se que a” e a® sdo aproximacdes por falta e por excesso, respectivamente, de a® e que B,

e B, sdo classes que definem a*. Se 0 < a < 1, ocorre de forma analoga.

Se a = 0 e a € um namero irracional e positivo, tem-se que 0 = 0. Porém, se a = 0

e a € um numero irracional e negativo, entdo 0% ndo tem significado.
Sea =1, entdo 1% = 1 para qualquer « irracional.
Se a < 0 e @ numero irracional e positivo, entdo a* ndo tem significado.
Para as poténcias de expoente irracional sdo validas as propriedades (P).

Como ja foram definidas as poténcias de base a € R} e expoente b (racional ou
irracional), ja esta definida a poténcia a? com a € R} e b € R. Esta poténcia definida é um
namero real positivo. Seguem para as poténcias com expoentes reais, isto €, para a € R7,

b € R e c € R. Como as demonstracGes envolvem o contetdo de limites, ndo serd abordada

aqui.

P16. a’.a¢ = ab*¢

P17. = = ab~¢

P18. (a.b)¢ = a.b¢, b € R},
a\® _a‘ "

P19. (E) =L beR;

P20. (a?)¢ = aP*

4.2.2 Logaritmos

Conhecendo o0s conceitos fundamentais das poténcias de numeros reais, pode-se

iniciar o estudo dos logaritmos
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Defini¢do 6. Sendo a e b nUmeros reais e positivos, com a # 1, chama-se de logaritmo de b
na base a o expoente que se deve dar a base a de modo que a poténcia obtida seja igual a b.

Isto é,

log, b =x<a*=b,

em que a é a base do logaritmo, b é o logaritmando e x é o logaritmo. Lé-se x € o logaritmo

de b na base a.
Definicdo 7. Sejam a e b nUmeros reais e positivos, com a # 1. Se o logaritmo de b na base
a é x, entdo b é chamado antilogaritmo de x na base a. Isto &,
log, b = x© b = antilog,x.
Como consequéncias imediatas da definicdo 6, tem-se que:

i. log, 1 =0, pois a® = 1;
ii. log, a = 1, pois a® = a;
iii. a'°8a® = p pois o logaritmo de b na base a é o expoente que se deve dar &

base a para a poténcia obtida ser igual a b.
Sejam 0 <a,a#1,0<b e 0 <c. Seguem propriedades dos logaritmos, conforme
definicéo 6.
P21.log, b =log,cob =c
P22. log,(b.c) =log, b +log, c
b
P23. log, (E) = log, b — log, c
P24.log,b* =«.log,b, x€ R

log.b
Bl c#1

P25. log, b =

logca’

Demonstragdo da P21: A demonstracdo esta dividida em duas partes.

=) Se log, b =log, c, entdo, pela definicio de logaritmo, a'°8a¢ = ph. Pela terceira
=) ga ga p ¢ g

consequéncia, segue que b = c.



41

(&) Se b = c, entdo, pela terceira consequéncia, a'°82¢ = p. Pela definicdo de logaritmo,

segue que log, b = log, c.
Portanto, dois logaritmos de mesma base séo iguais se, e somente se, 0s logaritmandos sao
iguais.

|
Demonstragdo da P22: Considere log,b=x, logo,c=y e log,(b.c)=z.

Consequentemente, a* = b, a¥ = c e a? = b.c. Dai,
a?=b.c =a*.a¥ = a**V
z=x+Yy
log,(b.c) = log, b + log, c.

Portanto, o logaritmo do produto é igual a soma dos logaritmos de cada termo do produto,

todos na mesma base.

b

Demonstragdo da P23: Considere log, b = x, log, c = y e log, (Z) = z. Consequentemente,

b .
ax=b,ay=ceaZ=Z.Dal,

z b a* x=y
Q- =—=—=q
c a¥
Z=x—Yy

b
log, (E) = log, b — log, c.
Portanto, o logaritmo do quociente é igual a diferenca dos logaritmos de cada termo do
produto, todos na mesma base. Particularmente, para b = 1, tem-se:

1
logaz = log, 1 —log,c =0 —log, c = —log,c.

|
Demonstracdo da P24: Considere log, b = x e log,b* = y. Consequentemente, a* = b e

a”¥ = b%*. Dal,

a¥ = b* = (a¥)% = a*«
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y=a.x
log,b%* = a.log, b.

Portanto, o logaritmo de uma poténcia de base real positiva e expoente real é igual ao produto

do expoente pelo logaritmo da base da poténcia. Particularmente, tem-se
log,a* = a.log,a=a.1 =a.

|
Demonstragdo da P25: Considere log,b=x, logcb=y e logca=2z 2z+#0.

Consequentemente, a* = b, ¢¥ = b e c* = a. Dai,

cX*=(c®)*=a*=b=c"

Z.X=Yy
y
X ==
z
log.b
log,b = logca
C

Portanto, um logaritmo pode ser convertido para o quociente dos logaritmos do logaritmando

e da base, nessa ordem e numa nova base que convém. Particularmente, tem-se log, b =

1
logp a

, pois:

) b= lOgb b _ 1
08a D = log,a logya

| |
Definicdo 8. Sendo a e b nimeros reais e positivos, com a # 1, chama-se de cologaritmo de

b na base a o oposto do logaritmo de b na base a. Isto &,

colog,b = —log, b.

4.2.3 Funcgoes logaritmicas

Serd definida a funcdo logaritmica e também serdo estabelecidas suas propriedades

basicas.
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Defini¢do 9. Uma funcéo real f: R} — R chama-se funcdo logaritmica de base a quando

associa a cada x o valor log, x. Isto é, f(x) = log, x.

Assim, segue que a funcdo f é crescente quando a > 1 e decrescente quando

O0<ax<l1.

P26. Seja f: R} — R uma fungdo mondtona tal que f(x.y) = f(x) + f(y) para

quaisquer x, y € R}. Entdo existe a > 0 tal que f(x) = log, x paratodo x € R}.

Demonstragdo da P26: Sem perda de generalidade, considere f crescente. Por hipdtese,

flx.y)=f(x)+ f(y). Dai, f(1) = f(1.1) = f(1) + f(1). Logo, f(1) = 0. Suponha ainda
a existéncia de a € R}, tal que f(a) = 1. Como f écrescentee f(a) =1 > 0 = f(1), tem-se

que a > 1. Paratodo m € N tem-se que:
f@) =flaa..a)=fl@+fl@+-+fl@=1+1+-+1=m

Entao,

m

0=F) = (o) = F@™.a™ = f@) + f@™ = m+ f(@™)
0=m+f@™
—m = f@@™).
Ser = % comm € Z e n € N*, entdo r.n = m. Logo:
m=f@) = f@™) = f(@)") = n.f(@)
f@y===r.
Ainda, se x & irracional, entio, para r, s € Q tem-se que:

r<x<s=a <a*<a’=f(@)<f@a)<f@)=r<f(a*)<s.

Portanto, todo numero racional » menor do que x também é menor do que f(a*) para
qualquer x € R e todo nimero racional s, maior do que x, também é maior do que f(a*) para
qualquer x € R. Portanto, se f: R} — R é tal que f(a*) = x paratodo x € R, entdo f(y) =
log, v para todo y > 0, pois f(x) = a* é uma funcdo sobrejetiva de R em R, coma > 0 e

a+1.
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Suponha agora g funcdo crescente tal que g: R} — R, com g(x.y) = g(x) + g(y). Como
g(1) =0 e 1<2, deve-se ter g(2) =b >0. A nova funcdo f:R} — R, definida por

f(x) = %, é crescente, relaciona produtos e somas e cumpre f(2) = 1. Portanto, tem-se

que f(x) = log, x para qualquer x > 0. Dai,

9(x)
X = zf(x) = 2@ = (2%) = ag(x),

1
para a = 2b.

Segue que:
ag(x) =x
log, a9 = log, x

g(x) =log, x.

P27. Uma funcéo logaritmica f: R} — R é sempre injetiva.

Demonstracdo da P27: Considere x,y € R}, com x # y. Entdo ou x <y ou x > y. Para
x <y, como f é monétona e supostamente crescente (outro caso é analogo), segue que
f(x)<f(y). Para x>y, f(x)> f(y). Portanto, para quaisquer x # y conclui-se eu
f(x) # f(y). Isto é, nUmeros positivos diferentes tém logaritmos diferentes.

|
P28. Os nimeros maiores que um tém logaritmos positivos e 0s nimeros positivos

menores que um tém logaritmos negativos.

Demonstragdo da P28: Com efeito, sendo f fungdo logaritmica crescente, de 0 < x <1<y
resulta f(x) < f(1) < f(y),istoé, f(x) <0 < f(y).

P29. Paratodo x > 0, tem-se f G) =—f(x).
Demonstragédo da P29: Com efeito, de x.i =1, tem-se que f(x) + f G) = f(1) = 0, donde,

f(3)=-f@.

X
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P30. Para quaisquer x,y € R}, vale f G) =f(x) - f).

Demonstracdo da P30: Com efeito,

1) =1(x3)=r@+s(5) = re - s

P31. Para todo x € R’ e todo nimero racional r = Stem-se fx") = 7. f(x).

Demonstragédo da P31: Verifica-se que a propriedade funciona parar = n € N.

Paran = 1:

flx') =f(x) = 1.f(x).

Supondo f(x™) = n. f(x), tem-se:
fGM) = fx™xD) = ™) + f(x) =n.f(x) + f(x) = (n+ D). f ().
Aplicando induco para demonstrar a propriedade paran € N.
Ser =0, tem-se £(x°) = f(1) = 0 = 0. f(x).
Ser = —n, n € N, entdo, para qualquer x > 0 tem-se que x™.x ™ = x° = 1. Logo,
fGrx™) =fM +fx™) =f(1) =0
fO™) = —=f(x") = —n. f(x).

Para 0 caso em que r = s, comp € Ze q € N, sejax € R}. Segue que:
p\4q
(x4 = (xQ> = xP

q.f(x") = f(x")9) = f(xP) = p. f(x)
q.f(x") =p.f(x)

f@ﬂ=§f@)

fG&T) =7.f(x).
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P32. Uma funcéo logaritmica f: R} — R é ilimitada superior e inferiormente.

Demonstracdo da P32: Sera provado que, dados arbitrariamente nimeros reais a e £, sempre

é possivel encontrar nimeros positivos x e y tais que f(x) < a e f(y) > B.

Tome um numero n natural tdo grande que n >L, que existe pelo fato dos numeros

f(2
naturais ser ilimitado superiormente. Como f(2) é positivo (P28), segue que n.f(2) > B.
Aplicando P31, n.f(2) = f(2™). Portanto, f(2™) > B. Escolha x = 2™. Assim, f(x) > 8.

Portanto, f é ilimitada superiormente.

Dado qualquer nimero real a, pode-se encontrar x € R} tal que f(x) > —a. Suponha y = %
X

Dai, f(y) =f (l) = —f(x) < a. Portanto, f é ilimitada inferiormente.

| |
Nota-se que , se f:R; — R é uma funcéo logaritmica e ¢ uma constante positiva
arbitraria, entdo uma funcéo g: R} — R, definida por g(x) = c. f(x), € também uma fungéo

do tipo logaritmica.

Teorema 1 (T1). Dadas as fungdes logaritmicas f, g: R} — R, existe uma constante

¢ > 0tal que g(x) = c. f(x) paratodo x > 0.

Demonstragdo do T1: Suponha inicialmente a existéncia de um numero a > 1 tal que
f(a) = g(a). Sera provado que f(x) = g(x) para todo x > 0. De f(a) = g(a) tem-se que

f(a™) = g(a") paratodo r racional. Com efeito,

fla) =r.f(a) =r.g(a) = g(a").

Suponha, por absurdo, que existe algum b > 0 tal que f(b) # g(b). Sem perda de
generalidade, f(b) < g(b). Logo, g(b) — f(b) > 0. Seja n natural suficientemente grande

tal que

fa) <n.[g(b) = f(b)].

Entao,

f(an) = f@. < 98) ~ F ),
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1
Seja ¢ = f(an). Os numeros c, 2c, 3c ... dividem R} em intervalos justapostos, com mesmo
comprimento c¢. Como ¢ < g(b) — f(b), a0 menos um desses valores, m.c, por exemplo,

pertence ao interior do intervalo (£(b), (b)), ou seja, f(b) < m.c < g(b). Tem-se que:
mec=m.f(a¥) = £ (o) = g (o).
Portanto,
fb) < f (an) = g () < g®)

m m
Como f é crescente, foi obtido que b < a». Com g também é crescente, obteve-se b > an.
Ou seja, € impossivel a existéncia de b que satisfaca estas condi¢Ges simultaneamente. Logo,

deve-se ter f(x) = g(x) paratodo x > 0.

O caso geral reduz-se ao caso particular acima. Dadas f e g, funcbes logaritmicas arbitrarias,

g(2)

tem-se f(2) >0 e g(2) > 0 porque 2 > 1. Seja ¢ = @ Considere a funcdo logaritmica
h: R} — R, definida por h(x) = c. f(x). Como h(2) = c. f(2) = [%] £(2) = g(2), entdo,

pelo caso particular, h(x) = g(x) paratodo x > 0.
Portanto, g(x) = c. f(x) paratodo x > 0.

| |
Teorema 2 (T2). Toda funcdo logaritmica f € sobrejetiva, isto é, dado qualquer

namero real c, existe sempre um Unico nimero real positivo x tal que f(x) = c.

Demonstracdo do T2: Dado um ndmero real b, deve-se obter um real positivo a tal que
f(a) = b. Para encontrar a, sera utilizado um processo chinés chamado “método do elemento
celestial”. Esse método consiste em determinar os inteiros g, @4, ..., @y, ... que compdem a
representacdo decimal do ndmero real a = ay, @, a; ..., .... Para determinar a parte inteira
a,, deve-se usar o fato de f ser uma fungdo crescente ilimitada (base maior do que 1), logo
existem k inteiros tais que f(k) > b. Seja ay + 1 0 menor inteiro tal que f(a, + 1) > b.

Entdo temos b < f(ay — 1) < f(ay) < f(ay + 1). Considere 0s numeros

F g+ 2 F a4 1
Ay, Ao 10,(10 10,...,a0 10,a0 .
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Como f(ag) < b < f(ap+ 1), existem dois elementos consecutivos a; € a; +1—10, nessa
sequéncia, tais que f(a,) <b < f(a; + %). Isto é, deve existir a, inteiro, 0 < a; <9, tal

que, com a;=a, € a;=ag+ % tem-se f(a;) <b<f (a1 + 1—10) Analogamente,

- p 1 2 9 1 . e A s
considerando os nimeros a;, a; + ottt g verifica-se a existéncia
de a,, 0 <a, <9, tal que, com a, = a,, al,az—a0+ +—tem -se f(ay,) <b <

102’

1 . ~ - ,
flay + F)' Assim, encontra-se a representacdo decimal de um numero real, dada por

ayg = Ay, A4y ... A .. +—+—+ +—+
0 ForTEz e n 10 ' 102 10m

tal que, com a,, = aya,a; ...a,, tem-se f(a,) < b < f(a, + min), paran > 0.

Afirmou-se que f(a) = b. De fato, se fosse f(a) < b, poderia ser aplicado o Lema a seguir,

de forma a obter x > 0 tal que f(a) < f(x) < b. Como f é crescente, isto implicaria em

a < x. Entdo, tomando n suficientemente grande tal que x — a > tem-se a + — < x,
_ < —_ A - i
logo a, + S at <X Como f é crescente, de x> a,+ o resultaria

fx) > f(an + ﬁ) > b, um absurdo, pois o nimero x foi obtido de modo que f(x) < b.

Analogamente, ndo se pode ter f(a) > b. Com efeito, usando novamente o Lema a seguir,
seria obtido x > 0 tal que b < f(x) < f(a). Como f é crescente, de f(x) < f(a), tem-se
x < a.Dai, x < a,, paraalgum n. Entdo f(x) < f(a,) < b, contrariando o fato de que x foi

obtido de modo a satisfazer b < f(x).
Portanto, f(a) = b.

|
Lema. Seja f: R} — R uma funcdo logaritmica. Dados arbitrariamente dois nimeros

reais u < v, existe x > O tal que u < f(x) < v.

~ . , . 2 P
Demonstragdo do Lema: Fixe um namero natural n maior do que % Dai,

@

v—u

n
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Seja ¢ = 1@ com m inteiro, os multiplos inteiros m.c = %.f(Z) = f(2=) decompbem a

n .

reta real em intervalos justapostos, cujo comprimentoc é menor do que 0 comprimento v — u
m
do intervalo I = (u,v). Portanto, pelo menos um desses multiplos m.c = f(2») cai no

interior do intervalo I = (u, v). Supondo x = 2=, tem-se u < f(x), v.

|
Coroléario: Toda funcdo logaritmica f: R} — R é uma correspondéncia biunivoca

entre R} e R.

Demonstragdo do Corolario: Como f é injetiva (P27) e sobrejetiva (T2), segue que ha relagédo

de bijecéo.

|
Em relagdo ao gréfico cartesiano da funcdo f(x) = log, x, com 0 < a e a # 1, pode-

se afirmar que:

i. esta todo a direita do eixo y (x > 0);

ii. corta o eixo x no ponto de abscissa 1 (log, 1 = 0);

iii. é simétrico em relacdo a reta y = x (bissetriz dos quadrantes impares) do
grafico da funcéo g(x) = a*;

v, toma um dos aspectos a seguir (Figura 4 e Figura 5).
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Figura 4 - Grafico de f paraa > 1

(0.1)

' ' o (1.0) x

Fonte: Producéo da autora, 2019.

Figura5 - Graficode f para0 <a <1

Fonte: Producéo da autora, 2019.
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4.2.4 Logaritmos de numeros negativos

Segundo Lima (2006), nimeros reais negativos tém logaritmo complexo. Alias, uma
infinidade deles. Abaixo seguem ideias do autor.

Na primeira metade do século XVIII, seguiu-se uma controvérsia entre Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) e Johann Bernoulli (1667 — 1748). Leibniz acreditava que
numero negativo ndo pode ter logaritmo real porque toda poténcia de expoente real de um
ndmero positivo a € um numero positivo. J& Bernoulli afirmava que ndmeros negativos
possuem sim logaritmo real e que log(—x) = logx. Em 1749, Euler escreve um trabalho
intitulado Da controvérsia entre os Senhores Leibniz e Bernoulli sobre os logaritmos de

nimeros negativos e imaginarios. Nesta obra, adotou como base o valor

n
lim (1 +%) =e = 2,718281 ....0 ponto de partida foi a definicdo da poténcia e*, com

n—->oo

expoente z = x + y.i complexo. Conhecida a relacéo

x? x3 x™

X — —_ oo - —
e¥=Tl+x+—+gtot ot

sabe-se que a soma das n primeiras parcelas do segundo membro é um valor aproximado para

e*. S8o conhecidos também os desenvolvimentos para sen x e cos x. Segue abaixo.

x3 xS xZn—l
—_— — — — — 0 ® & — n_l ——— cee
senx = x 3!+5! + (—1) '(Zn—l)!+
T
CcOS — RS _ e —_ .
x 2 T 2n)!
Seguindo o desenvolvimento para e*, tem-se que:
z2 Z8 z"
z o 1 — — cee — XN
e LA R i s
Se z for imaginério puro (com x = 0), tem-se que:
: .0)? .0 (y. )"
Yyl — 1
e 1+ (y.i)+ >+ T + -+ n! +
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eVt = cosy +i.seny.

Assim se obtém a famosa formula de Euler. Dela resulta que, para z = x + y. i, tem-se

e? = ¥Vl = ¥ e¥! ouseja, e = e*.(cosy + i.seny).

Euler definiu o logaritmo de um ndmero complexow, w # 0, como um numero
complexo z tal que e? = w. Se w = . (cos 8 + i.sen 0) = r.e"? é a forma polar do nimero
w, entdo w = e!°87 (cos @ +i.sen @) = e?, com z = logr +i.6. Como @ esta definido a
menos de um multiplo de 2w e r = |w|, tem-se logw = log |w| + (2km + 6)i, para k € Z.

Dai, conclui-se que o logaritmo de um nimero complexo tem uma infinidade de valores.

4.3 ALGUMAS APLICACOES

A funcéo exponencial e a funcdo logaritmica modelam diversos fendbmenos nos quais a
taxa de mudanca de determinada quantidade é proporcional a propria quantidade. As
aplicacBes dos logaritmos ultrapassam a Matemaética, sendo um estudo Util também para areas

como Fisica, Biologia, Quimica e Geografia. Nesta secdo alguns exemplos serdo explorados.

4.3.1 Intensidade Sonora

Intensidade sonora é o fluxo de energia por unidade de area, uma qualidade que
permite caracterizar um som como forte ou fraco. Assim, quanto maior a intensidade sonora
de uma determinada fonte, mais energia sera propagada e mais forte, ou alto, sera 0 som
percebido pela unidade receptora. No Sistema Internacional de Unidades, a intensidade é dada
em watts por metro quadrado (W /m?). A menor intensidade audivel ou limiar de audibilidade
possui intensidade 10712 W /m2. O volume (nivel sonoro) é dado pela unidade bel (8), em
homenagem ao britanico Alexander Graham Bell (1847 — 1922), cientista, inventor e
fundador da companhia telefonica Bell. Pela limitacdo da audigdo humana, é mais utilizado o
submultiplo decibel (dB), assim, 1df = 0,18. No Quadro 1, uma adaptacdo de Halliday,
Resnick e Walker (2009), é possivel verificar alguns exemplos de fontes sonoras e

aproximacdes dos seus respectivos niveis sonoros.
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Quadro 1 - Exemplos de nivel de intensidade sonora em df3

Fonte sonora Nivel sonoro
Conversacao em voz baixa 20dp
Conversa comum 60 dp
Aspirador de pé 80dp
Buzina de caminh&o 100 dp
Britadeira 110 dp
Trovéo 130 dp
Decolagem de avido 140 dp

Fonte: Producéo da autora, 2019.

Esse nivel de intensidade sonora (N) pode ser expresso por N = 10.log (Ii) em que
0
I, € a limiar de audibilidade, dada por I, = 1072 W /m?, e I é a intensidade sonora da fonte

em W /m?2.

Individuos expostos a ambientes como industrias, principalmente de construcdo, a
metalomecénica e de madeira, aeroportos e estabelecimentos de entretenimento com sistema
de som em alto volume correm o risco de sofrer perda auditiva. A Norma Regulamentadora n®
07 (NR-07) do Programa de Controle Médico de Saude Ocupacional determina que 0s
trabalhadores com exposicao a ruidos acima de 85 decibéis devem ser submetidos a exame de
audiometria no ato da admissao. Ainda deve ser refeito seis meses apds a contratacao e, apos

esse periodo, anualmente.

4.3.2 Magnitude de Terremotos

A magnitude de terremotos é determinada por meio de uma escala logaritmica de base
dez, conhecida como Escala Richter. Essa escala quantifica a magnitude de um sismo,
fendmeno de vibracdo que ocasiona o terremoto devido ao intenso atrito de placas tecténicas
na litosfera. O sismografo detecta, amplia e registra essas vibracdes da Terra, podendo

determinar a posicéo do foco dessas ondas e do local da chegada na superficie.
E possivel calcular a magnitude M dessas vibragdes por meio da equacao:

M = 10g10 A + 3 10g10(8At) - 2,92,
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em que A é a amplitude, em milimetros, medida com o sismografo e At é o intervalo de
tempo, dado em segundos, entre uma onda superficial e uma onda de pressdo maxima. Essa
escala foi desenvolvida por Charles Francis Richter (1900 — 1985) com colaboragdo de Beto
Gutenberg (1889 — 1960) em 1935. Pode-se estabelecer a relagdo entre essa magnitude M e os
seus efeitos, como segue no Quadro 2, adaptado de um questdo do Exame Nacional do Ensino
Médio de 2017 (ENEM 2017).

Quadro 2 — Variagdo da magnitude na Escala Richter e seus efeitos

Magnitude (M) Efeitos

Menor que 3,5 Geralmente ndo sentido ou pouco sentido.

Entre 3,5e 5,4 Sentido pela maioria das pessoas. Capaz de partir
vidros.

Entre 5,5 e 6,0 Pode ocasionar queda de mobilia e danos em
construcdes.

Entre 6,1 € 6,9 Destrutivo em &reas em torno de até 100 km do

epicentro. Pode ocasionar queda de edificios.

Entre 7,0 e 7,9 Causa sérios danos numa grande faixa. Pode

ocasionar quedas de pontes e barragens.

Maior ou igual a 8,0 Desastre em larga escala. Causa danos em areas que

estejam a centenas de quildmetros.

Fonte: Producéo da autora, 2019.

A maioria dos terremotos ndo ultrapassa a magnitude M = 4 na Escala Richter. O
Brasil ndo tem registros de grandes desastres devido a terremotos. Mas em 2018, um tremor
de magnitude 6,8 foi registrado nos estados do sul e em alguns estados do sudeste, advindo da

regido sudoeste da Bolivia.

4.3.3 O pH de Solucdes

O Potencial de Hidrogénio (pH) permite expressar a acidez ou alcalinidade de uma
solucdo por meio do teor de hidrénio (H;0% ou H*) na mesma, numa escala de 0 a 14, sendo
as com pH menor que sete solucBes basicas, igual a sete solugdes neutras e superiores a sete

solucBes &cidas, isso em temperatura ambiente. Esse pode ser verificado por meio de fitas
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indicadoras de pH ou por meio do peagdmetro, equipamento com grande preciséo na medida
do pH de uma solucdo. Segue Quadro 3, adaptado de Peruzzo e Couto (1998), que expde

algumas solucdes e seus respectivos potenciais de hidrogénio.

Quadro 3 - pH de solugdes

Solucéo pH
Acido de baterias e acido muriatico (cloridrico) Menor que 1
Suco de liméo e vinagre Entre 1e 3
Vinhos e cervejas Entre3e5
Urina humana, leite e &gua de chuva Entre5e7
Agua do mar e bicarbonato de sodio Entre 7e9
Pasta dental e leite de magnésia Entre9e 1l
Amoniaco Entre 11 e 12
Alvejante Entre 12 e 14

Fonte: Producéo da autora, 2019.

O termo pH foi introduzido em 1909 pelo bioquimico dinamarqués Soéren Peter
Mauritz Sérensen (1868 — 1939). O “p” vem do alemao “potenz”, para representar poder de
concentragdo, jd 0 “H” vem para representar o ion de hidrogénio. Sérensen desenvolveu 0s
estudos sobre pH a fim de facilitar seus trabalhos no controle de qualidade de cervejas. O
dinamarqués definiu pH como um logaritmo decimal do inverso da concentragio

hidrogenidnica, como segue abaixo:

pH = log ([1_11+]>

pH =log1 —log[H*]
ph =0 —log[H™]
ph = —log[H™].

Atualmente, o pH tem extrema importancia na industria. Por exemplo, producéo de

vacinas, fermentacdes e producédo de leite e derivados fazem uso de aplicagdes do estudo do

pH.
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5 ALGUMAS ANALISES SOBRE LOGARITMOS

Neste capitulo primeiramente sdo reconhecidos aspectos legais dos logaritmos no
Brasil. Apresenta-se a anélise da forma como este tema aparece em alguns livros didaticos do
Ensino Médio. Por fim, aparece a investigagdo sobre como o conteudo foi abordado no
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e em vestibulares de algumas instituicdes de

Santa Catarina no ultimo triénio.

5.1 OS LOGARITMOS NOS DOCUMENTOQOS OFICIAIS

A area de Matematica e suas Tecnologias nas Bases Legais do Ministério da Educacao,
Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), apresenta competéncias especificas. Essa area
elegeu trés grandes competéncias e, posteriormente, detalha o sentido dessas no ambito da
Matematica. Fala-se de representagdo e comunicacdo, investigacdo e compreensdo e
contextualizacdo sociocultural. Lista-se abaixo algumas habilidades a serem desenvolvidas

nestas competéncias.

Ler e interpretar textos de Matematica. Ler, interpretar e utilizar representacdes
matematicas (tabelas, gréficos, expressdes etc.). Transcrever mensagens
matematicas da linguagem corrente para linguagem simbdlica (equaces, gréficos,
diagramas, férmulas, tabelas etc.) e vice-versa. Identificar o problema (compreender
enunciados, formular questdes etc.). Procurar, selecionar e interpretar informages
relativas ao problema. Interpretar e criticar resultados numa situagéo concreta. Fazer
e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos, esbogos, fatos
conhecidos, relagbes e propriedades. Desenvolver a capacidade de utilizar a
Matematica na interpretacdo e intervengdo no real. Aplicar conhecimentos e
métodos matematicos em situacBes reais, em especial em outras &reas do
conhecimento. Relacionar etapas da histéria da Matematica com a evolugdo da
humanidade. (BRASIL, 2000, p. 46).

No tdépico da contextualizacdo sociocultural, as Orienta¢cbes Educacionais
Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais (PCN+) citam a compreensdo do
conhecimento cientifico e tecnoldgico como resultado de uma constru¢do humana, dentro de

um processo historico e social.

Compreender a constru¢do do conhecimento matematico como um processo
histérico, em estreita relacdo com as condigdes sociais, politicas e econdmicas de
uma determinada época, de modo a permitir a aquisicdo de uma visdo critica da
ciéncia em constante construgdo, sem dogmatismos ou certezas definitivas. [...]
Compreender o desenvolvimento histérico da tecnologia associada a campos
diversos da Matematica, reconhecendo sua presenca e implicagdes no mundo
cotidiano, nas relagGes sociais de cada época, nas transformacgdes e na criacdo de
novas necessidades, nas condi¢des de vida. Por exemplo, ao se perceber a origem do
uso dos logaritmos ou das razBes trigonométricas como resultado do avango
tecnoldgico do periodo das grandes navegacOes do século 16, pode-se conceber a
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Matematica como instrumento para a solugdo de problemas praticos e que se
desenvolve para muito além deles, ganhando a dimenséo de ideias gerais para novas
aplicacdes fora do contexto que deu origem a elas. Perceber o papel desempenhado
pelo conhecimento matematico no desenvolvimento da tecnologia e a complexa
relacdo entre ciéncia e tecnologia ao longo da histéria. (BRASIL, 2006, p. 117).

Recentemente, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) listou cinco competéncias
e, posteriormente, habilidades a serem alcancadas em cada uma delas. A competéncia trés
destaca a utilizagdo de estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver problemas em diversos contextos. Para essa competéncia séo

listadas dezesseis habilidades, mas aqui serdo destacadas apenas duas.

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com funcBes exponenciais nos
quais é necessario compreender e interpretar a variacdo das grandezas envolvidas,
em contextos como o da Matematica Financeira e o do crescimento de seres vivos
microscopicos, entre outros.

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com funcdes logaritmicas nos quais
é necessario compreender e interpretar a variacdo das grandezas envolvidas, em
contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade, Matemética Financeira,
entre outros. (BRASIL, 2018, p. 528).

No mesmo documento, o tema logaritmos é usado para exemplificar a explicitacdo de
linguagens que permitem ao aluno perceber a universalidade do conteudo, comum em
diferentes disciplinas. Nota-se geralmente que muitos alunos se mostram confusos com a
notacdo, apenas decoram as propriedades, tém dificuldade para usar o contetdo em resolucédo
de problemas e ndo conseguem visualizar uma aplicacdo proxima da realidade deles. Como
ocorre em tantos outros momentos nas aulas de Matemaética, os estudantes ndo entendem o
porqué do desenvolvimento desse conteldo. O estudo desse tema torna-se um processo
repetitivo e sem significado. Nota-se que o contexto histérico € mencionado nos documentos
de forma a buscar espaco para a historia da Matematica no ensino da Matematica. De acordo
com o PCN+ (BRASIL, 2006), o aprendizado perde seu contexto quando nédo se explicita a
importancia dos logaritmos em questdes tecnoldgicas e em outras ciéncias (p. 26). Precisa-se
explorar o contetldo de maneira que fique clara a utilidade dos instrumentos de representacéo
do mesmo. A Proposta Curricular de Santa Catarina de 2014 destaca que “é essencial que se
mobilizem emocdes para promover o desejo da participacdo, explicitem-se as necessidades,
motivos e meios para planejar acbes conscientes, por meio das quais os sujeitos aprendem”
(SANTA CATARINA, 2014, p. 155).

No final do Ensino Fundamental cabe o estudo de potenciacdo e radiciacdo. Ja no
primeiro ano do Ensino Médio, segundo o PCN+ (BRASIL, 2006), cabe, entre outros, o
estudo da nogéo de funcéo, analise grafica, funcio exponencial e logaritmica. E comum o ano

letivo ndo ser suficiente para a quantidade de conteudos e o tema logaritmo nédo ser abordado.
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O ndo cumprimento do curriculo completo afeta o estudante que, em futuras avaliacdes no

findar do Ensino Médio, enfrentara dificuldades por ndo conhecer e dominar tal contetdo.

5.2 0S LOGARITMOS NOS LIVROS DIDATICOS

Esta se¢do busca verificar como o contetddo logaritmo é abordado em alguns livros
didaticos do Ensino Médio. Para tanto, verificou-se a presenca das propriedades (P) e
aplicacdes apresentadas, respectivamente, nas Secdes 4.2 e 4.3 desta dissertacdo. Ainda,

procurou-se, em especial, a presenca da histdria do tema envolvida com o seu capitulo.

A palavra “didatica” vem de uma expressdo grega que se traduz como arte ou técnica
de ensinar. Assim, um livro didatico é um objeto de carater pedagogico que, por meio de suas

técnicas particulares de apresentacgdo, é capaz de instruir algum sujeito.

O Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD) é responsavel por
avaliar e disponibilizar materiais didaticos, como livros didaticos, pedagdgicos e obras
literarias, as escolas publicas de Educacdo Basica e as instituicGes de educacdo infantil
comunitarias, confessionais ou filantropicas conveniadas ao Poder Publico. Segundo o
Decreto n°9.099, de 18 de julho de 2017, sdo diretrizes do PNLD:

| - o respeito ao pluralismo de ideias e concepgdes pedagdgicas; Il — o respeito as
diversidades sociais, culturais e regionais; Il — o respeito a autonomia pedagdgica
das institui¢des de ensino; 1V — o respeito a liberdade e o apreco a tolerdncia; e V —a
garantia de isonomia, transparéncia e publicidade nos processos de aquisi¢do das
obras didaticas, pedagogicas e literarias. (BRASIL, 2017, p. 7)

O Art. 10 do mesmo documento destaca que a avaliacdo pedagogica dos materiais

didaticos no @mbito no PNLD deve ser baseada nos seguintes critérios:

I — o respeito a legislacdo, as diretrizes e as normas gerais da educacdo; Il — a
observancia aos principios éticos necessarios a construgcdo da cidadania e ao
convivio social republicano; 111 — a coeréncia e a adequagdo da abordagem tedrico-
metodoldgica; IV — a corregdo e a atualizacdo de conceitos, informacBes e
procedimentos; V — a adequacdo e a pertinéncia das orientacBes prestadas ao
professor; VI — a observancia as regras ortogréaficas e gramaticais da lingua na qual a
obra tenha sido escrita; VIl — a adequacao da estrutura editorial e do projeto grafico;
e VIII —a qualidade do texto e a adequacao tematica. (BRASIL, 2017, p. 7).

Para este trabalho, cinco livros didaticos passaram por analise. Todos sdo livros de
primeiro ano do Ensino Médio e foram disponibilizados recentemente para escolha dos
professores em algumas instituicbes estaduais que ofertam Ensino Médio na cidade de

Joinville, norte de Santa Catarina. Esses fazem parte do PNLD e estdo de acordo com suas
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normas. Todas as obras respeitam as diretrizes desse programa. No Quadro 4, pode-se
encontrar os titulos dos livros, bem como os seis itens descritos e analisados. A marcagdo com

um (X) indica que o item foi encontrado no livro didatico.

Quadro 4 - Analise de livros didaticos

Livro Quadrante | #Contato Conexdes | Matematica: | Matematica:
matematica | matematica coma ciénciae contexto e
Item matematica | aplicacOes aplicacdes
Relaciona a
historia do
contedo com a X

parte tedrica

Revisdo de
propriedades de

potenciacdo e X X X X X
radiciacdo

Definigéo de
logaritmos e
principais X X X X X
propriedades

demonstradas

Funcéo

logaritmica,
construcéo X X X X X
gréfica e

caracterizacao

Apresenta 0

logaritmo de X X
base e

Apresenta

aplicacbes  do X X X X X
conteddo

Fonte: Producéo da autora, 2019.
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Em nenhum livro foi encontrada uma explicacdo ao menos sucinta sobre a existéncia
de logaritmos de numeros negativos. Obviamente ndo se espera que alunos do primeiro ano
do Ensino Médio possuam conhecimento matematico suficiente para compreender o que foi
apresentado na subsecdo 2.2.4. Mas algum tipo de comentdrio ou nota poderia gerar

curiosidade e mais interesse pela disciplina em si.

O livro Quadrante matematica (Figura 6), da editora SM, é de autoria de Eduardo
Chavante e Diego Barboza Prestes. Eduardo Chavante é licenciado em Matematica pela
Pontificia Universidade Catdlica do Parand (PUC — PR) e especialista em Midias na Educacéo
pela Universidade Estadual do Centro — Oeste (UNICENTRO). Diego Barboza Prestes é
licenciado em Matematica, especialista em Educacdo Matematica e mestre em Ensino de
Ciéncias e Educacdo Matematica pela Universidade Estadual de Londrina (UEL). Essa
producdo dos autores possui 416 paginas para abordar 10 capitulos, com vinte péaginas
dedicadas ao estudo dos logaritmos.

Figura 6 - Capa do livro didatico Quadrante matematica

quadrante

MATEMATICA 1
D

sm

Fonte: Chavante e Prestes, 2016, capa.
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No inicio do capitulo 6 (Funcdo exponencial), existe uma revisao sobre poténcias de
base real positiva e suas propriedades. O capitulo 7 (Funcdo logaritmica) inicia com uma
breve nota sobre John Napier e as tabuas de logaritmos, sem fazer ligacdes com o restante do
capitulo (Figura 7). Segue a definicdo de logaritmo, de acordo com a Definicdo 6, e ja se
explica a notagdo para logaritmo decimal, o que ndo ocorre em nenhum momento para
logaritmos naturais. As propriedades 21 a 25 sdo apresentadas e demonstradas. Apos algumas
atividades propostas, o livro explora o conceito de funcdo inversa dentro desse capitulo, de
forma a concluir que a funcao logaritmica € a inversa da funcdo exponencial. Fala-se da
simetria dos graficos das fungdes em relacdo a reta y = x. A definicdo de funcéo logaritmica
segue a Definicdo 9. Os graficos das funcBes sdo construidos e as fungdes caracterizadas
quanto seu comportamento crescente ou decrescente. Nas atividades também aparecem
translacbes de gréaficos de funcBes logaritmicas. Ndo é falado sobre injetividade e
sobrejetividade. A P28 é explicada e € destacado que o logaritmando deve ser sempre um
namero real positivo. O capitulo ainda explora equacdes e inequacgdes logaritmicas. No total
sdo 11 exercicios resolvidos e 41 propostos. Para fechar o capitulo, os autores apresentam a
Lei de Benford e suas aplicacbes, Unico momento em que se fala da aplicabilidade do

contetdo além dos enunciados das atividades.

Figura 7 - Nota historica do Capitulo 7

Funcdo logaritmica
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5 até publicar em 1614
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nte ang n S logarit

y intitulada Mirifici logarithmorum canonis

Ja 00r¢ | - — - 1
descriptio (Uma descricdo da maravilhosa regra dos 3 { ,. r ,;'
ogaritmos) Napier também inventou um dispositivo K ! :s P
A A e ¢ = e mll BRI "W
onhecido como ossos de Napier, utilizado basica — - -

B 8 O ©

mente para efetuar multiplicacoes, divisdes e extrair

raizes quadradas de numeros

Antes da popularizagio das calculadoras eletrdnicas, as tabuas de logaritmos agilizavam
. ilizav

0s calculos, pois convertiam multiplicagdes em adigbes e divisdes em subt 3 A
5 3 . R X ra {-
mente, nao utilizamos mais essas tabuas, mas o estudo dos logaritmos se tcfoeS x
Justitica por sua

onforme veremos adiante
Fonte: Chavante e Prestes, 2016, p. 150.

relacao com as poténcias e a funcao exponencial ¢
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Os autores do livro #contato Matematica (Figura 7), da editora FTD, s&o Jacqueline da
Silva Ribeiro Garcia e Joamir Souza. Os autores possuem graduacdo em Matematica pela
UEL. Joamir Souza também possui especializacdo em Estatistica e mestrado em Matematica
também pela UEL. O livro didatico possui 400 péginas divididas em 9 capitulos. O capitulo 6,
chamado de Logaritmo e funcédo logaritmica, possui 21 paginas, iniciando com um texto sobre
microrganismos e sua proliferacdo para evidenciar uma aplicacdo do conteudo a ser estudado

e mostrar a utilidade deste tema neste contexto.

Figura 8 - Capa do livro didatico #contato matematica
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Fonte: Garcia e Souza, 2016, capa.

No capitulo 5, sobre funcdo exponencial, hd revisdo sobre potenciacdo, mas sem
demonstracdo das propriedades. Nas primeiras paginas do capitulo 6 ha uma introdugéo
contextualizada do contetdo e, também, consideragdes historicas (Figura 9). Conta-se que
John Napier conseguiu transformar multiplicagcbes e divisdes exaustivas em somas e

subtracGes mais simples e répidas. Destaca-se que maquinas hoje conseguem resolver esses
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calculos exaustivos, mas que logaritmos ainda sdo utilizados na resolucdo de equacbes
exponenciais, por exemplo. Nenhuma outra ligagdo com o conteldo aparece. Segue a
definicdo de logaritmo, conforme Definicdo 6. Posteriormente aparecem as consequéncias
imediatas e as propriedades operatérias 21 a 25 demonstradas. E definida a base decimal, mas
ndo se faz uso da base e. Para definir funcdo logaritmica, os autores relembram funcéo
exponencial e que ela é bijetiva, ou seja, admite inversa. Assim, segue a definicdo da funcéo
logaritmica, conforme Definicdo 9, acompanhada da construgdo grafica, caracterizacdo
guanto ao comportamento crescente ou decrescente e da simetria das funcdes exponencial e
logaritmica. O capitulo aborda ainda as equacdes logaritmicas, fechando essa parte com uma
questdo interdisciplinar contextualizada sobre terremotos, aplicacdo discutida no item 4.3.2
deste trabalho. O capitulo é finalizado com o estudo das inequagdes logaritmicas. No total,
sdo 13 exercicios resolvidos como exemplos e 61 propostos.

Figura 9 - Nota histérica do Capitulo 6

How beeges

Os logaritmos foram desenvolvidos peio escocés John Napier (1550-1617),
no inicio do século XVII. Antes de sau desenvolvimento, efetuar calculos como,
por exemplo, 1457862 38761 ou 5782043 89637 era, em geral, trabalhoso &
demorado. Contudo, apos a descoberta de Napier, operagoes desse tipo pu-
deram ser transformadas em adigBes e subtragdes, o que, na maioria dos ca-
$08, era mais simples e répido.

Em sua obra Mirifice logarithmorum canonis descriptio (Uma descrigdo da
maravilhosa regra dos logaritmos), de 1614, Napler explica a natureza dos lo*
garitmos, cujo objetivo principal era minimizar os calculos realizados pelos né-
John Napier vegadores e astrdnomos da época.

e AL T

Ao oo irvtmeie W S8 Lhwias | bag e i Wimler ¥y

Napier n3o era um matematico profissional, porém
dedicava grande parte de seu tempo ao estudo de
Matematica, Os frulos dessa dedicagao foram vanos
trabalhos que muile contribuiram para o desenvolvi-
mento da Matematica. Uma de suas invengdes ficou
conhecida como barras de Napler (ou ossos de Na-
pier], um instrumento utllizado para efetuar mecanica-
mante multiplicagBes, divisées e calculos de raizes
quadradas.

Atualmente, com o uso de computadores e calcula-
doras cientificas, realizar operagdes como multiplica-
¢ho e divisdio |4 ndo & tao exaustivo. Mesmo assim,
0s logaritmos ainda s#o utilizaces em algumas situa-
¢des, como, por exemplo, na resolugéo de equagoes
exponenciais.

Trasucso ERp F
Dergumin Mgt a ca Malernd! 63, TRadugdo ER» > L i
Forew cu pasgusy BOYER, Cat Bergums :“L 23 Paie. Edgars uoner, 197 bareas de Napier

Fonte: Garcia e Souza, 2016, p. 158 e 159.

O préximo livro analisado, Conexfes com a Matematica (Figura 10), é uma obra
coletiva concebida, desenvolvida e produzida pela Editora Moderna. A elaboracdo dos

originais foi desenvolvida por treze autores: Alexandre Raymundo, bacharel e licenciado em
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Matematica pela Universidade Sdo Judas Tadeu; Dario Martins de Oliveira, licenciado em
Matematica pela Universidade de S&o Paulo (USP); Débora Regina Yogui, licenciada em
Matematica pela USP; Enrico Briene Casentini, licenciado em Matematica pela USP; Ernani
Nagy de Moraes, mestre em Educacdo pela USP; Fabio Martins Leonardo, licenciado em
Matemética pela USP e editor responsavel desse livro; Flavia Renata Pereira de Almeida
Fugita, licenciada em Matematica pela USP; Juliana lkeda, licenciada em Matemaética pela
USP; Juliane Matsubara Barroso, bacharel e licenciada em Matematica pela Pontificia
Universidade Catolica de Sdo Paulo; Katia Takahashi, licenciada em Ciéncias pelo Centro
Universitario Sant’Anna; Luciana de Oliveira Gerzoschkowitz Moura, mestre em Educagéo
pela USP; Mara Regina Garcia Gay, bacharel e licenciada em Matematica pela Pontificia
Universidade Catolica de Sdo Paulo, e Osvaldo Shigueru Nakao, doutor em Engenharia Civil
pela USP.

Figura 10 - Capa do livro didatico Conexdes com a Matematica
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Fonte: Leonardo et al, 2016, capa.

O livro analisado da editora Moderna possui 416 paginas divididas em 11 capitulos,
em que o sexto capitulo aborda a funcdo exponencial e o sétimo a fungdo logaritmica. No
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capitulo 6 ha revisdo das propriedades de potenciacdo, mas sem a sua demonstracdo. O
capitulo 7, que possui 20 péginas, inicia com um paragrafo explicando que a medida da escala
Richter é determinada por meio de uma funcao logaritmica, como estudado no item 4.3.2
deste trabalho. Tambem fala sobre um problema cléssico de proliferacdo de bactérias. Esses
breves exemplos de aplicacdo s@o os Unicos que aparecem no capitulo fora dos enunciados
dos exercicios. Ndo héa parte historica em outra parte do capitulo.

A obra apresenta a definicdo de logaritmo de acordo com a Definicdo 6 e apresenta as
propriedades P22 a P25 demonstradas. A propriedade P21 é tomada como consequéncia
imediata. Fala-se sobre a base decimal, mas ndo sobre a base e. A funcdo logaritmica esta
definida conforme a Definicdo 9, seguida de sua caracterizacdo quanto a construcdo e
comportamento crescente ou decrescente. Ainda é explorada a simetria das funcdes
exponencial e logaritmica. Para fechar o capitulo, estuda-se as equacdes e inequacOes

logaritmicas. No total, sdo 23 exercicios resolvidos como exemplos e 75 outros propostos.

O livro didatico Matematica: ciéncia e aplicacbes (Figura 11), da editora Saraiva, é
composto por 480 péaginas e 13 capitulos. Possui cinco autores: Gelson lezzi, engenheiro
metaldrgico pela Escola Politécnica da USP e professor licenciado pelo Instituto de
Matematica e Estatistica da USP; Osvaldo Dolce, engenheiro civil pela Escola Politécnica da
USP; David Degenszajn, licenciado em Matematica pelo Instituto de Matematica e Estatistica
da USP; Roberto Périgo, licenciado e bacharelado em Matematica pela Pontificia
Universidade Catdlica de Sdo Paulo, e Nilze de Almeida, licenciada em Matematica pelo
Instituto de Matemética e Estatistica da USP e mestra em Ensino da Matematica pela

Pontificia Universidade Catélica de Séo Paulo.

No inicio do capitulo 7, referente a funcdo exponencial, ha revisdo das propriedades de
potenciacdo, sem demonstracdes. O capitulo 8, sobre funcdo logaritmica, possui 31 péginas,
10 exemplos resolvidos e 81 exercicios propostos. Inicia com um problema envolvendo juros
e mostra a necessidade de conhecer os logaritmos. A definicdo de logaritmo aparece conforme
a Definicédo 6. O livro prop6e que os alunos tentem calcular log, —4, 0 que mostra o0 porqué
da definicdo limitar os estudos para logaritmandos maiores do que zero nesta fase do Ensino
Médio. Seguem algumas consequéncias imediatas e as propriedades P21 a P25 sdo
demonstradas. A definicdo de funcdo logaritmica segue a Definicdo 9. Alguns gréaficos de

funcgdes logaritmicas sdo construidos e explorados. Caracteriza-se 0s mesmos como crescentes
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ou decrescentes, cita-se a simetria desses graficos com os graficos da fungdo exponencial e a

P28 também aparece.

Figura 11 - Capa do livro didatico Matematica: ciéncia e aplicacdes
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Fonte: lezzi et al, 2010, capa.

A pagina 155 (Figura 12) é dedicada para contar um pouco da historia desse conteudo.
Fala-se de Napier, mas de Burgi e Briggs também. Destaca-se o paragrafo que diz que Napier
associou os termos da sequéncia (b, b2, b3, ..., b™) aos termos da sequéncia (1,2,3, ...,n) de
forma que o produto de dois termos quaisquer da primeira sequéncia (b*.bY = b**Y)
estivesse associado a soma x +y dos termos da segunda sequéncia. N&o se fala em
progressdo aritmética e progressao geométrica ainda, pois sdo contetdos do décimo capitulo.
Desta forma, os autores divulgaram de forma interessante o sentido dos primeiros estudos

referentes aos logaritmos, justificando o porqué de sua criacao.
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Figura 12 - Secdo Um pouco de Histdria

Fonte: lezzi et al, 2010, p. 155.

Na pégina seguinte, sdo explorados os sistemas decimal e natural de logaritmos.
Também é explicado como manipular calculadoras cientificas a fim de obter logaritmos de
base 10 e e. Estes também aparecem nos estudos posteriores de equacfes e inequagdes, mais

para o final do capitulo.
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Em trés momentos do capitulo sdo bem exploradas as aplicagGes para o tema. Primeiro
aparece a escala de acidez relacionada aos logaritmos, exemplificando célculos de pH,
aplicacdo explorada no item 4.3.3 deste trabalho. Depois o livro associa a escala Richter com
0 tema do capitulo, explicando que a magnitude de Richter corresponde ao logaritmo da
medida das amplitudes das ondas sismicas a cem quildmetros do epicentro (item 4.3.2). Por
fim, mostra-se a aplicagéo dos logaritmos para os sons e a audi¢do humana, tal que, com base
nos valores de intensidade do som, pode-se definir o nivel de intensidade em decibel,

aplicacdo estudada no item 4.3.1 deste trabalho.

Para finalizar a parte de analise de livros didaticos, sera comentado sobre a unidade 3
do livro Matematica: contexto e aplicacdes (Figura 12), de Luiz Roberto Dante. O autor é
mestre em Matematica pela USP, doutor em Psicologia da Educacdo (ensino da Matematica)
pela Pontificia Universidade Catolica de S&o Paulo e livre-docente em Educacdo Matematica
pela Universidade Estadual Paulista em Rio Claro. A unidade 3 engloba os capitulos 5, sobre
funcdo exponencial, e 6, sobre funcdo logaritmica. No capitulo 5 ha revisdo sobre

potenciacdo, poréem, sem demonstracdes.

No capitulo 6 a definicdo de logaritmos apresentada estd de acordo com a Definicéo
6. O livro sugere que os alunos tentem calcular log;(—81), isto para que eles verifiquem o
porqué da definicdo limitar os estudos para logaritmandos maiores do que zero, a0 menos
nesta fase de estudos. E caracterizado o logaritmo decimal. Seguem as consequéncias
imediatas da definicdo e as propriedades 21 a 25 sdo demonstradas. E explicado também o
procedimento para calcular logaritmos por meio de calculadoras cientificas. Nesta parte do
capitulo hd uma nota na lateral da pagina informando que logaritmos naturais sdo logaritmos
na base e e sdo representados por [n. A definicdo de funcdo inversa € realizada dentro desse
capitulo, isso para concluir que as fungdes exponencial e logaritmica sdo inversas uma da
outra. A funcdo logaritmica esta definida conforme a Definicdo 9. Sdo construidos graficos,
analisados os comportamentos quanto a ser crescente ou decrescente e também aparece a P28.
Uma secdo bastante interessante deste capitulo é a Matematica e tecnologia. Nesta secdo se
ensina passo a passo para construir e explorar graficos de fungBes no software Geogebra. O

capitulo é encerrado com o estudo de equacdes e inequacdes logaritmicas.
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Figura 13 - Capa do livro didatico Matematica: contexto e aplicacdes
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Fonte: Dante, 2013, capa.

O capitulo 6 do livro da editora Atica inicia com uma nota historica (Figura 14),
comentando como alguns célculos antes dos logaritmos surgirem eram trabalhosos. O autor
afirma que o tema do capitulo foi criado por Napier e Birgi. Explica-se que o logaritmo de
Napier ndo é exatamente como se estuda hoje e que ele pode ser aplicado, por exemplo, para
calcular a magnitude de terremotos (item 4.3.2). Esse capitulo possui 30 paginas, com 19
exercicios resolvidos e 89 propostos, alguns deles distribuidos nas se¢fes Pensando no

ENEM, Outros contextos e Vestibulares de Norte a Sul.



Figura 14 - Introducdo do capitulo 6
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Desde a Antiguidade, época do auge da civilizac3o babildnica, os
calculos relacdionados a Astronomia eram muito trabalhosos. Mais
adiante, quando a navegac3o foi intensificada entre diversos povos, os
calculos envolvidos tornaram-se um grande problema.

Até o inicio do século XVII, multiplicar, dividir, calcular poténcias e
extrair raizes eram tarefas extremamente arduas, realizadas com base
nos senos. Surgiram, entdo, as primeiras tabuas de logaritmos, criadas
pelos matematicos Jost Birgi (1552-1632) e John Napier (1550-1617)
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Calauladora antiga criada por John Napiet também cnheddo como Neper.

Apesar de o logaritmo de Napier n3o ser exats mente como o loga-
ritmo moderno que estudaremos neste capitulo nem ser associado a0
conceito de expoente, sua essénciaé a mesma, e contribuiu parafacilitar
os cakulos, principalmente, ao transformar as o peracdes de multiplicacio
em adicdo e as de divisdo em subtrac3o, como veremos adiante.

Atualmente com o uso das calculadoras eletronicas, as operagoes de
multiplicar, dividir, calcular poténdias e extrair raizes n3o representam
mais dificuldade. Mas nem por isso os logaritmos tornaram-se initeis,
pois a possibilidade dedefinir logaritmoscomo expoente (mérito do inglés
John Wallis, em 1685) e a ideia de base para os logaritmos (apresentada
pelo galés William Jones, em 1742) transformaram o logaritmo em um
imprescindivel instrumento de resolu¢3o de equagdes exponenciais.

Calculos com logaritmos est3o presentes em varias situacoes
reais, como a medida da magnitude dos terremotos, feita por meio
da escala Richter.

Fonte: Dante, 2013, p. 174.
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Apbs estudar os referidos capitulos, pode-se perceber que por vezes os livros didaticos
apenas apontam o nome do principal individuo envolvido com a criacdo de determinado
conteldo, isto quando existe alguma parte dedicada a histéria no decorrer da obra. Poucas
vezes 0s materiais indicam a motivacdo do matematico para desenvolver determinado tema.
Ainda menos se encontram referéncias historicas ligadas com o restante do capitulo.

Encontram-se informacGes espalhadas na pagina numa tentativa sem éxito de tornar os alunos
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historicamente situados. Existe a necessidade de construir uma relagdo entre a logica do
conteldo e a sua historia, isto é, uma mediacdo para “a relacdo que fornece elementos para
elaboracdo de sequéncias logicas de ensino, mas de forma que estas sequéncias reflitam a
historia ndo em seu aspecto sequencial, mas, sim quanto a ldgica intrinseca a esta
historicidade” (GIARDINETTO, 1994, p. 81).

5.3 0S LOGARITMOS EM AVALIACOES

Esta secdo tem como objetivo investigar se e como o tema logaritmo foi abordado no
ENEM e em vestibulares de algumas instituicbes de Ensino Superior de Santa Catarina nos
ultimos 3 anos. Para tanto, procurou-se aplicacdes das propriedades (P) e defini¢bes
apresentadas na secdo 4.2 desta dissertacdo para a resolucdo das questdes propostas pelos

processos seletivos.

5.3.1 Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM

O ENEM ¢ aplicado anualmente em dois dias. As areas de Linguagens, codigos e suas
tecnologias, Matematica e suas tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas tecnologias e
Ciéncias Humanas e suas tecnologias sdao avaliadas através de 180 questdes objetivas, sendo
45 para cada area e 90 por dia, e uma redacdo. Segundo o documento basico do ENEM, o
objetivo do exame € avaliar o desempenho escolar e académico ao final do Ensino Médio.

Busca-se alcancar os seguintes objetivos especificos:

a oferecer uma referéncia para que cada cidaddo possa proceder a sua auto-avaliagéo
com vista as escolhas futuras, tanto em relagdo ao mercado de trabalho quanto em
relagdo a continuidade de estudos; b. estruturar uma avaliagdo da educagdo bésica
que sirva como modalidade alternativa ou complementar aos processos de selecdo
nos diferentes setores do mundo do trabalho; c. estruturar uma avaliacdo da
educacdo bésica que sirva como modalidade alternativa ou complementar aos
exames de acesso aos cursos profissionalizantes p6s-médios e ao ensino superior.
(BRASIL, 2007, p. 2).

A éarea de Matematica e suas tecnologias é dividida em cinco setores de
conhecimentos: numéricos, geométricos, algébricos, algébricos/geométricos e de estatistica e
probabilidade. Os conhecimentos numeéricos englobam operagGes em conjuntos numéricos
(naturais, inteiros, racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatoracdo, razdes e

proporcdes, porcentagem e juros, relagdes de dependéncia entre grandezas, sequéncias,
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progressdes e principios de contagem. Os conhecimentos geométricos sdo integrados por
caracteristicas das figuras geométricas planas e espaciais, grandezas, unidades de medida,
escalas, comprimentos, areas, volumes, angulos, posicoes de retas, simetrias de figuras planas
ou espaciais, congruéncia e semelhanca de triangulos, teorema de Tales, relagdes métricas nos
triangulos, circunferéncias e trigonometria do angulo agudo. Os conhecimentos algébricos sdo
formados por gréficos e fungdes, funcdes algébricas do primeiro e segundo graus, funcGes
polinomiais, funcdes racionais, funcbes exponenciais e logaritmicas, equacdes e inequacoes,
relagbes no ciclo trigonométrico e funcdes trigonométricas. Ja 0s conhecimentos
algébricos/geométricos sdo compostos por plano cartesiano, retas, circunferéncias,
paralelismo e perpendicularidade e sistemas de equacdes. Por fim, os conhecimentos de
estatistica e probabilidade englobam representacdo e analise de dados, medidas de tendéncia

central (médias, moda e mediana), desvios e variancia e noc¢des de probabilidade.

Em 2016 o ENEM abordou o tema logaritmo em duas questes na primeira aplicacédo.
A primeira quest&o é a 145 do caderno amarelo (Figura 15). E uma questdo contextualizada e
que traz aproximacoes para logaritmos de determinados valores. Nota-se que sdo aplicadas as
propriedades P22, P23 e P24.

Figura 15 - Questdo 145 do caderno amarelo (ENEM 2016)

QUESTAO 145

Uma liga metalica sai do forno a uma temperatura de
3 000 °C e diminui 1% de sua temperatura a cada 30 min.

Use 0,477 como aproximagao para log,,(3) e 1,041
como aproximacao para |ng{‘11 ).
O tempo decorrido, em hora, até que a liga atinja 30 °C &
mais proximo de
22.
a0.
100.
200.

400.

PO

Fonte: ENEM, 2016, p. 20.

Resolucdo: Ao afirmar que a temperatura diminui 1% a cada 30 minutos, tem-se que a
temperatura é multiplicada por 0,99 a cada 30 minutos. Seja n a quantidade necessaria para

que a temperatura inicial 3000°C atinja 30°C.

3000.0,99™ = 30
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(99)"_ 30

100/ 3000
32.11\"
o) = 10

32.11\" .
log 10° =log 10

n.(2.1log3 +log11l — 2.log10) = -2

n.(2.0,477 + 1,041 — 2) = -2
—0,005.n = -2
n = 400.
Portanto, sdo necessarias 400 meias horas, isto €, 200 horas.
Resposta: alternativa “d”.

A segunda questdio é a 174 do caderno amarelo (Figura 16). E uma questio
contextualizada, que envolve o tema logaritmo com a determinagdo da magnitude de um

terremoto. Para se resolver esta questdo, € necessario ter dominio da propriedade P23.

Figura 16 - Questdo 174 do caderno amarelo (ENEM 2016)

QUESTAO 174

Em 2011, um terremoto de magnitude 9.0 na escala
Richter causou um devastador tsumami no Japao,
provocando um alerta na usina nuclear de Fukushima.
Em 2013, outro terremoto, de magnitude 7,0 na mesma
escala, sacudiu Sichuan (sudoeste da China). deixando
centenas de mortos e milhares de feridos. A magnitude
de um terremoto na escala Richter pode ser calculada por

weLiog(£)
"3 9N\E

a

sendo E a energia, em kWh, liberada pelo terremoto e
E, uma constante real positiva. Considere que E, e
E, representam as energias liberadas nos terremotos
ocorridos no Japao e na China, respectivamente.

Dispanival em: www.iera.com.br. Acesso em: 15 ago. 2013 (adaptada).

Qual a relagio entre £, e E,?

@ E =E,+2
® E =10°-E
@ E =10°-E
@ E =107-E,
@ =2
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Fonte: ENEM, 2016, p. 29.

Resolucdo: No Japédo houve um terremoto de M = 9,0. Assim,

2l (El)_9
3.og E, =

27
logE; —logEy = >

27
logE, = > + log E.

Na China houve um terremoto de M = 7,0. Assim,

2l (Ez)_7
3.og E, =

21
logE, —logE, = >
21
logE, = 7+logEO.

Logo,

27 21
logE; —logE, = (7 + log E0> — (7 + logE0>

o ;)
og EZ

lo (ﬂ>=3
8\

N| O

Resposta: alternativa “c”.

Em 2017 o ENEM abordou o tema logaritmo em apenas uma questdo. A questdo 137
(Figura 17) que € contextualizada, descrevendo uma situacdo que envolve valores, em reais, e

prestacOes. Foram dados valores para aproximacgdes de determinados logaritmos. Para a
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resolucdo, faz-se necessario o conhecimento de propriedade de potenciacdo, bem como

dominio da propriedade P24.

Figura 17 - Questdo 137 do caderno azul (ENEM 2017)

Resolucdo: Seja P =

QUESTAO 137

Para realizar a viagem dos sonhos, uma pessoa
precisava fazer um empréstimo no valorde R$ 5000,00.
Para pagar as prestagbes, dispbe de, mo maximo,
R$ 400,00 mensais. Para esse valor de empréstimo,
o valor da prestac@o (F) & calculado em fungdo do
numero de prestagdes (n) segundo a férmula

p_5 000x1013" 0,013
(1013" -1)

Se necessario, utilize 0,005 como aproximagdo para
log 1,013; 2,602 como aproximacao para log 400; 2.525
como aproximacao para log 335.

De acordo com a formula dada, o menor ndmero de
parcelas cujos valores ndo comprometem o limite definido
pela pessoa é

12.

14.

15.

16.

17.

Peeoeo

Fonte: ENEM, 2017, p. 16.

5000.1,013".0,013 _ 65.1.013"
1,013"-1 1,0137-1

65.1.013" <
1,013" -1

400
65.1.013" < 400.1,013"™ — 400
400 < 335.1,013"
log 400 < log 335.1,013"
2,602 < 2,525 + n.0,005

0,077 < n.0,005

0,077 _
0,005 ="

. De acordo com o enunciado, P < 400. Logo,
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n = 15,4.
Portanto, o menor numero de parcelas n € 16.
Resposta: alternativa “d”.

Jaem 2018 o ENEM abordou o tema logaritmo em duas questdes. A primeira delas é a
questdo 165 do caderno amarelo (Figura 18). Essa questdo se refere aos juros compostos,
informando a férmula para o seu calculo. S&o dadas aproximaces para valores de logaritmos

naturais. E necessario conhecimento da P24.

Figura 18 - Questdo 165 do caderno amarelo (ENEM 2018)

QUESTAO 165

Um contrato de empréstimo prevé que guando uma
parcela & paga de forma antecipada, conceder-se-a uma
reducdo de juros de acordo com o periodo de antecipacao.
Messe caso, paga-se o valor presente, que & o valor,
naguele momento, de uma guantia que deveria ser paga
em uma data futura. Um valor presente F submetido a

juros compostos com taxa /, por um periodo de tempo n,
produz um valor futuro V determinado pela farmula

V=P (1+i)"

Em um contrato de empréstimo com sessenta
parcelas fixas mensais, de R$ 820,00, a uma taxa de
juros de 1,32% ao més, junto com a frigésima parcela
sera paga antecipadamente uma outra parcela, desde
gue o desconto seja superior a 25% do valor da parcela.

4
Utilize 0,287V como aproximagdo para In (—] e
0,0131 como aproximacgdo para In (1,0132).

A primeira das parcelas que podera ser antecipada junto
comadl®*ea

BRa

553

52a

512

452

POREO

Fonte: ENEM, 2018, p. 25.

Resolugdo: Uma quantia, que hoje vale p, submetida a juros compostos com taxa de 1,32%

ao més, valera no final de um periodo de n meses
p.(1+41,32%)™ = p.1,0132".
Pelo enunciado, deve-se ter

p < 0,75.p.(1,0132)"
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3
1<-.1,0132"
4
4
3 <1,0132"

4
ln§ <1n1,0132"

0,2877 <n.0,0131

0,2877
0,0131

<n

2196 <n
n = 22.
A primeira das parcelas que podera ser antecipada, junto com a 303 é a 30 + 22 = 522,
Resposta: alternativa “c”.

Outra questdo que envolve logaritmo do ENEM 2018 é a de niumero 171 do caderno
amarelo (Figura 19). Essa fala sobre o numero de transistores no processador de um
computador. Para a resolucdo, € necessario modelar uma funcdo exponencial e aplicar a
propriedade P24.



78

Figura 19 - Questéo 171 do caderno amarelo (ENEM 2018)

QUESTAO 171

Com o avango em ciéncia da computagdo, estamos
préximos do momento em gue o numero de transistores no
processador de um computador pessoal sera da mesma
ordem de grandeza que ¢ nimero de neurnios em um
cerebro humano, que € da ordem de 100 bilhdes.

Uma das grandezas determinantes para o desempenho
de um processador € a densidade de transistores, que
& o numeroc de transistores por centimetro quadrado.
Em 1986, uma empresa fabricava um processador
contendo 100 000 transistores distribuidos em 0,25 cm?
de area. Desde entdo, o numero de transistores por
centimetro quadrado gue se pode colocar em um

processador dobra a cada dois anos (Lei de Moore).
Disponivel am: wwew. pocketlinl.com. Acesso em: 1 dex. 317 [adaptada).

Considere 0,30 como aproximagdo para log 2.

Em que ano a empresa atingiu ou atingira a densidade de
100 bilhdes de transistores?

19949

2002

2022

2026

2146

Peeoo

Fonte: ENEM, 2018, p. 27.

100000

oos 400000 = 22.10° transistores por cmz,

Resolucdo: A densidade em 1986 é dada por

Como o numero de transistores dobra a cada 2 anos, podemos montar uma funcdo da

t
quantidade de transistores em funcdo do tempo. Desta forma, f(t) = 22.10°.2z. O tempo t,

ap6s 1986 tal que f(t) = 100.10° é dado por
t
22.10%.22 > 100.10°

t
2%*7 > 100.10*

4+t

272 >10°

4+t
10g10 2 2 2 10g10 106

4+t
—.0,30=6
2

4+t 6

- >

2 030
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4+t=202
t>40—-4
t = 36.
Portanto, atingira a densidade de 100 bilhdes de transistores em 1986 + 36 = 2022.

Resposta: alternativa “c”.

5.3.2 Vestibular da ACAFE

A Associacdo Catarinense das Fundacbes Educacionais (ACAFE) é uma sociedade
civil sem fins lucrativos que congrega as fundagdes educacionais criadas em Santa Catarina
com o objetivo de promover o intercdmbio administrativo, técnico e cientifico entre as
instituicbes. Por meio do vestibular da ACAFE ¢ possivel acessar onze universidades e cinco
centros universitarios do estado, entre eles Universidade Regional de Blumenau (FURB),
Universidade do Contestado (UnC), Universidade do Vale do Itajai (UNIVALI),
Universidade da Regido de Joinville (UNIVILLE) e Universidade do Sul de Santa Catarina
(UNISUL).

No vestibular de inverno de 2017, o tema logaritmo apareceu contextualizado na
questdo 27 (Figura 20). No item | se fala de investimento e resgate de determinado valor. E

necessario dominio da P22 para sua resolug&o.
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Figura 20 - Questéo 27 (ACAFE 2017/02)

27) Analise as afirmacdes a seguir.

[I| A fungdo V(x)=C,-(L02)" indica o valor res-
gatado correspondente a um investimento no
valor ¢,, num periodo de X semestres. En-

tdo, para um investimento de R$ 6.000,00
aplicado por 2 anos, sera resgatado um valor
maior que R$ 6.500,00.

(1] se log2=ae log3=b, o valor da expressio
logﬁﬂ—[n +b+ T-’] é -6

(W] padas as  funcoes f(x)=3x+Te
g(2x—1)=4x-5, entdo, flg(x))=6x-2.

A funcéo f : R — R definida por f(x)=x" -4
admite inversa.

Todas as afirmacoes corretas estdo em:

A=1-1
B=l-1v
C=1-1-m

D=u-m-wv
Fonte: ACAFE, 2017, p. 15.

Resolucdo: Sera resolvido apenas o item II.
log60 —[a+ b+ 7] =
log(10.6) — [log2 + log3 + 7] =
log10 +log6 —log2 —log3 —7 =
1+ log(2.3) —log2—log3—7 =
log2 +log3 —log2—log3 —6=
—6.

Resposta: item 1l esta correto.
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J& no vestibular de verdo de 2018, o conteudo logaritmo foi abordado na questéo 28,
conforme a Figura 21. Trata-se de um sistema com uma equacdo logaritmica. Precisa-se

aplicar a mudanca de base do logaritmo (P25) para sua resolucéo.

Figura 21 - Questéo 28 (ACAFE 2018/01)

[+v10m*)

28) Sejam x e y numeros reais positivos. Se (x,y) é solucdo do sistema [ 2 log; +logi =2
X +y =10

Determine o produto xXy.

A=1/3
B=313
C=1/2
D=1

Fonte: ACAFE, 2017, p. 14.

Resolucdo: Isolando o wvalor de y na segunda equagdo do sistema, tem-se
y=1Vv10—x2. Como a questdo afirma que x e y sdo positivos, segue que
y = +v10 — x2. Dai,

2.1oggv10 —x2 +logzy =2

2.logoy +logzy =2

logsy

2.
log3 9

+log;y =2

logsy +logsy =2
2logzy =2
logsy = 1.
Pela definicdo de logaritmo, segue que y = 3.
Como x2 + y? = 10, segue que x = 1.
Portanto, x.y = 1.3 = 3.
Resposta: alternativa “b”

Por fim, no vestibular de verdo de 2019, o tema logaritmo apareceu na questdo 14

(Figura 22). E um exercicio sobre a funcdo logaritmica f(x) = log, x. Para a resolucio,
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precisa-se aplicar a P22, a P24, reconhecer o comportamento da fungéo e determinar sua

inversa.

Figura 22 - Questédo 14 (ACAFE 2019/01)

14) Considere a fungio f(x) = log, x, analise as afirmagfes a seguir e assinale 2 alternativa correta.

A se f(x+y)=—de X~y =32 entdio f(x—y)=9.

B=> [ écrescente para x € [0,+x).

C = Existem dois valores x = Dom( f) tais que _fllfxJ |=2.
1

~ f(x)

Fonte: ACAFE, 2018, p. 15.

D = A fungio f & bijetora e sua inversa é definida por f_l ( .1']

Resolucdo: Serdo analisadas todas as alternativas.
Alternativa “A”:
f(382) = f(x* +y%)
f(32) = f((x +y)(x - y))
log, 32 = log, ((x + y)(x — )
5=logy(x +y) +log(x —y)
S5=flx+y)+flx—-y)
5=—4+f(x—y)
fx—y)=09.
Alternativa “B”: o nimero 0 ndo faz parte do dominio de f.
Alternativa “C”: tem-se que f(x2) = log, x? = 2.log, x = 2. Logo, x = 2 é (nico.
Alternativa “D”: de fato f € bijetora, mas sua inversa é f*(x) = 2%,

Resposta: alternativa “a”.

5.3.3 Vestibular da UDESC



83

Todo semestre a Universidade do Estado de Santa Catarina (UDESC) realiza um
concurso vestibular. Esse destina-se ao provimento de vagas nos cursos de graduagéo
ofertadas nos centros espalhados por Santa Catarina para candidatos que concluem o Ensino
Médio até o ato da matricula na universidade.

No vestibular de inverno de 2016, a UDESC abordou o tema logaritmo na questéo 02
(Figura 23). Trata-se de um exercicio, no qual € necessario o dominio da definicdo de
logaritmo e das propriedades de potenciacéo.

Figura 23 - Questéo 02 (UDESC 2016/02)
Questdo 02

Sejama ,b e cvalores que satisfazem simultaneamente as equacdes

log,(a+b+c)=0
1 log(a+2b)=1

20 4t
— =2
8

Analise as proposicdes emrelagéoa a ,bec.

I.  Um dos valores & um nimero primo.

Il. Todos os valores sdo numeros reais ndo negativos.
lll. Dois dos valores séo nimeros naturais.

IV. Todos os valores sdo nimeros racionais nao inteiros.

Assinale a alternativa correta.

Somente as afirmativas | e Ill sdo verdadeiras.

Somente as afirmativas | e |l sdo verdadeiras.

Somente as afirmativas Il e IV s80 verdadeiras.

Somente as afirmativas Il e IV s8o verdadeiras.

Somente as afirmativas |, Il e lll sdo verdadeiras.
Fonte: UDESC, 2016, p. 3.

moowy»

Resolucdo: Por log,(a + b + ¢) = 0, tem-se que a + b + ¢ = 2° = 1. Por log(a + 2b) = 1,
tem-se que a + 2b = 10 = 10. Portanto, a = 10 — 2b e ¢ = b — 9. Segue que:

24, 4b
ge

2¢4,22%b
23c =2
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2a+2b—3c =2

a+2b—3c=1
10-3c=1
c=3.
Consequentemente, b = 12 e a = —14.
Resposta: alternativa “A”.

Em 2017 a UDESC abordou o temo logaritmo apenas no vestibular de verdo. A
questdo 07 (Figura 24) trata de um exercicio de determinacdo de inversas de funcdes

logaritmicas.

Figura 24 - Questdo 07 (UDESC 2017/01)
Questao 07

Considere os valores de x pertencentes ao conjunto S = {xe R/ x>—4/}. Associe cada uma
das fungbes f(x) com xe< S, exibidas na coluna A da Tabela 1 com as suas respectivas
inversas, exibidas na coluna B.

Tabela 1: Fungdes e suas inversas

A B

(1) f(x)=log, Yx+4 () fP=N2)" -4

(m-nﬂ=2mg{fii] () fT=2"" -4
' e

(3) f(x)=log,(2x+8) () xy=2% -4

Assinale a alternativa que contém a sequéncia correta de classificagcdo, de cima para baixo.

moow»

A — —

L S

P L0 = D LD
[

LIV N N
[

= = g L B

Fonte: UDESC, 2016, p. 6.

Resolucdo: Para (1), seja y = log, Vx + 4 Dai, pela definicdo de logaritmo, 2¥ = Vx + 4,

isto é, 2%Y — 4 = x. Portanto, ainversa é f~1(x) = 24 — 4.
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x+4

2
Para (2), seja y = 2.log, (xTH') = log, (T) . Dai, pela definicdo de logaritmo, 2Y =
2 y Yy
(xTH) ,isto &, x=22.4—-4=22""—4= \/§y+4 — 4. Portanto, a inversa é f~1(x) =
(\/i)x+4 _4

Para (3), seja y =log,(2x + 8). Dai, pela definicdo de logaritmo, 4¥ = 2x + 8, isto &,

2y _ . .
x = 22—8 = 22Y~1 — 4 Portanto, a inversa é f~1(x) = 22*71 — 4,

Resposta: alternativa “E”.

No vestibular de verdo de 2018, a UDESC abordou o contetdo logaritmo no concurso
na questdo 04 (Figura 25). E um exercicio com equacdes logaritmica e exponencial, no qual é
necessario o dominio da definicdo de logaritmo e conhecimento das propriedades P22, P24 e
P25.

Figura 25 - Questdo 04 (UDESC 2018/01)
Questao 04
O valor de x-y com x,y € Z, sabendo quelog, (x)+log,(y)=2 e 2*¥ =32, ¢ igual a:

A()4 B.()8 C.()2 D.( )6 E.( )10

Fonte: UDESC, 2017, p. 3.

Resolucdo: Aplicando a mudanca de base, tem-se:

log, x +log,y =2

2.1og, x +log, y =4
log, x2 +log,y = 4
log, x%2.y = 4.

Pela definicdo de logaritmo, x2.y = 2* = 16.



A questdo também informa que 2**Y = 32, isto é, x + y = 5, ou ainda, y = 5 — x.
Dali,
x%.y=16
x%.(5—x) =16
x3—5x2+16 =0.
A Unica solucdo inteira é x = 4. Logo, y = 1.
Finalmente, x.y = 4.

Resposta: alternativa “A”.
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No vestibular de inverno de 2018, a UDESC abordou o tema logaritmo na questéo 07

(Figura 26). E um exercicio longo envolvendo progresso aritmética, progressio geométrica,

funcBes afim, exponencial e logaritmica.
Figura 26 - Questdo 07 (UDESC 2018/02)
Questao 07

27
15715

Lh| &

.

| =

Considere a progressdo aritmeética [— J a progressdao geomeétrica

Jg?a?ﬁ J‘
sentencas a seguir.

| - (f[‘%)f[%]{%)f[%)} é uma progressao aritmética.
Il - (g[— l}g[i}g[l} g[i} : -)é uma progressao aritmética.
5 15 15 5
I - (3(2), g(z}g[g}g(i} ) € uma progressao geométrica.
3 9 27
IV - [h[l‘.],fr[%], }{g} h[% ,) € uma progressé&o aritmética.

Assinale a alternativa correta.

22 2
[2 ) e as fungBes f(x)=3x+1, g(x)=3"e h(x)=log( x) para analisar as

Somente as sentencas |l e IV sdo verdadeiras.
Somente as sentencas | e Il sdo verdadeiras.
Somente a sentenca | é verdadeira.

Somente as sentengas | e IV sdo verdadeiras.
Somente as sentencas Il e lll sdo verdadeiras.

Fonte: UDESC, 2018, p. 5.

moow»
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Resolucdo: Substituindo os valores nas fungdes, tem-se que:

2 7 12 17 . ~ . " ~
- (E’ ST ... ) é progressao aritmetica de razéo 1;

I - (%, '3/32,'3/37, V3%, ...) é progressdo geométrica de razdo V/3;

2 2 2
111 - (32,33, 39,327,...) ndo é progressdo aritmética nem progressao geométrica;
2 2 2 . ~ - Lax ~ 1
IV - (log 2,logz, log5,log—, ... ) € uma progress&o aritmética de razao log:.

Resposta: alternativa “D”.

Por fim, no vestibular de verdo de 2019, a UDESC abordou o contetudo logaritmo na
questdo 10 (Figura 24). Essa envolve logaritmos decimais e naturais. Para a resolucéo, deve-

se conhecer as propriedades P24 e P25.
Figura 27 - Questdo 10 (UDESC 2019/01)

Questio 10

Ina’ —loga+2ina & igual a:

Considerando In10 =23, entdo o valor da expressio 1
0ga

A ()4 B. ( )105 C.( )4a D. () 23a° E. ()13

Fonte: UDESC, 2018, p. 7.

Resolucdo: Aplica-se a mudanca de base nos logaritmos de base 10 para base e.

Ina
3.lna—m+2.lna _

Ina
In10

(5.1na - 1;‘—3)

Ina
2,3

11,5.lna —lna 2,3 _
2,3 ‘Ina

10,5.

Resposta: alternativa “B”.
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5.3.4 Vestibular da UFSC

A Universidade Federal de Santa Catarina realiza anualmente concurso vestibular para
ocupacdo de vagas de seus cursos de graduacdo distribuidos pelo estado. Para entrada em
2017 o tema logaritmo néo foi abordado na prova. Ja na prova para ingresso em 2018, o tema
apareceu em um dos itens da primeira questdo de Matematica (Figura 28). Neste item
encontra-se um sistema de equacdes logaritmicas. Para resolver, € necessario aplicar a

definicdo de logaritmo e as propriedades P21 e P22.

Figura 28 - Questéo 21 (UFSC 2018)

Questdo 21
01. O dominio da fungdo f(x) = \fﬁ é um intervalo (a, b). A somade a com h é 6.

o2, Se f:[1,+) — [1,+c0) definida por f(x) = x* — 2x + 2 admite inversa, entdo f~!(5) = 3.

R N - _[x*+1,sex =0 . Ay
04. Sef:R Reumafungandeflnldaporf(x)_{x_'_l*sex{n .entdo (f o HI(—1)=1.

log, (x +y) =10

08. O sistema [10g3 2 +logyy=logyx

tem infinitas solugdes.

16. Sef: A— Beg:B — C sdoinjetoras, entdo gof: A — C pode nao ser injetora.

éEéPosm C]

Fonte: UFSC, 2017, p. 16.

Resolucdo: Seréa resolvido apenas o item 08.
De logs 2 + log; y = logs x, segue que log;(2.y) = logs x, isto é, x = 2y.

De log,(x + y) = 0, tem-se pela definicdo que x + y = 20 = 1.

Logo,
x+y=1
2y +y=1
3y =
1
y=3

2
Consequentemente, x = 3
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Resposta: o item ndo esta correto.

No concurso vestibular para ingresso em 2019, o contetdo logaritmo foi bastante
explorado. Primeiramente, apareceu no item 02 da questdo 23 (Figura 29). Trata de uma
comparacdo de valores de logaritmos, tal que, conhecendo a defini¢cdo de logaritmo, torna-se

simples a resolucéo.

Figura 29 - Questéo 23 (UFSC 2019)
QUESTAD 23

01. Em 1987, em Goiania, catadores de materiais reciclaveis encontraram um aparelho
abandonado que era usado em tratamentos médicos de radioterapia. Ao desmontarem tal
aparelho, os trabalhadores foram contaminados com césio-137 e sofreram graves problemas
de saude. Considere que, num instante inicial, havia 19 g de césio-137 e que o tempo de meia-
vida desse elemento quimico € de 30 anos, ou seja, o fempo que uma amosira de césio-137
leva para reduzir-se a metade € de 30 anos. Dessa forma, a fungdo que modela a massa m(t),
em gramas, em funcio do tempo t, em anos, é dada por m(t): B, —» R; m(t) = 19- 0,55

02. log.3 < log.2 < 0.

04. Um tridngulo ABC esta inscrito numa circunferéncia A de raio R. O angulo 4 mede 45° e a
medida do &ngulo B é igual ag do suplemento do &ngulo A. Se o segmento BC mede 128 cm,
entdo a area limitada pela circunferéncia A é igual a 64w cm?2.

08. Uma progressao tem seus termos organizados da seguinte forma:

1

3 5

7 9 11

13 15 17 19

21 23 25 27 29

MNessas condigbes, o primeiro elemento da 292 linha é 931.
L 3 7 .
16. Desenvolvendo a expressdo numérica |E - v"§| + |v"3_'— 1|, obtém-se como resultado um
numero irracional.

RESPOSTA D

Fonte: UFSC, 2018, p. 20.

Resolucdo: Sera resolvido apenas o item 02.

De log: 3 < log: 2 < 0, tem-se que log: 3 < —1 < 0. Basta verificar se log: 3 < —1.
2 2 2 2

X
Ora, se log: 3 = x, entéo G) = 3. Dai, —2 < x < —1. Portanto, log: 3 < —1.
2 2

Resposta: 0 item esta correto.

Na Figura 30, pode-se encontrar a questdo 26 do concurso de 2019. A questdo abordou

0 conteudo de matrizes e no item 08 explorou a ideia de determinante e de equacao
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logaritmica. Para resolver, analisando apenas a parte que envolve logaritmo, é necessario
dominio da P22 e da P24.

Figura 30 - Questdo 26 (UFSC 2019)

QUESTAO 26
9 3 1 3

Considere as matrizes 4 = ( x)’ B=|x—-1 x+1|eC=A4"B.
4 -1 2 2 N

01. Pelo menos uma das raizes da equacdo detC = 0 € um namero real positivo.

02. O produto dos valores de x que fazem com gue a matriz € seja singular {(ndo admita matriz
inversa) & um namero impar.

04. Se f:R—=R é tal que f(x)=detC — (x*—92), entdo o conjunto-solucio de f(x)<0 é
S={xeR;0<x <36}

08. Considere agora x = 1 e y = det(10C), entdo logly| = 3log2 + log7 + 2.

RESPOSTA[ |

Fonte: UFSC, 2018, p. 21.

Resolucdo: Serd resolvido apenas o item 08.

Parax=1,tem-seA=(2 3 1),B=<é §>ec=(4 13).

4 -1 2 2 X 8 12
Como y = det(10C), pode-se afirmar que y = det (gg 38) = —5600.

Segue que log |y| = log | — 5600| = log 5600 = log(56.10%) = log 56 + 2.
Ainda, 3log2 +log7 + 2 = log 23 + log 7 + 2 = log(8.7) + 2 = log 56 + 2.
Portanto, log |y| = 3log?2 + log 7 + 2.

Resposta: o item esta correto.

Pode-se concluir que, pelos vestibulares analisados, o tema logaritmo foi bastante
abordado nas provas dos ultimos trés anos. O ENEM busca contextualizar mais o tema, ja 0s
vestibulares buscam exercicios envolvendo equagfes e fungdes logaritmicas diretamente.
Entender e aplicar o conceito de logaritmo é essencial nas provas, bem como aplicar as
propriedades P22, P23, P24 e P25. Nota-se que o logaritmo natural apareceu nas provas,
entretanto, conforme analise dos livros didaticos, nem em todos os livros esse caso particular

¢ estudado.
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6 TENDENCIA EM EDUCACAO MATEMATICA: HISTORIA DA MATEMATICA

Neste capitulo pretendeu-se estudar a tendéncia de ensino Histdria da Matematica a
fim de construir o material paradidatico que relacione adequadamente esta tendéncia de

ensino com o tema logaritmos.

6.1 HISTORIA DA MATEMATICA NA EDUCACAO

A Educacdo Matematica é uma ciéncia social que tem como objetivo estudar os atos
de ensinar e aprender Matemaética através da investigacdo da relacdo professor, aluno e
conhecimento matematico, tornando-se a “resultante das multiplas relacdes que se
estabelecem entre o especifico e o pedagdgico num contexto construido de dimensdes
historico-epistemoldgicas, psicocognitivas, histérico-culturais e  sociopoliticas”
(FIORENTINI E LORENZATO, 2007, p. 5).

Atualmente, a Matematica estd intimamente ligada ao desenvolvimento técnico-
cientifico do planeta. A partir da década de 1970, por meio da Revolucdo Técnico-cientifico-
informacional, ou simplesmente Terceira Revolugdo Industrial, setores ligados a informaética,
robdtica, telecomunicacdo, biotecnologia, engenharias em geral, entre outros, conquistaram
crescimento acelerado e auxiliaram diretamente o processo de globalizacdo, bem como o
desenvolvimento do capitalismo moderno. Assim, pode-se afirmar que a Matematica se
tornou essencial a evolugdo da sociedade. Para tanto, busca-se na educagdo basica gerar o
interesse pelo acesso aos cursos de ciéncias e tecnologia, que solucionam, ou pelo menos
facilitam, o cotidiano e potencializam a vida, beneficiando o meio social. E mesmo aos
individuos que ndo simpatizam pela carreira na area de exatas, deve-se proporcionar modelos
motivadores de ensino dentro da Educacdo Matematica que exemplifiqguem a realidade, por

meio de um processo critico que considere o contexto cultural do grupo e suas perspectivas.

Da Educacdo Matemaética surgem metodologias chamadas de tendéncias de ensino,
que tratam de propostas alternativas para a acdo pedagdgica para solucionar ou minimizar
problemas no ensino da Matematica. Estas tendéncias possibilitam reflexdes e novos
trabalhos que beneficiem o processo de ensino e aprendizagem. Alguns exemplos de
tendéncias em Educacdo Matemaética sdo: Etnomatematica, Histéria da Matemaética, Jogos na
Educacdo Matematica, Modelagem Matematica, Resolucdo de Problemas e Tecnologias da

Informag&o e Comunicacéo.



92

A tendéncia em Educacdo Matematica denominada Historia da Matematica é um
campo de estudo que visa a identificacdo de fontes que permitam mapear sua origem e
descobertas. Para tanto, sdo considerados registros e anotacbes matematicas ndo somente do
individuo ou grupo que obteve sucesso, mas também de tentativas falhas ou métodos que
foram substituidos por algoritmos mais eficientes. Assim, no estudo da historia da
Matematica, encontra-se a evolugdo do pensamento matematico, os fatos que motivaram o
desenvolvimento de determinados conceitos e a origem de ideias que auxiliam diversas areas
até os tempos atuais. Segundo D’Ambrosio (1996) “o estudo da construgdo historica do
conhecimento matematico leva a uma maior compreensdao da evolucdo do conceito,
enfatizando as dificuldades epistemoldgicas inerentes ao conceito que esta sendo trabalhado”
(p. 61). Assim, evidencia-se uma valorosa implicacdo do uso dessa abordagem no ensino da

Matematica. D’ Ambrosio (2008) também diz que:

Uma percepcdo da histéria da matematica é essencial em qualquer discusséo sobre
matematica e seu ensino. Ter uma ideia, embora imprecisa e incompleta, sobre por
que e quando se resolveu levar o ensino da matematica a importancia que tem hoje
sdo elementos fundamentais para se fazer qualquer proposta de inovacdo em
educagdo matematica e educagdo em geral. (p. 29).

E inquestionavel a importancia de ser um individuo historicamente situado, de tal
maneira que conheca as motivacoes e relaces que o trouxeram para determinada realidade.
No ramo matematico ndo é diferente. E inerente ao ser humano perguntar o porqué das coisas,
qgual o objetivo daquele ato e como proceder. Durante o ciclo da educacdo basica, em
particular nas aulas de Matematica, € comum e aceitavel ouvir a pergunta “por que devo
aprender isso?” ou “quando vou usar isso na minha vida?”. De fato, a forma como alguns
conteddos sdo desenvolvidos na disciplina acaba dificultando a visualizacdo da importancia e
da aplicabilidade dos conceitos estudados. O entendimento da necessidade de conhecer novos
conceitos é essencial para o envolvimento dos estudantes com a disciplina. E importante
também entender o0 que motivou certos estudiosos em outros tempos a desenvolverem
demonstracdes inéditas e a investir tempo, as vezes varios anos, em seus estudos. O estudante
que internaliza esse entendimento, constréi uma visdo diferenciada da Matematica,
valorizando-a como ciéncia indispensavel para o desenvolvimento individual e da sociedade

em que Vive.

No Brasil, a Histéria da Matematica tornou-se area de pesquisa no final da década de
1970. Os estudiosos Clavis Pereira da Silva, Circe Mary Silva da Silva Dynnikov, Fernando
Raul de Assis Neto e Sergio Roberto foram os primeiros doutores na area no Brasil,

difundindo investigacOes nesta linha. Apenas em 1995 ocorreu 0 primeiro evento brasileiro
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de grande porte com foco neste tema, o | Seminério Nacional de Histéria da Educacéo
Matematica, com aproximadamente cento e vinte participantes. J& em trinta de margo de 1999
foi fundada a Sociedade Brasileira de Historia da Matematica, com sede em Rio Claro, Sdo

Paulo, conhecida pela sigla SBHMat.

Em sua pesquisa, Souto (2010) verificou que, dos trabalhos apresentados em Anais de
Seminéarios Nacionais de Histdria da Matemaética e de Encontros Luso-brasileiros de Historia
da Matematica entre 2003 e 2007, “apenas 13% dos estudos publicados tratam da participagdo
da Histéria da Matematica em situagBes de ensino” (SOUTO, 2010, p. 534). Ainda conclui
que a baixa produgéo de pesquisas englobando esse tema “¢ um indicativo da procedéncia das
gueixas de muitos professores a respeito da escassez de material acessivel para ensinar
Matematica com uma abordagem historica” (SOUTO, 2010, p. 534). Baroni, Teixeira e Nobre
(2005), também relatam essa situacdo. Destacam que ha pobreza de investigacGes sobre
Historia da Matematica e Educacdo Matematica em comparacdo as outras tendéncias de
ensino. Dai, buscam listar 11 motivacdes, de a a k, que sustentam investigacfes que englobam

as duas frentes de pesquisa, conforme segue.

a) “O desenvolvimento histérico da Matematica mostra que as ideias, ddvidas e
criticas que foram surgindo ndo devem ser ignoradas diante de uma organizagdo
linear da Matematica” (BARONI; TEIXEIRA; NOBRE, 2005, p. 182).

O desenvolvimento da Matematica ndo segue necessariamente a ordem pela qual seus
estudos sdo elaborados didaticamente hoje. Por exemplo, no Ensino Fundamental os
conjuntos numeéricos sdo definidos aos estudantes na ordem naturais, inteiros, racionais,
irracionais e reais, quando, na verdade, a ordem historica foi naturais, racionais, irracionais,
reais e inteiros. E evidente que a organizacdo apresentada aos alunos segue uma ordem logica
e bem construida, mas cabe ao docente entender que eventuais davidas sobre nimeros
racionais ainda nos estudos de numeros inteiros, por exemplo, ndo sdo inconvenientes.
Explorar esse tipo de questionamento, que traz duvidas historicamente classicas e que
geraram desenvolvimento da area, ja propicia a aparicdo discreta da tendéncia Histdria da

Matematica nas aulas.

b) “A Historia da Matematica levanta questdes relevantes e fornece problemas que
podem motivar, estimular e atrair o aluno” (BARONI; TEIXEIRA; NOBRE, 2005,
p. 182).
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Ao utilizar a Historia da Matematica como metodologia de ensino e aprendizagem,
busca-se despertar a curiosidade dos alunos para maior envolvimento e aproveitamento no
processo educacional. Para Fauvel (1991), a importancia do uso da histéria no ensino da
Matematica € justificada por uma série de fatos, tais como o aumento da motivacdo para a
aprendizagem na &rea, o ato de humanizar a ciéncia, mostra o desenvolvimento historico por
meio da ordenacdo e apresentacdo de tdpicos no curriculo e oportuniza aos alunos a
compreensdo do desenvolvimento dos conceitos estudados, bem como contribui para as
mudancas de percepcdes dos alunos com relacdo a Matematica e suscita oportunidades para a

investigagdo nessa area.

c) “A Histdria fornece subsidios para articular diferentes dominios da Matematica,
assim como expor interrelacdes entre a Matematica e outras disciplinas, a Fisica,
por exemplo” (BARONI; TEIXEIRA; NOBRE, 2005, p. 182).

A evolucdo da Matematica se deve ao fato de existir a necessidade de aperfeicoamento
de algo, seja um teorema, uma definicdo ou uma propriedade. Por vezes essa necessidade
surge numa aplicacdo, na qual se nota que algo “esta faltando”. Assim, percebe-se a
pertinéncia do contedo, ndo apenas no campo puro de estudos da Matematica, mas também
empregando a teoria em situacbes do cotidiano. Esse campo fornece um ferramental
importantissimo para o desenvolvimento de outras areas de conhecimento, como Fisica,
Quimica e Biologia. Entretanto, ndo se limitando as ciéncias da natureza, ha uma infinidade
de outras aplicacGes, como nas artes, em suas mais diversas manifestacfes, ou em atividades
comerciais. Sem davidas, para que o professor explore essas aplicabilidades, é essencial o ato
da pesquisa, 0 apoio em materiais que fogem do dominio apenas matematico e a busca por

abordagens diferenciadas, como se encontra em paradidaticos, por exemplo.

d) “O envolvimento dos alunos com projetos historicos pode desenvolver, além de
sua capacidade matematica, o crescimento pessoal e habilidades como a leitura,
escrita, procura por fontes e documentos, analise e argumenta¢dao” (BARONI;
TEIXEIRA; NOBRE, 2005, p. 182).

Muitos jovens finalizam seu ciclo na Educacdo Basica sabendo muito pouco, ou até
mesmo nada, sobre pesquisa e escrita cientifica. Em plena era informacional, muitos alunos
ndo sabem onde e como procurar informacg6es veridicas, interpretar dados e argumentar com
consisténcia sobre temas estudados. A alfabetizacdo cientifica pode comecar em pesquisas

simples que possivelmente construam no individuo uma consciéncia mais critica sobre a
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realidade e induzam o mesmo a desenvolver suas competéncias. Para Freire (1980), a
alfabetizacdo "é mais que o simples dominio psicolégico e mecénico de técnicas de escrever e
ler. E o dominio destas técnicas em termos conscientes [...]. Implica numa autoformacio de
que possa resultar uma postura interferente do homem sobre seu contexto” (p. 111). Quem
estuda pouco e 1é pouco, aprende pouco. Assim, articulando adequadamente leituras e escritas
que convém aos processos de ensino e aprendizagem em Matematica, pode-se ultrapassar 0s

aspectos ldgicos e sistematicos dessa ciéncia.

e) “Os estudantes podem entender que elementos como erros, incertezas, argumentos
intuitivos, controvérsias e abordagens alternativas a um problema séo legitimos e
fazem parte do desenvolvimento da Matematica” (BARONI; TEIXEIRA,
NOBRE, 2005, p. 182).

No processo educativo atual, muitas vezes é transmitida uma ideia de que a
Matematica foi uma descoberta, como um achado. Em alguns casos, os estudantes ficam
abismados com o que os professores apresentam em uma aula e se sentem desanimados
quando ndo compreendem o conteldo, pois da forma como o docente expds parece
extremamente trivial chegar em tais conclusbes. Por vezes, mesmo quando o conteudo é
compreendido, o estudante usa uma fala bastante comum “eu jamais pensaria nisso” € se julga
como incapaz. Aparentemente, hd uma falta de empatia nos processos de ensino e
aprendizagem da Matematica. Todos os envolvidos nesses processo devem se atentar ao fato
de que as incertezas e 0s erros permeiam suas vidas, e com a Matematica nao é diferente. Os
erros fazem parte da construcdo do saber matematico e ndo ha um porqué para se criar um
sentimento de fracasso quanto a isso. Com todo respeito e admiracdo, a ideia que deve ser
passada para os alunos é de que os famosos matematicos, que muitas vezes ddo nome para
diversos teoremas e regras, ndo foram deuses ou portadores de uma inteligéncia inalcancavel,
mas sim individuos estudiosos, persistentes e resilientes, isto é, o tipo de conduta que deve

servir como exemplo, algo que vai além do raciocinio I6gico-matematico.

f) “Os alunos também podem identificar que, além dos conteudos, a Matematica
possui forma, notacdo, terminologia, métodos computacionais, modos de
expressao e representacdes” (BARONI; TEIXEIRA; NOBRE, 2005, p. 182).

A Matematica possui uma linguagem caracteristica, com simbolos que aparecem nos
mais diversos conteddos. Existe uma estrutura bem definida que busca expor de modo claro as

ideias e facilitar a comunicagdo. A organizagdo logica das ideias se deu no desenvolvimento
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da ciéncia, bem como as suas representacfes. A terminologia aplicada favorece aos
individuos reflexivos que internalizam a natureza dos termos especificos, valorizando a

semantica inerente a esse campo de estudo.

g) “Os professores podem identificar, na Histéria da Matematica, motivacbes na
introdug@o de um novo conceito” (BARONI; TEIXEIRA; NOBRE, 2005, p. 182).

De fato, aplicando métodos de ensino que envolvem a tendéncia Historia da
Matematica, oportuniza-se aos estudantes uma aprendizagem com mais significado e a
apropriacéo do saber. Assim, pode se tornar uma fonte de inspiragdo para iniciar ou seguir o
conteddo, desafiando os discentes com questBes pertinentes e impulsionando-os para
descobertas individuais e em grupo. A motivacdo € determinante para 0 proprio

desenvolvimento intelectual, qualificando os processos de ensino e aprendizagem.

h) “Os professores podem identificar que algumas dificuldades que surgem em sala
de aula hoje j& apareceram no passado, além de constatar que um resultado
aparentemente simples pode ser fruto de uma evolugdo ardua e gradual”
(BARONI; TEIXEIRA; NOBRE, 2005, p. 182).

Tudo o que hoje pode parecer trivial na Matematica, custou exaustivo estudo. Essa
ciéncia tomou forma como um corpo de conhecimento por volta do século XVII, quando
houve uma melhor organizacdo de seus campos de estudo. Pode-se afirmar que ainda esta em
construcdo, vistas as pesquisas em alto nivel desenvolvidas em polos distribuidos pelo mundo.
Portanto, erros, persisténcia e tempo envolvido em toda a evolugdo dessa ciéncia ndo podem
ser esquecidos. E incoerente desmerecer alguns desconfortos atuais com algum contelido
matematico quando o0 mesmo custou penoso trabalho de individuos que dominaram a area de
estudo em outros séculos. Deve-se valorizar a davida, essa abre caminhos e mostra possiveis

solucdes.

i) “A Historia pode evidenciar que a Matematica ndo se limita a um sistema de
regras e verdades rigidas, mas ¢é algo humano e envolvente” (BARONI,
TEIXEIRA; NOBRE, 2005, p. 182).

A Matematica ndo é algo estatico. Por mais que exija extremo rigor em seus conceitos,
é um recurso com potencial a ser explorado. Contraindica-se carregar a visdo de que a
Matematica é a vild, a destruidora de notas boas e da autoestima escolar. Deve-se ter a

Matematica como uma ferramenta, algo que auxilia a vida em sua forma mais simples até a
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problemas mais complexos. Ela ajuda a desvendar mistérios, utilizando uma série de simbolos
para expressar tanto os problemas, quanto as solugdes. Ela é amiga e proporciona o prazer da

descoberta.

j) “O estudo detalhado de exemplos histdricos pode dar a oportunidade aos alunos de
compreender que a Matemética é guiada ndo apenas por razdes utilitarias, mas
também por interesses intrinsecos a propria Matematica” (BARONI; TEIXEIRA;
NOBRE, 2005, p. 182).

Dada a devida importancia da relacdo entre Historia da Matemética, Matematica e
aplicacdes, deve-se valer também a parte que é puramente matematica, que busca demonstrar,
dar contraexemplos e construir teorias. Ndo foram apenas as aplicacdes que motivaram o
desenvolvimento dessa ciéncia, nem sé para isso se faz Matematica. Muito do que se fez foi
pela e para a Matemética. E ainda se faz. Para D’ Ambrdésio (2008), “a histéria da matematica
é um elemento fundamental para se perceber como teorias e praticas matematicas foram
criadas, desenvolvidas e utilizadas num contexto especifico de sua época” (p. 29). Desta
maneira, também é possivel, através dessa tendéncia de ensino, conceber a motivagdo do

desenvolvimento de certo tema, seja pratico ou tedrico.

k) “A Historia da Matematica fornece uma oportunidade a alunos e professores de
entrar em contato com matematicas de outras culturas, além de conhecer seu
desenvolvimento e o papel que desempenharam” (BARONI; TEIXEIRA; NOBRE,
2005, p. 182).

Essa consideracdo descaracteriza a falsa visdo de que a Matematica € resultante de
uma cultura apenas, a ocidental. “A matematica, afinal, ¢ um produto cultural. E criada por
pessoas em um momento e lugar dados e frequentemente é afetada por esse contexto. Saber
mais sobre isso ajuda a entender como a matematica se ajusta com outras atividades
humanas” (BERLINGHOFF; GOUVEA, 2008, p. 3). Assim, mostra-se que a Matematica
apresentada nas escolas atualmente é uma de tantas outras formas matematicas desenvolvidas

no decorrer dos tempos.

Sem duvida, o tema historia da matematica pode ser mais explorado. Existem grupos
de pesquisa espalhados pelo pais que estdo incentivando a utilizagdo dessa tendéncia de
ensino na educagdo basica e/ou na formacéo de professores de Matematica. Em seu endereco
eletrénico, a SBHMat apresenta quatro grupos desse tipo: Grupo de Pesquisa de Historia da
Educacdo Matematica no Brasil (GHEMAT), Grupo de Histéria Oral e Educacdo Matematica
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(GHOEM), Grupo de Pesquisa em Historia da Matematica e/ou suas Relagbes com a
Educacdo Matematica (GPHM) e Grupo de Estudos e Pesquisa em Historia e Ensino de
Matematica (GEHEM). Para discutir e divulgar investigacdes na area, eventos como o
Seminario Nacional de Historia da Matematica (SNHM), Encontro Nacional de Pesquisa em
Historia da Educacdo Matematica (ENAPHEM) e Encontro Luso-Brasileiro de Histéria da
Matematica (ELBHM) se destacam. Para divulgacdo dessa area, existem revistas como a
Revista Brasileira de Histdria da Matematica (RBHM), a Revista Historia da Matematica para
Professores (RHMP) e a Revista de Historia da Educacdo Matematica (HISTEMAT).

6.2 HISTORIA DA MATEMATICA NOS DOCUMENTOS OFICIAIS

Nas Bases Legais do Ministério da Educacdo, aparecem trechos que se referem a
histéria da Matematica. Ao explorar o tema resolucdo de problemas, o PCN do Ensino
Fundamental (terceiro e quarto ciclos) destaca a importancia de possibilitar aos alunos a
ampliacdo dos seus conhecimentos através do gerenciamento das informacdes que ja estdo a

seu alcance.

A prépria Histéria da Matematica foi construida como resposta a perguntas
provenientes de diferentes origens e contextos, motivadas por problemas de ordem
pratica (divisdo de terras, calculo de creditos), por problemas vinculados a outras
ciéncias (Fisica, Astronomia), bem como por problemas relacionados a
investigac@es internas a propria Matematica. (BRASIL, 1998, p. 40).

Defende-se que “aproximagdes sucessivas de um conceito S&0 construidas para
resolver um certo tipo de problema, [...] o que exige transferéncias, retificacdes, rupturas,
segundo um processo anélogo ao que se pode observar na Historia da Matematica” (BRASIL,
1998, p. 41). Assim, reproduz-se o processo historico de desenvolvimento da ciéncia,
demonstrando-se que a Matematica ndo é algo pronto, mas sim a resultante de exaustivo

estudo.

O PCN + destaca o objetivo de “compreender o conhecimento cientifico e o tecnologico
como resultados de uma construgdo humana, inseridos em um processo historico e social”
(BRASIL, 2006, p. 32). Assim, adquire-se uma visdo mais critica da construcdo da ciéncia,
obra que jamais estara finalizada. Entende-se que o desenvolvimento da ciéncia foi baseado
em momentos historicos que explicam o interesse e a aplicagdo de algum tema. O PCN
garante que “a importancia da histéria das Ciéncias e da Matematica, contudo, tem uma

relevancia para o aprendizado que transcende a relacdo social, pois ilustra também o
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desenvolvimento e a evolucdo dos conceitos a serem aprendidos” (BRASIL, 1998, p. 51). J4 0
PCN + apresenta um exemplo.

Ao se perceber a origem do uso dos logaritmos ou das razdes trigonométricas como
resultado avanco tecnoldgico do periodo das grandes navegacdes do século 16,
pode-se conceber a Matematica como instrumento para a solugdo de problemas
praticos e que se desenvolve para muito além deles, ganhando a dimensdo de ideias
gerais para novas aplicacbes fora do contexto que deu origem a elas. (BRASIL,
2006, p. 118).

Reconhecer esse desenvolvimento historico forma um conhecimento que valoriza o
viver da humanidade, com seus aperfeicoamentos constantes devido ao poder cientifico e
tecnoldgico de cada época. Sempre aparecem novas necessidades, conforme condicdes

especificas, e essas sdo resolvidas com pesquisas e avangos praticos e tedricos.

Na Proposta Curricular do Estado de Santa Catarina (1998) aparece uma ideia de que a
vertente Educacdo Matematica busca alicerces em areas como Psicologia, Sociologia, Histdria

e Antropologia para auxiliar na formacao do cidaddo do século XXI.

Entende-se a Matematica como um conhecimento produzido e sistematizado pela
humanidade, portanto histérico, com o objetivo de conhecer, interpretar e
transformar a realidade. Esta compreensdo da histéria da Matematica indissocidvel
da histéria da humanidade — em processos de producdo nas diferentes culturas —
busca romper com algumas concepgbes fundamentais na corrente de pensamento
positivista e entender o carater coletivo, dindmico e processual da producdo deste
conhecimento que ocorre de acordo com as necessidades e anseios dos sujeitos.
(SANTA CATARINA, 1998, p. 114).

A BNCC destaca que “para a aprendizagem de certo conceito ou procedimento, ¢
fundamental haver um contexto significativo para os alunos, ndo necessariamente no
cotidiano, mas também de outras areas do conhecimento e da propria histéria da Matematica”
(BRASIL, 2017, p. 295). Os alunos devem desenvolver a capacidade de investigacdo, de
construcdo de modelos e de resolucdo de situacdes-problema, isso de forma concomitante a
evolucédo do processo de reflexdo e abstragdo. Assim, a BNCC defende veementemente a¢des
que sustentem “modos de pensar criativos, analiticos, indutivos, dedutivos e sistémicos e que
favorecam a tomada de decisdes orientadas pela ética e o bem comum” (BRASIL, 2017, p.
518).
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7 LIVROS PARADIDATICOS DE MATEMATICA

Neste capitulo apresenta-se o estudo realizado acerca dos livros classificados como
paradidaticos, bem como a relacdo dos livros paradidaticos com a tendéncia de ensino
Historia da Matematica. Também ¢é apresentada uma analise de alguns exemplares de
materiais desse tipo. O objetivo foi construir um bom entendimento para a producdo do

material paradidatico que relacione adequadamente o tema logaritmos.

7.1 PARADIDATICOS DE MATEMATICA NO BRASIL

Na década de 1930 duas obras pioneiras foram publicadas no Brasil: O homem que
calculava, de Julio César de Mello e Souza, mais conhecido como Malba Tahan, e A
aritmética de Emilia, de Monteiro Lobato. Esses sdo exemplos de livros que abordam temas
da Matematica numa leitura prazerosa, sem 0 caracteristico rigor matematico, pois focam no
enredo e ndo na disciplina em si. Materiais que carregam esse aspecto, de uma forma geral,
podem ser chamados de paradidaticos de Matematica. Munakata (1997) fez sua sugestdo de

definicdo desse tipo de material em sua tese de doutorado da seguinte forma:

Livros paradidaticos talvez sejam isso: livros que, sem apresentar caracteristicas
préprias dos didaticos (seriagdo, contedido segundo curriculo oficial ou ndo etc.), sdo
adotados no processo de ensino e aprendizagem nas escolas, seja como material de
consulta do professor, seja como material de pesquisa e de apoio as atividades do
educando [...] Em suma, o que define os livros paradidaticos é o seu uso como
material que contempla (ou mesmo substitui) os livros didaticos. Tal
complementagdo (ou substituicdo) passa a ser considerada como desejavel, na
medida em que se imagina que os livros didaticos por si sejam insuficientes ou até
mesmo nocivos. (MUNAKATA, 1997, p. 101).

Apesar de classificar as obras de Monteiro Lobato e Malba Tahan como paradidaticos,
essa denominacdo surgiu apenas por volta da década de 1970. Nessa década foi estimulada a
producdo de novos materiais que possibilitassem acesso facilitado ao conhecimento. Assim,
as editoras iniciaram a producio de um novo tipo de livro: o paradidatico. A editora Atica foi

a primeira a publicar livros nessa linha.

A linha de paradidaticos era um empreendimento inovador. A ideia era criar um
material de apoio que, mesmo ndo sendo tema especifico de matéria ministrada em
sala de aula, tivesse um conteldo programatico adequado a um certo momento do
aprendizado. O objetivo era capturar a atencdo do estudante através do aspecto
narrativo ludico (ATICA, 1995, p. 236).

A editora Atica lancou as colecbes Bom Livro, Vaga-lume e Para Gostar de Ler em
meados da década de 1970. Mas a primeira cole¢do a ser editada com a denominacdo de

paradidatica foi O Cotidiano da Historia, no inicio da década de 1980. Em seu catalogo,
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apresentou livros paradidaticos para o ensino de Historia que podem ser utilizados como
material de leitura complementar para os anos finais do Ensino Fundamental. Entre os titulos

estdo Os Abolicionistas, O Engenho Colonial e Independéncia.

O clima de abertura politica da época favorecia o debate pedagdgico e, em
consequéncia, o aparecimento de novas propostas na area. Na rede escolar, diversas
experiéncias de inovacdo didatica estavam sendo levadas a termo. Apostando nesta
tendéncia, a [editora] Atica resolveu investir em uma nova linha de textos, que
aliasse o rigor cientifico a imaginacdo literaria (ATICA, 1995, p. 336 - grifo do
autor).

Em 1986 surgiram as primeiras obras paradidaticas de Matematica no pais.
Anteriormente, apareceram obras que versavam a Matematica, mas ndo como foco e sim
como parte do enredo. Agora, busca-se contextualizar o contetdo matematico, usar
ilustracBes como recurso pedagdgico, utilizar a simbologia matematica de forma simples, sem
tornar o texto técnico demais, destacar a parte ludica da Matematica por meio de desafios,

jogos e situacdes que estimulem a imaginacéo do leitor.

A série A Descoberta da Matematica, da editora Atica, aborda temas dos anos finais
do Ensino Fundamental numa leitura prazerosa que explora conceitos com explicacdes
I6gicas. Alguns dos catorze titulos sdo As Mil e Uma Equac6es, Historia de Sinais, Fragdes
sem mistérios e Uma Raiz Diferente. Sé&o textos de Carlos Marcondi, Claudio Xavier da
Silva, Ernesto Rosa Neto, Fernando Louzada, Luzia Faraco Ramos e Nelson Gentil. Ja a série
Vivendo a Matematica, da editora Scipione, traz em seus quinze livros conteudos do Ensino
Fundamental e também do Ensino Médio. Algumas obras sdo Descobrindo o Teorema de
Pitdgoras, Os Poliedros de Platdo e os Dedos da Mao e Semelhanca Ndo é Mera
Coincidéncia. Os autores que construiram esta colecdo sdo Jose Jakubovic, Luiz Marcio
Imenes, Marcelo Lellis, Nilson José Machado, Paulus Gerdes e Renate Watanabe. Para Dalcin
(2002), essas colecbes apresentam diferencas em seus aspectos graficos e na opcdo de
abordagem dos conteudos, “mas apresentam como elemento comum a concepgao de que o
ensino de Matematica deve considerar a importancia do ludico, ligado diretamente ao prazer
de aprender e interagir com outras linguagens e areas do conhecimento” (DALCIN, 2002, p.
28).

Nos anos 1990 as obras paradidaticas foram mais exploradas por outras editoras, como
Atual Editora, Editora do Brasil, Moderna, FTD, entre outras. As cole¢des que se destacaram
foram Pra Que Serve a Matematica?, da Editora Atual, Matematica: Projeto Alternativo, da
Editora do Brasil, Problemas Matematicos, da Moderna, e O Contador de Historias e Outras
Historias da Matematica, da FTD.
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Sem o compromisso de apresentar conteldos programéticos de forma completa
visando cumprir estreitos calendérios letivos, o material paradidatico possibilita uma
abordagem por vezes mais dindmica e agradavel aos estudantes. Nao existe a obrigatoriedade
de ensinar um determinado conteido por completo, com todas as defini¢bes, demonstracdes e
propriedades. Mas sim a motivacdo de envolver o leitor em situagbes que mostrem a
necessidade do uso da Matematica na ficcdo e/ou na realidade. Além disso, a independéncia
do leitor é algo notodrio, visto que ndo necessariamente é imprescindivel um mediador para se

cumprir o objetivo do livro paradidatico.

7.2 PARADIDATICOS E HISTORIA DA MATEMATICA

Aspectos relacionados a Historia da Matematica tendem a aparecer de forma mais
natural em livros paradidaticos. Assim, esse tipo de material apresenta potencial para a

divulgacdo e ampliacdo de discussdes a respeito da historia dessa ciéncia.

Como apresentado no item “b” do capitulo anterior, a Historia da Matematica tem a
capacidade de estimular e atrair o aluno, assim como fora mencionado no item “i” sobre a
Matematica ser algo humano e envolvente. 1sso se encaixa perfeitamente com a proposta do
material paradidatico. Busca-se conquistar ou manter o interesse do estudante por outro
caminho que ndo a tradicional aula expositiva dialogada com apoio do sistematico livro
didatico. Além disso, seguindo a ideia no item “d” discutida no mesmo capitulo, desenvolver
habilidades como leitura, escrita e anélise sdo intrinsecas a Historia da Matematica, bem como
ao material paradidatico, que pode ndo somente proporcionar a leitura, como também propor

atividades, desafios e reflexdes.

Assim como ja foi verificado neste trabalho, muitas vezes livros didaticos trazem
breves notas historicas em suas paginas, porém, essas nada acrescentam ao desenvolvimento
do capitulo. Algumas descrevem sucintamente sobre a vida de um determinado individuo que
se destacou nos estudos de certo tema, outras tentam situar historicamente os leitores,
contextualizando o tema de forma demasiadamente ficticia. Ao objetivar envolver o
paradidatico e a Historia da Matematica, deve-se destacar que € a oportunidade para explorar
adequadamente o conteudo. Pode-se contextualizar, problematizar, estudar a solucdo e

demonstrar como o objetivo foi alcangado.
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Ao ler os livros paradidaticos® apresentados a seqguir, que trabalham com a Histdria da
Matematica, é possivel analisar alguns aspectos.

O livro ...E eles queriam contar (Figura 31), de Luzia Faraco Ramos, data de 1995 e
faz parte da série Turma da Matematica, da editora Atica. Possui vinte e trés paginas e €
voltado para o inicio do Ensino Fundamental.

Figura 31 - Capa do livro paradidatico ...E eles queriam contar

Fonte: RAMOS, 1995, capa.

A histdria, que é disposta em quadrinhos, fala sobre pastores de cabras que viviam
num tempo em que ndo existiam numeros. Dessa forma, para contar suas cabras, resolveram
utilizar gravetos. Em determinado momento néo foi tdo fécil ter tantos gravetos, ai decidiu-se
formar grupos de dez, conforme a quantidade de dedos (Figura 32). Dai a ideia de dezena. A
mesma ideia seguiu para a questdo do ciclo da lua.

1 Os livros apresentados a seguir foram selecionados pela disponibilidade no Laboratério de Ensino de
Matematica da Universidade do Estado de Santa Catarina.
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Figura 32 - Construcédo do conceito de dezena
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Fonte: RAMOS, 1995, p. 5.

A historia é pequena e traz ilustracfes, ideal para a faixa etaria dos anos iniciais do
Ensino Fundamental. De forma simples, mas eficiente, mostrou um problema e uma solugéo
para 0 mesmo por meio do desenvolvimento de um método de contagem utilizado muito
tempo atras. Portanto, contou uma historia envolvendo um problema que, para ser resolvido,

fez uso de um conceito da Matematica.

A histdria é seguida por propostas de atividades e jogos que exploram o conceito de
dezena. Vale destacar que esse conceito é formalizado apenas entre as atividades, ndo na
historia.

O livro A invencdo dos numeros (Figura 33), de Oscar Guelli, tem sua nona edi¢do
publicada em 2007 e faz parte da colecdo Contando a Histdria da Matematica, da editora

Atica. Possui sessenta e trés paginas mais suplemento de trabalho e é voltado para os anos

finais do Ensino Fundamental.
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Figura 33 - Capa do livro paradidatico A invengé@o dos numeros

CONTANDOAHISTORIADA

MM[MMIIH\

(0 A INVENCAO DOS NUMEROS
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OSCAR GUELLI

" Fonte: GUELLLI, 2007, capa.

O livro é dividido em quatro capitulos. Em cada um € explorado um tipo de nimero,
seguindo a ordem concreto, natural, irracional e negativo. Assim, conta a evolugéo de parte da
Matematica. Em todos h&d uma contextualizacéo historia e geografica muito boa, com dados

relevantes e que d&o sentido a evolug&o da histdria (Figura 34).
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Figura 34 - Contextualizacdo historica e geogréfica

O numero irrg_c_iqnal

Durame muito tempo, 0s matematicos acreditavram
que qualquer problema préatico podia ser resolvido
operando somente com 0s nUMeros naturass €
fracionarios, Ndo sentiam falta de nenhum outro
tipo de numero
Por volta do ano SI)‘;OC existia na Grecia uma espécie
de sociedade secreta, cujos merqbros ficaram
conhecidos com o nome de pitagoricos. Eram assim
chamados porque o mestre dess'a’socmdade erao
famoso filosofo e matematico pitagoras de Samos

Samos ¢ a ilha grega onde Pitagoras nasceu.

_ . o= S I
Fonte: GUELLLI, 2007, p. 37.

Nesta obra ndo existem personagens. Os fatos vdo sendo informados de forma bastante
explicativa e cronoldgica. Além disso, curiosidades sdo apresentadas, 0 que costuma cativar o
leitor. Por exemplo, ap0s falar sobre os hindus, é exposta a evolucdo dos algarismos indo-
arabicos (Figura 35). No final de cada capitulo sdo propostos desafios para o leitor. Ainda, no
final do livro, hd um suplemento de trabalho, com exercicios que envolvem o conteido

explorado no livro, mas com caracteristicas mais atuais.
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Figura 35 - Evolucéo dos algarismos indo-ardbicos

......

Fonte: GUELLL, 2007, p. 32.

O livro A jacana (Figura 36), de Egidio Trambaiolli Neto, publicado em 1998, faz
parte da série O Contador de Histdrias e outras historias da Matematica, da editora FTD.
Possui oitenta paginas mais suplemento de trabalho e é recomendado a partir da quinta série
(atual sexto ano do Ensino Fundamental).
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Figura 36 - Capa do livro paradidatico A Jacana

L
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) Contador de Historias

Fonte: TRAMBAIOLLI NETO, 1998, capa.

O livro conta a histéria de cinco jovens que precisam decifrar enigmas para manter a
paz entre 0s povos, mas, para tanto, precisam aplicar conhecimentos de Histdria, Geografia e
da prépria Matematica. Nesse exemplar destaca-se a ideia de passar por fatos historicos, mas
ndo necessariamente fatos que implicaram em evolugdes diretas para a Matematica. Exemplo
disso é o capitulo O Navio Negreiro, que apresenta uma ideia entre dedos e falanges num
didlogo dentro do navio. Ao entender o processo, uma das personagens deduz que € um

sistema de base sessenta (Figura 37).
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Figura 37 - Trecho do diédlogo no navio negreiro

Fonte: TRAMBAIOLLI NETO, 1998, p. 41.

Pode-se concluir que o modelo de livro paradidatico ndo Unico, assim como o
paradidatico que envolve topicos de Historia da Matematica também ndo. Cada exemplar

possui sua importancia e deve ser valorizado como material de acesso ao conhecimento.
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8 PRODUTO EDUCACIONAL

Neste capitulo pretende-se apresentar o livro paradidatico “Logaritmos e Historia da
Matematica: algumas conexdes* (Apéndice A), produto educacional fruto desta pesquisa. O
material sera disponibilizado, apds aprovacdo, no banco de dissertacBes da pagina do
PROFMAT. O objetivo do desenvolvimento desse material é apresentar uma abordagem
diferenciada a respeito da construcdo do conceito de logaritmos através de uma perspectiva

historica.

O livro é composto por cinco partes: historia dos logaritmos, curiosidades, sugestfes
de pesquisas, demonstracdo de algumas propriedades e propostas e resolucdes de exercicios e
atividades. O professor pode usar o paradidatico completo livremente, ou apenas algumas

partes, se assim desejar, com a devida referéncia.

Na primeira parte do livro é apresentado o desenvolvimento dos logaritmos,
objetivando compreender as ideias de Stifel, Napier e Euler. Exemplos sdo explorados para

que a historia fique mais compreensivel.

A segunda parte do paradidatico contempla algumas curiosidades sobre o tema
principal. Em especial, destaca-se o numero de Euler, o qual ainda se tem duvidas acerca da

origem de sua notacéo (e).

Na terceira parte ha sugestdes de pesquisa. Durante essa pesquisa foi destacada a
importancia do aluno ser um individuo curioso, pesquisador e que se interesse pelo seu
conhecimento. Acredita-se que a pesquisa ndao é um método muito explorado na disciplina de
Matematica no ensino basico. Contato com artigos cientificos muito menos. Desta forma,

apresenta-se sugestdes tanto para o professor, quanto para o aluno.

Algumas demonstracdes de propriedades aparecem na quarta parte do livro. Essas
demonstracdes formalizam o tema, dando mais sentido para algumas das ideias iniciais de

Napier. Por exemplo, que o logaritmo do produto equivale a soma dos logaritmos.

No decorrer das quatro primeiras partes aparecem quadros que sugerem uma visita a
quinta parte, de propostas de exercicios e atividades. A primeira proposta revisa propriedades
de potenciacdo e radiciacdo, essenciais para que se obtenha sucesso nas préximas propostas.
A segunda explora a tabela de Napier, verificando se o aluno de fato compreendeu as ideias
do escocés. Na terceira proposta é aplicada a definicdo moderna de logaritmo, a que Euler

apresentou. A proposta 4 explora o nimero e. Trabalhar com limites no primeiro ano do
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Ensino Médio ndo é facil, assim, nesta parte tem-se a sugestdo de usar a calculadora para se
aproximar do valor de e. Nas Ultimas propostas aparecem exercicios que exploram as
propriedades estudadas na parte anterior do livro, que sdo encontrados mais facilmente nos

dias atuais.

Espera-se que as trinta e oito paginas desse paradidatico possam contribuir para uma

melhor aprendizagem do tema escolhido.



112

9 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

Na presente pesquisa qualitativa, conforme referencial tedrico construido nos capitulos
anteriores, explorou-se primeiramente aspectos relacionados ao ensino de logaritmos no
Ensino Médio. O contetdo foi selecionado vista a aversdo que os estudantes possuem com
essa parte da Matematica e a falta de éxito com ela. Foram apresentadas consideracdes sobre
historia e desenvolvimento do tema, defini¢bes, propriedades e aplicagdes. Assim, algumas

andlises subsequentes adquiriram fundamentacao.

Ao analisar cinco livros didaticos, verificou-se que apenas um relaciona o tema,
logaritmo com a Histéria da Matematica. Os outros livros ou nada falam sobre a historia, ou
apresentam uma tentativa falha ao trazer informac6es sem ligagdo com o desenvolvimento do
contetido. A tendéncia de ensino Histéria da Matematica fornece o entendimento da evolucéao
do pensamento matematico, as motivacoes que levaram aos estudos iniciais e quais foram as
ideias até chegar no que se aprende “pronto” hoje. Assim, esta pesquisa foi conduzida com o
intuito de construir um material paradidatico, intitulado “Logaritmos e Historia da
Matematica: algumas conexdes”, que possa ser utilizado por professores e alunos do Ensino
Médio.

A escolha pela construcdo de um livro paradidatico se deu pois ele pode ser utilizado
como material de pesquisa, de apoio as atividades ou até mesmo como substituto do livro
didatico. Além disso, nenhum paradidatico sobre logaritmos foi encontrado durante esta
pesquisa. Acredita-se que o paradidatico pode tornar 0s processos de ensino e aprendizagem
mais interessante, motivando os estudantes através de um método diferente do que estdo

acostumados, principalmente em Matematica.

O produto educacional aqui elaborado, teve como objetivo apresentar o
desenvolvimento dos logaritmos no modo de histéria contada, destacando os principais
momentos para se chegar na forma como se conhece esse assunto atualmente. A maior
dificuldade foi transformar certos trechos da histéria em uma leitura entendivel para
estudantes do Ensino Médio. Para tanto, foram adicionados ao livro exemplos e propostas de
exercicios, que podem medir o quanto os alunos compreenderam sobre 0 objeto de estudo.

Portanto, os objetivos iniciais deste trabalho foram alcancados.

Deseja-se continuar 0s estudos desta pesquisa, aplicando o material construido e

realizando analises e melhorias. Este trabalho contribuiu para enriquecimento do saber acerca
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de logaritmos, Histéria da Matemética e paradidaticos de Matematica. Também foi agente
motivador para demais estudos na &rea de Educacdo Matematica, particularmente em Histéria

da Matematica.
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APENDICE A - Produto educacional

Logaritmos e
Historia da
Matematica
algumas
conexoes
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Apresentacdo

Cars{a) professora),

Este Produts Educacional & reswtodo do dessnvolviments da
pesguisa  infivkoda  “Logantmes e Historia do  Motematica:
elaboragdo de um matenal paradidatico” realizoda no ambito do
Mestrade Frofimiorol em  Mofematica em  Rede  Haocional

[PRAOFMAT] da Universidode do Estodo de Santa Cotaring
[UDESC), sox a ocrientogdoe da Profa. Dra. Reging Helena Mu-
nhoe.

C objefvo deme materal paradicatics & apresentar uma
abordagem diferencioda a respeitc da construgdo do conceito
de logarime a partr de uma perspeciiva hisforica. Para tanto,
SUGINe © Uso do mesmo com aluncs do Ensing Medio.

O livio estd dividgido em cinco portes: histéra dos logantmos,
cunosidades, sugestdes de pesguisg,  demonstrogdoc  de
propriedades, proposias de exercicios e afividades.

Se desejar mais informagdes acerca do gesemnvalviments deste
fracaing, poderd consultar o fitwlo no banco de dissertagdes do
Mestrads  Profissional em Matematica em  Rede  Hacional
[FROFMAT).

Espere gque esse matenal confribug para o seu processo de
ensing e aprendizagem!

Caroline YVanessa Wendiand
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Histéria dos
logaritmos

No s&culo XIV surgiu na ltalic um movimento cultural, orfistico e
intelectual chamodo Rencscimento. A denominogdo visa o
retomada da cultura classica grecoromana, cultivada nos séculos
V e IV a.C.. O Renoscimento se difundiu pela Europa nos séculos
bassada no racicnafsmo.

No rame da Motematica, em especial na Alemanha, foraom
desenvolvidos diversos iwos de Algebra. Um desses & Arthmefica
integra {1544) de Michael Stifel (1486—1567). Abaixo segue pagina
de rosto desta obra.
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Hifel eruncia que para o produic de guaisquer dois termos da progressac
geomeftica (1, g & ...) o resutado serd o mesmo gue a soma dos expoentes
comespondentes. Assim, fern-se a propriedode aloaino.

LRS!

‘TIFI. I?ll = .,.II

Segue exemplo.

23_25 = 231'5 = EH

Analogarmente, ao dividgir um termo de uma progresas geomeitica por outro
eguivale a sulbirar os expoentes comespondentes. Albaixc tern-s=2 a propriedade.

i
T _ _m-n
n 4
Segue exemplo.
37 . .
F=3 -l:SJ ....
: VEJA
) . . PROPOSTA 1
Assim, fica fambemn definido g =1 quandom =n. .
PAGIMA 24

Dresta forma, Sifel verificou que cada termo da progressdo & uma poféncia

de rozdo comum g & gue oc expoentes formam umo progressac animetica.

Assirn, relocionou progressoes geometricas e aitméficos, prenunciondo a  in-

vencio dos logantmos. / \

PE- & uma sequéncia
numefca a gual todo
termo € igual oo produto

ruménca a qual fodo
termo € igual 4 soma de

58U anfeCcEssor Com Uma
constante chamoda de
PORO0.

de seu anhecessor com
uma constanke chamaoda
de MEdo.
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Ckserve o tabela de poténcias de dos abaio.

Expoente | Poténcia | Besultado
+1 ¢ 0 2" 1
™= 1 21 T
Loz 27 4
3 il B
4 24 16
5 2k 3z
6 28 B
7 27 128
8 2° 256
g 25 512
L0 240 1024

Ma primeira coluna se enconfra vma PA de rozdo 1. Ja na

terceira coluna ha uma P.G. de rozdo 2.

Mote que, casc se dessje calcular algumas poténcias de dok, &

possvel utlzar as que aparecem na fakbela acima.

Algurs exemplos:

218 = g0+ = g1 o3 — 1p24.3 = 8192

2RV = pMHIE = 930 318 = 10341024 = 1048576

17 — a30—-3
27 =2 ==

22 = 783 — (28)% = 256 = 16777216

220 _ 1048576

De maneira simples, esta fol a ideia de Mapier!

= 131072
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Em 1570, o escocés John Mapier (1550 - 1817), afivista refigicso muito
intferessado por cspectos da computacdc e figonometria, fomou conhecimento
da prostaférese na Dinamarca. Prostaférese, do latim prosthaphaoeresis, refere-se
a um algortmo  ufiizodo pora  fronsformor somos e produtos. Unindo o
conhecimento do prostaférese com os ideics de Sfifel, comegou a desenvolver
ot logarimos [da composigdo grega logos e arfhmos, que significa romeno
proporcional) .

Para construir sua prrmeira fabua de logaritrmos, Mopier optou por fraioal har
com poténcios de umn rdmero proddmo de 1. Pora este fim, escolheu o valor
oD,

1
1 =—==105999999

0 escocEs construiy uma talbela inicial com 101 elementos & coada termo
era obfido subfaindose do ferme antefor a sua 107 parie. Okbserve:

“alor
Frogressio | apredmado | Progressdo
geoméetrica | imulfiplicado | artmetico
por 107
137 10000000 [}
(1)
¢ 131 999459 1
(1-1)
1 42 9090398 2
(+-557)
143 9990997 3
[+ 55)
1+¥ IR0 9%
(t-5%)
1 410 9999900 100
(1w
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Fara aplicar a takela de Napier, procura-se os nimercs que serdo
mulfipicodos na coluna de aprodmogdo da progressac geometrica.
Ertao se deve somar o5 valores corespondenies na coluna da progressao
affmeatica. O valor obfide deve ser enconirado na coluna da progressdo
artmética, da bosta vedficor o valor relacionade na coluna de
aproximagao da progressao geometica. Por fim, mulfipica-se o nimerc

por 1 . aumentando o mesmo em sete ordens decimais.

Por exermnplo, suponha gue se deseja calculor FFPPFFR . FPPFR0I.
Segundo o fabela, os valores a serem mulfipiicados estdo relacionodos
com o5 nomeros 1 2 99, respeciivamente, na coluna da progressdo
anfmetica. Oma, 1 + 79 = 100. Na centesima primeira linha da coluna da

o N w0 (1-2)"
progressao  antmefica, esta relacichedo o wvalor 1 na
coluna da progressao geometrica. Fnalmente, muliiplicando este walor

por ¥ clotémse 99999000000000. Em outros termas:

[107.(1 - %}LI. lm’.(1 _%JWI =

T 7 — — =
1010 '(l 10?) ‘{1 m?)

LET0

10’.107.{1 —%)

m*.[mi{l—%}m] = Jrm—

: VEJA
10°.9999900 = - PROPCSTA 2
99999000000000 PAGINA 25

Aszirn, Mopier fransformou multiplicagdes
bermn mais simples!

exausiivas

127



Para Nopier, suponde N um nimero aualquer, L & seu logoariimo se
satisfeita a relagdo abaixo.
[

1
N= 10’(1 ——)
107

Em 14614 Nopier publicou o ftrabalhe em lofim infitulado Mirfici
logarithmorum canonis descriptio [Descrigdo do meoravilhoso cancne dos
logaritmos). Nele ha uma talbua gue da os logoaritmos dos sencs de anguios pora
minutos sucessivos de arco (o que interessava muitc pora estudicsos da épocal.
Um trabalho posterior, chamado Mifici logarithmorum canonis consfructio
{Construgao do moravilhose canone dos logaritmes), foi  publicado
postumamente por seu fiho Robert em 1419, Na figura abaixo enconfra-se o
folha de rosto da edigdo de 1419 do Miifici logarithmorum canonis descripfio de

MILOGARITHMO-
i| RVM CANONIS
DESCRIPTIO,

=i que ufis i veaque Try

234, 2 Bhorw b s « Ma-

chenatiasnplivelaaln,
-] ohey

ACCISANTHT Orind POSTIOMA,
 Mada, gl amamn sl de 3 L vk

o, Agpenn de whasbor peutassess Loge-
| mree s G
Ao g Toinne || 1S
Lo~

BT
e htnns b

D Bl L L)
Forwws b b A e
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Nc anc seguinte @ publicagdo da Descripfio, o professor inglés
Henry Briggs (1561 — 1630), s= reuniu com Napier. Ambos concaordaram
que as tabuas sefiam mais eficientes se o logariimo de um fosse zero, ndo

mais 10° , @ o logaritmo de dez fosse uma poténcia opropriada de dez.

Jog10 =1 = 10°

Decidram que . Isto &, se um nUmerc positivo N for escrito

N =10
B 10

com . entdo L & o logaritmo briggsiano ou comum de N, escrifo

log,o N JlogN

como cuU apenas . Assim swgiu o conceito de base,

implicandc nos logaritmos conhecidos hoje.

Em 1736, Leonard Euler (1707 — 1783) apresenicu uma definigdo
para logaritmos que difere da de Napier, mas gue & uiilizada atualmente

N =b*

como definicdo medema. Esta diz que se , onde b & um nimero

pasitivo fixo, diferente de um, entdo L & o logaritmo de base b de N.

Stifel Napiler Euter

VEJA
PROPOSTA 3
PAGINA 26
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Curiosidades

= E comum uiiizar o termo logaritmeo neperano para designar o
logaritrme natural [de ose ). Enfrefanto, encontrose no rabalho
de Haper um sisterna de base 1/e. Vale destacar gue Hapier ndo
frazainava com o Conceilo de base de um sstema de kgantmos,
pois sua gefinigdo era diferente da atual. Tambem ndo se ufiieava
o smbolo & na época, apesar de seu valor ser conhecido nos

esfudos Que explorgvam os kgorimios.

= Aproximadamente, e = 2.7152581... Este resultaodo e garantido por

mieie do imite abakxo.

"
lim (1 +—}
[r) m

Alunos do Ensing Médio ndo t8m a obrigagdo de entender essa
notagdo. Al vai cutro processo: escolha um nimens bastante gamde
Com audlio de uma calculadora com mais femamentas, faga 1 dividi-
do por esse valor & some 1 ao resulfade. Faga esse Ofime resuitado
elevado pelo wvalor escolnido. A resposta serd umo valor que e

aproxima do nimeno e.

WEJA
PROPOSTA 4

PAGIMA 27
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= Crande corshutor de nofogdes matemaficas, o suigo Lecnhard
Euler [1707 — 1753 foi respornsdvel por boa porte do simbolizmo
utilizads hoje. Muma exposicdic manuscrita de sews resulfodos,
sakborada por wvolta de 1728, Buler utizou a lefra & pora
representor a ibase do sisterna de logaritmos noturas. Aé entdo
ndo exsfia nenhurma notosdoc podronizoda pora este numero,
gue ja em bemn conhecido. B 1734, na cbra Mechanica, de
Euler, essa nofogdo opareceu pelo primeim vez mmpressa & se
tornou padrac.

= Uma divido quanic a prordode da invengdo dos logoritmos
parte dos estudes do suigo Jobst Birgi (1552 — 15832). Possivelmente
a ideia inicial de logaritmo tenha ccomido a Birg em 1588, mas
ele & publicou seus resultados em 1820, camcterizando Mapier

COMo o primeiro a anunciar a descoberta ac mundao.
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Vamos pesquisare

= Pora enfender e analizor melhor o Renoscimento, sugere-se a
leitra do arfige O Renoscimenfo & as orgens do cidéncia
modema: Infefoces historcos & epislemologicos, de Abroao

Pustrelo Damigo. Acessc em: hitpofrevistoopuccp brncenging/
arficle/viewhile/34411/25535,

= Os liveos Historia do matemdtica, de Carl Benjomin Boyer & o
Caoecilia Merdoach, e Infroducdo a hisfdia do matemndfica, de
Howord Eves, sac escelertes leifuros pora entendimentc do
evolucdo dos logaritmos. Além disso, sdc maoterois gue podem
auslior oz professores de Maotematica em ruitos ouiros conteldos.

= Johannes Kepler (1571 — 1430) foi um dos primeircs asfrénomos a
aplicar os logaritnos. Be ulilizov este novo conceitc no
desenvolvimerto de seus caloules ervolvendc oz Orpitas
planstarios. Atualmente, quak sdo o= principai: aplicogde: dos
logoritrmos?

17
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= Pasquisas em livios de histdfia podem awsiliar o entendiments do
pencdo renascentista. Corsuliar um professor de Histono pode ser
uma boa experéncia de froca de conhecimentos Vocé ja
penscu em um projeto com culra makna ou em uma ava dada
por dois professores de diferentes discipings? € uma oporiunidade

interessarte!

i8



Demonstrando
algumas
propriedades

Conhecendo os conceifos fundomentais dos  poténcias de
MIFETos Fedis, pode-se inkciar o estudo dos loeganitmos

Definigdo. Sendo o e b ndmeros reals e positivas, com a = 1, chama-se de
logariime de b na base a o expoente que se deve dar d base ¢ de modo

que a paténcia obtida seja igeal a b. Isto &,

g b =n=a*=h
em gque a & a base do lagaritma, b é o logaltmande e ¥ & o logartmo.
L&-se x & o |D-gl]ﬁfl'"l'lﬂ de b na bose m,

Coame COrdequincias imediatas 9o definigd s 8, 1em-se que:

i, log, 1 = . ROl 2% = 1!
ii. logg a = 1, piois ot = a;
lii. al#=b =) pokologaritmo de b ra base e & o expoente gue

se deve dar d bose o para a poténcia obtida ser igual a b.

Sefjam D<ae a=1l 0<b & 0=<¢ % guem propredades dos

logaritmas, conforme definigdo.
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Propriedade: log, b = loz,c=b=1¢
Demonstracde: A demaonstracéo estd dividida em duas parfes.

(=) % log, b = log, ¢, entfio, pela definicdo de logaritmo, a'@8s = b, Pelg

terceira consequencia, segue que b= .
(=52 b = ¢, entdo, pela terceira conseguéncia, al*e=c = i Pela definigio
de logantmo, seque que log, b = log, c.

Fortanta, dois logaiimos de mesmd base 380 iguais se, & someante e, 03

logaritmandos sao iguals.

Propriedade: log, (b.c) =log, b +log, ¢

Demenstragdo: Considere  leg b—2x, log,e -y e log,(b.o) -z

Consequentemente, a™ = b, a¥ = cea® = b.c. Dal,
af = b.c = g®.a¥ = g*'¥
E=I+7¥
log,(b.c) =log, b +log, r.

Portanto, o logaritmo do produio € igual a soma dos logaritmos de cada

termo do produto, fodos na mesma base.
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Propriedade: log, () = log, b — log, ©

Demonstragdo:  Considere log, b=x, log,c=w

Consequentemente, a* = b, a¥ = ¢ & of = % D,

= e ﬂ; A=
AfF=—=—=
e a¥
I=x—y

log, {lgl:l =leg, b—log, e
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e lop, E] = I.

Portanto, o logaritma do quociente & igual & difereng o dos logoritmos de

cada termo do produto, todos na mesmo base, Porficulameands, para

b =1, tem-se!

1
]og,;= legs 1 —log,c=0—log;c = —log,c.

Propriedade: log, 0" == log b, e /

Demonstragdo: Considers log, b = x & log, b = v. Conseguenterments,

a¥ =hea¥ =h". D,
a¥ = b7 = ("7 = g7

V= x

log,b® = a.log, b,

Portanto, o logariimo de umna poténcia de base real positiva e expoente

reqdl & igual oo produto do expoente pela logarntme da base da potencia,

Pariculamente, tem-se

laga® =alog.a=a.1=u



Propriedade: log. b = 52, ¢ = 1

Demonshagdo: Considere log, b =,

Cormseguentemente, a* = b, ¢¥ = becf - a.Ddl,

log. b=y e log.a=2z 2z=0.

(’z"':((“)x':a"=b=tJ

ZI=Y

v

z

log b
log, b - bra

Portanto, um logaritmo pode ser converfido para ¢ quociente dos
logaritmos do logaritmando € da base, nessa ardem e numa nova base

que convém. Particularmente, tem-se log, b = #, pois:
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Propostas de
exercicios e
atividades

Meste capitulo existern propostas de exercicios e ofividodes divididas
em portes para uma melhor evolugdo no erfendimento do conteddo.
No capitulo seguinte estiic as resclugdes comeniodas.

Sugere-se gue as propostos sejam desenvolvidas em sequéncia, mas
nada impede de frabalhar especificamente com apenas uma ou

algurnas no seu processo de ersino e aprendizagem.

Bons estudaos!



1.
a)

b

2, Sefa x um ndmere positive e diferente de um, Escreva na forma de

]}

REVISANDO PROPRIEDADES DE POTENCIAGAO E RADICIAGAD

Caloule:
23 2% =

33t =

uma sa poténcia:
..L.'D 1.3 _

Proposta |

@92 =

E"}l w,-".'?..'l.]' =

fi (Considere ne R)a".a™" =

g) Vi3 . Ant =

h] {1.?33 _
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1.

Abaolxo encontra-se o modelo da primelra tabela de logortmos de

Proposta 2

TABELA DE LOGARITMOS DE NAPIER

Napier.

T

Prograssio Yalor aproximado Prograssiio
geométrica | [multipicado por 107) | aritmeética
147 10000000 il
(1 - mT}
I: L }1 EEECEEE] 1
107
14" 0990095 z
(1-557)
107
(1 1 }’ 0090097 3
107
1™ 9999901 o0
~357)
p o0 D000 100

Utllize o tabelo para aproximar os caloulos o seguir.

&) 9999902 , 9999998 =
f] S9999%0 9999980 -
a) 09999999 .0,99999%1 =

fip 0999995 0,999%%4 =
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Proposta 3

APLICANDO A DEFINICAO DE LOGARITMO

1. Calcule:

al log, 8 = fl logl00 =
D) logy 9= ql leg0,l =
) log; 125 = h) Ine =

d] log; 1= ij Inl=
€] logy 3 = I logevs =

2, Sejox € K. Determine x,
a) logaV3Z =« c] log, 100000 = 5

b) logex = 3 d) log,s( 4VE5) = ¢

3. (UDESC) Sejam a.b e ¢ valores gue salsfazem simultaneamente as
ogala+b+c)=0
logie+ 201 =1

a4l
= =2

equagdes . Analise as proposicdes em relagdo a

ab ec.

. Unn dos valores & um nomero primo.

. Todos 03 valores s80 ndmeros reals ndo negafivos.,
Iil. Dols dos valores sdo mimeros naturals.

I, Todos 05 walores s30 nomeros racionals ndo infeiros,

Assinale o gltemafiva cometa.

al Somente as afrmativas | e 1 sGa verdadeiras,
b} Somente as affmativas | 2 1l sdo verdodeiros.

c] Somente as afrmativas Il e IV 530 verdadeiras.
d} Somente as afimativas ll e IV sdo verdadeiras.
e] Somente as afrmativas I, l e ll 53¢ verdadeirgs.
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Proposta 4

O NUMERO @

1. Qnimero & gparece no calculo da area e do perimetre do circulo, O
nimero e aparece na resolucéo de equagdes em gue as iIncégnitas
gparecem em expoente, Bise numere € imacional, gssim como o .,
Para enconirar aproximagdes para e, faga 3 substituicdes de valores
para n em cada caso. Sugere-se o uso de calculadond.

i
a) (1+n)n, comn proximo de 2erng,

n
k) {1 +ﬂ . com ninfinitamente positivo.

n
c) (1 +%) ,com ninfinltamente negativo.

2. Calcule:

al lne = d) In(lne) =

b Inl= g] log(lnel®) —
c) ne? = fi In—-5=




Proposta 5

PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS

1. Determine o valor de x:
n) logsx =logs 16

b) log;(2x —5) = log;(x + 3)

¢) logs(25.125) = x

d) |og,%5 =1
e) logz 821 -X

f log0,01%® =x

2. Sejamlog2 - 0,30,log3 = 0,47, log5 - 0.69 e log7 - 0.84, calcule:

a) logé =
b) log4 =

c) log,5=

d) log,10 =
e) log,7 =

N logs100 =

3. [UDESC) O valorde x.y com v.v € £, sabendo que log:x +logsy =2 €

2¥*Y =32, € Igual a:
q) 4

b) 8

c) 2

d) ¢

e) 10
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1.

M

Proposta 6

LOGARITMOS EM PROVAS

(EMEM) Umet liga metdlica sal do forne o uma femperatura de 3.000°C
e diminui 1% de sua temperatura a cada 30 min. Use 0,477 como
oproximacdo para log (3) & 1,041 como aproximagdo para log (11). O
fempo decortido, em horg, até gue a liga atinja 30 °C & mals praximo
de

o) 22

b) 50

c) 100

d) 200

) 400

(UDESC) O valor de x.vcom x.v € Z, sabendo que log, x + log, v =2 e
2 = 32, & igual a:

a) 4
b) &
c) 2
d) &
e) 10
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Resolucoes
comentadas

RESOLUCOES PROPOSTA 1

. Calcule:

23.24 — -23+-l.-_ ';.'-" = 178

| 32 32 — 32+(—2) — 30 —

BB.E_Q =88“ 9] =8 1_

Seja ¥ um nUmero positivo e diferente de um. Escreva na forma de

uma sé poténcla:

f] {23‘}2 — 21—1 2 _ zb _ 6-].-

1 -
643 &4 +&6d @
a) (9] B N

Js P

h) V62 =16| =6
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Resolucdes
comentadas

RESOLUCOES PROPOSTA 1

1. Calcule:

o 222 =23 =27 = 128 f] (232 =23 =28 - &g

b) 3332 =300 =302 ﬂ]%_ loa _ &7 _s
Sy e T T

-
c) -5t -5 - 25

I I s —
i I} ¥Wie="316="41e

e) 88870 =g+ =gt =2 A s o

: s i) Vet ="Ve3=162=12

2. 3eja x um ndmero positiva & diferente de um. Escreva na formo de
uma s& poténcia:

9 .3 _ 93 _ 12 — E L z
af T =1 =a el vr. ¥ =ynrf=1" =43

4+ -7 — (=71 — —%
bl =t = f] (Considere n € R) xm.x—" =
e prelomd _ 40

s . 1 s 3ga m

d) :lr""':r _ Ll045-7 _ 8 ql t?! %.'-T‘l-’:-._; 2= ya'k = yi2

=

h) (x7)® = x78 = x5

31
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RESOLUGCAO PROPOSTA 2
1. Abaixo encontra-se o modelo da primeira tabela de logaritmos de
Napier.
Progressdo valor aproximado Progressdo
geoméfrica | [mullipicado por 107) antméatica
147 10000000 0
(*-1)
14! 9999999 1
()
(1— 1 )’ 9999995 z
107
e 9999997 3
(%)
(1 - i)'" G9990 | L5
107
(1 B L 9999900 100
10’

Utiize a tabela para aproximar os calculos a seguir.

a) 107.(1 —#)G = 9999996
b) 107.(1- =) = 9999950
c) 107.(1-25)" = 9999902

101
d) 107.(1-55) = 9999899

a7

&) 9999902 9999998 =
107, (1-2) " 107 (1= L) =

107,107, (1 —#)m =

10°.9999900 = 99999000000000

f] 9999990 .9999%980 =

107.(1 —i)m. 10°, (1 —i}au

107, 107

107,107, (1-2)" =

107,9999970 = 9999700000000

q) 0,9999999 . 0,9999991 =

1 10
[1 —ﬁ) = 0,9999990

h) 0,999995,0,999994 =

17 148
1——) [1-—) =
(1) (t-107)

11

1
1- —) = (,999989
( 107
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RESOLUCAO PROPOSTA 3

1. Calcule:
a) logz 8= 13, poiz 27 =8, fl logl00 =2, pois 10° = 100,
b) log, 9= 2, pois 3* = 9. g) log0.1=—1. pois 10~ =~
c) logs 125 = 3, pois 5% = 125. h) Ine= 1. poise! = .
d) log; 1 =10, pois 7% = L. i| m1=0, poise®=1.

logzs3=1. pois 31 =13, 1
©) log per i| logs V5 =2 pois 5t = V5.

2, 3gja x € R. Determine 1.

a) log:v3Z =1 c) log, 100000 =5
1 1

=3 =2 2 =100000 = x = 10

g 9 ey 2 .

H=ler=g d) logys(4V8%) =1
D) logex=3 (1] =2° {"_-E'J% o (271 = 2225

2) e T
RP=xex=216 S ¥ =V ay=-7

3. [UDESC) Segiam a.b e r valore: que satisfazem simultaneaments as
log.(a +b+c)=0
log{a +2b) =1

. . Analize as proposicdes em relocdo a
28, 4
.8

squagtss

EG
a.hec.
I Um dos valores € um numero pimo.
Il Todos os valores s@c nOmeros recis ndo negafivos.
. Dois dos valores s8o ndmeanos naturais,
V.  Todos os valores 580 nimeros racionais ndo inleiros.

Aczsinale a altermnaofiva cometa.
a] Somente as afimativas | 2 Il sGo verdadsiras.
b] Somente as afimativas | a Il sao verdadsiras,
c] Somente as afimativas |l e 1Y sao verdodsiras.,
d| jomente as afiimativas il & IV sdo verdadeiras.
a] Somente as afimativas |, Il  lll sGo verdadeiras.

Porlog, (o +b—+c) =0.tem-sequea+ b+ ¢ =2°= [ Porlogia + 2b) = 1. teni-se
que a + 2b = 10* = 10. Porianto. & = 10 — 2b e ¢ = b — 9. Segue que:
212_4:'.:' 2-.‘1 '_).:E.'

=l =2= P =2t -dc=1e

—-3c=1=r=3
Comsequentemente. b = 12 ca = —14.

Resposta: altemnatrva “a™".



a)

b)

a)

b)

d]
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RESOLUCAOQ PROPOSIA 4

O nimero T aparece no cAlculo da area e do perdmetro do circulo. O
nimero e aparece nd resolucdo de equacHes em que as incognifas
qparecem em expoente. sse ndmere € irgcional, assim como o .
Fara encontrar aproximagies para e, faga 3 substituigbes de valores
para n em cada caso. Sugere-se 0 Uso de calculadora.

1
. n=0.1=(1+01)+=32593
(1+n)m, comn proximode zero. |, —0p1 = (1 + u,mja_:u ~ 2 704

1
n=0001= (1+0,001)o0ez % 2,717

[ n =100 =

n
(1 + i) .com ninfinitamente positivo. < n = 1000 =

1 )lnﬂﬂﬂ .

n = 10000 = [1 o

— 1000
! ] ¥ 2,719

1y , , ,
(l+ﬂ , com n infinitamente negativo. oo

n=-1000= (1 +

—100
f n=—100 = {L +ﬁ} ¥ 2,731

; 1 — 10000
n=-10000= (1+——) %2718

Calcule:

Ine =1, poisel =e. e) log(lnel®) =log 10 = 1.
In1=0.polse? =1. f] In-5= 3, pols ©

Ine® =3, pois ¢* = e, logaritmando deve ser

In{lne) = Inl =0. positiva.



RESOLUCAQ PROPOSTA 5

1. Determine o valor de x:
a) log; v =log; 16 log, 512 —log 64 = x =
¥ =16 9—6=x=x=23
by log;(2x — 5) = logs(x +3) e) log, 8% =x
2r—5=x+3=x=8 2¢ =(23) = 2¢ =25 = 1 =63
¢} logs(25.125) = x f) log0,01°% = x
log: 25 + logg 125 =3 = 10% = {1072)%% = 10% = 10-11*
2+3=x=x=5 =1 =-116
d) luglg =x

2. Sejomlog2 =030,log3 =047, logh = 0,69 e log7 = 0,84, colcule;
a) logé = d) log, 10 = ‘:’f;j’ v 1,19

log23 =log2 +log3 =077 -

= log7
e) log, 7= ozs 1.78
b) log4 =
log 100
. f) logs 100 = 2,89

log2® =2.log2 = 0,6 ) gs logs

c) log, 5= ::ZL? = (0,82

1.

a

[UDESC) O valor de x.y com x, v € E, sabendo que log,x + log, v =2 &
27 =32 & igual a:

al 4

b) &

c) 2

d} &

e] 10

Aplicando a mudanca de base, tem-se:

log ¥

].CIEz ¥
log: 4

logsx + logey = 2 = logax + =2 = logax 4+

= 2logar+logayv =4 logyxl+logay =4 &
loga 1'2._1_; = 4.
Pela defmicio de loganitmo, x%. v = 2% = 16. A questio também nforma que
2" = 32 istoé. x4y =5 ovainda, ¥y = 5 — x. Dai.
Py=16= (5—x)=16< 7 —Sx2+ 16 =0
A unica solugdo inteira é x = 4. Loge. ¥ = 1. Finalmente, x. y = 4.

Fesposta: altermativa “a”
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Consideracoes

Ezpero-se que esse matenal possa contribuir para professores e alunos
do Ensino Medio.

Professor{a), figue a vontade pora adaptar esse matenal de acordo
com as suas necessidades e da sua turma. Este livro € apenas uma das
tantas maneiras de se trabalhar com logantmos.

Bom trabalhol
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Fara dovidos, relafos ou  froco

expeigncias entre em contato.

Carcline Vanessa Wendland

E-mail: caroline wendland@hoimail.com

de
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