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RESUMO

Situacdes envolvendo o calculo de volumes surgdnraimente em diversos momentos no
nosso cotidiano, porém, no ensino regular, o cdldd volume de soélidos geométricos é
transmitido de forma superficial. Em geral, quaedsinado, apenas aplicam-se as formulas
correspondentes a cada soélido, de maneira mecdusiesn muita reflexdo sobre o tema. Esse
trabalho tem o intuito de dar suporte nesse aspéttlinando por base o Principio de Cavalieri,
uma ferramenta de facil utilizacdo e que, inclusseeve como fundamento a determinacao das
formulas utilizadas. Para tal, o ensino do Primcige Cavalieri € mediado por materiais
concretos confeccionados com a utilizacdo da tegreolde impresséo 3D, e pela exploracao
dindmica dos solidos por meio do software GeoGeBom esses elementos, foi possivel
elaborar uma sequéncia didatica que foi aplicadaaturma da terceira série do Ensino Médio
de uma escola publica do municipio de Joinville. ddzorrer do texto serdo apresentados
alguns aspectos relevantes ao tema, como dada®idost sobre o calculo de volumes
utilizando o Principio de Cavalieri e a aplicacadebria do Calculo Diferencial e Integral para
o calculo de volumes de sélidos geométricos, asrdegaeferencial tedrico que fundamentou a
pesquisa. Essa sequéncia didatica mostrou-se coradoa proposta, pois contribuiu para um
entendimento mais completo sobre o volume dos alidilizados. Finalizamos com uma
analise sobre a proposta executada, juntamente amonclusdes obtidas e possiveis
aperfeicoamentos.

Palavras-chave Calculo de volumes, Principio de Cavalieri, MeisrConcretos, Sequéncia
didatica.






ABSTRACT

Situations involving volume calculation naturallyisg at various times in our daily lives,
however, in regular education, the calculation ofume of geometric solids is transmitted
superficially. In general, when taught, only thenfalas corresponding to each solid are applied
mechanically and without much reflection on thejsab This work is intended to support this
aspect, based on the Cavalieri’s Principle, an-&asige tool that even serves as a foundation
for the determination of the formulas used. Fos,tthe teaching of the Cavalieri’s Principle is
mediated by manipulatives made using 3D printicgtelogy, and by the dynamic exploration
of solids through GeoGebra software. With thesenelds, it was possible to elaborate a
didactic sequence that was applied to a classeothiind grade of the High School of a public
school of the municipality of Joinville. During tlext some aspects relevant to the subject will
be presented, such as historical data on the adionlof volumes using the Cavalieri’s
Principle and the application of the theory of éferential and Integral Calculus for the
calculation of volumes of geometric solids, throubk theoretical reference that based the
search. This didactic sequence proved to be a gomgbsal, since it contributed to a more
complete understanding of the volume of solids u¥ed conclude with an analysis of the
proposal, together with the conclusions obtaineti@sssible improvements.

Keywords: Volume calculation, Cavalieri’s PrincipManipulative, Didactic sequence.
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1 INTRODUGCAO

O ensino de Geometria Espacial é assegurado na gradcular dos estudantes do
Ensino Médio mas, no ensino publico, € abordadoagpeo final do periodo letivo, “se der
tempo”, de modo que muitas vezes, por experiérxiautor, nem é trabalhado. Viana (2005,
p. 73) ja havia nos relatado isso:

Nas escolas publicas estaduais, a geometria élhealaacomo um assunto da
matematica e €, em muitos casos, deixada pelosgsmes para ser tratada ao final
do periodo letivo. Como os alunos enfrentam mulifssuldades com a aritmética e

a algebra, o conteudo referente a geometria acaaendo trabalhado. Assim, ndo
€ raro encontrar alunos do Ensino Médio que nusitalaram geometria [...]

O conteudo de Geometria Espacial, em particulatcauto de volumes, é visto de forma
muito rapida, sem muitas reflexdes e apenas coiwagpkes basicas, o que impede o aluno de
desenvolver o conhecimento de como calcular o veldos sdlidos, recaindo apenas numa
reproducdo de uma série de formulas decoradas.

Baseado em estudos de Lima et. al (2010) e Ma28i3)), pode-se afirmar que, apesar
de existirem varias maneiras de se calcular as &leabase e laterais) e volume, a preferéncia
dos professores por outros conteldos os impedeaballiar o conteldo de geometria de
maneira mais aprofundada, uma vez que os livragidas oferecidos aos alunos néo trazem
propostas diferenciadas, que fujam das aplicagdetasl das férmulas.

Ha ferramentas como o Teorema de Pappus e o RorigpCavalieri que podem ser
usados para o célculo de volumes. Esses dois ngtodo utilizam calculos avancados,
somente ideias diferentes, e com essas ideiascalasimais simples (que os alunos ja
conhecem), podem ser calculados os volumes deosdlid maneira a utilizar a comparacao
entre solidos e melhorar a compreensao de corbeitolume e o que ele representa.

Os estudos proporcionados pelo Mestrado Profissiema Matematica em Rede
Nacional (PROFMAT) ddo um suporte nesse sentid@v&s dos estudos conceituais de cada
uma das disciplinas foi possivel perceber o qguensina nas escolas, e com base em um
referencial teérico mais aprofundado, desenvolvea metodologia especifica para o ensino
do célculo de volume de sélidos geométricos de domais estruturada, buscando obter
relacdes de comparacao entre sélidos mais simpheatros mais complexos.

Diante das pesquisas realizadas e das dificuldaplesentadas pelos estudantes em
relacdo ao calculo de volumes de solidos geométapoesenta-se 0 seguinte questionamento:

Como ensinar o calculo de volumes de solidos gewustutilizando concomitantemente
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materiais concretos e recursos computacionais, a#omue os alunos da terceira série do
Ensino Médio de uma escola estadual compreendahonedse conceito?

Na busca pela resposta a esse questionamentosenfgdrabalho tem por objetivo
principal explorar o Principio de Cavalieri paraaculo de volumes de solidos geométricos
no Ensino Médio com o uso de materiais concreto® software de geometria dindmica
GeoGebra. Para tal, € necessario antes fazer gatedsistorico sobre Cavalieri, para que se
compreenda 0s motivos que o levaram a idealizamaipio que leva o seu nome. A seguir,
efetuarmos uma explanacéo a respeito das teorias soinsercdo de material concreto e
tecnologias em sala de aula, que dardo suportesa pesquisa. Desse modo, criamos subsidios
para elaborar e aplicar uma sequéncia didaticagsedunos do Ensino Médio abordando o
Principio de Cavalieri. Com os dados obtidos napieacao, analisaremos o que foi realizado,
procurando por indicios que possibilitem aprimaransino e a aprendizagem do calculo de
volumes de sélidos geométricos.

Esse trabalho se justifica pelo motivo do conhentmealo célculo de volumes ser
importante em dois sentidos. Primeiramente, é wsurds recorrente no Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM), momento em que € importante gualuno saiba os conceitos
relacionados a cada conteudo, uma vez que todpsrgentas sdo contextualizadas. Outro
motivo é a sua aplicacdo em diversas areas do comtigo, como a engenharia, logistica,
medicina etc. Como os estudos oferecidos no Endidio devem, segundo os Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEBRASIL, 2002b, p. 8), “...preparar
para a vida, qualificar para a cidadania e capge#ea 0 aprendizado permanente, em eventual
prosseguimento dos estudos ou diretamente no nadmtiabalho”, o aluno deve estar apto a
resolver problemas que envolvam o célculo de vofyreendo apenas utilizar formulas sem
nem mesmo entender o porqué. Nesse sentido, peseahe é necessario um outro olhar sobre
esse tema, a fim de que o aluno possa aprimoragperteicoa-lo no decorrer de sua formacao.

Na intencdo de fugir dessa “reproducdo automatesse trabalho visa apresentar aos
alunos o Principio de Cavalieri, um método que ltesionou a maneira de se calcular o volume
de sdélidos geométricos, e que inclusive serviu cpraoursor da ferramenta mais completa até
hoje utilizada para o calculo de areas e volumé&Xloulo Diferencial e Integral.

Segundo Eves (2011, p. 426), apesar de nao figar dd@o alguns conceitos que
Cavalieri queria expressar, é certo que “Com atag@d desses principios como evidentes,
intuitivamente, podem-se resolver muitos problendgs mensuracdo que normalmente

requereriam técnicas avancadas de calculo”. Paapesar deste meétodo ser eficiente e que
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tenha sido amplamente utilizado no século XVII, subsalgumas limitag6es, como serao
apontadas no decorrer da presente pesquisa.

Com o intuito de agucar a curiosidade e o interdssalunos, a proposta é utilizar duas
ferramentas: o software GeoGebra, que ¢é gratydtle ser baixado livremente, e a impressao
3D. O GeoGebra, apesar de ser um programa parawacio geomeétrica e algébrica de
diversas situacdes diferentes que abrangem a niitaem@& um recurso pouco utilizado nas
escolas, seja pelas dificuldades encontradas davalta de estrutura das escolas, que possuem
laboratorios de informética, mas nao dispde deegguires preparados para opera-los, ou pela
falta de incentivo aos professores para que eatiears manipula-los.

O software GeoGebra pode auxiliar muito na visagho de diversos conceitos, motivo
pelo qual deveria ser utilizado na maioria dathicées de novos conteudos, uma vez que a
visualizacdo € util para que uma figusdlida qualquer seja compreendida e analisada de
maneira mais clara.

Mas o que se entende por visualizacdo? Para Gzi€r096, p. 9), “visualizacdo na
matematica € um tipo de atividade de raciocinicc&d@s no uso de elementos visuais ou
espaciais, seja mental ou fisico, realizado pawalver problemas ou provar propriedades.”

Segundo Flores; Wagner; Buratto (2012, p.35)

Adicionar visualizagdo no contexto da educacdo matiea, além de promover a
intuicdo e o entendimento, possibilita uma maioraabéncia da cobertura em
assuntos matematicos, permitindo que os estudamies somente aprendam
mateméatica, mas também se tornem capazes de ¢ossapropria matematica.

Assim, por meio da insercao da visualizacdo em dalaula com a utilizacdo do
software GeoGebra, os alunos poderdo ser capazesudizar dinamicamente diversos
sélidos geométricos e poderao explorar dinamicaeneftrincipio de Cavalieri.

Quanto a impressao 3D, o Grupo de Pesquisa em ¢@uddatematica e Sistemas
Aplicados ao Ensino (PEMSA), composto por professalo departamento de matematica da
Universidade do Estado de Santa Catarina (UDESIO)nville, adquiriu duas impressoras 3D
com recursos da Fundacdo de Amparo a Pesquisavacwm do Estado de Santa Catarina
(FAPESC), que se encontram no laboratorio FabriateMatica (Fab3D), e desse modo foi
possivel produzir materiais concretos para os alemxplorarem o Principio de Cavalieri.

Através da manipulacdo desses materiais esperaeseg]alunos aprimorem seus

entendimentos e, assim, compreendam melhor o oalewolume de sélidos geométricos pelo

! Neste trabalho sera usada a palavra “figura” pasigdar indistintamente uma regido limitada do gspa do
plano. O contexto indicara a qual objeto esta sesticdado.
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Principio de Cavalieri. Para tal, foi elaborada wequéncia didatica (Apéndices A, B, C e D)
na qual os alunos, em grupos, foram instigadostexrdaar o volume de diferentes soélidos
através da medida das areas das secfes que osetongpfim de compara-las. Esse exemplo
pode ser encontrado em diversos livros didaticass somente visto superficialmente e de
forma tedrica, sem que o aluno compreenda a itieéandutida.

Para fundamentar essa pesquisa, foi realizada ewsfo de literatura com o tema
Principio de Cavalieri nos portais SCIELO, CAPESPROFMAT. No levantamento de
pesquisas relacionadas ao nosso tema foram utiBzad seguintes descritores: “solidos”,
“volume” e “Cavalieri”, sendo essas também as RataChave das pesquisas realizadas. No
portal SCIELO foram encontradas 3111 referéncia®kdos”, 162 referéncias a “volume de
sélidos” e 7 referéncias a “volume de sélidos” evé@lieri”. Foi interessante observar que a
maioria das 162 pesquisas referentes a “volumeélaos” dizem respeito a area da medicina,
com a utilizacéo do Principio de Cavalieri paralcalo do volume de érgaos, tecidos e tumores
detectados em ressonancias, uma aplicacdo digcilméginar. No portal CAPES foram
encontradas 1629 referéncias a “volume de sdlidagipém apresentando varios artigos da
area da medicina. Destas, 7 referéncias surgirarpesquisas por “volume de sdlidos” e

by

“Cavalieri”. No portal PROFMAT foram encontradas gésquisas referentes a “volume”, dos
guais 17 respondem a “volume” e “Cavalieri”. Dedsds pesquisas realizadas, destaco os
trabalhos de TOSE (2017), de PRIMO (2013) e de AMAAS (2013), que se parecem com
0 proposito dessa pesquisa, todos encontradosrted BROFMAT.

A dissertacao de Tose (2017) destaca o Principiadalieri no calculo de volumes de
solidos geométricos através de solidos confeccmadpartir da sua planificacdo, auxiliando
os alunos a entenderem a sua formacéo tridimensoftwando ndo s6 no célculo de seus
volumes, mas de suas areas laterais e totais. @wusdo diz que os alunos conseguiram
visualizar melhor os sélidos, contribuindo parameihor entendimento dos calculos.

Primo (2013) apresentou a utilizagdo de recursgitadi, entre eles o GeoGebra, nos
seus planejamentos, mas ndo apresentou a aplidacdeu plano. Os planos apresentados
partiram da utilizacdo do GeoGebra como recuramVjzara os alunos, sendo que este utilizou
outros softwares para completar o entendimentcesmbsolidos.

Amazonas (2013) aborda assuntos similares a nosgsogta. Ela elabora uma
sequéncia didatica que visa o calculo de volumiégantdo o Principio de Cavalieri. Para tal,
utiliza quatro aulas: uma para explicar o PrincigigoCavalieri, a segunda para comparar 0s
volumes do cilindro e do prisma, uma terceira garaparar cone e piramide, e a quarta para

calcular o volume da esfera, utilizando a comparagin a anticlépsidra. As diferengas sao
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gue a turma em que ela aplicou o trabalho tinhaagp&5 alunos, e no meu trabalho eram 25,
e eu também utilizei o recurso dindmico do GeoGepema melhorar a visualizagédo e
manipulacéo dindmica dos elementos que compdeidlidesaplicados.

Ao ler esses trabalhos, algumas referéncias apareceom mais freqiéncia. Entao
procurei também utilizar esses trabalhos como baseinha pesquisa. Sao eles:

* A Dissertacdo de Morais (2013), que realizou umrmdgaestudo de anélise com os
livros didéticos disponiveis nas escolas, comparandaneira como cada autor aborda
o tema volumes e como utilizam o Principio de Qavial

* O Trabalho de Conclusdo de Curso de Silva (20089,tgpuxe a luz os PCN'’s e a
Proposta Curricular estadual e sua aplicacéo anceds volumes em Santa Catarina.

* A monografia de Januario (2008), que aborda azatiio de materiais manipulaveis
no ensino de matematica, em especial da geommpriesentando aspectos visuais que
foram utilizados nessa pesquisa.

Deste modo, o presente trabalho segue estruturadsegluinte forma: o capitulo 2
apresentara o modo como vem sendo tratado o eti@igeometria na atualidade e apresenta
um pouco da historia de Bonaventura Cavalieri e m@wipio. O capitulo 3 apresenta a
fundamentacédo tedrica necessaria a aplicacdo d&rseq didatica e os meios utilizados, o
GeoGebra e o material concreto produzido com adsgmra 3D. Os capitulos 4 e 5 apresentam
a sequéncia didatica realizada, além dos desafm&ados e resultados obtidos com ela. Ja
o capitulo 6 apresenta o modo mais formal e completse calcular volumes, conhecido como
Calculo Diferencial e Integral. Sob essa Oticadsapresentadas as demonstracdes de como
proceder com cada um dos solidos trabalhados, bera demonstrar o proprio funcionamento
do Principio de Cavalieri. No capitulo final apmsen-se as consideracfes finais sobre a

pesquisa realizada e perspectivas de trabalham$utu
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2 ENSINO DE GEOMETRIA ESPACIAL E O CALCULO DE VOLUM ES

Neste capitulo serdo mencionados o estado atualisino da Geometria Espacial, bem
como uma base historica fundamental a este tralyadina possibilitar algumas reflexées sobre

0 ensino de Geometria Espacial aos alunos do Eivsaiio.

2.1 O ENSINO DE GEOMETRIA ESPACIAL

De acordo com Silva (2005), que realizou uma ama#teriosa sobre o ensino de
geometria espacial na Proposta Curricular de Saatarina — PC-SC (SANTA CATARINA,
1998) e nos Parametros Curriculares Nacionais — BEASIL, 2002a e 2002b), o estudo de
volumes dos solidos geométricos deve ser realimadeegunda série do Ensino Médio, mas
esta é apenas uma sugestéo, de modo que o prdieas$iore para inseri-lo em outro momento.
Com isso, de modo geral ele é trabalhado na tarséiie do Ensino Médio. Sabemos que o
grande guia do professor em sala de aula € o did@tico que ele possui. E cabe aqui uma
reflexdo. Apesar de ser importante, muitos livraaticos ndo demonstram o porqué de os
sélidos possuirem tais formulas, deixando o alwmeditar que esta € a Unica maneira de se
efetuar o calculo de volumes e que as férmulas rdeser memorizadas. Poucos livros
apresentam o motivo principal dessas férmulas pasauesse formato: a aplicacdo do
Principio de Cavalieri. Afirma Lima et. al. (2030,86)

Nos livros didaticos brasileiros, este assunto ¥esgmtado, em geral, de forma
bastante insatisfatoria. Muitos sequer dizem o sjgrifica calcular um volume e
varios outros chutam, sem d6 nem piedade, toda®ramilas. Alguns citam o
Principio de Cavalieri, mas nao o utilizam corregate, e outros nem isso fazem.

Morais realizou um estudo sobre sete cole¢cOeswleslididaticos aprovados pelo
Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD no ara2®12 e constatou que, apesar de todas
as sete colecdes analisadas abordarem o Prin@p@adalieri para o desenvolvimento das
formulas encontradas, afirma que “[...] ainda héngos necessérios quanto a abordagem desse
principio, uma vez que algumas colecfes néao joatifi por exemplo, a igualdade entre as
areas das secoes [...].”(MORAIS, 2013, p. 116)

Ao observar a atual Base Nacional Comum Curriceld8BNCC (BRASIL, 2018),
proposta ja aprovada e que deverd entrar em vigoproximos anos, fica claro que, entre as
habilidades exigidas dos alunos do Ensino Médi@, émvestigar processos de obtencao da

medida do volume de prismas, piramides, cilindrosrees, incluindo o Principio de Cavalieri,
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para a obtencéo das férmulas de calculo da medigtaldme dessas figuras.” (BRASIL, 2018,

p. 533). Portanto, o conhecimento do Principio dealeri devera ser melhor trabalhado a
partir dos préximos anos, mas isso apenas ocoseekssa atencdo for dada nos cursos de
licenciatura, momento em que os futuros profess##esnstruidos e desafiados ao dominio de

tais ferramentas.

2.2 CAVALIERI E SEU PRINCIPIO

Segundo Eves (2011), Bonaventura Cavalieri nasteM#go em 1598 e, aos 15 anos
de idade tornou-se jesuado (ordem religiosa dedyliBoi aluno de Galileu e, provavelmente
por intermédio deste, atuou como professor de n@teanda Universidade de Bolonha de 1629
até 1647. Deixou uma obra vasta abrangendo matamaiptica e astronomia. Foi um dos
responsaveis pela introducdo dos logaritmos dedXaya Europa, tornando-se com iSso um
matematico muito influente. A obra que se tornou kgado foi o trataddseometria
indivisibilibus publicado em sua verséo inicial no ano de 163%ssH trabalho ele apresenta
seumeétodo dos indivisiveisujas raizes remontam a Demacrito (c. 410 a.@rjjgaimedes (c.
287-212 a.C.), mas cuja motivacdo direta talveens®ntre nas tentativas de Kepler (1571 —
1630) de calcular areas e volumes, como o voluntades de vinho.

Seu método, segundo Howard Eves, se baseia naligleiae

um indivisivel de uma porcéo plana dada é uma cdedaa porcédo e um indivisivel
de um sdlido dado é uma seccéo desse solido. Grassd que uma porcao plana seja
formada de uma infinidade de cordas paralelas aigqusdlido seja formado de uma
infinidade de sec¢des planas paralelas. (EVES,,2014R5)

Assim, um plano poderia ser pensado como uma daie de cordas de diametro

desprezivel colocadas lado a lado, como apresentéi@ura 1.

Figura 1: Ideia de plano segundo Cavalieri
A

ey)

C B
F Or(l)

Fonte: ANDERSEN, 1984, p. 301.

De modo semelhante, um soélido poderia ser repd@rntomo uma infinidade de

placas de espessura desprezivel paralelas entm s, representado na Figura 2. O leitor que
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conhece o calculo integral percebera a familiaedao método, pois € justamente essa ideia
uma das precursoras de tal conceito.

Figura 2: Ideia de sélido segundo Cavalieri

Fonte: ANDERSEN, 1984, p. 311.

Afirma Eves (2011, p. 426), que essas ideias deragam aos chamados Principios de
Cavalieri: “Se duas porc¢des planas sao tais queretd secante a elas e paralela a uma reta
dada determina nas porcdes segmentos de retaazdja € constante, entdo a razao entre as
areas dessas porcdes é a mesma constante”, corifimuna 3.

Figura 3: Principio de Cavalieri

Fonte: YAKHNI, 2010. Tempo: 2’43".

De modo semelhante, conforme Figura 4, “Se doigla®lsdo tais que todo plano
secante a eles e paralelo a um plano dado detenoénsolidos sec¢des cuja razao é constante,
entdo a razao entre os volumes desses sélidoeéraartonstante”. (EVES, 2011, p.426)
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Figura 4: Principio de Cavalieri para volumes
Sdlido A Sdlido B

N R
@f\ ; Se¢ioB

1 "“-M,VJ_J 1 R T |

Fonte: PRIMO, 2013, p. 22.

Segundo Lima (2006, p. 85), “o Principio de Cavakeum teorema, isto é, pode ser
demonstrado.” Apesar disso, ele é comumente ag@ih® um axioma, pois sua demonstracéo
requer conceitos avancados de Teoria da Medidagdage ao objetivo deste trabalho. No
entanto, através do estudo do Calculo Diferendialegral, o Principio de Cavalieri, apesar de
intuitivo, pode ser provado com maior rigor. Lin28Q6, p. 107) afirma ainda que “No fundo,
o Principio de Cavalieri € um resultado sobre iratisg(corresponde a afirmar que uma integral
multipla pode ser calculada por meio de repetidtegrais simples)”. Essa demonstracdo sera

apresentada no capitulo 6 “Para Além do PrincipiQavalieri”.
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3 CONCEITOS NECESSARIOS E FERRAMENTAS UTILIZADAS

Este capitulo apresentara as ideias que fundaraentada a sequéncia didatica e o
modo como foi trabalhada. Apresentam-se os corscdéarea e volume, os solidos utilizados
nas atividades, bem como as formas de se chegealagdo de seus volumes, através do
Principio de Cavalieri. Apresenta-se ainda os smurdidaticos utilizados durante as
atividades: o software GeoGebra e 0 material com@®duzido na impressora 3D. Todos 0s
conceitos geométricos utilizados aqui possuem c@feréncia os livros “Medidas e Formas
em Geometria”, de Elon Lages Lima (LIMA, 2006) estéinetria”, de Antdnio Caminha Muniz
Neto (MUNIZ NETO, 2013).

3.1 CONCEITO DE AREA

Intuitivamente, a area de uma figura € a por¢dplaloo ocupada por ela. Para medi-la,
a comparamos com uma unidade de area. A area tigesa seria entdo expressa pela
guantidade de vezes que a unidade de area cabe dessa figura. Para tal, associamos a
unidade de &rea com um quadrado com lados medmdaunidade de comprimento. Assim,
um quadrado qualquer teria lados medirdosendoa um namero real que representa a
guantidade de quadrados unitarios justapostosogamfutilizados, e esse quadrado teria como
medida de area®. Um retangulo de ladase b contémab quadrados de lads de modo que
sua area possui medida.
Desse modo pode-se medir a area dos poligonogantio a associacdo de cada
poligono P a um numero real ndo-negativo, atragéséd propriedades:
1. Poligonos congruentes tém areas iguais.
2. Se P € um quadrado com lado unitario, entdo aréa=dg.
3. Se P pode ser decomposto com reunido de n poliganosh tais que dois quaisquer
deles tém em comum no maximo alguns lados, erdéesade P é a soma das areas dos
P.
Segue que se o poligono P esta contido no poliQoeatéo a area de P € menor do que
a area de Q. Assim, teriamos uma aproximacéo dadendd area de Q por falta (Figura 5).
Associemos esta medida de area de Q a um numéra(@a Com isso, podemos definir a
area da figura Q como um numero real cujas apradegmpor falta sdo as areas dos retangulos
F contidos em Q. Assim tem-se

a(F) < a(Q).
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Figura 5: Aproximacédo da area de uma figura plandgita

Fonte: Produgédo do autor, 2019.

3.2 CONCEITO DE SOLIDOS GEOMETRICOS

Mostraremos aqui como € conceituado cada um dadosdjue foram utilizados na
sequéncia didatica, a fim de compreender o mod@donpensado o célculo do seu volume.

3.2.1 Paralelepipedo

Um paralelepipedo é um soélido limitado por seislgdogramos: suas faces. Essas faces
agrupam-se em trés pares, e em cada par suasstacgmralelas, congruentes, e dizem-se
opostas. Quando se toma uma das faces do parpklepiomo base, a altura correspondente
€ a distancia entre essa face e a sua opostajape secomprimento da perpendicular baixada
de um ponto da face oposta sobre o plano da baseeétas de um paralelepipedo sao os lados
dos paralelogramos que constituem suas faces, de gue cada aresta € comum a duas faces.
Um paralelepipedo com faces retangulares é um b&taogular. Um caso particular de bloco
retangular é o cubo, cujas faces sao formadasyaairgdos congruentes.

3.2.2 Cilindro

Seja um plan@ e uma figura plana F contida emchamada a base do cilindro. O
cilindro fica determinado pela figura F e por urgreento de retag = AB, ndo paralelo ao
planoa, chamado geratriz do cilindro. Por cada patitde F levantamos um segmento de reta
a; = A;B;, paralelo ag e do mesmo comprimento qge A reunido desses segmentos € o
cilindro C, de base F e geratrjzAs extremidadeB; dos segmentas ndo pertencentes a base
F constituem uma figura plana F’, contida nhum plpawalelo ao plana, conforme Figura 6.

A distancia entre esses planos é chamada altuta de
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Figura 6: Cilindro reto

Fonte: Producgéo do autor, 2019.

Perceba que, com esse conceito, o cilindro podgupasma base de formato qualquer.
Quando a geratrig é perpendicular ao plano da base, dizemos qukndroi € reto. Como
nesse trabalho utilizaremos uma base circularlimdod serd chamado de “cilindro circular
reto”. Para evitar o excesso de denominac¢fes, gamguiiante o cilindro circular reto sera
chamado simplesmente de cilindro.

3.2.3 Prisma

Dada a definicdo de cilindro, um caso particulguéndo essa base F é um poligono.
Quando isso ocorre, o sélido C fica limitado parefaplanas e chama-se um prisma. Logo,
prisma € um cilindro cujas bases séo poligonosu(&id). Desse modo, um paralelepipedo
também é um caso particular de cilindro. Os prispoaem ser ainda denominados segundo a

guantidade de arestagjue a base possui, recebendo o nome de prisaganal.

Figura 7: Prisma heptagonal

Fonte: Producéo do autor, 2019.



29

3.2.4 Piramide

Uma piramide K, tendo como base um poligono F dorgm um plana e como vértice
um ponto P situado fora do planpé a reunido dos segmentos de reta que ligamto poa
todos os pontos de F, conforme Figura 8. O plar® apntém F é considerado o plano
horizontal, e a distancia entre o ponto P e esteopé chamada altutada piramide. Assim
como 0s prismas, as piramides podem se diferesegundo a quantidadede arestas que

formam a sua base, sendo denominada piramide devtzagonal.

Figura 8: Piramide de base octogonal

;

Fonte: Produgdo do autor, 2019.

3.2.5 Cone

Um cone L, tendo como base uma figura plana Fneoeértice um ponto P situado
fora do plano que contém F, é a reunido dos segmeetreta que ligam o ponto P a todos os
pontos de F, conforme a Figura 9. O plano que cortdase F do cone L sera considerado
horizontal. A distancia do vértice P a este plano,seja, o comprimento da perpendicular
baixada de P sobre o plano, chama-se dital@cone.

Do mesmo modo que comparamos o cilindro ao prismpgamide também é um caso
particular dos cones, caso em que a base é unopolige essa base for uma figura plana
qualquer, temos um cone. Nesse trabalho utilizaapesas o cone cuja base € um circulo,
denominado cone circular. Por excesso de infornsagGhamaremos 0 cone circular
simplesmente por cone. Quando o pé do vértice iRadi@a perpendicularmente a base desse
cone, coincidir com o centro do circulo que forraa base, temos um cone circular reto. Se

isso ndo ocorrer, temos em cone circular obliquo.
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Figura 9: Cone

Fonte: Producéo do autor, 2019.

3.2.6 Esfera
A esfera de centro num ponto C e raio R é o coojdas pontos do espaco cuja distancia
ao ponto C é menor do que ou igual a R. Em outrtls/fas, tal esfera é a reunido de todos os

segmentos de reta de origem em C e comprimentbagRaconforme Figura 10.

Figura 10: Esfera

Fonte: Producéo do autor, 2019.

3.3 CONCEITO DE VOLUME

Intuitivamente, o volume de um soélido é a quantddd espaco ocupada por ele. De
modo semelhante a area, para medir esse volumisgrers compara-la a uma unidade, em
gue costumeiramente € utilizado um cubo de arestdindo uma unidade de comprimento, de
modo que o seu volume mede uma unidade de volusse. &bo unitario torna-se a unidade
de volume. A quantidade de cubos que couberem wgétide indica o seu volume, expresso
por um nuamero real positivo. Podemos ainda justap@ubos unitarios, de modo a formar um
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bloco retangular, cujas medidas dos lados sefgnmb e c. Assim, 0 bloco contera
a X b X c blocos unitarios e, portanto, o volume desse btetangular B € V (B) abc, um
namero natural. Na Figura 11, as medidagls e c medem, respectivamente, 10 cm, 8 cme 5

cm, de modo que o volume do bloco retangular €00ecH?.

Figura 11' Bloco retangular
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Fonte: Acervo do autor, 2019.

Se as medidas desse bloco forem nimeros raciquaismos dividir a aresta do cubo
unitario medindm em cubos menores, de aregtaAssim, cada aresta desse cubo unitario é
dividida emgq partes iguais, com cada nova aresta mediigoDesse modo, justapondo esses
cubos formamos um cubo de volurfie/q)3. Representando, assim, que cada aresta de um

bloco retangular B possua medidgsy, b/q ec/q, formamos um cubo de volume
~a b c _ abc
e TR
gue € um numero racional positivo.

E se as medidas desse bloco retangular ndo fomomass? Consideremos, entdo, um
bloco retangulaP cujas dimensfes sdo 0s numeros edi® c. Sejam ainda as sequéncias de
nameros racionaifa,)ns1, (bn)n=1€ (Cp)ns1, COM a, < a,b, <bec, <c,¥yn € N com
a,, b, e c, tendendo para, b e c, respectivamente, quandaende ao infinito. Tomemos um
bloco retangula®, de dimensdes,, b,e c,. O item anterior indica que, para todc N,
V(P) = V(BR,) = a,b,c,. De fato, a relagéo anterior é valida para todatural, e quande -
co temos quer,b,,c,, — abc. Dessa forma, fazendo— c emV(P) = V(B,) = a,b,c, vem
que V(P) = abc. Analogamente, tomando as sequéndi@$,)ns1, (b'n)ns1€ (¢')ns1 de
ndmeros racionais de modo que, > a,b’, >bec, >c,vyne N coma',,b',ec,
tendendo a, b e c, respectivamente, pana— co, podemos demonstrar de forma analoga que
V(P) < abc. Assim, quandm tende ao infinito, temos quebc < V(P) < abc, ou seja,
V(P) = abc.



32

Para que possamos definir a ideia de volume utiiea definicdo de que poliedro
retangular € todo sélido que pode ser formado pelaido de um numero finito de blocos
retangulares justapostos. Para medir seu volume lsasnar os volumes de cada bloco
retangular que o constitui. Dado um sdlido S, pada poliedro retangular P contido em S,
sabemos calcular vol (P). O numero V = vol (S) deatésfazer a condi¢do

vol (P)<V para todo poliedro retangular P contido em S.

Assim, os nameros vol (P) fornecem o volume de Sfalta, conforme Figura 12.
Aumentando o numero de blocos retangulares P mogiaamos cada vez mais do volume se
S. Isso significa que ndo apenas se tem vat (®) (P) para todo poliedro retangular P contido
em S como também, dado qualquer nimero real ruglrc< vol (S), € possivel achar um
poliedro retangular T, contido em S, com

r <vol (T)<vol (S).

Figura 12: Aproximacédo do volume de um cone paafal
[ ]

Fonte: Producéo do autor, 2019.

Seja ainda um poliedro retangular Q que contémlidos®&. Podemos calcular seu

volume, de modo que
V < vol (Q) para todo poliedro retangular Q contendo S

Esse sera o volume de S por excesso. Quanto meinoees 0s poliedros retangulares que
contém S, melhor sua aproximag&o com vol (S).

Com isso, podemos dizer que o volume de S é tal que

vol (P)<V <vol (Q)

de modo que V é o Unico numero real positivo qtisfaa essa condicéo.
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3.4 CALCULO DE VOLUME DOS SOLIDOS PELO PRINCIPIO DEAVALIERI

Agora sera demonstrado como obter o volume doslaslutilizados na sequéncia
didatica, utilizando como base o Principio de GavialEsse principio reduz muito o trabalho
para se calcular o volume dos sélidos que citaremdantos outros ndo citados. Para tal,
escolhamos um plano, que chamaremos plano horizdot#os os planos paralelos a ele seréao
também chamados planos horizontais.

Sejam ainda A e B dois solidos de mesma alturaaadps num mesmo plano
horizontal. Cada plano horizontal determina, nos sélidos A e B, sec¢bes planas gé® se
indicadas pofl N A eIl N B. Elas sado as interse¢fes do plaihcom os dois sélidos dados.
Se para todos os planos horizonfdjsa figura plandl N A tem a mesma area que a figura

planall N B, o Principio de Cavalieri assegura que os sslile B possuem o mesmo volume.

3.4.1 Paralelepipedo

O volume de um paralelepipedo € o produto da adsase pela altura. Para chegar a
tal concluséo, basta observar que o volume de weohietangular B € o produto de suas
dimensdes. Segundo o conceito de volume, em cadadamdimensfes havera um namero
de cubos justapostos. Podemos simplificar essmafio se repararmos que duas dessas
dimensdes formam a area da bagedesse bloco, enquanto a distancia entre esseelase
oposta é dada como a altuhd. (Assim, seu volume torna-se

vol (B) =a .h.

Tomando um paralelepipedo com uma das faces cosgy edomando essa face com
as mesmas dimensdes que o bloco retangular cppademos afirmar que suas bases (e suas
respectivas secoes formadas pelos planos horizqraealelos a essa base) possuem a mesma
area. Ainda, se sua altuhafor a mesma do bloco retangular, pelo PrincipioCaealieri
podemos dizer que seus volumes sao iguais.

Como todo paralelepipedo pode ser comparado a wep hietangular, pode-se
generalizar que o volume de um paralelepipedo B dadproduto da areada base pela sua
alturah, ou seja,

vol (P) =vol (B) =a . h.
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3.4.2 Cilindro

O volume do cilindro € igual ao produto da aredase pela altura. Para demonstrar
esse fato, basta que seja construido, no mesmmgideiigura plana F (que € a base do cilindro),
um retangulo cuja areaseja igual a area de F, e tendo esse retangulo base, construir um
bloco retangular B cuja a altuhaseja igual a do cilindro C, determinado pela figkre por
um segmento de retpa= AB, ndo paralelo ao plang chamado geratriz do cilindro. Por cada
ponto A; de F levantamos um segmento de reta= A;B;, paralelo ag e do mesmo
comprimento quegy. A reunido desses segmentos é o cilindro C, de bas geratrizg. As
extremidade®; dos segmentas; ndo pertencentes a base F constituem uma figana 5,
contida num plano paralelo ao plamdDesse modo, qualquer que seja o plano horizqogl
intercepte o cilindro em uma figura H' e o bloctarggular em R’, na mesma altura, as areas
de H’ e do retangulo R’ serdo congruentes. Assatg Principio de Cavalieri, concluimos que

vol (C) = vol (B) =a . h.

3.4.3 Prisma

Como o prisma € um caso particular de cilindroe esim uma base poligonal, segue
gue o volume do prisma como o produto da area aé&ase pela sua altura.

3.4.4 Piramide

Antes de mencionar como se calcula seu volumeteéegsante nos atentarmos a um
importante resultado: duas piramides de mesmaaadtirases com areas iguais tém o mesmo
volume (Figura 13). Esse resultado também seigesiiielo Principio de Cavalieri, pois dadas
duas piramides K e L com a mesma altura h e base§&fcom a mesma area, contidas em um
mesmo plano horizontdl, e considerando os seus vértices em um mesmo laamiguas
secOes definidas por planos horizontais possueas @e@ngruentes, o que implica que seus
volumes sejam iguais. Vale ressaltar que esta sgiidado aqui um Lema que, segundo Lima
(2006, p. 89), diz:

Seja K um cone de Vértice P, altirge base fsituada no plano horizontgd. Seja

B outro plano horizontal, entre PBe Indiguemos como F a secfid) K e comh a

distancia de entre Ppeisto €, a altura do cone de base F e vértice®-3e a relacdo
area (Fy) (h0)2
area (F) ~ \h
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Figura 13: Relacdo entre duas piramides de medora &l area de base

Fonte: Produgédo do autor, 2019.

Especificando o caso das piramides citadas, ags€cd N K e G = N L sao iguais

pois, segundo o Lema acima,

area (F) _ area (G) __ (h)z’

area (Fyp) " 4rea (Go) o h_o

em queh é a distancia do vértice P ao plgho

O volume de uma pirdmide € igual a um terco do ytnda altura pela area da base.
Para demonstrar esse fato usaremos um tetraedregj@uuma piramide que possui faces
laterais e base congruentes, cujo a base € ouf@AGC e cujo vértice B’ € tal que 0 segmento
B’B € perpendicular ao plano ABC e tém compriméntoconforme a Figura 14. Levantemos
AA’ e CC’, perpendiculares ao plano ABC, de compniirtos iguais a BB’. Obtemos, com isso,
um prisma reto de bases triangulares ABC e A’B@Jmo o volume desse prisma é o produto
da area da base pela altura, basta mostrar gpeadeser decomposto em trés piramides, cada
uma delas com volume igual ao da piramide ABCB'.

As trés piramides possuem 0 mesmo volume que migieBABCB’, pois a piramide
A’B'C’A possui base congruente a ABCB'’ e possui esma altura, uma vez que BB’ possui
mesmo comprimento de AA'. J4 a piramide ACC'B’,aljase ACC’ é congruente a base
AA’C’ da segunda piramide e cuja altura, a partrwértice B’, e igual a altura da segunda

piramide (AA'C’'B’) a partir do mesmo vértice B'.
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Figura 14: Particdo de um prisma triangular emtefaedros de mesmo volume
A c’

Fonte: LIMA, 2006, p. 92.

Dessa forma, podemos concluir que o volume de tnaetdro € um terco do volume de
prisma de base triangular. Através do PrincipiGaealieri podemos ampliar para as piramides
de qualquer base poligonal, e para isso basta gueaada base poligonal seja igual a area do
triangulo ABC citado. Logo, o volume de uma piraende base poligonal F é igual a um terco

do produto da altura deste pela area da base.
3.4.5 Cone

Em virtude do que foi exposto na secéo 3.4.4, oraelde um cone dado € igual ao de
uma piramide cuja base € um triangulo ABC que téra i@gual a da base do cone e cujo vértice
B’ é tal que o segmento B'B é perpendicular ao @laBC e tem comprimento igual & altura
do cone. Como o volume de tal piramide ja foi destialo, entdo nos resta concluir que o

. z . . ;. 1 -
volume de um cone de altura h, cuja base é umleideuraio R, é igual gnth. Utilizando

o Principio de Cavalieri, ao compararmos a areaiolo que forma a base do cone com o
poligono que serve de base para uma piramide ¢eja @® mesmo plano horizontal ocupado
pelo circulo, no mesmo semiplano determinado pge pano horizontal, temos que, se a area
de cada secao paralela a base da piramide foragiralh de cada se¢éo paralela a base do cone,

entdo seus volumes seréo iguais.

3.4.6 Esfera

O volume de uma esfera de raio R é iguaéhﬂ?? Para demonstrar esse fato,

consideremos uma anticlépsidra, um solido geoneétiicmado a partir de um cilindro
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equilatero (altura = didmetro da base = 2 x (raobdse)), do qual subtraimos dois cones
opostos pelos vértices (como uma ampulheta) casasshcoincidam com as bases do cilindro
e cuja altura seja igual ao raio da base. Dess® nhaodnticlépsidra é limitada exteriormente

pela superficie lateral do cilindro e, interiormemielos dois cones, conforme a Figura 15.

Figura 15: Secdes na esfera e na anticlépsidrarpgriano horizontal a uma altura h do
centro de cada um desses solidos

h '1: N

Fonte: PRIMO, 2013, p. 40.

Como a esfera S determina, na interse¢cdo com um plarizontal, um circulo de raio
r e, pelo Teorema de Pitdgor&s, = r% + h?, temos que? = R* — h?, ou seja, a area desse
circulo é4 = m(R? — h?). Ja a anticlépsidra T determina na intersecidoess® mesmo plano
uma coroa circular que possui distaricido centro do cilindro, cuja area é dadager nR? —
mh? uma vez que, por construcao, a altura do conégehao seu raio. O cilindro equilatero
possui altura igual ao diametro. Entédo o cone pgssui metade da altura desse cilindro, possui
a metade do seu diametro, ou seja, possui medidbag raio do cilindro, formando o triangulo
isésceles representado na Figura 15.

Assim, é possivel de se perceber que ambos ososdii@mam, em seus planos
horizontais, areas de medida= w(R? — h?), e sendo essas se¢des de mesma area em cada
plano horizontal, pelo Principio de Cavalieri, amipossuem o0 mesmo volume, que pode ser
determinado pela diferenca entre o volume do ailingtR?h = 2nR3, pois a alturah do

cilindro é igual a medida do diame@& da esfera, ou seja= 2R) e o volume dos dois cones
que limitam internamente a anticlépsidra@Zrth = %nR3)], ja que a altura dos cones é
igual a medida do raio da esfera, ou skj&, R. Encontrando assim

Vol (S) = Vol (T) =2nR® — 2.2 7R* = ZnR®.
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3.5 SOFTWARE GEOGEBRA

O GeoGebra é um software de matematica dinamicaneedado para todos o0s niveis
de ensino. Ele reune elementos de geometria, alggilanilha de calculo, graficos,
probabilidade e estatistica em um pacote facikdesar. Atualmente possui uma comunidade
de milhdes de usuarios ao redor de todo o0 mundoyen compartilhando ideias e aplicacdes
diversas em seu site (http://www.geogebra.orghaotdo-se uma opcao entre as ferramentas
de apoio para o ensino e aprendizagem de ciéeciaplbgia, engenharia e matematica.

Algumas caracteristicas importantes:

» Gréficos, algebra e tabelas estéo interligadossysm caracteristicas dinamicas;
» Interface amigavel, com varios recursos sofistisado

* Ferramenta de producéo de aplicativos interatinvop&ginas WEB,;

» Disponivel em varios idiomas para milhdes de ussao redor do mundo;

» Software gratuito e de cédigo aberto.

Através do GeoGebra, professores e alunos témréuoptade de explorar, conjecturar
e investigar tais conteados de maneira simplesragivat, possibilitando a construcdo do
conhecimento.

Por ser dindmico, o software permite que o usudeisenhe construgbes variadas,
possuindo todos os dados de construcdo, e coneraldde de manipular esses dados ou de
alterar seus elementos de construcéo, obtendo isdé@ elara do que ocorre ao se alterar os
valores de uma funcéo, por exemplo, de modo qaesegt compreendida e melhor analisada
pelo usuério. Apesar de, em muitos casos, namssgivel provar uma determinada solucéo,
a manipulacéo dos dados permite ao usuério congecibrindo caminho para a formalizagéo
e possivel generalizacdo de uma determinada situaca

A partir da atualizacdo do GeoGebra 5.0 (Figuraair@)a é possivel trabalhar com uma
janela de visualizagdo em 3D, o que auxilia mastado dos sélidos geométricos e amplia as
possibilidades de ensino.

Ha ainda a disponibilizacdo do software atravéspdieativo para tablet ou smartphone,
sendo que pode ser considerado leve (aproximadarb@niB de memoria), o que o torna
uma 6tima opcao para o trabalho em sala de aula,wen que muitos dos alunos possuem

esses aparelhos.
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Figura 16: Prisma pentagonal e cilindro no GeoGéliya

'
El

Fonte: Producédo do autor, 2019.

3.6 MATERIAL CONCRETO

Materiais concretos ou manipulaveis vem sendozatlbs a muito tempo por
professores de matematica para auxiliar o ensmamendizagem de matematica de maneira
mais ladica, mais visual e, consequentemente, mapsisata. Por experiéncia prépria, posso
dizer que a transicdo entre o ensino da aritmétiga, possui variadas aplicacdes em nosso
cotidiano, e o ensino da algebra, mais abstragoqarre por volta do sétimo ano do Ensino
Fundamental, é turbulenta. Falta, talvez, habikdagecessarias aos alunos de abstrairem, de
imaginarem situagdes diversas para que possamdenterelhor e realmente compreenderem

0Ss conceitos algébricos. De maneira mais geraksedlizer que

N&o é recente a preocupacdo de professores paaa quias de Matematica se tornem
encontros que propiciem uma aprendizagem signifecato aluno. Por outro lado,
sempre se buscou metodologias para facilitar sein@m, consequentemente, sua
aprendizagem. Ao longo da histéria da educacdofack®-se professores,
pesquisadores e pensadores que se dedicaram do @stinstrumentos para auxiliar
no estudo dessa ciéncia. Prova disso sdo os divergos e materiais manipulaveis
existentes. (JANUARIO, 2008, p. 34)

Ainda segundo Januario (2008, p.32), podemos chateamateriais concretos
“quaisquer objetos manipulaveis utilizados em uinegdo didatica para auxiliarem o ensino
(professor) e a aprendizagem (aluno), por meioxgeréncias, desempenhando o papel de
mediadores na construcdo e/ou reconstrucéo ddisegitis matematicos.”

Tais materiais podem ser utilizados em situa¢coesrshs, como introdu¢cao a um novo
conteudo, para fundamentar ideias ou mesmo pamariebilidades. Para Miorim e Fiorentini
(1990), esses recursos entram em cena quandorasailéo entendem a Matemética que o
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professor ensina ou quando o docente encontrauldiides ao trabalhar um determinado
contetdo que o impeca de alcancar seus objetiana.d® autores, nesses casos, 0S materiais
manipulaveis sdo concebidos como a solucédo dodepnal, ja que o aluno “ndo consegue
efetivamente ter acesso a esse saber de fundanmeptatancia.” (FIORENTINI; MIORIM,
1990, p.1)

Segundo Lorenzato (2006), o material didatico maéayel € um instrumento
importante, pois proporciona um maior envolvimerdos alunos na sala de aula,
desenvolvendo assim varias competéncias no qe¢sse a capacidade de abstrair, generalizar,
projetar e transcender, sendo que o professor-garmaorientador dos processos de ensino e
aprendizagem e passa a direcionar a formalizac&omuecimento e a realizagcéo de tarefas.

Mas é importante que nao utilizemos simplesmentanaterial pela ludicidade, uma
vez que o principal objetivo da aula € o ensinondéematica. E mais, 0s materiais concretos,
por si sO, ndo ensinam matematica. Para isso &pmpae o professor-mediador se disponha a
utilizar suas praticas, estude os materiais que apiecar e se pergunte se esse material vai
alcancar o objetivo proposto por ele. Isso dar&meaguranca a ele e aos alunos, permitindo

gue os alunos aproveitem melhor as aulas.

3.7 IMPRESSAO 3D

Dada a importancia da utilizacdo do material cdonanas aulas de matematica, falemos
um pouco sobre a impressao 3D, que foi 0 meio h@mvpara estimular o interesse dos alunos
pelo contetdo proposto. Segundo Aguiar (2016, p. 37

a tecnologia chamada hoje de impressdo 3D é actéahe construir sélidos
tridimensionais, camada por camada, umas sobretaspaté formar o objeto. Essa

técnica também é chamada de manufatura aditiva, onatéria-prima vai sendo
adicionada gradualmente até concluir a construeaamobjeto.

Conforme Aguiar (2016), a primeira patente de irspoea 3D criada data de 1984, por
Charles Hull, que a criou com base na solidificad&ofotopolimeros utilizando radiacéo
ultravioleta, processo utilizado por uma pequenaresa de revestimentos de mesa na qual
trabalhava. Sua ideia foi controla-la computacioreadte para construir objetos solidos a partir
de um modelo tridimensional digital.

Nos ultimos anos, gracas a evolucao da tecnolagiempressoras 3D estdo muito mais
acessiveis, custando pouco e com material també&mustie mais baixo, o que vém ao encontro

da realidade de pequenas empresas, universidatiesesmo escolas, que enxergam cada vez
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mais esse aparato com bons olhos. Ela pode elgivotétipos e ferramentas em diversas areas,
como ciéncias, na construcdo de modelos de céldeagirgdos e tecidos, na histéria, na

construcdo de aparatos e utensilios antigos, nenicpi na construcdo de estruturas

moleculares, e na matematica, na construcéo deiaiateoncretos.

O aproveitamento da tecnologia de impressdo 3D prendizado da matematica
também é reportado por Knill e Slavkovsky (2013)giBdo os autores, a visualizacdo de
provas e conceitos € importante para a comunicdgdmatematica, ndo sendo somente
ilustrativa, educacional ou heuristica, pois tamix&mum valor pratico. Além da visualizacao
de objetos confeccionados, eles ainda citam arcmdst de modelos em softwares que utilizam
expressdes algébricas. Nesse caso, os graficoslogemelas expressées poderiam ser
transformados em modelos, de modo a facilitar avsuelizacéo, e melhor, podem manipular
as expressbes para entender suas variacbes eaarmlimfluéncia dos parametros no
comportamento do gréfico.

Outra vantagem da utilizacdo da impresséo 3D, skgos autores, é que a visualizagdo
também ajuda a mostrar a beleza da matematica, cgpnesentada nas Figuras 17 e 18, e
promové-la para as pessoas, a fim de inspiraagawide novas ideias, formulando teoremas e

axiomas através da observacao e analise dos mesm@&smo o auxilio na computacao.

Figura 17: Figura construida com base Figura 18: Faixa de Md&bius
nos Cubos de Sierpin:

Fonte: Acervo da Fab3D (UDESC), 2019.

Nesse trabalho, utilizamos a manipulacdo dos slgdmmeétricos, que poderiam ser
feitos com materiais mais simples, como papel elgaptomando como ponto de partida a

planificacdo desses sélidos. Optamos pela utilzdeamateriais construidos em impresséao 3D
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para que houvesse mais interesse por parte dossaluma vez que esta tecnologia vem
ganhando cada vez mais visibilidade entre elesnoegsie apenas para a fabricacéo de objetos
de decoracdao, estatuetas, réplicas de carros, teagaatre outros.

Mesmo tendo recebido apenas os solidos ja prordms manipulacéo, foi possivel
perceber o interesse dos alunos pelo modo commfooafeccionados os modelos utilizados,
e que isso 0s incentivou a realizarem as tarefagoptas na sequéncia didatica elaborada,

assunto esse que sera explanado no proximo capitulo
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4 METODOLOGIA

Neste capitulo serdo apresentadas a caracterizigaiostituicio e dos sujeitos
participantes da pesquisa, bem como um pequendoesibre sequéncias didaticas e a
sequéncia didatica utilizada durante a fase derempetacao.

A metodologia de pesquisa deste projeto é claaddicomo qualitativa e interpretativa
(BOGDAN; BIKLEN, 1994). Essa metodologia se adécmaobtencdo de dados em
experimentacfes em sala de aula. Segundo Bogd#dem BL994), a pesquisa qualitativa e
interpretativa possui cinco caracteristicas: a)raef direta de dados é o ambiente natural, os
dados séo coletados pelo proprio pesquisador pior seeobservacdes em sala de aula. Isto se
deve ao fato de que as relacdes e interacdes queemcem sala de aula sdo fendmenos
observaveis passiveis de analise; b) a investigggalitativa é descritiva, pois “os dados néao
sdo quantifichveis e sdo coletados na forma de/maalaimagens, transcricdes de entrevistas,
notas de campo, fotografias, videos, documentosopis registros oficiais.” (BOGDAN;
BIKLEN, 1994, p. 48); ¢) O interesse do pesquisadpelo que acontece em sala de aula, pelas
decisbes que sdo tomadas, ou seja, 0s “investgmadpralitativos interessam-se mais pelo
processo do que simplesmente pelos resultados” G BIKLEN, 1994, p. 49); d) N&ao
existem hipoteses pré-concebidas, as hipoteseoratiuidas apds a observacdo usando-se do
método de inducéo e; e) o principal objetivo dajpess qualitativa € a observacao, a descri¢cao
e a compreensao do fendbmeno, sendo que o “sigidfi€ade importancia vital na abordagem
qualitativa” (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p. 50). A pesiga qualitativa tem como objetivo
principal interpretar o fendbmeno que se observanghora ndo seja quantificavel, alguns
aspectos quantitativos sédo aceitaveis por fazée gdardinamica de sala de aula.

4.1 CARACTERIZACAO DA INSTITUICAO

A Escola de Educacgdo Basica Professora AntoniaiddgaCardoso dos Santos,
localizada no bairro Nova Brasilia, em Joinvilleng& Catarina, foi fundada em 1° de marco
de 1965. A escolha do nome se da como homenageofessbra Antdnia Alpaides Cardoso
dos Santos pela sua contribuicdo e dedicacdo @uBfhtanos ao Magistério Estadual e a
formacao de centenas de alunos nessa comunidagdménte a escola atende cerca de 1200
alunos, no Ensino Fundamental, nos turnos matw@inespertino, e no Ensino Médio, nos

turnos matutino, vespertino e noturno
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A escola possui 20 salas de aula, sendo uma degéisatla a educacao especial, pois
tornou-se, nos ultimos anos, uma escola modelourosq refere ao trabalho de inclusao de
alunos especiais, que sao em numero de 51 aluwnsante, em niveis de ensino variados. A
escola conta ainda com uma quadra coberta, umatbitd, uma sala informatizada, rampas
de acesso a cadeirantes e banheiros adaptados.

A escolha dessa escola se deu pelo motivo do desse trabalho lecionar nela ha cinco
anos, o que facilitou a aplicacdo do projeto tamtoconvivio constante com os alunos e
coordenacao pedagogica, quanto no conhecimentetelologias adaptadas aos alunos dessa
comunidade. Foi confeccionada uma carta de anuéneszola com o pedido de autorizagéo
da escola para a realizacdo da pesquisa nesdai@dstj que foi prontamente aceita pelo
professor Jodo Maria Neves, 0 assessor da esemagsjava ocupando o cargo de diretor

temporariamente.

4.2 SUJEITOS DA PESQUISA

O projeto foi aplicado com alunos da terceira séoigperiodo noturno, turma em que o
autor lecionava, em virtude do contetdo propost@jculo de volumes, estar sendo trabalhado
na época da realizacdo da pesquisa. Das trésréarsgiries noturnas, o projeto foi aplicado
com apenas uma, por ser uma turma mais organizagi@ressada em novas tecnologias.
Concomitantemente, foi lecionado o contetdo “de emrantradicional” com as outras duas
turmas, através de aulas dialogadas e aplicacéwretteicios do livro e de avaliacfes externas,
como o ENEM, vestibulares e outros.

Os educandos do noturno, em sua maioria, trabathaamte o dia, exercendo as mais
variadas ocupacdes tais como: auxiliar de comeéncioproprio bairro, participantes do
programa Jovem Aprendiz, ou sdo estagiarios cawloat em convénio entre empresas e
Secretaria da Educacgéo. Foram 24 alunos, na faigdld aos 19 anos, dos quais 22 foram
aprovados ao final do ano letivo, concluindo suaBzgdo basica.

Todos os alunos participantes maiores de idadeaaasn um termo de consentimento,
engquanto os menores de idade foram devidamentazaatos pelos pais ou responsaveis, de
maneira que foram utilizados materiais de audimagens das atividades dos alunos durante a

aplicacéo da sequéncia didatica em sala de aula.
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4.3 SOBRE SEQUENCIAS DIDATICAS

Para a realizacdo desse projeto foi planejadaieadpl uma sequéncia didatica para o
ensino do calculo de volumes pelo Principio de Gavamediado pelo GeoGebra e por
materiais concretos fabricados em impressao 3D.

Mas, afinal, 0 que se entende por sequéncia difaBegundo Zabala (1998, p. 18),
sequéncias didaticas sao “um conjunto de atividad=nadas, estruturadas e articuladas para
a realizacéo de certos objetivos educacionaist@muaim principio e um fim conhecidos tanto
pelos professores como pelos alunos.”

Desse modo, a escolha por uma sequéncia didatinatfoal a esse projeto, pois

As sequéncias de atividades de ensino/aprendizagersequéncias didaticas, sdo
uma maneira de encadear e articular as diferetitédaales ao longo de uma unidade
didatica. Assim, pois, poderemos analisar as difessformas de intervencéo segundo
as atividades que se realizam e, principalmente,gemtido que adquirem quanto a
uma sequéncia orientada para a realizacéo de deselws objetivos educativos. As
sequéncias podem indicar a fungédo que tem cadalasnatividades na construcdo do
conhecimento ou da aprendizagem de diferentes wdwogee, portanto, avaliar a
pertinéncia ou ndo de cada uma delas, a falta asoou a énfase que devemos lhes
atribuir. (ZABALA, 1998, p. 20)

Assim, uma sequéncia didatica nos permitiu encaaninima série de atividades de
modo que o aluno, com pouca ou nenhuma intervedg@oofessor, adquirisse o conhecimento
de como calcular o volume de alguns sélidos detexdus, e como expandir essas ideias,
utilizando o Principio de Cavalieri, para se deteano volume de outros solidos. A anélise
das producdes dos alunos sera feita posteriormiaie em relacdo a producao da sequéncia
didatica, as perguntas que podem ser feitas adascaequéncias didaticas sao referentes as
atividades propostas. Segundo Zabala (1998, p4B36vemos nos perguntar se a sequéncia

didatica proposta possui atividades:

a) que nos permitam determinar os conhecimentosogréue cada aluno tem em

relagdo aos novos contetdos de aprendizagem?ds) coftetdos sao propostos de
forma que sejam significativos e funcionais paranesninos e as meninas? c) que
possamos inferir que sdo adequadas ao nivel devddgenento de cada aluno? d)

gue representem um desafio alcancavel para o aueo dizer, que levam em conta
suas competéncias atuais e as facam avancar cardarecessaria; portanto, que
permitam criar zonas de desenvolvimento proximatervir? €) que provoquem um

conflito cognitivo e promovam a atividade mental alano, necessaria para que
estabeleca relagdes entre os novos conteludos enbeaimentos prévios? f) que

promovam uma atitude favoravel, quer dizer, quamsapnotivadoras em relacéo a
aprendizagem dos novos contelidos? g) que estinaulartoestima e o autoconceito
em relacdo as aprendizagens que se propdem, geerglie o aluno possa sentir que
em certo grau aprendeu, que seu esforco valeu a&?pg@nque ajudem o aluno a
adquirir habilidades relacionadas com o aprendsprander, que lhe permitam ser
cada vez mais autbnomo em suas aprendizagens?
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No proximo item sera apresentada a sequéncia cidatbposta.

4.4 A SEQUENCIA DIDATICA

Para a realizacdo das atividades em sala de awabwrada uma sequéncia didatica

cujo objetivo é explorar o Principio de Cavaliedrg o célculo de volumes de sélidos

geomeétricos com o0 uso de materiais concretos ¢eav@ncao de objetos de aprendizagem.

Segue a sequéncia didatica (Quadro 1) que foi eddbo

Quadro 1: Sequéncia Didatica

1° atividad

Atividade: Resgate historico sobre Cavalieri. (ApéncA)

Descricdo da atividade:Requisitar aos alunos que entreguem, uma semaea daf

aplicacao do projeto, uma pesquisa historica sGhralieri. Suas descobertas, implicag
no momento histérico e seu legado, para que ooslee ambientem e percebam
importancia.

oes
sua

2° atividad:

Atividade: Discutindo sobre Cavalie

Descricao da atividadeCom as pesquisas previamente observadas, levansatiscussa

em grupo, em sala de aula, sobre tudo o que foumesdo sobre Cavalieri. Sera enfatizado

o0 momento histérico, sua descoberta e como isstrilcoin com o modo de calcular
volume de sdlidos geométricos.

o

3° atividad:

Atividade: Medir e comparar as areas de so6lidos manipulaedndiceB)

Descricdo da atividade:Apresentar inicialmente a impresséao 3D, como elaifuna e as
possibilidades de aplicacdo. Separar os alunos gmupbs e distribuir um conjunto que

possui 4 solidos manipulaveis impressos:
* Um cilindro de raio R e altura H;
e Um paralelepipedo de bases medindorfRee altura H;

* Um cone de raio R e altura H, seccionado paralaitareebase em uma altura h €

« Uma piramide de base quadrada com arestas da kmatedmRyT e de altura H
seccionado paralelamente a base na mesma altuedapne.

As medidas dos sélidos em cada um dos conjuntesedif entre si, de modo que cada

conjunto sera unico. O objetivo € que os alunosameeg calculem as areas das base
cilindro e do paralelepipedo e comparem-nas, perckbque possuem a mesma medid

s do
a. O

mesmo sera feito com as areas das secdes do dararémide. Para tal, os alunos contgrao

com um questionario que servira como guia de estudo

4° atividad:

Atividade: Comparacédo de areas utilizando o GeoC

Descricao da atividadeapresentar, com material impresso, a trisseccéiondarisma, para

se mostrar que o volume da pirdmide € igual a &A8otime de um prisma de mesma bz
Depois sera utilizado o aplicativo GeoGebra paratrap a igualdade entre as areas
secOes de solidos diferentes. (Serdo utilizadédosdjd prontos do site GeoGel

Ase.
das
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5° atividad
Atividade: Introduzir o principio de Cavalie
Descricao da atividade Apresentar o principio de Cavalieri com o empilhatogle moeda
e de papéis. Relatar as facilidades e as dificeslpara a utilizacdo do método, explicando
0 motivo pelo qual esse principio ndo é utilizaghoqgialquer caso. Relembrar como funciona
o célculo de volumes e relacionar as areas antegiwe vistas com os volumes dos solidos
formados

U7

6° atividad

Atividade: Célculo do volume da esfera utilizando o princiggoCavalieri e anticlépsidr
(ApéndiceC)

Descricdo da atividade:Propor aos alunos que calculem o volume da esféliaando a
relacdo com a anticlépsidra. Seré feita a aplicag&oa manipulagéo dos sélidos impressos,
em que cada equipe recebera uma esfera e uma&psiilth seccionada em alturas diferentes.
Assim, os alunos deverdo concluir que a area de agfio da anticlépsidra é analoga a da
esfera, criando a relacao entre ¢

[d

7° atividads
Atividade: Apresentar no GeoGebra mostrando a igualdade ds érdre secéao esfera e
secdo antiépsidre
Descricdo da atividade:Aqui sera apresentado, para a conclusdo do trgbalboguivo
programado por BENK (201%)mostrando que em didmetros e alturas de seci@esrdes
as areas das secdes possuem medidas iguais. Aposdara discutida a formula encontrada
para o volume da esfera como sendo a diferenca emntrolumes do cilindro e de dois cones
de alturas iguais a da metade do cilindro e mesase
Fonte: Producédo do autor, 2018.

A seguir, sera feita a avaliacdo da sequénciaidedaegundo os critérios levantados

por Zabala (1998), conforme citacdo mencionada.

4.5 AVALIACAO DA SEQUENCIA DIDATICA PROPOSTA

A sequéncia didatica pode ser assim avaliada:

a) Conhecimentos prévios: a sequéncia ndo prevé ateedgs conhecimentos prévios, de
modo que a revisdo sobre o calculo de area deaiguianas e calculo de volume de
prismas, piramides e corpos redondos deve selei@antes da aplicacédo da sequéncia.

b) Significancia e funcionalidade dos novos conteldas:sequéncia traz ideias
diferenciadas das normalmente abordadas, mostiuelo calculo de volumes pode
ser feito de outra maneira, dados os requisitogdgEsNovas ideias trazem novos

significados, o que amplia o entendimento sobrélcuto de volumes.

2 Esse programa foi apresentado no artigo referem¢BEINK, 2016”. Esta disponivel também em:
<https://www.geogebra.org/m/TbUDpCCt>. Acesso etnjud 2018.
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C)

d)

f)

9)

h)

Nivel de desenvolvimento: a participacdo dos aldgluwante a sequéncia permite, desde
gue o professor esteja alerta, reconhecer as ldfidas de compreensao que se
apresentam. Portanto, € possivel adequar as ed#Eaaos diferentes graus de
assimilacao.

Zona de desenvolvimento proximal: a atividade 3Adéndice B, e as atividades 6 e 7,
do Apéndice C, sdo essenciais para que se possguaved que pensam o0s alunos, que
duvidas eles apresentam e que interpretacdes fapamtir do que lhes foi apresentado.
Segundo Zabala (1998, p.71), “Esta série de infod®s pode ser suficiente para
orientar o tipo de exemplos que é preciso darfgunaentos que é preciso colocar para
gue a construgado do conhecimento seja realizada.”

Conflito cognitivo e atividade mental: a sequéraate para o carater conceitual, em
gue é preciso saber 0 que é necessario ser medidme fazé-lo, seguindo para o
carater procedimental, na qual o aluno precisaesras ferramentas necessérias para
gue possa medir as figuras. O conflito cognitivogeuna conclusdo das atividades,
momento em que os alunos sao instigados a mamé@astuas opinides, a fim de que
Ihes seja mais facil entender as conclusdes eaegso de generalizacdo. Desse modo,
0 professor possui certo controle sobre o procgsaprendizagem.

Atitude favoravel: a funcdo de comparar as medelasontradas (atividade 2 dos
apéndices B e C) foi feita para cumprir essa funGatato de chegar a uma situagéo
conflitante apds o entendimento inicial ajuda naige de estimular a curiosidade, pois
o0 aluno cria a expectativa de que as areas dassssefam iguais ao compara-las.
Autoestima e autoconceito: o aluno tem a oportwladbe construir o conhecimento por
si sO, assumindo o protagonismo da aquisi¢do deecimento. As intervencdes que o
professor faz apenas o assegura de que as areasrséthantes, e que por iSSo 0S
volumes dos solidos também sdo. Isso valoriza oogakino produz, possibilitando
uma melhora em sua autoestima.

Aprender a aprender: a sequéncia ajuda a promevischabilidades de construcao
pessoal de conceitos, as quais é preciso acresaamtéécnicas de estudo e de
memorizacdo. Essas séo estratégias que possihbildaas aprendizagens, passando a

ideia de que um mesmo problema possibilita difeeabordagens.

Depois de avaliada seguindo os critérios levantpadoZabala, apresentaremos agora

como ocorreu a aplicacdo da sequéncia didaticaidage
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4.6 A APLICACAO DA SEQUENCIA DIDATICA PROPOSTA

A aplicacdo da sequéncia didatica se deu em skte @& quarenta minutos cada, entre
os dias 12 de novembro e 10 de dezembro de 2048, segue na Quadro 2.

Quadro 2 - Cronograma das atividades realizadas
Dias Atividades realizad:
12/ nov | Foi proposta a atividade 1 (Apéndice Ak fpi entregue pelos alunos no dia(20
de novembre
26 / no\v | (Duas aulaseguida) Foram executadas as atividades 2 e 3 (Apéndi
27 | no\ | Foi executada a atividade 4 da sequéncia did:
03/ de: | (Duas aulaseguida) Foram executadas as atiades 5 e 6 (Apéndice !
04 / de: | Foi executada a atividade 7 da sequéncia did
10 / de: | Foi entregue o questionario (Apéndice D) para agab do projet:
Fonte: Producédo do autor, 2019.

E bom salientar que a aplicagéo da sequéncia chdgei deu logo apos a aplicacdo dos
conteudos “areas de figuras planas” e “volumes iclempdes, prismas, cilindros e cones”,
prevista na ementa da instituicdo. Ja o conteluadufive da esfera” ndo foi trabalhado,
justamente para que fosse uma surpresa a manega determinar o volume desse sélido.
Dessa forma, foi aplicada uma revisdo dos contetdomento em que foram avaliados os
conhecimentos prévios dos alunos participantes.

No dia 12 de novembro de 2018, foi aplicada a pranatividade da sequéncia: um
resgate histérico sobre Bonaventura Cavalieri, gieagndividual em que deveriam ser citados
0 momento histérico, as descobertas e contribuigésse mateméatico na histéria e se as suas
descobertas obtiveram aceitacdo naquela época.dessmisa serviu para que os alunos
tivessem o primeiro contato com Cavalieri e, seveese interesse individual, o modo proposto
por ele para o célculo do volume de sélidos geaoustrA data prevista para a entrega foi dia
20 de novembro de 2018, uma semana antes do dd@plicacdo da sequéncia didética, para
que se pudesse analisar o que os alunos haviamigedg e completar as lacunas de suas
pesquisas.

No dia 26 de novembro de 2018, aula seguinte daj@ntregue a atividade 1, deu-se
inicio efetivamente a sequéncia, em gue a ativi@apipunha uma discussao sobre os fatos
histéricos pesquisados pelos alunos e os devidoplementos de informagdes. A maioria dos
alunos apenas citou fatos histéricos sobre a val@8ahaventura Cavalieri, sem citar sua
influéncia na matematica da época. Os alunos quetavam trouxeram, além da sua
contribuicdo para a introdugdo dos logaritmos @ialt trouxeram também as ideias do
Principio de Cavalieri, conforme a pesquisa daalynrepresentada na Figura 19. Durante a
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discussdo, uma aluna da classe citou o princif@s,dizendo que ndo o tinha entendido muito
bem. Como o intuito n&o era explica-lo naquele mamefoi dito que mais tarde isso seria

explicado, o que a deixou aparentemente curiosa.

Figura 19: Recortes da pesquisa realizada pela #lun

Fonte: Acervo do autor, 2018.

Praticamente ao fim dessa aula iniciei a atividddemomento em que os 23 alunos
presentes no dia foram separados em quatro gngpoesentados por G1, G2, G3 e G4. Foram
entdo distribuidos kits de materiais concretoseumribnados na impressao 3D (Figura 20), para
gue eles tivessem seu primeiro contato com o raat8urgiram varias perguntas sobre o0 modo
como foram confeccionados, momento no qual explicum®@o funciona a impressora 3D.

Cada kit possuia quatro sélidos impressos:

* Um cilindro de raio R e altura H;

e Um paralelepipedo de bases medindodRe altura H;
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* Um cone de raio R e altura H, seccionado paralaitareebase em uma altura h e;
* Uma piramide de base quadrada com arestas da lediadmRv/z e de altura H,

seccionada paralelamente a base na mesma altuedhapne.

Figura 20: Solidos confeccionados em impresséo 3D

E

i~

Fonte: Acervo do autor, 2018.

As medidas dos sélidos em cada um dos conjuntesatii entre si, de modo que cada
conjunto era unico. O objetivo inicial era que hsas medissem e calculassem as areas das
bases do cilindro e do paralelepipedo e, comparasdgercebessem que possuiam
aproximadamente a mesma medida de &rea. Essaad@vitbntava com um questionrio

(Figura 21) que serviu como guia de estudos.

Figura 21: Quest&o 1 da atividade 3
1 —Trabalhando com o cilindro e o paralelepipedo. (Compare os solidos de forma que ambos possuam
a mesma altura).
a) Megcam os elementos necessarios para calcular a area da base do cilindro e do
paralelepipedo. Preencha os valores obtidos no Quadro 1?
b) Calcule a area dessas bases e preencha o Quadro 1. O que vocés concluem sobre essas

areas?
Quadro 1 — As medidas do cilindro e do paralelepipedo
Cilindro Paralelepipedo
Medidas Medidas
Area da base Area da base
Conclusio:

¢) Qual o volume desses solidos?

Fonte: Produgédo do autor, 2018.

Cada uma das equipes comegou a medir 0s itenss@eiossao célculo do volume dos

sélidos (Figura 22a), momento em que foram peresbédigumas situagcdes inesperadas. Trés
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das equipes (G1, G3 e G4), ao retirarem as medmaaralelepipedo, confundiram as alturas
encontradas no prisma com as alturas encontraddsase do prisma, de modo que ao
calcularem a area da base, utilizavam a alturaridop, e néo a largura da base. Houve uma
intervencao e o problema foi resolvido. A equipedd®z sem problema algum.

Para que se tornasse mais pratico a medida ddasicorpos redondos, foi acrescentado
a cada kit um instrumento para marcar o centrateééatos redondos (Figura 22b) que permite

tracar o diametro do corpo redondo, facilitand@teininacdo de sua medida.

Figura 22: Medi¢&o do diametro do cilin

a) Equipe G2 medindo o diametro b) Equipe G1 utilizando o instrumento para marcar o
centro do cilindr
Fonte: Acervo do autor, 20.

Ao analisar as solugGes encontradas na questaativitlade 3, percebi que as quatro
equipes concluiram corretamente a comparacao@ntiliedro e o paralelepipedo, mesmo que
tenham encontrada valores aproximados do volumsedesdlidos durante as suas medicoes.

Seguem as solugdes encontradas pela equipe G4.

Figura 23: Questao 1 da atividade 3 respondidaquplgppe G4
Quadro | — As medidas do cilindro e do paralelepipedo
Cilindro Paralelepipedo

Medidas (&‘ﬁgﬁ: Medidas @%ﬁﬂim .

i . i Ahven oo
Area da base | ‘—I)JQ'-)(;‘-“ Area da base 00 W con
X ) @ ° Quais @ Ci

Fonte: Acervo do autor, 2018.
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Apds medirem e efetuarem os célculos referentesliadro e ao paralelepipedo, os
alunos comecaram a analisar o cone e a piramidaskequadrada (Figura 24) para completar

as informacdes solicitadas nas questdes 2 e 3vildzade 3 (Figura 25).

Figura 24: Equipe G3 medindo o diametro do cone

e

Fonte: Acervo do autor, 2018.

Figura 25: Questdes 2 e 3 da atividade 3

2 — Trabalhando com o cone e a piramide.

a) Mecam os elementos necessarios para calcular a area da base do cone, do tronco de
cone, da piramide e do tronco de piramide. Preencha os valores obtidos no Quadro 2.
b) Calcule a area dessas bases e preencha no Quadro 2. O que vocés concluem sobre essas

areas?
Quadro 2 — As medidas do cone e da piramide
Cone Piramide
Medidas Medidas
Area da base Areada
menor base menor
Area da base Areada
maior base maior
Conclusio:

¢) Qual o volume desses solidos?

3 — O que vocés podem concluir com a comparag¢ao entre os volumes do cilindro e do
paralelepipedo? E com a comparagao entre o cone e a piramide?

Fonte: Producédo do autor, 2018.

Durante essa parte da atividade surgiram algumast@gs interessantes. Duas das
equipes tentaram responder ao questionario apemasvalores inteiros, ou seja, com as

medidas em centimetros, mesmo percebendo que dgdamndidham variacdo em milimetros.
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As respostas que essas equipes tiveram inicialnferaieam fora do esperado, ja que na
primeira atividade eles encontraram medidas semigbaEstando prestes a anotar essas
conclusdes no questionario, dois integrantes dggapes comecaram a interagir e concluiram
gue deveriam utilizar os milimetros nas medi¢c6e#oB os ajustes, concluiram que as medidas
do cone e da piramide também eram parecidas.

Outra questéo foi a comparacéo entre as areagc@sssdo cone e da piramide (Figura
26). Uma das equipes achava que essas medidas cerapletamente diferentes, pois
compararam a area da base do cone com a area &a de@iramide. Percebendo, sem

intervengao, o erro, corrigiram-no e concluirantiédade.

Figura 26: Equipe G2 pr'eenchendo a questao g‘ddaai'e 3

A
Fonte: Acervo do autor, 2018.

Ao final da atividade, das quatro equipes, trés, (G323 e G4) concluiram que a
comparacao entre as medidas de volume entre gpfdeto e cilindro e entre cone e piramide
eram, segundo eles, “parecidos” ou “semelhanteas, mdo iguais.

Ja a equipe G1 concluiu que as medidas do pargdebipe do cilindro eram parecidas,
mas as medidas do cone e da piramide ndo eramndsar sua solucdo (Figura 27) foi
constatado que essa equipe calculou o perimetrbad®&s do cilindro e da piramide, fugindo
assim da solucéo procurada.

Ao recolher o material, alguns alunos perguntaramealmente estavam certos, e se as
medidas de volume eram iguais ou apenas pareéidagsclarecido que, apenas com régua
era dificil de se ter certeza, mas que eram igpaisterem sido modelados e impressas dessa
maneira. Disse ainda que as consequéncias dessidade seriam apresentadas na aula

seguinte, o que deixou alguns animados e outros oédicos quanto a atividade realizada.
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Figura 27: Questdes 2 e 3 da atividade 3 resposgiela equipe G1
Quadro 2 — As medidas do cone e da pirdmide

Cone Pirdmide -
= Al =1 Ab: 2.5 1M
Medidas =29 P Lo Medidas | 5= 2 35
Arca da base Area da
menor LY & (, 122®) base menor 5
da base Area da
maior Q - L(' 56 base malor s P12
Conclusdo: | T

¢) Qual o volume desses solidos?
&' 1o ¢

3 - 0 que vocés podem concluir com a comparagio entre os volumes do cilindro e do
pamlelcpxpedo? E com a comparagdo entre o cone ¢ a pirimide? »
ol o sortelolonidadm  aat & UB0 il of & Coal
c ™ 0 3y (‘ﬁlu \‘,\r‘,..t\ ‘ \}

\

Fonte: Acervo do autor, 2018.

Na aula seguinte foi iniciada a atividade 4, nd fpram apresentados aos alunos dois
materiais. Inicialmente, um prisma de base triaarguissecionado em trés piramides, de modo
gue os alunos perceberam que a soma dos volumésigéramides coincide com o volume
desse prisma. Com isso, concluiram que o volumgrdenide é um terco do volume de um
prisma de mesma base e altura.

Logo apds, utilizando o GeoGebra, foram apresestattiuns sélidos que possuem a
mesma area de base e mesma altura, entre elegpyes@ntados nas Figuras 13 e 16, de forma
que seus volumes fossem iguais. Ao manipular algamsos desses solidos, foi possivel
perceber que essa igualdade se verificava apeaadgos solidos mantinham bases de mesma
area e altura de mesma medida. Como essas medgtaggm duas casas decimais de precisao,
os alunos se convenceram de que as medidas emtasp@r eles no trabalho obedeciam a essa
mesma “regra”, o que foi bem satisfatorio.

A aula foi concluida com a fala de que na proxinigdade lhes seria apresentado o
motivo de isso acontecer, que essa “regra” ja taitha percebida ha muito tempo atras e que
foi idealizada por Bonaventura Cavalieri (“Aqueleeqa gente pesquisou? Nao encontrei isso!”,
disse um dos alunos). Isso os deixou aparentemetteados para a continuidade do projeto,
que se deu apenas na semana seguinte.

Assim, no dia 3 de dezembro de 2018, foram exeastad atividades 5 e 6 previstas.

Para tal, foi trazido para sala de aula uma resepagéis e iniciei uma discussdo sobre o
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volume produzido por aquela resma. Apos isso, apilean de maneira diferente a resma,
desalinhada ou inclinada, os alunos concluirametammrente que seus volumes se mantém,
comentando:
— Ldgico, a quantidade de papel é a mesngallino P, informacao verbal)
— Sim, nao foi tirada nenhuma folha, entdo o volunzeréesmo(aluna M, informacéao
verbal)

Apoés essas conclusdes, foi apresentado o vided, “B,Mistério” (YAKHNI, 2010),
produzido em parceria com a Unicamp — SP. Esse wideduz de maneira simples as ideias
fundamentais do método e uma aplicagdo ao voluneode, da esfera e do cilindro. Depois
de assistir ao video, alguns alunos questionaramotivo pelo qual esse principio nédo é
utilizado sempre, “porque € mais facil do que dacam monte de formulas”, disse um dos
alunos. Expliquei que a maioria das férmulas w@di&s tem por base esse principio, mas que
esse método apresenta problemas, pois nem semgssigel encontrar um sélido semelhante
para que essa comparacao de areas seja feitapeniaé®s corpos redondos. E para que esse
problema fosse sanado, foi desenvolvido mais tamdenétodo mais eficaz, o célculo integral,
mas que esse utiliza ferramentas mais avancad#as @penas no Ensino Superior.

Com isso comecei a atividade 6, em que distribunateriais para que fosse realizado
o calculo do volume de uma esfera, partindo da esagdo com o volume da anticlépsidra,

conforme a Figura 28.

Figura 28: A esfera e a anticlépsidra seccionadasesma altura
- —— .. = y

o =T

Fonte: Acervo do autor, 2018.

Junto com o material concreto foi distribuido unestionario (Figuras 29 e 30) que
serviria como guia para a atividade prevista, ra gonsistia em medir tanto a esfera quanto a
anticlépsidra, seccionadas na mesma altura, adirmothparar os seus volumes conforme o

principio de Cavalieri. Essa demonstracdo podeseontrada em diversos livros didaticos,
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mas os alunos ndo tém contato “fisico” com os objele demonstracéo, ficando esta muito

superficial, na maioria das vezes.

Figura 29: Questdes 1 a 5 da atividade 6
1 - Megam os elementos necessarios para calcular a area da segao da esfera e da anticlépsidra.
Preencha os valores obtidos no Quadro 3.
2 - Qual € o raio da anticlépsidra? E o raio da esfera? Preencha no Quadro 3.
3 - Calcule a area dessas secgdes e preencha o Quadro 3. O que vocés concluem sobre essas areas?

Quadro 3 — As medidas da anticlépsidra e da esfera

Anticlépsidra Esfera
Medidas Medidas
Raio da secdo Raio da secdo
Area da seccao Area da seccao

Conclusio:

4 - Qual € o volume da anticlépsidra?

5 - Qual € o volume da esfera?

Fonte: Produgédo do autor, 2018.

Figura 30: Questdes 6 e 7 da atividade 6
6 - O que vocés podem concluir sobre a comparagao entre os volumes desses solidos? E possivel
generalizar essa comparagio?

7 - E possivel determinar o volume de uma esfera sem calcular o volume da anticlépsidra? Como
podena ser feito?

Fonte: Produgédo do autor, 2018.
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E interessante perceber que, segundo a sequémtimamé instigado sobre as medidas
dos raios da anticlépsidra e da esfera. Ao medirea das secdes, ele se depara com uma
situacao diferente dos casos anteriores, pois@®uparar a area de um circulo, na esfera, com
a area formada por uma coroa circular, na anticléps

Sem que isso fosse mencionado, os alunos comeeganaedir os elementos de ambos
o0s sOlidos e analisarem suas descobertas (Figlr83), mas agora com o conhecimento do

Principio de Cavalieri, ou seja, ja esperando jgeialdade entre as areas das secoes.

Figura 31: Equipe G2 com ogigura 32: Equipe G1 com os solidos
instrumentos de mdi(;éo

f 4

Fonte: Acervo do autor, 20: | Fonte:Acervo do autor, 201

Durante essa atividade, os alunos comecaram aeapaieslificuldades na comparacao
das sec¢des, pois ndo conseguiam medir a area@maorular na anticlépsidra. Foi realizada
uma intervencao nesse ponto, lembrando-os quediferanca entre as areas de dois circulos,
um externo e outro interno. Assim eles conseguicaloular a area sem mais dificuldades,
como expressado pela equipe G3 na Figura 33. Eegst@nte mencionar que, com o material
concreto fornecido, os alunos puderam medir a deeapenas uma secao horizontal de cada
sélido, sendo o suficiente “para eles” a provaukeaPrincipio de Cavalieri funcionou. Porém,
o Principio de Cavalieri exige que qualquer se@ardbos os soélidos que foram seccionados
na mesma altura tenha areas iguais. Para os salieltisios foi mostrado posteriormente, com
o auxilio do software GeoGebra que isso realmementace. Além disso, existe a
demonstracao formal, como apresentamos na Secée U isso de fato seja verdadeiro, mas
essa nao foi apresentada aos alunos.

Ja as questbes 6 e 7 da atividade 6 (Figura 3@feem a tentativa de generalizar a
utilizacdo do Principio de Cavalieri para o calcdéovolume de diferentes sélidos, como os
alunos gostariam que fosse possivel, “sem a w#dzae formulas”. Novamente, a equipe G3

apresentou a resposta mais interessante, como sadtigura 34. Eles perceberam que seus
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volumes seriam iguais, apesar de suas formas s#iferentes. Contudo, ndo conseguiram
generalizar a comparac¢ao a outros casos. Ja epagedadeterminacédo do volume da esfera de

outra maneira, s6 conseguiram pensar nas féormadibnais para a sua descoberta, assim

como as demais equipes.

Figura 33: Questdes 1 a 5 da atividade 6 da eds®oe
Quadro 3 — As medidas da anticlépsidra e da esfera

Anticlépsidra Esfors
R /A )
Raiodaseclo | /' : % Raiodaseclo | v~
Areadasecgio | D Tt Area da secclio | ) O

a ]
Conclusgo: Cim C.nD €O (—nynf(pbr, [Unr' oD . & %

e CA Y H@‘-'u S~ e g
= T

4 - Qual é q vol anticlépsidra?
ek

Ve

5 - Qual é o volume da esfera?

942 Sz

Fonte: Acervo do autor, 2018.

Figura 34: Questdes 6 e 7 da atividade 6 resposgiela equipe G3
6 - O que vocés podem concluir sobre a comparagio entre os volumes desses s6lidos? E possivel

genga}izm essa comparagdo?
'\{' ‘'c <y ‘JCrh ‘
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7 - E possivel determinar o volume de uma esfera sem calcular o volume da anticlépsidra? Como
poderia ser feito? \ .

» ."’ ’
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Fonte: Acervo do autor, 2018.

Durante a aplicacéo da atividade nédo foi possigelitir essas questdes, de modo essas
conclusdes foram observadas apés o recolhimentatdadades. Mas no dia seguinte essa

discusséo tomou corpo e foi bem interessante. Algims alunos perguntaram o modo como
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generalizariam o Principio de Cavalieri, ou segaele poderia ser utilizado sempre, de modo
gue nao fosse necessario decorar as formulas dmgoNovamente foi esclarecido que isso

s6 se torna possivel se encontrarmos um solidoativeh ou seja, que possui mesma area em
cada uma das secbes horizontais que formam esde.ddkesse momento, um dos alunos

guestionou: “E de outra forma poderiamos calcularoume de um vaso ‘assim’, por

exemplo?”, e desenhou no quadro um vaso semelhamta Figura 35.

Figura 35: Vaso semelhante ao desenhado pelo aluno

Fonte: Acervo do autor, 2018.

Algumas ideias surgiram entre os préprios alunosyaa ideia de mergulhar o sélido
em um tanque com agua até o topo e verificar otquimagua escorreu para fora do tanque,
ideia essa desenvolvida por Arquimedes. O intenésgaque eles perceberam sozinhos que o
Principio de Cavalieri seria um recurso “muito difide ser aplicado, pela dificuldade de
encontrar um solido mais simples cuja secao tragahvBvesse a mesma area que a sec¢éo do
vaso para todas as alturas possiveis.

Apoés essa discussao, foi apresentado a eles unvar(tigura 36), no GeoGebra,
desenvolvido por Benk et. al. (2016) e exposto mbdquio Luso-brasileiro de Educacéo
(COLBEDUCA), que representa a comparacao entreess dlas sec¢des horizontais de uma
esfera e de uma anticlépsidra, de modo a mosteavdyias sao as se¢cdes de mesma area, e ndo
apenas aquela que eles mediram. Foi aproveitadentento para reforcar esse entendimento:
gue nada podemos afirmar com apenas uma compamaité@reas de secdes, como aconteceu
com as solucdes que eles trouxeram. O corretoldandodas” as se¢des horizontais, e assim

ter certeza de que os solidos permitem essa cogimara
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Figura 36: Imagem da simulacéo apresentada no GeaGe

@
Volume da esfera

=4 r=2 n 7= 346

Vesfera = Veilindro — 2(Veone)

Vesf = 7R%.2R — 2(% 7R.R)

g 2 . 4 .
Vesf = IR — 3 TR = 3 TR?

®

4
Vesfera = 3 TR?

Fonte: BENK ET. AL., 2016, p 10.

Com isso foi possivel concluir a aplicacéo do pgooproposto. Na semana seguinte, 0s
alunos foram convidados a responder a um quesitofdpéndice D), com o intuito de
verificar a satisfacdo deles em relagdo ao prajesenvolvido e aos materiais utilizados. Esse
guestionario possuia questdes referentes a idameptde estudo, sobre o quanto conheciam
do software GeoGebra e da impressdao 3D e 0 queaddgmm ter aprendido com o
desenvolvimento desse projeto. Os dados fornecdonte a aplicacdo desse projeto serdo

discutidos no proximo capitulo, bem como a minhagge;ao quanto a essa aplicacgéo.



62

5 DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Antes de apresentarmos os dados obtidos na agickc&equéncia didatica, seréo
apresentados 0s objetivos principais das atividadakzadas, a fim de podermos melhor
discutir os resultados.

As atividades 1 e 2 visavam o resgate histéricaes@avalieri, para que os alunos
comecassem a se ambientar com o periodo, percelzerideeciosidade” de tudo o que
Cavalieri construiu. Esse objetivo foi alcancade, dodo que os alunos perceberam a
importancia desse principio e o quao util ele psEtede modo que os alunos tentaram utiliza-
lo unicamente, esquecendo assim as férmulas. esse foram expostas as suas limitagdes,
e assim os alunos compreenderam que esse meétdideeRte em varios casos, mas nao em
todos, percebendo que se trata de mais uma fertamea pode ser utilizada.

A atividade 3 tinha por objetivo ajudar os alunosdentificarem a utilizacdo do
Principio de Cavalieri, mesmo sem a formalizacdonétodo. A devida comparagdo entre as
areas das suas bases e seu posterior calculo uilmevals levavam as mesmas conclusfes
obtidas por Cavalieri. Na comparacéao entre o aitiredo paralelepipedo todos obtiveram éxito.
J& na comparacgdo entre a piramide de base quagld@®ne, uma das quatro equipes nao
atingiu o objetivo esperado, pois calculou o petimmda base do cone ao invés da sua area.
Pode-se concluir aqui que os membros dessa eqageompreenderam por completo a nogao
de volume, ao passo que as outras equipes entendesaficiente para comparar os volumes
corretamente.

As atividades 4 e 5 tinham por objetivo a formal@adas informacdes intuidas pelos
alunos na atividade 3, confirmando assim suas gaspacerca dos volumes dos sélidos por
eles calculados. A posterior apresentacdo do Prindie Cavalieri foi “esclarecedora”, pois
confirmou definitivamente aos que ainda tinham slimsdas sobre a atividade 3, pois essa foi
realizada com apenas uma secdo paralela as baseséliltos. Com o GeoGebra, eles
visualizaram mais se¢des, aproximadamente dez @ansédido, 0 que os deixou mais seguros
guanto a igualdade entre as medidas do volumediidss.

Ja a atividade 6 foi a mais importante desse tnabalois tinha por objetivo que eles
concluissem sozinhos a maneira de se calcular wnelda esfera, Unico dos sélidos nao
trabalhado antes da aplicacédo desse trabalho, de que os alunos ndo conheciam a formula
para o calculo do seu volume. Essa comparacaedtizada através da comparacdo com a
anticlépsidra, um sélido desconhecido por elegii&o, mas que foi devidamente apresentado

antes da aplicagéo da atividade. Desse modo, didésagrande, e duas das equipes nao
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concluiram corretamente o célculo do volume des8l@os. Uma delas calculou corretamente
o volume do cilindro, mas se equivocou no volums dones, obtendo um valor abaixo do
volume da anticlépsidra e, consequentemente, oativeim valor baixo para o volume da
esfera. A outra equipe ndo calculou o volume ddéigas) colocando valores aleatorios nas
solugbes, aparentemente sem motivo algum. Esspesqéib apresentou corretamente suas
ideias, me levando a crer que ndo possuiam motiagéa executarem esse desafio. Apesar
disso, assim como as outras equipes, eles colocgmanos volumes dos dois solidos eram
iguais, apresentando que a ideia da comparacawéstrdo Principio de Cavalieri foi
compreendida.

Quanto a questao 6 dessa atividade, o objetivgueras alunos pensassem em maneiras
de generalizar essa comparacdo, momento em quar@mas formulas convencionais, mas
nenhuma das equipes tentou essa generalizacappségta de tempo ou de habilidades para
gue o fizessem. A questdo 7 perguntou sobre olainaias de se calcular o volume da esfera,
sem a utilizacdo da anticlépsidra. As quatro eguigsponderam que seria por meio das
férmulas, o que seria melhor entendido com a gémacao anterior, pois a formula atual deriva
exatamente do volume da anticlépsidra. Somenteafinalizacado da sequéncia didatica que
a férmula para o célculo de volume da esfera feesgntada, e assim eles puderam comprovar
que as medidas de volume encontradas por elestdaraplicacao da sequéncia estavam certas
ou ndo, momento em que foi visivel a satisfacdo alagos que conseguiram concluir
corretamente a atividade proposta.

Ao final da aplicacdo das atividades foi aplicadn guestionario de satisfacéo
(Apéndice D) cujo objetivo foi obter a percepcas dtunos sobre as atividades desenvolvidas
em sala de aula. A andlise das respostas dos akweleu que:

 Em relacéo as suas vidas profissionais, dezesaballtavam em periodo integral, sete
em periodo parcial e um néo trabalhava durantéi@agfo da sequéncia;
* Em relagcédo ao seu tempo semanal de estudos, dezeisseram que estudavam entre

1 e 3 horas semanais, dois disseram estudar eatiehbras semanais e trés disseram

estudar mais de 7 horas semanais. E interessamesleque essa aplicacéo ocorreu no

final do ano, momento em que os alunos prestanbuéstes e 0 ENEM;

* Emrelacdo ao conhecimento dos célculos de arelame apresentados nas atividades,
dois disseram ja conhecer e dominar os célcul@getes e volumes, onze disseram ja
0s conhecerem, mas que ndo o dominavam, e onarahisgjue nao conheciam 0s

calculos de area e de volume apresentados nazsate;id
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 Em relacdo ao software GeoGebra, quatro dos alafirmsaram que ja o conheciam
antes da aplicacdo da sequéncia, enquanto os outrtes disseram que ndo o
conheciam;

+ J& em relacdo a impressdo 3D, vinte e um dissewgnjadgconheciam, enquanto trés
disseram que ndo conheciam. Acredito que muitogsdek referiam a objetos
confeccionados em impresséo 3D, e ndo a sua peéncdi, que € complexa e exige
conhecimentos matematicos mais elaborados.

As questbes 8 a 13 desse questionario pediam pamscplunos apresentassem, em
uma escala de 1 a 5, sendo 1 pouco e 5 muito, @lgegensavam sobre o calculo de
volumes e o quanto acreditavam ter compreendidoodbecimento oferecido durante a
aplicacdo da sequéncia didatica. Os dados refesrangssas questdes serdo apresentados
em forma de gréficos, para facilitar a nossa imetggao.

Na questdo 8 (Figura 37), é interessante perceber nguitos dos alunos ja
trabalham, em areas diversas, em profissfes quendem ou ndo desse conhecimento.
Assim, a maioria dos alunos respondeu que julgassécio conhecer o calculo de volumes

no seu cotidiano, mesmo que ndo o percebam ou néilizem em seu dia-a-dia.

Figura 37: Respostas dos alunos a questao 8

Vocé julga necessario o conhecimento do
cdlculo de volumes no cotidiano?

1 2 3 4 5

Fonte: Producéo do autor, 2019.
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A questao 9 (Figura 38) se refere ao calculo daswes do cilindro e do paralelepipedo
e sua posterior comparagao. Durante as atividadagjatro equipes calcularam corretamente
o volume de tais objetos, e isso se reflete nesHeg onde poucos afirmam que tiveram

dificuldades nessa atividade.
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Figura 38: Respostas dos alunos a questao 9

Vocé teve dificuldade em realizar a
atividade 1 (comparacao entre cilindro e

0 paralelepipedo)?

0IIIII
T2 3 4 5

Fonte: Producéo do autor, 2019.
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A questédo 10 (Figura 39) apresentou um maior despfiis os alunos possuem um
pouco mais de dificuldade nessas férmulas, momentogque se deparam com 0s termos
geratriz e altura da piramide. Esses termos sémicdidos e, em muitas ocasifes, invertidos.
Mesmo a altura da piramide é confundida com aaldar face lateral da piramide. Assim, &
natural que houvessem mais dificuldades aqui danguaividade anterior, como mostrado.

Figura 39: Respostas dos alunos a questao 10

Vocé teve dificuldade em realizar a
atividade 2 (comparacao entre a piramide e
o cone)?

] l I I ]
1 2 3 4 5

Fonte: Produgédo do autor, 2019.
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A questdo 11 (Figura 40), assim como esperadosapi@/a uma série de desafios.
Primeiramente, a comparacao entre a area do cifcalesfera) e a area da coroa circular (na
anticlépsidra). Depois, o calculo de volume da céypsidra, para que fosse possivel a
comparacao com o volume da esfera. Desse modespesada uma maior dificuldade nessa
questdo. Mesmo assim, os alunos encararam o desafe percep¢do da maioria deles, nao
apresentaram dificuldades além do comum, respoondarsitivamente.
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Figura 40: Respostas dos alunos a questao 11

Vocé teve dificuldade em realizar a atividade
3 (comparacao entre a esferae a

anticlépsidra)?
10

8

6

- B

0 [
1 2 3 4 5

Fonte: Producéo do autor, 2019.

Apesar de todas as dificuldades encontradas, fesipel perceber, durante toda a
aplicacao do trabalho, que os alunos entenderdemiaageral do que Cavalieri queria transmitir.
O Principio de Cavalieri teve uma boa aceitacaceerd alunos, e alguns deles queriam usar
esse metodo para todos os casos, apesar de silagdesn. Isso se reflete na percepcédo dos

préprios alunos quanto a sua aplicabilidade, coméoa Figura 41.

Figura 41: Respostas dos alunos a questao 12

Vocé entendeu o Principio de Cavalieri?

10

| I I
0 I I I
1 2 3 4 5

Fonte: Producéo do autor, 2019.
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Referente a aceitagdo sobre a sequéncia didatioajaaia dos alunos avaliou como
positiva, uma vez que sdo situacgbes que fogem dtewdo basico, os levando a outros
entendimentos. Aqui, repenso as minhas atitudesaande aula, imaginando como seria
proveitoso se houvessem mais aulas desse tipolventes e desafiadoras. Acredito também
gue o tempo extra que o0s alunos tiveram nesse (mmtes ajudou a entender mais
profundamente do que se trata o volume, de formaetppode ser melhor compreendido. Isso
incidiu na avaliacdo que os alunos fizeram solegjaéncia didatica proposta, conforme Figura
42.
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Figura 42: Respostas dos alunos a questéao 13

Sobre o modo como foram propostas as
atividades em sala de aula, elas Ihe ajudaram
a entender melhor o calculo de volumes?

12
10

o Imm - ] I I
3 4 5

1 2

A O o

N

Fonte: Produgédo do autor, 2019.

Quanto a questédo 14, sobre as opinides dos alohmsstrabalho e possiveis sugestdes,
algumas delas me fizeram reavaliar o meu métodmsi®o dessa disciplina com os alunos e,
também, aperfeicoar a sequéncia didatica propasfardha que pudesse atingir ainda mais
agueles alunos que se apresentaram interessadasop&tudo.

Uma das sugestbes foi, por exemplo, que os alunagdssem de casa os sdlidos,
representados por embalagens, e que construissesalidm com mesma altura e mesma area
para as secoes. Isso faria com que os alunos gensam melhor maneira de executar essa
tarefa, abrindo varias possibilidades de comparalas traria desvantagens, devido as
limitagcBes que o principio impde, de algumas enggala serem “sofisticadas demais” para o

seu uso, ou mesmo simples demais para se pensatters casos.
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6 PARA ALEM DO PRINCIPIO DE CAVALIERI

Nesse capitulo serdo apresentadas formas altermade se calcular o volume dos
sélidos que foram utilizados durante a realizacde dtividades em sala de aula. Uma
ferramenta altamente eficiente é o Calculo Difeisne Integral que, por meio do uso de
integrais definidas, efetua-se o célculo de voldmeliversos solidos. Embora o Principio de
Cavalieri possa ser utilizado para o calculo demwas de qualquer soélido, ele apresenta uma
limitacdo: a comparacao entre solidos.

Para que o Principio de Cavalieri seja aplicadecipamos de um outro sdlido, que
possua as mesmas medidas de area para cada sezéotaloe possua a mesma altura que o
sélido do qual desejamos calcular o volume. Ha gmisolidos existentes, mas encontrar um
gue possua tais caracteristicas ndo € um trak@iipgdrincipalmente no que se refere a corpos
redondos. Portanto, embora o Principio de Caval@a uma boa ferramenta, “Seu ponto fraco
€ que nao se aplica ao céalculo de areas de suesréigrvas. Esta deficiéncia, entretanto, é
amplamente compensada por suas vantagens.” (LIK2G,2.107)

Assim, o Calculo Diferencial e Integral que surgauco tempo depois do Principio de
Cavalieri, definido e apresentado por Newton e higibe posteriormente aperfeicoado por
tantos outros, como Cauchy, superou essas limagagd@ssim, tornou-se possivel o calculo de
volume de diversos sélidos muito mais complexos) gee fosse necessario a comparacao
entre soélidos. Tanto € que o préprio Principio dedlieri pode ser demonstrado utilizando-se
a integral, como sera apresentado mais adiante napftulo. Apresentaremos, agora, como
utilizar essa “poderosa” ferramenta. Os conceitps atilizados sdo constantes das obras de
Muniz Neto (2015) e Anton (2000).

6.1 O CALCULO INTEGRAL

Para que seja possivel utilizar o Calculo Integradcisamos antes entender como ele
funciona. Basicamente, a integral definida € umitdmSemelhante a ideia proposta por
Cavalieri, um solido qualquer pode ser dividido eratias, tendo cada uma delas uma certa
espessura. Quanto maior o numero de fatias, memarasespessura de cada uma delas e,
consequentemente, mais proximo da medida de vollesse solido estaremos. Desse modo,
se tivermos infinitas fatias teremos o valor exddosolume desse solido. Essa é a ideia geral.

Mas para que possamos definir esse calculo, precseeunir antes alguns conceitos.
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Inicialmente, dado um intervalfm, b], uma particdo d¢a,b] € a escolha de um
subconjunto finitaP = {x,, x4, ..., X1, X;} de pontos ordenados §& b], tais quea = x, <
X, < Xy < < xp_1 < x, =b. Ao acrescentar mais pontos a parti€agamos obter uma
nova particad tal queP — Q, nesse caso dizemos g@eefinaP. Dada uma funcéo limitada
e continuaf:[a, b] - R e uma particd® (como citada), para todo= 1, 2, ..., k, 0 minimom;
e 0 maximaV; def em cada subintervala;_;; x;] sdo definidos por

m; = min{f(x);x;_1 < x < x;} eM; = max{f(x); x;_1 < x < x;}.

Esses niameros podem ser interpretados como settiticeade retangula®; e T; de baséx; =
x; — x;_; € alturasn; e M; respectivamente.

Assim, se somarmos a area de todos os retangutnsT; teremos uma aproximacao,
respectivamente, por falta ou por sobra da medidaeh sob o grafico ¢le chamadas de soma
inferior e soma superior geem relacao a particdy definidas respectivamente por

s(f;P) =YX mAx; e S(f;P) = TF  M;Ax;

Figura 43: Somas superiores e inferiores de umgafn
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N
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=04

e -18 -18 -14 12

Fonte: NICOLODY, 2016.

Desse modo, podemos dizer que uma funfda, b] - R limitada e continua é
integravel quando o limite da soma inferior foragao limite da soma superior quangdende

a zero para qualquer particBpou seja,

3 Apresentamos, aqui, a utilizacdo de maximos e nuigipara calcular a area dos retangulos encontr@dos.
conceito mais preciso utiliza a ideiaslgpremos infimos sendo que o supremo € a menor das cotas sugeriore
e infimo é a maior das cotas inferiores. Como &abalho é aplicado apenas em soélidos simples,fang8es

sdo continuas, o que permitem essa simplificag8@ooceitos. Para mais detalhes consulte Muniz (26tb5).

4 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/ceTBKs3Acesso em: 28 maio 2019.
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= li ;P) = lim S(f;P
¢ = fimys (fiP) = Jim S (f3 P)
Nesse caso, dizemos que a integral de Riemanmdadtiexiste, e denotamos ¢ por

fff(x)dx.

E interessante ressaltar que, segundo Muniz N&tb(d. 220),

a notacdo acima, devida a Leibniz, tem sua razz&edeo simbold lembra um S
estilizadq e esta presente para recordar que o calculoldodaintegral envolve um
processo de aproximacao por somas; os nlnaeedsrecordam o dominio da funcao

f que esta sendo integrad#; recorda que as somas que aproximam o valor da
integral envolvem diferencas — x;_, de elementos de uma particBode [a, b],
diferencas estas que, classicamente, eram dengtadss;. (Destaques do autor).

A integral de Riemann fornece a area da regiaddutai pelo grafico da funcdppelo
eixo Ox e pelas retas yae y =b, caso a func¢abseja continua e positiva no intervidgb|
(ou sejaf(x) = 0 paraa < x < b). Caso a funcabnao seja positiva no intervdle, b], entdo
a integral ndo representa uma area. Para maidadheke consultar Anton (2000). Para calcular
o volume de sélidos a ideia intuitiva é similaraismos a aproximagao por volumes de sélidos
elementares (blocos elementares), de modo quead®infinitos solidos elementares, quando
convergir, sera o volume do solido, e esse lingtd sima integral dupla ou tripla, discutidas
adiante. Antes, porém, é necessario que possamcelizéy precisamente um ponto no espaco

tridimensional.
6.2 COORDENADAS RETANGULARES, CILINDRICAS E ESFERAS

Antes de falarmos sobre integrais duplas e trigl@steressante termos algumas no¢des
sobre a localizagcdo de um ponto no espaco tridilmesls Para localizar um ponto no espaco
tridimensional sdo necessarias trés coordenadaqaglem ser apresentadas de trés diferentes
formas (na verdade existem diversas formas, masapiaremos aqui as trés formas mais
utilizadas em aplicagfes praticas).

Sejam trés retas X, y e z no espaco, perpendisudaiees a duas e que se interceptam em
um pontoO, e sejam os planc®y, xOz yOzos planos definidos pelas retasy, xe z, yez,
respectivamente. As retasye z serdo chamadas de eixos e 0s trés eixos formasistema
de coordenadas retangulares ou sistemas de codedepnaogonais. Dado um ponto P no
espacgo, seja paralelo ayOzque contém o ponto P, esse plano interceptaréooeio ponto
a. Sejaf um plano paralelo ao plax®zque contém o ponto P, esse plano interceptanéoo ei

y no pontob. Sejay um plano paralelo ao plangdx que contém o ponto P, esse plano
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interceptara o eixa no pontoc. Note que para cada ponto P os plangé e y sdo Unicos,
portanto para cada ponto P os poraol e ¢ determinados pelos planasf ey sdo Unicos.
Diremos que 0s pontas b e ¢ sdo as coordenadas cartesianas do ponto P. Liogponto P
pode ser localizado no espaco por meio de suadeoadas cartesianash e c nos eixo, y
e z, respectivamente, e usaremos a notacan i d) para indicar as coordenadas cartesianas

do ponto P (Figura 44).

Figura 44: Representagcéo de um ponto P em coordeicadesianas

Fonte: Produgédo do autor, 2019.

Pensando de modo diferente considere, no planma semirreta de origenmO. Dado
um pontoP do plano, sej®P o segmento definido pelos pon@E P, e seja = OP a medida
do segment®P. Sejad o angulo entre as semirreas OP, medido no sentido antihorario a
partir da semirreta. De acordo com a construcéeriant todo ponto no plano pode ser
localizado por meio dos valoresided. Esses valores serdo chamados de coordenadasspolar
do pontoP no planox e 0 angul@ sera chamado de angulo polar. Indicaremo$’py ¢) as

coordenadas polares do poRt@Figura 45).

Figura 45: Representagcéo de um ponto P em coordepathres

P

o
T
v

S

Fonte: Acervo do autor, 2019.
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Sejaoa um plano polar no espaco e sejareta perpendicular@apelo pontoO. Dado
um pontoP no espaco, sefd’ a projecao do pontB no planoo e sejanr e ¢ as coordenadas
polares do pont®’. Sejas o plano paralelo a pelo pontdP. O planop interceptara o eixa
no pontoz. Assim, o ponto P pode ser localizado no espacaon@io dos valores de 6 ez
Estes valores sédo chamados de coordenadas ciisdiicpontd®. Usaremos a notacad(r,

0, 2 para indicar as coordenadas cilindricas do pBr{feigura 46). Se fixarmas = r,, todos
os ponto<P (r, , 6, 2 para 0< # < 2z, comz € R, estardo sobre a superficie de um cilindro

circular reto de centr® e raiory.

Figura 46: Representacédo de um ponto P em coordemdthdricas

B
;L. 'y
* "
= ! [ ] -
Y 6 il

- P.

7

Fonte: Producéo do autor, 2019.

4

Outra representacdo muito utilizada pode ser parsssim. Seja um plano polar no
espaco e sejaa reta perpendicularcéaque passa pelo pontd Dado um pont® no espaco,
sejap a medida do segmen@P, € o angulo polar da projecdo ortogoRaldeP e ¢ o angulo
gue o segment®P faz com o eixa@. Deste modo, um pont®no espaco pode ser localizado
por meio das trés coordena@ad e ¢, chamadas de coordenadas esféricdd @enotaremos
P (p, 0, ¢) as coordenadas esféricas do pdatiNote que a coordenadia assim como em
coordenadas cilindricas, representa o angulo arrejecéo d@ e o eixo polar, de modo que
este pode variar entre<(¥ < 2z e; a coordenadarepresenta o angulo formado entre o faio

e eixoz positivo, de modo que esse varia entredd< 7, como indicado na Figura 47.
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Figura 47: Representagcdo de um ponto P em coordgmatericas

Fonte: Acervo do autor, 2019.
Na Figura 48 é possivel comparar os trés sistemasardenadas citados.

Figura 48: Comparacao entre o0s sistemas de coatdena um ponto

Coordenadas cilindricas
(r,0,2)
(rz0,0260<2n

Coordenadas esféricas
(p,6,0)

(P20,00<2m 05057 |

| Coordenadas retangulares
x5y, 2)

Fonte: ANTON, 2000, p. 242.

Mas qual seria a vantagem em uma eventual convdeséoordenadas (Figura 49) e de
que forma ela pode ser realizada? Segundo Ant@0(20 244),

As superficies de revolugdo em torno do eixo z mesistema de coordenadas
retangulares tém, geralmente, equacdes mais simaéesoordenadas cilindricas do
gue nas coordenadas retangulares, e as equacgigsetiicies com simetria em torno
da origem sédo geralmente mais simples nas coordenesféricas do que nas
coordenadas retangulares.
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Figura 49: Tabela de conversao entre os sistemas

FORMULAS RESTRICOES
Cilinc ra retaneulares (r.0. 7) >) = 7
a retangulare 7,2) = (x,y, 2) X = rcos 0, y=rsenf, z=z
Retangulares para cilindricas (x, y, z) — (r, 6, z) r=\Nx’+y%, tg@=ylx, z=z2
Esféricas para cilindricas (p, 6,0)— (r,0,2) r=psend, 6=0, z=pcos r20.p20
’ ’ 4 5 5 i 0<60<2nm
Cilindricas para esféricas (r,0,2) > (P, 6,9) | p=Nr‘+2%, 0=0, tgd=1r/z ) 3\
vsosnw
Esféricas para retangulares P, 6,9) > (x,y,2) t=psen¢cos B, y=psen¢sen z=pcoso
Retangulares para esféricas (x,y,2) = (P, 0,0) P=Nx*+y*+2%, (g0=ylx, cos¢=zNE+y+2

Fonte: ANTON, 2000, p. 243.

Veremos no momento de calcular o volume de algdlicos que a escolha apropriada

de um sistema de coordenadas pode facilitar o lo&dias integrais duplas e triplas.
6.3 O CALCULO DE VOLUMES

Segundo Anton (2000, p. 400), “a integral definddauma funcdo de uma variavel
originou-se do problema de determinacéo de ardaswswas. As integrais das funcdes de duas
variaveis originam-se do problema de determinagieotlimes sob superficies.” As integrais
das fun¢Bes de duas varidveis sdo mais comumesmeadas de integrais duplas, enquanto as
integrais de funcdes de trés variaveis sdo chantedeegrais triplas. As integrais triplas séo
utilizadas de modo geral quando o solido repredertassui medidas variando livremente nas
trés dimensoes.

O processo para calcular o volume de sélidos atitip integrais duplas é similar ao
processo usado para determinar &reas, excetoagie,aaso, os elementos de aproximacao séo
paralelepipedos retangulares ao invés de retangulos

Inicialmente, dado um intervala, b] € x, e um intervalod,d €y, uma particdo é a
escolha de subconjuntos finitBs= {x,, x4, ..., Xx—1, X, } de pontos ordenados fleb] e [,

d tais quea=x,<x; <X, << xp1<xp=b ec=yY, <Y1 <Y, <+ < Ym_1 <
Vm = d.
Dada uma funcdo de duas variaveis continua e tafta [a,b] X [c,d] - R e as

particdesP; e P, (como citadas), paratode= 1,2, ...,n,ej=1, 2, ... m, queh; ;, € 0 minimo
eH j, € 0o maximo déem cada subintervaldx;_, y;_1), (x;,¥;)], e séo definidos por
hejy = min{f (x,y);x;_; < x < x; e Vi1 <y < y]-} e

Hgjy = max{f(x, Y)ixiog Sx<xeyi <y< y]-}.
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Esses numeros podem ser interpretados como sealtioraa de paralelepipedos retangulares
S; e U; tendo por base os retangulos que possuem metliggy;) = (x; — Xi—1, ¥i — Vi—1)

denotados potA,, e alturasy; j, e H; j, respectivamente, conforme Figura 50.

Figura 50: Representagéo de um paralelepipedagrdtarsob o grafico de
I" i z=f(x,y)

Altura
JE779)

Area A A,
Fonte: ANTON, 2000, p. 400.

(x5 i)

Assim, se somarmos o volume de todos os paralelép$pretangulares; ou U;
teremos uma aproximacao, respectivamente, pordaltsor sobra da medida do volume sob o
gréfico def, chamadas de soma inferior e soma superigratda relacdo a particdy definidas
respectivamente por

s(f;P) = Zit1 Zjz1 hajy- DAy € S(f; P) = Xiy Xty He jy- DAy

Desse modo, podemos dizer que uma fun¢da,b] —» R, continua e limitada, &
integravel quando o limite da soma inferior foragao limite da soma superior quangdende
a zero para qualquer particBg ou seja,

c= AlllkngOS(f; P) = aim S5 Fo)
de modo que a integral dupla de Riemann existe e
n m
V= lim Z [ Ym) DA, = j f(xy) dA.
n,m-oo i=1 j=1
[a,b]x[c,d]

Ja para definir a integral tripla di€x, y, z) em uma regia6 < R3, utilizamos pequenos
paralelepipedos retangulares e escolhemos dentes den ponto arbitrarid(xy, v, zx),
conforme a Figura 51. Denominamos o volume de ka&&mo paralelepipedo retangular de
AV, formando o produte (xy, Vi, zx ) AV
para cada paralelepipedo, depois somamos os psodielttodos os paralelepipedos para obter

uma soma de Riemann
Yie=1 f Xk, Vie» 2 ) AV,
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Figura 51: Representacdo de um paralelepipedogrdtarinterior ao sélido

Volume = AV,

-

o

Fonte: ANTON, 2000, p. 434.

Finalmente, repetimos esse processo com cada vezuialivisdes, de tal maneira que
as trés dimensdes (comprimento, largura e espgsiiada paralelepipedo tendam a zero e

n tenda para o infinito. Assim, o limite

n

lm D f G Yio 2V = ff fGy,2) AV
B G

n—->oo

€ chamado de integral tripla fiéx, y, z) no solidoG.

Utilizando as ideias até aqui discutidas e o TeardenFubiri, que garante que o valor
das integrais multiplas € igual ao valor das irdegiteradas, teremos condi¢cdes de calcular os
volumes dos solidos trabalhados durante a aplicalgicsequéncia didatica, como seréa
apresentado a seguir.

6.4 VOLUME DOS SOLIDOS GEOMETRICOS

Agora serd apresentado um modo de se calcular wneobe sdélidos geométricos
utilizando integrais duplas e triplas.

5 Segundo esse teorema, temos qug; & b] X [c,d] — R for integravel e continua nesses intervalos, entdo

d rb b rd
fayyaa= [ [ e dndy = [ [ reo dyax
[a,b]x[c,d] ¢ -a a ¢
Para mais detalhes, consulte Anton (2000).
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6.4.1 Bloco retangular

Dado um bloco retangular B de medi@dab e c, apoiado sobre o plan®y, de modo
que um dos vértices desse bloco esteja sobre anorifp sistema. Desse modo, podemos
calcular seu volume conforme a medida dos valdoédas pelo deslocamento dos pontos no
espaco tridimensional, variando segundo os eixdsnados, y e z, de modo que € [0, a],

y € [0,b] ez € [0, c]. Assim, aplicando a definicdo de volume por iree§o com os limites
dados, obtemos:

V(B) = J;Cj;bLadxdydz = jocj;b [x|g] dydz = jocjobadydz = J:[a.<y|g>] dz

V(B) = foc ab dz = ab.|z|j] = abc.
Assim, o volume de um bloco retangular B, ou gdimmado, de qualquer

paralelepipedo, é igualgB) = abc
6.4.2 Prisma

Para se calcular o volume de um prisma P qualduiearemos a integral dupla. Desse
modo, o prisma € delimitado por uma regido poliy@w®alturaf (x, y). Apoiando essa regido
B sobre o planxxOy, de modo que um dos veértices desse prisma esteja aobrigem e,
aplicando a ideia da integral dupla, podemos catoolvolume de um prisma P através da
integracao

v = [[ 7 Guyraxay
B

No prisma, a altura € constante e igul) para todos os pontos da regido poligonal B,
portantof (x,y) = h. Assim temo¢/(P) = [[, h dxdy = h. [[, dxdy.

Mas [f, dxdy = A, em quedy € a area da regido poligoralAssim temos:

V(P) = AB.h
gue é o volume de um prisma P de base poligonadosesse um poligomeagonal.

6.4.3 Cilindro

Para se calcular o volume de um cilin@podemos utilizar as coordenadas cilindricas.
Para tal, lembremos que um circulo, em coordenetasgulares, possui equagéox? +

y? = R?. Em coordenadas cilindricas essa equacéo é redazfdrmacC: R?, sendoR a
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medida do raio desse circulo. E mais: devemos ctarvéA parardrdf, pois a regido
equivalente aos retangulos das coordenadas retaegulas coordenadas cilindricas possui
medidas-. d6 edr, uma vez qud#f, apenas, representa uma medida de angulo. Deanuas
lembrar que) pode variar entré < 8 < 2. Desse modo, utilizando a cataariando entre 0s

planosz=0 ez=h, e a cota variando entre = 0 er = R, temos:

h (R 27 h R 2 h R
V(C) = J- j j r dldrdz = j f T. [9 | ]drdz = f j 2m.rdrdz
0 0 0 0 0 0 0 0

V() = foh [271. (%r2|§)] dz = foh nR? dz = R [Z|g] = R?h.

Assim, o volume de um cilindr® de raioR pode ser calculado p&i(C) = mR?h.
6.4.4 Piramide

Vamos calcular aqui o volume da piramide a segeiio método do fatiamento. Esse
método € um aperfeicoamento direto do PrincipiGaealieri, e consiste em “fatiar” um sélido,
sabendo que o volume do solido é a soma dos voldmeada uma das fatias. O volume de
cada fatia €, aproximadamente, o produto entreagespessura e a area formada nas secdes
“fatiadas”.

SendoA(x) uma funcd@o que calcule a area da se¢do na alterAx a espessura da
sec¢do, temos que o volume de uma secao € dadtapot(x)Ax. Assim, o volume do sélido

todo serd a soma dos volumes dagcdes, de modo que

n n
V= Z v, = ZA(x)Ax
i=1 i=1

Considerando que, no grafico, a primeira se¢do cerama e a Ultima termine elne
fazendo o nimero de fatias crescer indeterminad@nien- «), a espessura de cada secao

tende a zergAx — 0) e

n n b
V = lim Z V; = lim ZA(x)Ax = f A(x)dx
n—->oo L n—>oo L a
=1 =1

Para tal, utilizaremos uma piramide de base quadcagh aresta da base medeA
formula da area do quadrada® O tamanho das arestas laterais do triangulo fordaninui
de forma linear, conforme a Figura 52. Esse trilmguma secédo da piramide, perpendicular
a base e passando pelo vértite a altura da piramidexeé a altura subindo da base até o
vértice. Para = 0, a aresta da base @ sua area &. Parax = h temos o vértice, ou seja, a
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area € igual a zero. Precisamos da relagédo eptisigéo da fatia e sua aresta. Sefalaresta

.  n h h—
da fatia em uma certa altura, temos por semelhdm¢aangulos que = Tx

Figura 52: Relacao entre o tamanho da arestarmanta de cada fatia

d
Fonte: Produgédo do autor, 2019.

_ . ; 3 12
Assim,f = @ e a &rea da fatia que esta na altusardd(x) = [@] .
Desse modo, aplicando a integragcéo temos

h h . 2 h
A(x)dx =f lMl dx = f la_z (x — h)zl dx
0

0

V(K) = f

0 h

haz a2 x3 xz h
V(K) = f ﬁ(xz — 2hx + h¥)dx = — <__ 2h— + h2x> |0
0
2

h2°\ 3 2
a? (k3 h? a® /1 a’h
V(K)=ﬁ ?—2h7+hh =ﬁh <§_1+1)=T

Como a area da base da piramigeé a area de um quadrado, temos que a area dessa
base &, = a?. Assim, o volume dessa piramide é dado por
1
V= —Abh,
3
gue é a férmula tradicional para o céalculo do vaude uma piramide. Se quisermos aplicar o

mesmo conceito para uma piramide de base pentadmxagonal om-agonal, veremos que

todas recaem a mesma formula para o volume dasgedoadrangular.
6.4.5 Cone

Para calcular o volume de um cone B qualquer iremegsrrer as coordenadas

cilindricas. O cone, assim como o cilindro (Iterd.8) possui base circular de rd® cuja
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equacao é dada por €= R em coordenadas cilindricas. E preciso lembrarugu&one que
possua Vvértice na origem do sistema estara limsageriormente por um plano paralelo ao

. . ;o A - ~ h z
planoxOy, no qualz = h, e inferiormente pela superficie conica de equacég,.r, que € a

equacao da superficie cdnica em coordenadas aiasdiFigura 53).

Figura 53: Cone de vértice na origem do sistema

Fonte: Producéo do autor, 2019.

~ h . ~
A relacdoz = i deriva da equacgao do cone em coordenadas reteegula

%2 2,2
—2+y———=0.
a b2

CZ
Tendo em vista que o cone é circular, ent&@ b = R. Temos ainda que= h. Logo

temos

xZ y2 ZZ

et ="

de modo qu& é o raio da base do coné é sua altura. Se isolarmpsessa equacao teremos

x% + y?

zZz=nh 72

e fazendo? = x? + y? temos a relacdo dada, em que encontra em funcédo deeh e Rséo
constantes. Assim, utilizando os limites de integod < 6 < 2n, 0< R<re %.r <z<

h, temos

V() = [ ) Ji,r dzdrdo = [ v ([z] " )arde = ;7 [y r.(h—tr) drdo
R

V(B)—fznf h——r drdf = fan————)O 9=f2n<hTRz—};—I:>d9
0

hR?0 hR HHZN IZnth Znthl_6ﬂR2h 4TR*h 1

3 = — = —nR?h.

V(B)_l 6 6 3
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Essa férmula pode ser generalizada para qualqoer twlependente da sua base, desde
que sejam definidos corretamente os limites dgratgo.

6.4.6 Esfera

Para calcular o volume de uma esfera E utilizareznosdenadas esféricas. E para isso

devemos lembrar como converter as coordenadagytgdaes em coordenadas esféricas. Para

Z1 Y1
=]
Z Yo

0

tal, utilizamos

X1 01 b1 rP1
f dxdydz = f f f pZseng dpdpdo
x o 0o YPo

0

Os termo®? esen ¢ surgem pois temos as medigakp e psen ¢pdf, uma vez ques
edd configuram medidas de angulos. Agora, precisarafisidos limites de integracédo de uma
esfera de rai@ e centro na origem em coordenadas esféricasapie s p < r, 0< 8 <
2m e 0 < ¢ < m. Logo, temos

V(E) = fo i fo ' fo " p2seng dpdpdd = fo Zn fo nsen¢.<lp3—3] |g> dpdo

V(E) = j:n Ong—g.sengb d¢do = J:ng—g.([—cos 0] |7(;) do

2nr3 2”7'3 2”27'3
V(E)zf —.[—cosn—(—cosO)]dQ:J- _'(1+1)d9=_[ do
o 3 o 3 o 3
2r3 2 2r3 4
_“ _er _4 5
v(E) =101 [ =2 2w = s,

6.5 PRINCIPIO DE CAVALIERI

Como citado na Secéao 2.2, Cavalieri entendia urdasébmo sendo uma infinidade de
placas de espessura despreziveis paralelas e(E€E5, 2011, p.425). Esse pensamento é o
mesmo utilizado na integracdo segundo o “métoddatiamento”, citado na Secdo 6.4.4.
Assim, calculando uma integral, conseguimos obt@leme de um sélido qualquer.

Sejam, entdo, dois sélidSge S, de mesma altura, limitados pelos planos paraletes
aez =Db, e para cadacoma<z<h. Sejam4;(z) e A,(z) as areas das secdesSje S,,

respectivamente, na altufaSeA, (z) = A,(z) parazcoma< z <b, entdo:

V(S) = [, A(2)dz = [} Ay (2)dz = V(S,).
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Portanto, os dois solidds e S, tem 0 mesmo volume. Que € precisamente o Principio

de Cavalieri.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A pergunta que nos motivou a realizacdo dessatigaedo foi: Como ensinar o calculo
de volumes de soélidos geométricos utilizando corimtemente materiais concretos e
recursos computacionais, de modo que os alunogrdaira série de uma escola estadual
compreendam melhor o conceito de volume?

Ao longo de todo o desenvolvimento desse trabdibiopossivel observar que o
Principio de Cavalieri € uma ferramenta muito (@odjs nos permite calcular o volume de
sélidos geométricos que podem ser complexos, seeckssario para isso a comparagao com
um outro solido de mais facil medicdo, mas queymasnesma altura e mesma area para cada
secao paralela a sua base. Quando esse sdlido#étrado, o calculo do seu volume, que
poderia ser complicadissimo, pode vir a ser muibpkficado, utilizando calculos mais faceis
de se executar, se mostrando uma boa alternatiseagplicacdo em niveis de Ensino Basico
de aprendizagem.

A utilizacdo de materiais concretos vem a ser ustat@gia de ensino interessante,
trazendo para a sala de aula aspectos de visudizggométrica que ajuda os alunos a
compreenderem melhor varias situagfes que possaimmpestas a eles. A utilizacdo do
software GeoGebra nas aulas também auxilia nesgedsepois ajuda na visualizacéo
dindmica dos solidos, possibilitando aos alunosaipulacédo dos objetos, a alteracédo de seus
parametros a fim de testar outros comportamenteteates, além de auxiliar na visualizacéo
bidimensional e tridimensional do sélido, facili@nseu entendimento.

Quanto a sequéncia didatica proposta, ela serguwadinalidade, que era explorar o
Principio de Cavalieri a fim de calcular o volume gblidos geométricos sem recorrer
unicamente as formulas. Apesar das formulas eramadrserem justificadas por esse principio,
sua aplicagdo em sala de aula é pouco exploradga.a@@quéncia didatica aplicada, os alunos
puderam vivenciar outra maneira de se efetuar egdasdos, desde que os sélidos possuam as
caracteristicas requisitadas.

Portanto, da maneira como a sequéncia foi proposthjetivo de que os alunos
entendessem o Principio de Cavalieri para calonlaolume de sélidos geométricos foi
satisfatério, de modo que podemos afirmar queragsedo pode ser uma alternativa no ensino
de célculo de volumes no Ensino Médio, como preB&l@C (BRASIL, 2018).

Diante de tudo o que foi realizado, podemos finalmaesponder a nossa questao
norteadora: uma forma de ensinar o calculo de vedude soélidos geométricos utilizando

concomitantemente materiais concretos e recursopu@acionais, de modo que os alunos da
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terceira série de uma escola estadual compreenddéimmo conceito de volume é por meio da
utilizagcdo do Principio de Cavalieri mediado potidas geométricos, para uma melhor

visualizacdo dos elementos dos sdlidos, e pelwadtGeoGebra, que permite a visualizacéo
dindmica da igualdade de areas em cortes transveesdois soélidos.

No decorrer desse trabalho, vérias ideias de malkampliacdo surgiram. Uma delas
foi a utilizacdo de so6lidos menos convencionaia garcalcular o volume. Um exemplo s&o os
anéis de guardanapo, que possuem curiosas prapegdesses solidos ndo foram apresentados
nesse texto pelo motivo de ndo conseguirmos adegpuaalculos necessarios ao nivel da
terceira série do Ensino Médio no qual foi deseridala sequéncia didatica. Uma alternativa
seria selecionar alguns alunos ao invés de tratmatisacom todos, de modo a calcular o volume
desse solido utilizando o Principio de Cavaliend&iamos também ampliar as ideias dos
sélidos trabalhados para explorar também o caldasoareas laterais e totais desses solidos.
Com isso, talvez os alunos nao confundissem osuloélaplicados e melhorassem seu
entendimento. Desse modo, tornam-se sugestdes alaathos futuros.

Com isso, concluimos que esse trabalho serviu {zert@ o0 melhor desenvolvimento
dos alunos ao estudarem os volumes dos sélidostajpara 0 meu proprio desenvolvimento
como professor, o0 que me permitiu reavaliar a nmnaneomo leciono, buscando um

melhoramento continuo das minhas praticas comessof.
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ANEXO A — CARTA DE ANUENCIA

UDESC

UNIVERSIDADE
DO ESTADO DE
SANTA CATARINA

e
S @

DECLARACAO DA INSTITUICAO PARTICIPANTE
CARTA DE ANUENCIA

Autorizamos o pesquisador responsdvel Luiz Gustavo Cunha, mestrando do Curso de
Mestrado Profissional em Matemadtica em Rede Nacional - PROFMAT, na
Universidade do Estado de Santa Catarina (UDESC), orientado pelo professor Dr.
Rogério de Aguiar e Co orientado pela Dra. Elizandra Bar de Figueiredo, a realizar uma
aplicagdo para sua Dissertagfio de Mestrado nas dependéncias da EEB Prof. Anténia
Alpaides C. dos Santos, intitulada “Volumes: uma abordagem explorando o Principio de
Cavalieri com tecnologias™, sendo esta a instituigfio coparticipante, motivo ao qual estd
sendo direcionada a carta de anuéncia.

Como mencionado anteriormente, a pesquisa sera realizada nas dependéncias da escola,
onde o pesquisador trabalha como docente do Ensino Fundamental ¢ Médio atualmente.

Concordamos que os resultados desta pesquisa poderfio ser apresentados por escritos e
oralmente em banca de Dissertagéio, em exposigdo oral, congressos e revistas cientificas.

Joinville, /) de_ £/ _de 2018,

Atenciosamente,
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ANEXO B — TERMO DE CONSENTIMENTO

O(A) seu(sua) filho(a)/dependente esta sendo cadwia participar de uma pesquisa de
mestrado do Curso de Mestrado Profissional em Matiemmem Rede Nacional - PROFMAT,
da Universidade do Estado de Santa Catarina — UDES8@Iada:Calculo de Volumes usando
o Principio de Cavalieri mediado por Materiais Coetos do académictuiz Gustavo Cunha
(também atual professor), tendo como objetivo aaals solu¢des apresentadas nas atividades
de Calculo de volumes de solidos geométricos ajdEanas aulas de Matematica, sob
concordancia da dire¢ao da EEB Professora Anton@. Alos Santos.

O(A) seu(sua) filho(a)/dependente néo terd despesasm sera remunerado pela
participacdo na pesquisa. Os riscos destes proeatths s&o minimos, havendo a possibilidade
de cansaco para responder as atividades. Para izanigstes riscos, as atividades serao
realizadas em grupo em horario regular de aula. déntidade do(da) seu(sua)
filho(a)/dependente sera preservada pois cadaithaisera identificado por um namero.

Os beneficios e vantagens em participar deste @steidio tedricos e empiricos, pois
permitirdo conhecer e analisar os desafios enapdranas estratégias de resolucdo de
problemas das atividades de Célculo de volumeslains geométricos, podendo substanciar
acOes de melhorias no processo de ensino e apagedizda Matematica.

As pessoas que estardao acompanhando os procedinsendio o estudante de mestrado
Luiz Gustavo Cunha, e os professores orientadooggii® de Aguiar e Elisandra Bar de
Figueiredo.

Solicitamos a sua autorizagao para o uso dos dbdds(a) seu(sua) filho(a)/dependente,
como as resolugdes das atividades, imagens dataates sendo realizadas e da transcrigéo de
audios que seraof/foram realizados em sala de amdagproducdo de uma Dissertacdo de
Mestrado. A privacidade do(da) seu(sua) filho(a@déelente serd mantida através da nao-
identificacdo do nome. O(A) senhor(a) podera gali@ ndo uso das imagens, das transcrigdes
dos audios e resolucdes das atividades do(dausgtijeo(a)/dependente do estudo a qualquer
momento, sem qualquer tipo de constrangimento.

Este termo de consentimento livre e esclareciéit@ ém duas vias, sendo que uma delas
ficard em poder do pesquisador e outra com o eyjeiticipante da pesquisa.

Mestrando Luiz Gustavo Cur ProfessoOrientadolRogério de Aguic
Telefone: (47) 9914628! Telefcne: (47) 400978¢

Enderecgo: Rua Paulo Malschitzki, : Enderecgo: Rua Paulo Malschitzki, :
Campus Universitario Prof. Avelino MarcanteCampus  Universitario  Prof.  Avelino
Bairro Zona Industrial Nor — Marcante Bairro Zona Industrial Nort—
Joinville - SC Joinville— SC

TERMO DE CONSENTIMENTO

Declaro que fui informado sobre todos os procedioseda pesquisa e, que receb
forma clara e objetiva todas as explicacdes petiseao projeto e, que todos os dad
respeito domeu(minha) filho(a)/dependente serdo sigilososindaa fui informado qu
posso retirar meu(minha) filho(a)/dependente dodesa qualquer momento.

Nome do aluno:
Nome do responsavel por extenso:

Assinatura Local: Data: / /
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APENDICE A — FICHA DE PESQUISA
Pesquisar vida e obras de Bonaventura Cavalianait

* Em que tempo ele viveu;
» Contribui¢cbes para a ciéncia, em especial a maiesmat
e O que suas descobertas influenciaram;
* Houve aceitacédo de todos?
N&o se esqueca de citar as suas referéncias esiyaod, sites ou outros.
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APENDICE B — ATIVIDADES DE MEDICAO E COMPARACAO DOSOLIDOS
GEOMETRICOS

1 — Trabalhando com o cilindro e o paralelepip¢@ompare os solidos de forma que ambos
possuam a mesma altura).

a) Mecam os elementos necessarios para calcular @atesse do cilindro e do
paralelepipedo. Preencha os valores obtidos norQu&d
b) Calcule a area dessas bases e preencha o Qu&ligui.vocés concluem sobre essas

areas?
Quadro 1 — As medidas do cilindro e do paralelejppe
Cilindro Paralelepipec
Medidas Medidas
Area da Area da
bast bast
Concluséo:

c) Qual o volume desses sélidos?

2 — Trabalhando com o cone e a piramide.

a) Mecgam os elementos necessarios para calcular datesse do cone, do tronco
de cone, da piramide e do tronco de piramide. leheeas valores obtidos no
Quadro 2.

b) Calcule a area dessas bases e preencha no Qu&igue.vocés concluem sobre

essas areas?
Quadro 2 — As medidas do cone e da piramide

Cone Piramide
Medidas Medidas
Area da base Area da
__meno bqse ment
Area da base Area da
maiol base maic

Conclusao:

c) Qual o volume desses sélidos?

3 — O que vocés podem concluir com a comparacée estvolumes do cilindro e do
paralelepipedo? E com a comparacao entre o copga@naide?
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APENDICE C — O CALCULO DO VOLUME DE UMA ESFERA

1 - Mecam os elementos necessarios para calcalaaada secdo da esfera e da anticlépsidra.
Preencha os valores obtidos no Quadro 3.

2 - Qual é o raio da anticlépsidra? E o raio darag8fPreencha no Quadro 3.

3 - Calcule a area dessas seccoes e preencha mQ@ua&dque vocés concluem sobre essas
areas?

Quadro 3 — As medidas da anticlépsidra e da esfera

Anticlépsidre Esfer:
Medidas Medidas
Raios da Raio da
secal seca
Area da Area da
secca secca

Conclusao:

4 - Qual é o volume da anticlépsidra?

5 - Qual é o volume da esfera?

6 - O que vocés podem concluir sobre a comparaté® @s volumes desses sélidos? E
possivel generalizar essa comparagao?

7 - E possivel determinar o volume de uma esferacsdcular o volume da anticlépsidra?
Como poderia ser feito?
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APENDICE D — QUESTIONARIO

Este questionario € parte integrante da pesquisarefamento de titulo “Volumes: uma
abordagem explorando o Principio de Cavalieri agenalogias”. Solicita-se a contribuicao do
estudante, para que sejam respondidas as quebties gelacionadas:

1. Idade:
2. Sexo: ( ) Masculino () Feminino

3. Atualmente, esta trabalhando?
( ) Sim, em tempo integral () Sim, em terppecial () Nao

4. Quanto tempo se dedica aos estudos, semanatmente
()1a3hs ()4av7hs ( ) magxde 7hs

5. Quanto aos calculos de areas e volumes aprdsema atividade:
()J& os conhecia e dominava ( )Ja os conhecian&wes dominava ( )Nao os conhecia

6. Em relacao asoftwarematematico GeoGebra:
( ) JAoconhecia () Nao o conhecia

7. Em relacdo a impresséo 3D:
( ) Ja conhecia ( ) Nao conhecia

As questdes a seguir estdo numa escala de 1 gta fDana, solicita-se a opinido dos seguintes
assuntos:

8. Vocé julga necessario o conhecimento do caldelleolumes no cotidiano?

| Pouct 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | Muto |

9. Vocé teve dificuldade em realizar a atividade 1:
| Poucc | 1| 2 | 3 | 4 ] 5 | Muito |

10. Vocé teve dificuldade em realizar a atividade 2
| Pouct | 1| 2 | 3 | a4 ] 5 | Muito |

11. Vocé teve dificuldade em realizar a atividade 3
| Poucc | 12 | 2 | 3 | 4 | 5 | Muto |

12. Vocé entendeu o Principio de Cavalieri?
| Pouct | 1| 2 | 3 | 4 ] 5 | Muito |

13. Sobre o modo como foram propostas as atividanesala de aula, elas Ihe ajudaram a
entender melhor o célculo de volumes:
| Poucc | 1 2 | 3 | 4 | | 5 | Muito |

14. Essas atividades poderiam ser realizadas de diftente? Dé a sua opiniao.




