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RESUMO

A presente dissertacdo trata de uma abordagem do ensino de Calculo para o Ensino Médio, no
que se refere as ideias intuitivas que podem ser trabalhadas e relacionadas com o estudo da
Geometria Analitica. Conforme apontam pesquisas, 0 ensino de Calculo enfrenta problemas
relacionados aos processos de ensino e aprendizagem dessa disciplina nos primeiros niveis da
graduacdo, isso se reflete em um alto indice de reprovagdes e desisténcias dos cursos.
Buscando uma solucédo, elaboramos uma sequéncia didatica que aborda a ideia intuitiva de
derivada, que pode ser aplicada ainda no Ensino Medio, pois conforme pesquisa, essa
abordagem pode ajudar a solucionar a falta de base matematica dos alunos que iniciam suas
graduac6es em Ciéncias Exatas, sendo esse um dos problemas que contribuem para o fracasso
dos alunos em Caélculo, de acordo com professores e pesquisadores. Essa sequéncia didatica é
composta de situacdes problemas e exercicios que estimulam os alunos a pesquisar, formular
hipoteses e investigar resultados, corroborando com a metodologia da Resolucdo de
Problemas, norteadora de nossa pesquisa. A sequéncia foi aplicada com alunos do 3° ano do
Ensino Médio e os dados coletados foram analisados de maneira qualitativa, valorizando o
processo de resolucdo do problema desde a interpretacdo até o resultado final. A analise dos
dados possibilitou sugestdes de melhorias que podem ser aplicadas por pesquisadores e
professores.

Palavras-chaves: Calculo. Geometria Analitica. Resolucdo de Problemas. Derivadas. Ensino
Médio.






ABSTRACT

This dissertation explores an approach to the Teaching of Calculus in High School, regarding
the intuitive ideas which can be worked on and related to the study of Analytical Geometry.
As researches indicate, the teaching of Calculus has problems related to its teaching and
learning processes in the first levels of undergraduate programs, which reflects in a high
number of failures and withdrawals during the courses. In an attempt to mitigate such
problems, we elaborated a didactic sequence that addresses the intuitive idea of derivative,
which can be applied as early as in High School because, according to researches, such
approach can help mitigate the lack of a solid mathematical base of students who enter an
Exact Science undergraduate program, as that is one of the problems that contribute to the
failure of students in Calculus, as pointed out by teachers and researchers. The didactic
sequence is composed of situational problems and exercises which stimulate students to
research, formulate hypotheses and investigate results, corroborating the Problem Solving
methodology, which guides our research. The sequence was applied to Senior High School
students and the collected data were analyzed in a qualitative way, valuing the problem
solving process from the interpretation to the final result. Data analysis provided suggestions
for improvement that can be applied by researchers and teachers.

Keywords: Calculus. Analytical Geometry. Problem Solving. Derivatives. High School.
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1. INTRODUCAO

A érea do Calculo Diferencial me despertou muito interesse desde quando comecei a
estuda-la na graduacdo. Assim como a maioria dos estudantes de Licenciatura em
Matematica, enfrentei algumas dificuldades com a disciplina, principalmente com a falta de
base matematica para compreender os conceitos e aplica-los nas resolucdes dos problemas. Os
alunos que ingressam na graduacdo em Matematica, tdo logo concluem o Ensino Médio,
provavelmente s&o alunos que estdo mais acostumados a aplicar algoritmos prontos e repeti-
los, do que propriamente compreender todo o contexto envolvido nos conteddos, isso é um

primeiro obstaculo que precisa ser vencido.

Durante as aulas de Calculo na faculdade, entendi que aquela Matemaética estatica
aprendida no Ensino Médio, ampliava-se para um campo muito mais abrangente, em que
fendmenos naturais poderiam ser modelados e estudados, e sua aplicacdo era muito explorada
na disciplina. Foi entdo que comecei a me interessar cada vez mais ndo s6 pelo Calculo, mas
por toda a componente curricular do curso, afinal, existiam elementos de Célculo em todas as

areas.

Diversas pesquisas apontam para as dificuldades enfrentadas nos processos de ensino
e aprendizagem do Calculo Diferencial, pois geralmente essa disciplina apresenta altos
indices de reprovacdo, porém, o motivo desse insucesso ainda é desconhecido. Pesquisadores
como Rezende (2003), Lima (2014) e Alvarenga et al. (2016), apontam que podem ser
diversas as razdes para o baixo desempenho dos alunos que ingressam no Ensino Superior em
Calculo, esse problema pode estar relacionado, principalmente, a falta de base matematica dos

alunos, como reclamam muitos professores da disciplina.

Alguns pesquisadores como Coimbra (2015), Pagani e Allevato (2014) e Avila (1991),
com os quais corroboramos, defendem a introducao de conceitos de Céalculo durante o Ensino
Basico, pois suas ideias sdo modernas e aplicaveis as mais diversas areas da Ciéncia, ndo com
rigor e formalismo que o estudo da matéria no Ensino Superior deve exigir, mas que 0S
conceitos sejam entendidos de forma intuitiva, sendo assim, os alunos estariam familiarizados
com as ideias que envolvem a disciplina, podendo esse ser um fator que ajudaria a reduzir 0s

indices de reprovagéo nas primeiras séries dos cursos de Ciéncias Exatas.

Em minha experiéncia docente trabalhando com turmas de Ensino Médio na rede

publica, percebi que existe uma disparidade grande no nivel de exigéncia no Ensino da
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Matemaética, aquele que os alunos encontrardo no Ensino Superior. S&o muitos os fatores que
interferem nessa questdo, ndo existem comparacdes entre os sistemas de Ensino Médio e
Superior, afinal, os focos sdo totalmente diferentes. Na Educacdo Basica, a escola tem como
papel principal buscar a formacdo humana integral de seus alunos, busca direciona-los para as
mais diversas formagdes, atendendo suas necessidades e anseios no que diz respeito a
construgdo do conhecimento. Desse modo, o processo de ensino da Matematica precisa estar
incluido dentro do processo de formacao humana e integral, mas, sem precisar desvincular-se
de seus conceitos e conteudos mais avancados, servindo como base para os estudos do

Célculo Diferencial e Integral, por exemplo.

Ainda sobre a abordagem do Calculo no Ensino Basico, Avila (2006) ressalta que o
estudo formal de derivada é dificil para alunos do Ensino Médio, afinal, 0 mesmo é precedido
por um estudo formal de limites, que exigem manipulacdes algébricas pouco familiares aos
estudantes que iniciam um curso de Calculo. Porém, uma abordagem mais intuitiva da ideia
de derivada pode ser trabalhada no Ensino Médio, pois os proprios conteidos da grade

curricular s&o preceitos para esse estudo.

O propdsito dessa pesquisa é propor uma sequéncia de atividades, que possibilite ao
estudante do Ensino Médio compreender intuitivamente o conceito de derivada de uma
funcédo, utilizando para tal, a Geometria Analitica. Também apresentar aos professores e
pesquisadores uma alternativa para a abordagem do Calculo com suas turmas do Ensino
Médio, em que os professores podem utilizar o contedo de Geometria Analitica previsto na
matriz curricular. A ideia principal ndo é definir conceitos abrangentes relacionados ao
Célculo, mas sim, construir um ferramental matematico para que se consiga dar uma
introducdo a tais conceitos, para que os alunos que desejam seguir sua graduacéo na area das
Ciéncias Exatas possam ter maior facilidade de compreensdo das primeiras ideias que serdo
aprendidas e utilizadas no Calculo. A preocupacdo em capacitar meus alunos ndo so a
ingressar na faculdade, por meio de vestibulares ou ENEM (Exame Nacional do Ensino
Médio), mas também em prepara-los para as possiveis disciplinas de Matematica em suas
graduacOes, € um agente motivador dessa pesquisa. Nesse contexto, o0 objetivo geral da
sequéncia proposta em nossa pesquisa € conceituar intuitivamente a derivada na etapa do
Ensino Médio, por meio das equacfes da reta na Geometria Analitica, e apresenta 0s

seguintes objetivos especificos:

e Revisar 0s conceitos de equacao da reta e coeficiente angular de uma reta;



25

e Definir reta secante a uma curva e construir retas secantes a uma parabola cuja fungéo
é dada;

e Descrever como determinar a reta tangente a uma curva;

e Encontrar o coeficiente angular e a equacdo da reta tangente a uma paradbola cuja
funcdo € dada, em um ponto determinado;

e Determinar algebricamente a expressao que permite calcular o coeficiente angular de
uma reta tangente a uma parabola qualquer, em um ponto qualquer pertencente a essa
parébola;

e Ampliar o conceito de coeficiente angular da reta tangente (derivada) para outros tipos
de curvas;

e Aplicar o conceito de derivada para resolucdo de problemas de Fisica.

No decorrer dos capitulos dessa dissertacdo, discorreremos sobre os agentes
motivadores de nossa pesquisa, o referencial tedrico didatico e matematico e os resultados

obtidos com nossa pesquisa.

No capitulo 2, discorremos sobre os processos de ensino e aprendizagem do Célculo
Diferencial e Integral 1 (CDI 1) no Ensino Superior, relatando dificuldades enfrentadas por
professores e alunos e apontadas por pesquisadores da area. Em seguida, trazemos a ideia da
abordagem do ensino de Calculo no decorrer do Ensino Médio, mostrando ideias de outros
pesquisadores da area e discutindo como isso pode ser uma alternativa para reduzir os altos
indices de reprovacdo em CDI 1. Apresentamos também uma analise de livros didaticos que
fazem parte do Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD), que foram
selecionados pelas redes de ensino para serem trabalhados com os alunos e também de um
livro mais antigo que ndo faz mais parte do programa, com o objetivo de mostrar as ideias de
Calculo que estdo presentes nesses livros e que podem ser adaptadas para a abordagem das

ideias intuitivas que permeiam o estudo do Calculo.

No capitulo 3, apresentamos a didatica da Resolu¢do de Problemas (RP), norteador
pedagdgico de nossa pesquisa. Discorremos sobre alguns aspectos histéricos e sua
importancia para a Educacdo Matematica, com definicdes e apontamentos feitos por
pesquisadores brasileiros e estrangeiros. Falamos de seus fundamentos com Polya, em sua
obra “How to Solve It”, datada de 1944, e sua organizacdo das quatro fases para resolucdo de
um problema. E por fim, abordamos a metodologia sugerida por Dante (1991), em sua obra

“Didatica da resolugdo de problemas de Matematica” em que o autor d4 importantes sugestdes
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de como o professor deve trabalhar a resolucdo de problemas em sala de aula, bem como
detalha quais s&o seus objetivos em cada etapa (oito objetivos).

No capitulo 4, apresentamos o referencial tedrico matematico que fundamenta a
aplicacdo de nossa pesquisa. Discorremos sobre o sistema de coordenadas cartesianas, as
equacOes da reta e as formas como ela pode ser escrita, posicoes relativas de retas no plano, o
coeficiente angular da reta, a derivada de uma funcdo em um ponto, a velocidade média
escalar, velocidade e aceleracdo instantanea. Nesse capitulo, nosso intuito foi relacionar de
maneira intuitiva e clara, a relacdo existente entre o coeficiente angular de uma reta tangente a
uma curva C:y = f(x) em um ponto pertencente & essa curva, com a derivada da funcéo
nesse ponto. Por fim, a relacdo que existe entre esse valor e seu emprego na Fisica, com

aplicac@es no calculo da velocidade e aceleragdo instantanea de uma particula.

O capitulo 5 trata dos procedimentos metodoldgicos, relata o carater qualitativo de
nossa pesquisa e traz informagdes referentes & maneira como foi feita a anélise de dados e o
que a pesquisa procurou privilegiar em relacdo ao objetivo. Apresenta também informacdes

sobre o procedimento metodologico para aplicacdo da pesquisa.

No capitulo 6 analisamos os dados referentes a aplicacdo da pesquisa. Apresentamos
as solucdes dos alunos para as atividades propostas na sequéncia didatica, trazemos relatos de
fatos relevantes que aconteceram durante a aplicacdo da pesquisa como, as interferéncias
feitas pelo pesquisador, a participacdo efetiva dos alunos no desenvolvimento das solucdes
dos problemas, sugestdes para professores e pesquisadores que tenham interesse na aplicacéo
da sequéncia proposta e consideracdes sobre os objetivos alcangados, mediante a Didéatica da

Resolucéo de Problemas proposta por Dante (1991).

Por fim, no capitulo 7, apresentamos algumas consideracdes finais sobre a pesquisa, 0
aprendizado que construimos e os resultados que obtivemos. Apresentamos sugestfes
pertinentes a uma possivel otimizacdo da sequéncia e perspectivas sobre o ensino de Calculo
no Ensino Médio e como isso pode ajudar a melhorar a qualidade dos processos de ensino e

aprendizagem para as primeiras séries dos cursos de graduacdo em Ciéncias Exatas.
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2. EDUCACAO MATEMATICA: OS PROCESSOS DE ENSINO E APRENDIZAGEM
DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

Para contextualizacdo da abordagem do ensino do Célculo na Educacdo Bésica, é
necessario transcorrer sobre alguns aspectos que envolvem o ensino do Calculo nos cursos de
graduacdo em que essa disciplina esta envolvida. Embora nossa pesquisa esteja diretamente
ligada a abordagem da nogdo intuitiva de derivada para alunos do Ensino Médio,
consideramos que pesquisar sobre o estado atual do ensino de Célculo possa trazer dados e
informacdes relevantes para a abordagem de nosso tema, principalmente no que se refere ao
estudo dessa disciplina nos primeiros semestres dos cursos, haja vista que o tema derivadas
faz parte do primeiro nivel do Calculo, em que alunos e professores encontram dificuldades

para uma construcéo eficaz dos processos de ensino e aprendizagem.

A disciplina de Célculo Diferencial e Integral 1 (CDI 1), é a parte do ensino de Célculo
que geralmente aborda os conteldos: Funcdo de uma variavel real, limites, derivadas e
integrais de funcdes de uma variavel. Essa disciplina faz parte da matriz curricular de diversos
cursos de graduacdo, como por exemplo as Engenharias, Matematica, Fisica e Ciéncias da

Computacéo.

Nas proximas secdes deste capitulo discutiremos as questdes: Qual o panorama atual
do ensino e aprendizagem de Calculo no Ensino Superior? Quais os problemas e dificuldades
com a disciplina por parte de professores e alunos? E possivel uma abordagem do Céalculo no

curriculo de Matematica do Ensino Médio?

2.1 O ENSINO DE CALCULO NOS PRIMEIROS ANOS DO ENSINO SUPERIOR: UM
PROBLEMA DE VIES HISTORICO

Os discentes ingressantes nos cursos de graduagdo enfrentam grande dificuldade de
aprendizagem e assimilacdo dos conteudos das disciplinas envolvidas com a Matematica,
principalmente com a disciplina de CDI 1. Essa dificuldade implica geralmente em uma
grande taxa de reprovacdo na disciplina e também uma elevada taxa de evasdo ja nos
primeiros semestres dos cursos. Essa tematica ja é discutida em ambito nacional e
internacional, e tem sido motivo de preocupacdo de muitos pesquisadores (FIGUEIREDO et
al, 2014).

Muitas pesquisas abordam o problema do processo de ensino e/ou aprendizagem de

Célculo em varios contextos, oferecendo assim elementos para uma analise das dificuldades
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que sdo detectadas. Algumas dessas pesquisas apontam que a apresentacdo formal dos
enunciados matematicos, de modo linearizado numa cadeia de resultados, que ndo apresentam
espaco para discussdes, tende oferecer aos alunos o produto do pensamento matematico,
relegando assim o processo de se pensar matematica. Assim, ndo ha foco na trajetoria do
pensamento matematico e em seu processo criativo, que considera o contexto do problema e
as etapas que levam a conjectura de resolucéo, resultados e prova desses resultados (ZUCHI,
2005).

A falta de base matematica dos alunos ao ingressarem na universidade, é apontada por
professores como um dos fatores que geram as dificuldades iniciais dos alunos em Calculo
(PAGANI E ALLEVATO 2014, apud ALVARENGA et al., 2016). Rezende (2003), em sua
tese de doutorado, sugere que a origem desse problema esta na forma como se inicia 0 ensino
de Calculo. Mas essa dificuldade decorre de onde? Do processo de aprendizagem? Da falta de
noc¢oes basicas do aluno? Das dificuldades dos professores e suas metodologias? Ou ainda, da

estrutura curricular do ensino de matematica que nao da suporte necessario para a disciplina?

De acordo com Lima (2014) existem algumas justificativas para esse fracasso no
processo de ensino e/ou aprendizagem do Calculo nos primeiros semestres dos cursos de
graduacdo. Algumas delas seriam: a ma formacdo durante a Educacdo Bésica; o nivel de
abstracdo que a matéria exige; a metodologia adotada pelos professores responsaveis pela
disciplina; a falta de habilidade dos alunos de compreender e construir conceitos e ainda,

problemas existentes na estrutura de ensino.

No que diz respeito aos altos indices de reprovacdo na disciplina de CDI 1, Alvarenga
et al. (2016), ressaltam que as dificuldades enfrentadas pelos alunos em relacdo a falta de base
matematica (principal dificuldade apontada pelos professores), € um problema de &mbito
nacional e internacional e, que desse modo, ndo pode ser justificativa exclusiva para tais
indices. Ressaltam também que ha uma insatisfacdo geral com o curso de Célculo em varios
paises do mundo na Gltima década, mesmo diante do fato de que os alunos que iniciam 0s
estudos em CDI 1 tenham aprendido a base matematica por meio de metodologias totalmente

diferentes.

Em sua tese de doutorado, Rezende (2003) defende que os problemas com o ensino e
aprendizagem de Calculo sdo de natureza epistemoldgica, ou seja, transcendem a questdo dos
métodos e tecnicas de ensino, inclusive, sdo anteriores ao seu tempo de realizacao.

Concordamos com Rezende (2003) quando ressalta que a falta de base dos alunos ndo € um
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problema exclusivo da disciplina de Calculo, ela também faz falta para o ensino de outras
disciplinas presentes nos cursos de graduagdo e nem por isso, existe uma taxa de reprovagao

tdo elevada.

Conforme Coimbra (2015), os alunos vém mostrando um resultado insatisfatorio na
disciplina de Calculo em seu primeiro nivel no Ensino Superior e, a inclusdo dos conceitos
dessa disciplina ainda no Ensino Bé&sico poderia ndo resolver totalmente o problema, mas
auxiliar no aumento dos indices de aprovacéo, ciente é claro de que este ndo € o Unico fator a

ser levado em conta.

Na préxima secdo apresentaremos alguns pontos sobre a inser¢do do Calculo no Ensino
Médio.

2.2 0 ENSINO DE CALCULO NO ENSINO MEDIO

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) propde que no Ensino Médio, ultima
etapa da Educacdo Basica, se dé continuidade as aprendizagens do Ensino Fundamental, com
foco na construcdo de uma visdo integrada da Matematica com suas aplicacfes a realidade,
sendo preciso levar em conta as vivéncias cotidianas dos alunos, suas condigdes
socioeconémicas, 0 avanco da tecnologia e as exigéncias do mundo do trabalho. Essas
consideracBGes direcionam o ensino da Matematica a aproveitar todo o potencial dos
estudantes e de promover acdes que provoquem seus processos de abstracdo e reflexdo,

fortalecendo sua capacidade de criagéo, inducéo e deducdo (BRASIL, 2018).

Segundo Avila (1991) os conceitos de Calculo Diferencial e Integral sdo base para a
ciéncia moderna desenvolvida nos ultimos 300 anos, entdo é dificil desvincular o Calculo de
uma Matematica que esta integrada as tecnologias e as aplicacdes a realidade. A BNCC néo
traz em seu programa os contetidos especificos de Calculo, mas muitos dos conceitos e
conteudos la contidos podem ser adaptados para a abordagem intuitiva do Calculo, como por

exemplo, o estudo das fungdes, taxa de variacdo, limite e otimizacao.

Segundo Pagani e Allevato (2014), sobre a possibilidade de se trabalhar com o Célculo
no Ensino Médio:

Apesar de o Célculo ser uma disciplina ministrada em cursos da Educacdo Superior,
0 ensino de suas ideias, conceitos e elementos tem sido considerado bastante
pertinente, nos dias de hoje, também no Ensino Médio. Isso decorre, especialmente,
de dois aspectos: (1) de que esses contelidos podem estar ao alcance de alunos desse
nivel de ensino, e (2) de que o Calculo é uma disciplina de relevante importancia no
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desenvolvimento da ciéncia e tecnologia, integrando, assim, as grades curriculares
de varios cursos técnicos no Ensino Médio (2014, p. 2).

Concordamos com Avila (1991) quando defende que é um erro a excluso das ideias do
Célculo no Ensino Basico, pois € uma matéria que traz em si ideias modernas, compativeis
com as aplica¢bes da matematica no mundo moderno. Sendo que o objetivo do Ensino Médio
é preparar o jovem para se adequar a sociedade e para as novas possibilidades que Ihe surgem
pos periodo escolar, ndo se deve entdo ensinar matematica para formar apenas especialistas no
assunto, mas sim, por que ela é uma parte significativa do desenvolvimento historico do ser

humano.

Nos dias atuais, a matriz curricular de Matematica no Ensino Médio nao contempla o
ensino do Calculo. Isso acontece, pois ao final dos anos 50 e inicio dos anos 60 do século
passado, aconteceu um movimento em defesa da modernizacdo do ensino de matematica,
denominado por esse motivo, de Matematica Moderna. Sua principal ténica foi uma énfase
excessiva no formalismo e no rigor das apresentacdes, 0 que custou ao curriculo a retirada de

alguns topicos importantes da matematica, como a Geometria e o Calculo (AVILA, 1991).

Com a consolidagdo do Calculo com Leibniz (1646 — 1716) e Newton (1643 — 1727),
suas ideias e seus conceitos sdo considerados indispensaveis para a constru¢do do pensamento
em diversas areas, principalmente nas areas de Ciéncias Exatas. Sendo assim, a abordagem do
Célculo no Ensino Médio estd em consonancia com o objetivo dessa fase escolar, de

contribuir na formagdo humana integral dos alunos.

Segundo Avila (1991, p. 2), sobre a inclusio de conceitos de Calculo no Ensino Médio:

Ademais, o Calculo, desde que apresentado convenientemente, ao contrario de ser
dificil, é muito gratificante pelas ideias novas que traz e pelo poder de alcance de
seus métodos. E perfeitamente possivel, em uma unica aula, introduzir a nogéo de
reta tangente a uma curva e a de derivada de uma fungo.

Em nossa pesquisa, abordaremos a utilizacdo da ideia intuitiva de derivada e sua
aplicag&o, como um tépico de ensino para o nivel Médio. Corroboramos com Avila (2006), de
que o fato de a derivada ser considerada dificil e inadequada para a fase do Ensino Médio, se
da pelo fato de muitas vezes ela ser precedida de um estudo cansativo de limites. Isso porque
essa abordagem apresenta-se pouco intuitiva, caracterizada por um excesso de manipulagdo
algébrica, sendo pouco significativa para os alunos desse nivel (e por vezes até ao aluno do
nivel superior). O conceito de derivada, juntamente com o de integral, € um dos alicerces de

todas as ciéncias exatas nos ultimos trezentos anos.
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Mas com o curriculo de matemética do Ensino Médio estando tdo alentado, cheio de
contelidos tratados com rigor e que oferecem pouco espago na matriz curricular, como ainda
inserir nocBes de Calculo? Avila (1991) defende que na verdade o curriculo de ensino da
matematica estd mal estruturado. Faz-se entdo necessaria uma adequacdo do programa.
Segundo ele, as estruturas dos programas de ensino de matematica sofrem com a
consequéncia de sucessivas reformas, que levaram os topicos a serem apresentados sempre de
forma isolada. Existem tdpicos no ensino que ndo mais tém utilidade préatica nos dias de hoje,
mas que continuaram intocadas no curriculo, deixando-os mal estruturados e inflados. Um
exemplo disso, conceitos formais do estudo das fungdes, que vém a ter aplicabilidade apenas
em algumas situacdes especificas no Célculo.

Algumas ideias intuitivas de Calculo podem ser apresentadas em alguns contetidos do
Ensino Basico, desde que os problemas sejam escolhidos de maneira adequada, como por
exemplo, problemas de proporcionalidade, areas de figuras planas e volumes de sélidos
geométricos, e também nos estudos das funcdes, com problemas de maximos e minimos e de
comportamento do grafico da funcdo (intervalos de crescimento e decrescimento, por
exemplo) (CARDOSO, 2018).

Na sequéncia apresentaremos alguns exemplos das ideias de Calculo nos livros

didaticos do Ensino Médio.
2.2.1 Ideias de Calculo em livros didaticos do Ensino Médio

Nesta subsecdo abordaremos algumas ideias que fundamentam o Calculo que se
encontram em alguns livros didaticos do Ensino Médio. Para isso, efetuamos pesquisas nos
livros “Matematica — Contexto e Aplicagdes” de Luiz Roberto Dante, publicado em 2016, e
no livro “Matematica — Paiva” de Manoel Paiva, publicado em 2015. Ambos participaram da
ultima escolha de livros conforme o Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) no ano de
2016, para os trabalhos do ano letivo de 2017 na cidade de Joinville/SC. Para efeito
comparativo, pesquisamos também em um livro publicado no ano de 2005, “Matematica
Completa” de José Ruy Giovanni e José Roberto Bonjorno, escolhido no PNLD no ano de
2005, utilizado no periodo letivo que se estendeu de 2009 a 2011 em algumas escolas

estaduais.

“Matematica: Contexto & Aplica¢des” de Luiz Roberto Dante (2016) ¢ uma colegao

dividida em trés volumes (um para cada série do Ensino Médio) que ndo traz em seus
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volumes contetdos diretamente relacionado ao Calculo, mas trabalha com algumas ideias em
alguns de seus capitulos. Como por exemplo, no primeiro volume a determinacao de valores
de maximos e minimos de uma fun¢do quadratica. Ainda no capitulo de funcdo quadrética, o
autor traz um topico relacionando a funcdo quadratica com a Fisica, por meio do Movimento
Uniformemente Variado (MUV), em que ele aplica diretamente a ideia de calcular o limite da

fungéo, sem necessariamente utilizar o conceito de limite, como mostra a Figura 1.

Figura 1 — Conexao entre funcdo quadratica e o MUV

Movimento Uniformemente Variado (MUV)

O Movimento Uniformemente Variado (MUV) é caracterizado pela fungao quadratica:

que fornece a posi¢ao de um objeto em certo instante t.

Nesse caso, a é a aceleragdo, b é a velocidade inicial (quando t = 0) e ¢ é a posigao inicial do objeto.

A representacao grafica do Movimento Uniformemente Variado é uma parabola. Se a aceleragao for
positiva, a concavidade da parabola sera voltada para cima; se a aceleracao for negativa, a concavidade
sera voltada para baixo.

Sabemos que velocidade escalar média (v) em um intervalo de tempo € igual a:

varia¢ao do espaco(As)
tempo de percurso(At)

No caso do movimento de um objeto dado por uma funcao f, temos que sua velocidade média no
intervalo [t, t + h] é dada por:

Lo St -1
h

1

Para f(t) = 70t1 + bt + ¢, temos:
fit +h) = %a(tw)i +hlt+h)+c= —;-at7+ath+%ah” +bt +bh+c
3
flt+h) - ft) = %atz *ath+%ahz+ bt +bh+ £ — %mz . =ath+%ah1 +bh
Assim:

Vot
flt+h)=F(0) 3 ath + > ah*® + bh
h h

—at+Lan+b
2

Se tomarmos h cada vez menor, o valor da velocidade média se aproximara de at + b. Dai dizermos que
v(t) = at + b é a velocidade do ponto (no MUV) no instante t.

Observe que, se t = 0, v(0) = b. E por isso que chamamos b de velocidade inicial.

Na funcdo afim v(t) = at + b, a constante a (aceleracao) é a taxa de variagdo da velocidade. Como ela é
constante, o movimento chama-se uniformemente variado.

Um movimento & uniforme quando a
velocidade média tem o mesmo valor, qualquer
que seja o intervalo de tempo considerado.

~—
{13«} Capitulo 4
N

Fonte: Dante, 2016, p. 134.

Apdls esta explicacdo o autor traz uma lista de exercicios resolvidos aplicando o
conceito utilizado, seguindo com uma lista composta de quatro exercicios para que 0s alunos

resolvam. Podemos observar aqui que o autor ndo cita o limite da funcdo, apenas observa que
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se tomarmos o valor da variavel h cada vez menor (préximo de zero), pode-se concluir que a
velocidade instantanea no instante t se daré pela expressdo v(t) = at + b, em que a e b sdo

os coeficientes da funcdo quadratica inicial. Ndo menciona o fato de que a funcéo f'(t) =

at + b é a derivada da fungdo f(t) = %at2 + bt + c.

No capitulo de funcdo afim, o autor traz como topico de estudo, a taxa de variacdo

meédia desta fungéo, como mostra a Figura 2.

Figura 2 — Taxa de variagdo media de uma funcéo afim f(x) =ax+b
N

h 3 variavel x, passando de x para x + h, ha, em

1 nimeros reais, com h # 0, o numero

= "~ chama-se taxa de variagdo média da

fungdo f no intervalo [x, x + h].

Observagdes:

funcao constante.

Fonte: Dante, 2016, p. 76.

No decorrer dos volumes o autor traz mais algumas ideias intuitivas do Calculo

conforme os capitulos evoluem, como por exemplo, o limite da soma dos termos de uma PG
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infinita, cuja razdo pertence ao intervalo (—1,1). A ideia de limite também é abordada, sem
mencao ao conceito formal, quando no capitulo de funcdo exponencial, o autor apresenta o

namero irracional e e a funcdo exponencial e*.

“Matematica Paiva” de Manoel Paiva (2015) também é uma colecédo dividida em trés
volumes, uma para cada série do Ensino Médio, e também ndo traz nenhum capitulo que trata
diretamente de estudos de Célculo. O autor trabalha com algumas ideias intuitivas que séo
abordadas a medida em que os conteudos vao se desenvolvendo dentro dos capitulos. O
conceito de taxa de variacdo de uma funcdo no primeiro volume da colecdo, € abordado de

modo mais geral, ndo somente para a funcdo afim. A situacdo é exemplificada dando-se uma
~ . N ~ A - .
funcédo qualquer, e calculando a variagdo da funcao ﬁ = % dentro do intervalo [x4, x5]. O
B~—*A

autor utiliza essa ideia para determinar a condi¢do de crescimento ou decrescimento da funcao

dentro desse intervalo, sem fazer qualquer mencéo a definicdo de derivada da funcéo.

No segundo volume da colecdo, o autor também aborda a ideia da soma dos termos de
uma PG infinita, cuja razdo q pertence ao intervalo (—1,1). Assim como na anélise do livro
de Dante (2016), identificamos que Paiva (2015) ndo utiliza qualquer definicdo formal de
limite, apenas utiliza a ideia de que o numero n de elementos da progressao cresce

indefinidamente, ou seja, usa informalmente a nogao de “tende ao infinito”.

Procuramos escolher para esta andlise também, a cole¢do “Matematica Completa” de
José Ruy Giovanni e José Roberto Bonjorno (2005), colecdo esta que ndo faz mais parte do
quadro que integra o Ensino Médio atual, mas foi proposta pelo Programa Nacional do Livro
Didatico do Ensino Médio (PNLEM) para o triénio 2009, 2010 e 2011 no Estado de Santa
Catarina, e consideramos interessante a analise desse de um passado recente. E uma colegdo
dividida em trés volumes, sendo uma para cada série do Ensino Medio. No terceiro volume da
colecdo, o autor traz nos dois ultimos capitulos os contetdos de limites de uma funcédo e de

derivada de uma funcéo, contetidos esses que pertencem a grade de CDI 1.

O capitulo de limites (penudltimo capitulo), é dividido em 8 topicos ordenados pelo
autor da seguinte forma: O que é limite; propriedades dos limites; fungdo continua; limite da
fungdo composta; limites infinitos e limites para x tendendo ao infinito; célculo de limites
quando o numerador e o denominador tendem a zero; limite da funcdo exponencial; limite da
funcéo logaritmica. Aqui o autor aborda conceitos intuitivos de limite, por meio da ideia de

limite de uma sequéncia e segue o desenvolvimento do capitulo com a definicdo formal de
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limite, seguidos de exemplos resolvidos de calculos de limites, como mostram as Figuras 3, 4,
5eb.

Figura 3 - Ideia intuitiva de limite por meio do limite de uma sequéncia (a)

O que é limite

Antes de formalizarmos o conceito de Limite, vamos observar algumas situagoes. Nelas, vere-
mos que uma seqiiéncia de valores atribuidos a uma variavel implica em outra seqiiéncia de valores
numéricos de uma expressao dessa varidvel.

Idéia intuitiva de limite

Consideremos uma figura de forma quadrada e de drea igual a 1.

.l_

J.

f——— f———,

Vamos desenvolver as seguintes etapas:

» Colorir de azul metade dessa figura.

area colorida: %
» Colorir de amarelo metade do que restou em branco.
drea colorida: % + % = %
» Colorir de vermelho metade do que restou em branco.
area colorida: —;— + % + % = %

e 218

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 218.
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Figura 4 - Ideia intuitiva de limite por meio do limite de uma sequéncia (b)

Continuando esse processo sucessiva e indefinidamente, a regido colorida vai preenchendo
quase todo o quadrado inicial, isto é, a 4rea vai se aproximando de 1, ou seja, vai tendendo a 1.

13715 31 63
2° 48" 16" 32" 64" 7

Dizemos entdo que o limite dessa soma € igual a 1.
Quando dizemos que a drea da regiao colorida tende a 1, significa que ela se aproxima de 1,
sem no entanto assumir esse valor.

Observe o grafico da funcdo f: R — R, definida por f(x) =x+ 2.

y

e - m

/-2 0

Note que, 3 medida que os valores de x se aproximam de 3, por valores menores que 3 (pela
esquerda) ou por valores maiores que 3 (pela direita), f(x) se aproxima de 5. A tabela a seguir indica
os valores de f(x) para alguns valores de x:

— -

29 | 299 | 301 | 34 | 39

B 2 | 23 | | == | [
fx) | 4 45l %y goo |l || 54 | 59 |

De acordo com o exposto, podemos dizer que:

» O limite de f(x) quando x tende a 3 pela esquer- » O limite de f(x) quando x tende a 3 pela direita

da é igual a 5, e indicamos por éigual a 5, e indicamos por
xli-?} flx)=5 llin; f(x) =5

Os limites & esquerda e  direita sdo chamados de limites laterais.
Em vez das duas indicagdes anteriores, podemos utilizar a seguinte representagao unica:

Jlim, f(x) =5 Lése: o limite de f(x) quando x tende a 3 ¢ igual a 5.

Observe que f(3) = 5.
219 -

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 219.



Figura 5- Definicdo de limite e exemplos resolvidos (a)

Considere o gréfico da fungao f: R — R, definida por:

y
e /
[x,sex=<3 i
f(")—1x+2,sex>3 =" ;
0 5 x
Observe os limites laterais:
» Quando x se aproxima de 3 pela esquerda, » Quando x se aproxima de 3 pela direita, f(x)
f(x) se aproxima de 3, isto é: se aproxima de 5, isto é:
limL f(x) =3 !li*n} f(x)=5

Como os limites laterais neste caso sao diferentes, dizemos que nado existe o limite de f(x)
quando x tende a 3.

Defini¢do de limite

Considere o grafico da fungao f(x):

Dizemos que o limite da fungao f(x), quando x tende a a, é o niimero real L, se, e somente se,
os nimeros reais da imagem f(x) permanecerem préximos de L, para os infinitos valores de x
préximos de a. Indica-se:

lim f(x) = L

Podemos ainda calcular o limite quando existir {(x) em todos os pontos de um intervalo aberto
que contenha a, e os limites laterais, tanto da direita como da esquerda, tiverem o mesmo valor L.

Entdo:
_limL f{x) = lim f(x) = lh_r.n. f(x) =L

ol 220

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 220.
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Figura 6- Definicéo de limite e exemplos resolvidos (b)

Exemplos
M Dada a fungdo f(x) definida por f(x) = {

X+1sex>2
X*+lsex=2ex#—1

representd-la graficamente e verificar no grafico os limites:

a) lim_f(x) d) lim f(x)
b) lim f(x) ¢) lim f(x)
¢) Jim f(x) f) lim 0x)

Construinde o grafico da funcio f(x), temos:

a) im f{x) =5

b) ]nn f(x) 1

¢) Embora a fungao nao esteia definida para x
podemos observar no grafico que lim f(x)

L R
-

]
-

- €

lim {(x) = X Entdo: li!nlllx) = 2.

[ e

d) lim f(x) =5
e¢) Hm f{x) =3
f) 3 lim f(x)

Nao existe limite da fungdo quando x tende a 2, pois os limites laterais sdo diferentes.

Calcular liml ﬁfi‘—;a- e interpretar o resultado.

Quando ¥ se aproxima de 1, o valor numérico de (x* + x — 3) se aproxima de (1* + 1 ~ 3], ou seja, de

1. ¢ o valor numérico de [x + 2) se aproxima de {1 + 2), isto é , de 3. Logo, o valor numérico de

x* + ) 3 i . : . :
i 2. se aproxima de . Podemos, entdo, calcular o limite de um modo mais rdpido, substi-

1
x+2 3

tuindo x por 1.

tor XX == '+1-3 1

fim XX —3 _ S ;

' X +2 1+2 3
Calcular os limites:

; 3y -1
lim (x* - 5x + 4 b) lim X —Xx +1 o) lim X
a),_.z ) );-u—_l—_Zx )a-‘l_—x—l
Substituindo x em cada expressio pelo valor do qual ele se aproxima, temos:

a) lim (x° Sx 4+ 4= 2 §52+4 ==

;o X! —X*+1 I' - F +1 1—1+1

N —— = - = —]
b) lir F =30 =3
¢) lim ,“ =5 r“ L 3

Jx -1 Jq -1

22 e

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 221.
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A continuacdo do conteudo se d& com sugestdes de exercicios de repeti¢do, sem muito
rigor matematico. Predominam as representacdes algébricas dos conceitos e também algumas
representacdes graficas. As listas de exercicios sdo extensas e caracterizadas pela presenca de
alguns exercicios de provas de vestibulares da época, 0o que deixa a impressdao de que o
objetivo desta secdo é treinar os alunos para 0 manuseio algébrico dos limites e pouco espago

para a compreensao dos conceitos.

Seguindo para o capitulo de derivadas (Gltimo capitulo do livro), o autor o dividiu em
10 topicos como seguem: Taxa de variagdo media; derivadas; derivadas fundamentais;
derivada de uma soma ou de uma diferenca de funcGes; velocidade escalar instantanea;
aceleracdo escalar instantanea; derivada de um produto de fungdes; derivada de um quociente

de funcgdes; derivada da fun¢do composta ou regra da cadeia; estudo da variagdo de funcoes.

O autor inicia o capitulo retomando a ideia de taxa de variacdo média de uma funcéo
em um determinado intervalo pertencente ao dominio da fungéo. Essa ideia foi explorada no
capitulo de func@es, no primeiro volume dessa colecdo, porém agora o autor a define com um
maior rigor matematico e aproveita para relacionar a taxa de variacdo com alguns conceitos
de Matematica e de Fisica, como por exemplo, a velocidade escalar média, a aceleracao
escalar média, crescimento médio e preco médio. Na sequéncia, ele parte para a definicdo

intuitiva e formal de derivada de uma funcdo, como mostram as Figuras 7, 8, 9 e 10.
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Figura 7— Taxa de variagdo de uma funcao (a)

Taxa de variagio média
Consideremos o gréfico da funcao y = f(x).
Y y = 1)
W proreeeaseccadenanasss ¢
L o

x X -

Denomina-se taxa de variagio média da funcdo y = f(x), no intervalo [x,, x,] a0 quociente:

Taw com X; > X,

n X~ X

Chamando a variacdo de y de Ay = f(x,) — f(x,) e a variacdo de x de Ax = X, — X,, temos:

T = Ay _ fx) = fx)

" AX X, — X,

A taxa de variagdo média corresponde, entdo, a variagdo de y por unidade de x, em média,
entre X, € X,.

Observe que a taxa de variagdo média de uma fungdo em um intervalo € 0 coeficiente angu-
lar do segmento cujos extremos s3o os pontos (x,, f(x,)) e (x,, f(x,)):

=L

Por exemplo, no grafico a seguir a taxa de variagao média da fungio y = f(x) entre x, = 3 e x, = 76

Ax.sf(xl)—f(x")=17—s=ﬁ=3
Ax £ =% 73 -+

Ta =

Y

DERIVADAS 242

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 242.



Figura 8 — Taxa de variacdo de uma funcéo (b)

Isso significa que entre X, = 3 e x, = 7 a variagao
de y por unidade de x foi, em média, igual a 3.

Podemos ter vdrias fungdes que passam por es-
ses pontos, conforme mostra o grafico ao lado.

Para qualquer dessas fungoes, a taxa de variacao
média entre x, =3 eXx, =76 3.

Do exposto, podemos concluir que a taxa de va-
riacdo média nos mostra com que rapidez a fungao
varia, isto é, ela se refere a um intervalo de valores de
x em que o valor de f(x) pode ter aumentado ou dimi-
nuido muito mais rapidamente do que o indicado pela
taxa de variagao média. A tinica exce¢do ¢ para a fun-
¢ao do primeiro grau f(x) = ax + b, em que a taxa de
variagao média é constante e igual a a.

Se considerarmos um carro que se desloca da
posicdo s, no instante 1, para a posi¢ao s, no instante
t,, conforme grafico ao lado a taxa de variagao média
da posi¢ao s em relagdo ao tempo t, é a velocidade
escalar média v, do carro.

A velocidade escalar média é a velocidade que o
carro deveria ter em movimento uniforme para reali-
Zar o Mesmo percurso no mesmo tempo.

Analogamente, podemos interpretar como acele-
racdo escalar média, crescimento médio, preco médio v=2=5_5%5"5%
as taxas de variacdo média das fungbes correspondentes. At

Derivadas

Para caracterizar a rapidez com que uma fungdo y = f(x) varia em um ponto X,, utilizamos a
nogao de taxa de variacdo no ponto ou derivada.

A idéia de tal nogao ¢ a de que uma curva pode ser bem aproximada por uma reta nas proximi-
dades de um ponto. Vamos mostrar que a rapidez com que uma fungao varia em um ponto pode ser
associada 2 taxa de variagdo da fun¢do y = ax + b que melhor se aproxima da fun¢ao no ponto x,.

De todas as retas que passam pelo ponto P(x;, ,). y
a que melhor se aproxima do gréfico de y = f(x) para
valores de x préximos de x, ¢ a reta tangente a curva

nesse ponto.

Yo

243 PO

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 243.
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Figura 9 — Defini¢do de derivada (a)

Para estudar a determinacao da tangente a uma curva num de seus pontos, consideremos
o gréfico da fungdo y = f(x) dado por uma curva que possui uma reta t, tangente a f(x) no ponto

(X Yo+

Ax = incremento da variavel x

| 8y

' Ay = incremento da fungdo

A :
W rmenpermsmommessseesns " ot &Y razio incremental
7 : ax
) e E
L ‘ B ! !
X x X

Na figura, temos:

» § é uma reta secante a curva

» t é uma reta tangente a curva no ponto A(x,, y,)

»tgP = %xy— (considerando o triangulo ABC)

Note que, quando Ax tende a zero, o ponto B tenderd ao ponto A e a reta secante s tenderd a
reta tangente t; como conseqiiéncia, o angulo p tenderd a o, e teremos:

i _A.Y. = uﬂ. =
Alxlr—{]o Ax A!(“Po X=X, B o
Enquanto Ax tende a zero, a reta secante tende a uma posi¢ao limite, que € a reta tangente a
curva no ponto A de abscissa .
Portanto, o coeficiente angular da reta tangente ¢ o valor do limite dos coeficientes angulares
das secantes quando Ax tende a zero.
lim Yy = VYo = lim f(x) e f(’(o) = lim l’(xu + Ax) = f(ﬁl

Ax-0 X = X, =0 X = X4 Ax ~+ 0 Ax

O valor desse limite denomina-se derivada da funcao f(x) no ponto de abscissa x, e indica-se f'(x,).

Seja a fungdo f(x) definida no intervalo [a, b] e seja um ponto de abscissa X, desse intervalo.

Denomina-se derivada da fungao f(x) no ponto de abscissa X,, o limite, se existir
e for finito, da razao gt ix: — f(x,) quando Ax tende a zero, ou seja:
. f(x, +Ax) - f
flxg = Jim Pot20-Tx)

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 244.



Figura 10 — Definicdo de derivada (b)

Fazendo Ax = X — X, = X = X, + Ax, podemos concluir que se Ax tende a zero equivale dizer
que x tende a X,.
Substituindo, obtemos outra expressdo equivalente.

F(x,) = lim f(x) = f(x,)
X=X X =Xy

Observagoes

» Para simplificar a linguagem, podemos dizer derivada da fungdo no ponto x, em vez de derivada
da fungdo no ponto de abscissa x,. Isto é, vamos empregar a palavra ponto em dois sentidos
diferentes: em algumas ocasides, vamos nos referir a um ponto do plano; e em outras, a um valor
da variavel independente x como sendo um ponto do eixo Ox.

y
y =1fx)

Hxa)

‘( cossccaccse
=

o)

Note que a cada valor de x, existe um {inico ponto do plano sobre o grafico da fungao.

» A derivada da funcio f, definida em um intervalo real aberto, ¢ a fun¢do indicada por f', tal que
seu valor, em qualguer ponto x do dominio de f, é dado por:

f(x) = Jim 106+ 8= 100)

se este limite existir e for finito.

» A interpretagao geomeétrica da derivada de uma funcdo f(x) € a de que, quando existe, f'(x;)
fornece o valor do coeficiente angular da reta tangente a0 gréafico de f(x) no ponto X.

f(x) =tga
Assim, a equagdo da reta tangente ao grafico de y = f(x) no ponto (x,, f(x,)) € dada por:

flx) = & )y fx) = Flx)x — %)

2% ¢
= X,
245 DERIVADAY

Fonte: Giovanni e Bonjorno, 2005, p. 245.
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Esse capitulo do livro segue com diversos exemplos de céalculos de derivadas pela
definicdo, utilizando manipulacdo algébrica e as listas de exercicios que seguem 0 mesmo
padrdo. Apds isso o0 autor traz demonstracdes de derivadas de algumas fungdes fundamentais
e também de propriedades de derivadas, porém os exercicios seguem a linha anterior, apenas
de aplicacdo dos conceitos demonstrados, com pouca aplicacdo pratica. Em seguida ele
aborda a relacdo da derivada com os conceitos de velocidade e aceleracéo escalar instantanea,
reservando esse espaco a utilizacdo da derivada para resolucéo de situacdes problemas. Nos
topicos de derivadas da fun¢do produto, da funcdo quociente, e da “regra da cadeia”, o autor
apresenta-as sem demonstracdes, informando ao leitor que tais propriedades seriam admitidas
sem demonstracdes. Entdo o capitulo é finalizado com o estudo do comportamento das
funcbes com base no valor de sua derivada (intervalos de crescimento e decrescimento e

funcéo constante cuja derivada € nula).

Diante dos exemplos expostos podemos entdo entender que o Calculo ja foi parte
integrante do curriculo do Ensino Médio, porém quando abordado de maneira mais formal,
trabalhando diretamente 0s seus conceitos, esse tdpico de ensino era relegado aos capitulos
finais dos livros didaticos, o que pode ser devido a sua complexidade se abordado mediante
conceitos formais de limites. Sendo assim, este era um topico que a maioria dos professores
ndo abordava pela falta de tempo (e talvez até preparo) para se trabalhar. Posso citar aqui a
minha propria experiéncia escolar, cursei a terceira série no ano de 2005 (ano de publicacdo
do livro analisado) e ndo acompanhei aulas ou quaisquer referéncias sobre tais contetdos.
Alias, um aluno observador verifica por si s6 que em nenhuma série sdo abordados todos os

conteudos apresentados nos livros.

Conforme alerta Avila (1991, p. 3), “... A ideia de que os programas de Matematica
sdo extensos € ndo comportariam a inclusdo do Calculo é um equivoco”. O que os programas
precisam € de uma reestruturacdo que ndo seja fundamentada em excesso de formalismo, na
introducdo de conceitos que ndo sdo solicitados no desenvolvimento da disciplina, gastando-

se muito tempo e esfor¢o para obtengdo de poucos resultados praticos.

As ideias apresentadas em nossa analise mostram que alguns autores de livros
didaticos atuais tém concordado com essa preocupagdo em relacdo aos processos de ensino e
aprendizagem do Calculo, tanto que apresentam algumas ideias de limites e derivadas no
desenvolvimento dos conteudos. Podemos ainda levantar algumas questdes como: Esse

esforco que atualmente os autores tém empenhado é suficiente para contribuir com a melhora
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dos resultados dos alunos na disciplina de CDI 1 em suas graduagdes? E possivel inserir ainda
mais ideias de Célculo no curriculo do Ensino Médio, dada sua relevancia para a ciéncia
moderna e para a sociedade? Para essa segunda questdo, cremos que a resposta seja sim, e
esse € um dos agentes motivadores de toda a nossa pesquisa, pois nossa hipétese € de que a
abordagem de conceitos de Célculo, com aplicacbes mais praticas sem excessos de
formalismos e rigor visando incluir o aluno como protagonista no processo de aprendizagem
da Matematica no Ensino Médio pode auxiliar o aluno a superar as dificuldades iniciais com o
Célculo. Para isso, fundamentamos nossa pesquisa na Didatica de Resolucdo de Problemas,

cuja metodologia favorece nossa tese de pesquisa e sera apresentada no proximo capitulo.
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3. REFERENCIAL TEORICO DIDATICO - A RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Essa pesquisa tem como um dos pilares de fundamentacdo tedrica a Didatica da
Resolucdo de Problemas. Apresentaremos aqui algumas definicGes para esta didatica, seu

desenvolvimento historico e uma justificativa da escolha por adotar essa metodologia.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) (BRASIL, 1998) os processos
de ensino e aprendizagem de Matematica sdo essenciais para o0 desenvolvimento humano e
social, contribuem para o desenvolvimento de uma visdo de mundo, para a interpretacdo de
diversas situacOes, para o desenvolvimento de capacidades que séo exigidas no modelo atual
de sociedade, seja no mercado de trabalho ou em qualquer area que exija do ser humano a

capacidade de raciocinio l6gico e criatividade.

A proposta do PCN € que cada escola ou professor proponha um planejamento que
permita o desenvolvimento e a construcdo do conhecimento matematico. Ligados a isso, estdo
a escolha de temas e conteldos, e a articulacdo destes, com a estratégia didatica a ser
utilizada. A resolucdo de problemas é a perspectiva metodoldgica, segundo o PCN, que deve
ser entendida como a postura de investigacdo frente a qualquer situacdo ou fato que possa ser
questionado (BRASIL, 1998).

A Resolucdo de Problemas passou a ser tratada como tema de interesse de alunos e
professores, a partir da obra “How fto Solve It” de George Polya, conhecido como o “pai” da
Resolugdo de Problemas, datada de 1944, e traduzida para o portugués como “A Arte de
Resolver Problemas”. Polya tinha como intuito apresentar estratégias para que o aluno se
tornasse um bom resolvedor de problemas (AZEVEDO; FIGUEIREDO; PALHARES, 2016).

Com o advento do movimento Matemética Moderna, nos anos 60 e 70, e sua énfase
excessiva no rigor e formalismo, a Didatica de Resolucdo de Problemas acabou tendo pouca
relevancia, mas apds esse periodo emergiu no campo da Educagdo Matematica,
caracterizando o aluno como um ser ativo nos processos de ensino e aprendizagem e por
privilegiar a constru¢do do conhecimento. Isso se deu devido ao fracasso comprovado com o
ensino da matematica nos moldes propostos pelo movimento Matematica Moderna
(PAGANI, 2016).

De acordo com Onuchic (1999), sobre a importancia da Didatica de Resolucdo de

Problemas nos dias atuais:
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Somente nas Ultimas décadas os educadores matematicos passaram a aceitar a ideia
de que o desenvolvimento da capacidade de resolver problemas merecia mais
atencdo. A caracterizacdo de Educacdo Matematica, em termos de Resolucdo de
Problemas, reflete uma tendéncia de reacdo a caracterizagdes passadas como um
conjunto de fatos, dominio de procedimentos algoritmicos ou um conhecimento a
ser obtido por rotina ou por exercicio mental. Hoje, a tendéncia é caracterizar esse
trabalho considerando os estudantes como participantes ativos, os problemas como
instrumentos precisos e bem definidos e a atividade na resolugéo de problemas como
uma coordenacdo complexa e simultdnea de vérios niveis de atividade (1999, p.
203).

Ao se trabalhar com Resolucdo de Problemas, & necessario que se compreenda
perfeitamente a definicdo de problema. Entdo nos perguntamos qual a definicdo adequada de
problema? Segundo Lester (1982*, apud DANTE, 2009, p. 12) “...problema ¢ uma situaco
gue um individuo ou grupo quer ou precisa resolver e para a qual ndo dispée de um caminho
rapido e direto que o leve a solugao”. Essa definicdo € segundo Dante, consensual entre 0s
educadores matematicos. Um individuo se depara com uma situagdo problema quando tem

um objetivo a ser alcangado, mas temporariamente ndo dispde dos métodos para fazé-lo.

Ainda sobre uma defini¢cdo de problema, segundo Palhares (1997):

Um problema é constituido por um conjunto de informagdes sobre uma situacao
inicial e sobre a situagdo final que é requerida, ou sobre a transformacdo que é
requerida; existe um obstaculo que impede uma classe de individuos de obter a
transformacdo requerida sem recorrer a algum tipo de raciocinio para que obtenha a
solucdo pelos seus proprios meios (ou uma solugdo, ou a certeza que ndo ha
solucdo); a classe de individuos para os quais existe um obstaculo tera que aplicar
algum ou alguns dos procedimentos descritos atras; finalmente ndo pode existir
indicacdo precisa de qual o procedimento a utilizar (p. 167).

Dante (1991) ressalta que primeiramente o professor precisa saber distinguir exercicio
de problema. Exercicio, como o proprio nome sugere, Serve para exercitar, praticar um
determinado processo ou algoritmo. Problema € a descricdo de uma situacao, na qual se deve

encontrar algo desconhecido, sem ter previamente um algoritmo que garanta a resolugéo.

Fazendo um comparativo com as definicdes de problema supracitadas, podemos
verificar que elas apontam para um consenso no que diz respeito ao fato de que um problema
é uma situagcdo desconhecida, na qual aquele que se propde a resolvé-lo precisa adotar
estratégias e formular um plano para a resolucdo, estando dotado de conhecimentos prévios
que o auxiliardo a determinar uma solucdo até entdo desconhecida, sem a aplicacéo direta de

algum método ou algoritmo.

L LESTER JR., F. You can teach problem solving, Arithmetic Teacher, 25(2), p. 16-20, 1977.
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Para ser um bom problema, ele deve ser desafiador, real e interessante para o aluno,
também considerando que deve ter um nivel adequado de dificuldade, ndo consistir na
aplicacdo evidente e direta de algoritmos e seu elemento desconhecido, ou aquilo que se busca
encontrar com a resolucdo de tal problema, deve realmente ser desconhecido pelo aluno.
(DANTE, 1991).

Mas afinal, o que € resolver um problema? Nada melhor do que recorrermos a George

Polya, o “pai” da resolucao de problemas para responder essa questao.

Resolver um problema é encontrar os meios desconhecidos para um fim nitidamente
imaginado. Se o fim por si s6 ndo sugere 0s meios, se por isso temos de procura-los
refletindo conscientemente sobre como alcancar o fim, temos um problema.
Resolver um problema é encontrar um caminho a partir de uma dificuldade,
encontrar um caminho que contorne um obstaculo, para alcancar um fim desejado,
mas ndo alcancavel imediatamente, por meios adequados.

Resolver problemas é da prdpria natureza humana. Podemos caracterizar 0 homem
como o0 ‘animal que resolve problemas’; seus dias sdo preenchidos com aspiracGes
ndo imediatamente alcancaveis. A maior parte de nosso pensamento consciente é
sobre problemas; quando ndo nos entregamos a simples contemplacdo, ou
devaneios, nossos pensamentos estdo voltados para algum fim (POLYA, 1997).

Para resolver um problema, o aluno precisa, além de compreender o que foi proposto e
ser capaz de emitir uma resposta ou resultado para tal, conseguir colocar a prova 0s
procedimentos adotados, realizar testes de verificacdo e ainda compara-los com outros
procedimentos possiveis, valorizando mais o processo de resolucdo do que unicamente a
emissdo de uma resposta correta. O aluno assim torna-se protagonista do processo de

resolucéo, e ndo um mero reprodutor de conhecimentos transmitidos (DANTE, 2009).

Nossa pesquisa utilizard a Didatica de Resolucdo de Problemas, proposta por Dante
(2009), para conceituar intuitivamente a ideia de derivada, utilizando a Geometria Analitica.
Nas proximas subsecdes, abordaremos o processo proposto por Polya, e seguiremos com a
proposta de Dante, que foi escolhida para esse trabalho, detalhando seus métodos, principios e

objetivos.

3.1 AS QUATRO FASES PARA A RESOLUCAO DE UM PROBLEMA SEGUNDO O
METODO DE POLYA

Nessa secdo, utilizaremos como referéncia a obra “A arte de resolver problemas
(POLYA, 2006), e discorreremos sobre a metodologia para a resolu¢do de um problema e as

quatro fases propostas pelo autor.



49

Em sua obra “How to Solve It”, uma das preocupagdes de Polya (2006) foi responder a
pergunta, como resolver um problema? A fim de organizar os métodos a serem aplicados
conforme a sua proposta, Polya (2006) dividiu o processo de resolver um problema em quatro
fases: compreensdo do problema, estabelecimento de um plano, execucdo do plano e

retrospecto.

Cada uma das fases tem sua relevancia, por exemplo, o problema se tornard
desagradavel se o aluno se dispuser a fazer calculos sem ter uma compreensao precisa do
problema, todo seu esforco sera inutil sem a elaboracdo de um bom plano de resolucéo.
Verificar a eficiéncia do plano de resolucdo em cada passo auxilia no éxito final assim como
cria espaco para outras perspectivas de resolucdo (POLYA, 2006). Resumiremos a seguir

cada uma dessas fases:

Na primeira fase, compreensdo do problema, o papel do professor é fundamental para
despertar no aluno o interesse na resolugcdo do problema, afinal, trabalhar para um fim
indesejado ndo é prazeroso. Para isso, 0 professor precisa primeiramente escolher um bom
problema para trabalhar, em um nivel de dificuldade ndo muito dificil, tampouco muito facil,
e também é papel do professor auxiliar o aluno na compreensdo do problema. Ainda é
importante observar que o enunciado verbal do problema precisa ficar bem entendido, afinal o
aluno precisa identificar quais sdo as incognitas, os dados e as condi¢Ges propostas no

problema, enquanto cabe ao professor estar atento a esses questionamentos por parte do aluno.

Ainda nesta fase, cabe ao estudante considerar com atencdo e repetidamente, as partes
principais do problema. Deve comecar pelo enunciado do problema, por meio dele visualizar
0 problema como um todo, com a maior clareza possivel. Caso necessario fazer figuras
relacionadas ao problema, atribuir incognitas e procurar utilizar uma notacdo adequada, pois
assim sera obrigado a considerar 0os elementos para 0s quais essas figuras e incdgnitas sao
atribuidas. Também deve buscar fazer suposi¢cdes como por exemplo, € possivel atender a

condicgéo do problema?

Para uma melhor compreenséo do problema Polya recomenda que o estudante precisa
ter um entendimento completo do enunciado do problema de modo que mesmo que esse ndo
Ihe esteja a vista, ele ndo tema perder detalhes do que se pede. Para tal, se faz necessario um
isolamento das partes principais do problema. Para os problemas de demonstracéo trata-se da
hipdtese e conclusao, enquanto que para os problemas de determinacéo, tratam-se dos dados e

das incognitas. Cada uma dessas partes precisa ser analisada uma a uma e posta em diversas
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combinagdes, de modo a relacionar seus detalhes com a totalidade do problema. Desse modo,
ficardo mais claros quais seréo os detalhes que terdo uma fungdo a desempenhar na resolucéo

do problema.

A segunda fase para a resolucdo de um problema, estabelecimento de um plano, trata-
se de um modo geral de identificar quais os célculos, desenhos, incégnitas, que serdo
necessarias para a resolucio do problema. E preciso atentar-se ao fato de que o caminho que
leva a compreensdo do problema até o estabelecimento de um plano pode ser demorado.
Elaborar um plano de resolugdo é o primeiro grande feito para alcancar o objetivo e nesse
momento o professor também desempenha um papel fundamental para tal sucesso. Cabe ao
professor propiciar aos seus alunos ideias luminosas (ndo diretas que garantem a resolucao,
mas sim ideias que os auxiliem a chegarem a suas proprias conclusdes), para isso, o professor
deve tomar por base a sua prépria experiéncia, pois consegue reconhecer as dificuldades para
a resolucdo de um problema quando dispGe de métodos eficazes ou até mesmo quando nédo
dispde de método algum. As boas ideias para resolucdo de um problema vém geralmente de

experimentacdes ja vivenciadas pelo sujeito que se dispde a resolvé-lo.

Durante o processo de estabelecimento de um plano, torna-se natural que o professor
conduza os alunos a um problema correlato anteriormente resolvido, pois ideias similares
podem ser aplicadas. Como muitos problemas de Matematica estardo de certa maneira
relacionados com o problema em questdo, a dificuldade estd em encontrar aquele que
realmente serd Util, o que ressalta mais uma vez a importancia de um direcionamento do
professor. Para facilitar essa escolha, é recomendado considerar a incognita, e pensar em um
problema que tenha a mesma incognita ou semelhante (por exemplo, um problema de funcéo
quadratica que visa determinar a area maxima de um terreno, naturalmente leva-se a pensar

em problemas de calculo de areas de figuras geomeétricas).

O processo de busca de problemas correlatos se bem compreendido, contribuird muitas
vezes para a resolucdo de diversos problemas a serem trabalhados em sala de aula, porém esse
método ndo garante eficacia em todos os casos. Quando esse método ndo ajuda para o
estabelecimento de um plano, é preciso buscar algum outro ponto de contato apropriado.
Polya (2006) entdo propde uma variacdo ou modificacdo do problema, caso seja possivel sua
reformulacdo. Os meios especificos para isso sdo a generalizacdo e particularizacdo, o aluno

deve utilizar da analogia, abandonando partes da condicionante que nao podem ser
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examinadas de imediato. A variacdo do problema pode levar a um problema auxiliar

adequado.

Professor e aluno devem estar atentos em relacéo a utilizacdo de problemas auxiliares
para que nao haja um distanciamento do problema original a ponto de que se perca a
compreensdo e os planos preestabelecidos para sua resolucéo. Polya (2006) entdo sugere uma
indagacdo para retomada do problema original: Utilizou todos os dados? Utilizou toda a

condicionante?

Para a elaboracdo de um plano de resolugéo, o sujeito que se dispde a resolvé-lo deve
aproveitar as ideias que surgem no processo, analisando-as e distinguindo quais séo realmente
proveitosas. Essa distingdo s6 é possivel de se fazer quando ha compreensdo total do
problema. Deve-se fazer uma analise completa do problema por diversos pontos de vista
buscando a relacdo disso com conhecimentos previamente adquiridos, analisando
repetidamente os detalhes do problema, mais de uma vez sob perspectivas diferentes. Essa
abordagem ajuda na percepcdo de uma ideia proveitosa, que pode indicar um caminho para a

resolucdo do problema.

Nesse passo de elaboracdo de um plano para resolucdo, uma ideia é considerada
proveitosa se ela Ihe mostra todo o caminho para o sucesso em resolver o problema ou pelo
menos parte dele, porém, o estudante ndo deve descartar as ideias incompletas, e sim deve
analisa-las de maneira minuciosa (se ela parecer vantajosa), para verificar se ela pode levar a
uma reconsideracdo do plano de resolucdo. Caso sim, deve procurar contatos com
conhecimentos previamente adquiridos. Essas sucessivas andalises de ideias e relacdes com o0s
conhecimentos que o aluno j& possui, vao formando o “carater” da ideia que levard a

resolucéo total do problema.

A terceira fase para resolugdo de um problema segundo o método de Polya (2006) é a
execucdo do plano (elaborado na fase anterior). Essa etapa é mais facil do que as anteriores,
porém ela s6 é bem-sucedida se o estudante tem bom dominio dos conhecimentos anteriores e
bons habitos mentais de concentracdo no objetivo. Das quatro fases, essa é a que mais requer

paciéncia.

Se 0 aluno concebeu e compreendeu 0s passos a serem seguidos em seu plano, esta
torna-se uma etapa de relativa tranquilidade para o professor, porém este deve estar atento

para verificar se 0 aluno esta seguindo os passos corretamente. E necessario que o aluno fique
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convicto dos procedimentos que esta adotando, e cabe ao professor ajuda-lo a “perceber” se o
passo esta correto, mas as vezes também incentivar o aluno a “demonstrar” se esta

procedendo de maneira correta.

A execucdo do plano deve comecar sempre pela ideia proveitosa que melhor se
adaptou as condicGes do problema. Em cada passo de resolucdo, o aluno deve realizar todos
os célculos e operacbes algébricas e geométricas detalhadamente, verificando a corregdo
passo a passo. Caso o problema seja muito complexo, o estudante pode distinguir pequenos
passos dos grandes passos, preferencialmente iniciando pelos grandes, deste modo, garantira

uma resolucdo sem duvidas e uma apresentacao clara.

A quarta fase para resolucdo de um problema é o retrospecto, que se trata de um
exame e consideracdo dos processos que levaram o sujeito a resolucdo do problema. Polya
(2006) destaca que mesmo os alunos muito bons costumam resolver o problema e
simplesmente avancar para 0 proximo exercicio ou assunto, 0 que consiste em um erro no
processo, pois perdem uma parte instrutiva de todo o processo. Fazer o retrospecto ajuda os
alunos a consolidarem o conhecimento adquirido com a resolu¢do do problema e a aperfeicoar
a capacidade de resolucdo de outros problemas (o que esta ligado a questdo de encontrar
ideias ou problemas correlatos). Cabe ao professor estimular no aluno a ideia de que nenhum
problema esté resolvido por completo, é sempre possivel aperfeicoar o processo de resolucao

e criar novos questionamentos sobre o que foi estudado.

Ao encontrar uma solucdo para o problema, é natural que o aluno pense que adotou
todos os procedimentos de maneira correta, afinal ele cumpriu seu plano. Porém sempre é
possivel fazer verificagdes, principalmente se o problema proposto exigiu um procedimento
longo e trabalhoso. E preciso também fazer a verificacdo do resultado. E natural que para nos
convencermos da qualidade de um objeto, temos e desejo de vé-lo ou toca-lo. Sendo assim,
nos € natural também verificar se ha possibilidades de encontrar a solugcdo de um problema

por caminhos e métodos diferentes.

O professor tem o dever de ndo passar aos alunos a impressdo de que problemas de
Matematica ndo possuem relacé@o entre si. Sendo assim, esta fase oportuniza os educadores a
relacionarem o problema em questdo a outros problemas. Essa etapa também motiva 0s
alunos a reconhecerem o esforco que empregaram na resolucdo, e 0s torna curiosos quanto
aos outros métodos que poderiam ser empregados e de que maneira o que fora feito os

auxiliarad na resolucdo dos problemas que surgirdo nas aulas vindouras. Cabe ao professor
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estimular e encorajar o aluno a encontrar outros casos em que se pode aplicar o resultado ou

algum dos métodos empregados na resolug&o.

Para fazer o retrospecto o aluno deve considerar a resolucdo completa do problema,
analisando cada passo empregado e todos os seus detalhes, tentando torna-los tdo simples
quanto forem possiveis. Deve procurar modificar as partes que forem vantajosas, tornando
assim a resolucdo melhor do que era inicialmente, e analisar os métodos empregados
sintetizando-os para uso em problemas futuros. Desse modo, o aluno pode descobrir
resolugdes melhores ou ainda fatos novos e interessantes, que auxiliardo na construgdo do

conhecimento dos conceitos matematicos trabalhados.

Durante a explicacdo de seu método Polya (2006) traz diversos exemplos de
problemas e detalha maneiras pelas quais seu método pode ser empregado. Nota-se que
durante o processo de resolucdo, a interacdo professor — conhecimento — aluno é constante e
valorizada, e de que o aluno realmente se faz protagonista do processo, sendo ele o motivador
das interacBes principalmente por meio de questionamentos, o qual o professor deve estar
apto a auxilia-lo. Ele ressalta que o papel do professor é o de incentivar o carater investigativo
do aluno, evitando dar-lhes informagfes que o levem a resolucdo direta do problema, isso

colocaria todo o desenvolvimento a perder.

Esse método construido por Polya (2006) serve de base e motivacdo para muitas
pesquisas na area da Didatica da Resolucdo de Problemas, método adotado por Dante (1991)
(que se baseia nas ideias de Polya), que € o principal norteador de nossa pesquisa. Na proxima

secdo falaremos dele.
3.2 ADIDATICA DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS SEGUNDO DANTE

Dante (1991) em sua obra intitulada Didatica da Resolu¢do de Problemas de
Matematica, constatou a inexisténcia de materiais de consulta e pesquisa para professores, em
relacdo a Resolucdo do Problemas (RP), embora esse fosse um dos campos da area de
Educagdo Matematica dotados de muitos estudos por parte de educadores e matematicos. Sua
preocupacdo foi em disponibilizar um material para consulta e apoio nesta area, para que
professores e graduandos em licenciatura tivessem um norteador de suas atividades dentro das

perspectivas propostas pelos estudiosos do assunto.

As pesquisas em Educacdo Matematica apontavam a necessidade de enfatizar a

compreensdo e o envolvimento do aluno na aprendizagem por descoberta, despertando nele
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um espirito investigativo de autonomia e dotado de criatividade. Assim, educadores
matematicos tém desde os anos 1980, tratado com relevancia as pesquisas em RP, chegando a
considera-la como o instrumento mais importante a ser considerado como pratica

metodoldgica para os primeiros anos do Ensino Fundamental (DANTE, 2009).

Essa valorizacdo da pesquisa em RP, porém, ndo tém mudado o fato de que esse € um
dos topicos mais dificeis de serem trabalhados em sala de aula, reflexo talvez de praticas
pedagogicas mecanizadas, que favorecem o aprendizado de uso de algoritmos e de prética
excessiva desses métodos de resolucdo. Mas dentro desse contexto escolar, sabe-se que sao
diversos os fatores que impedem ou desfavorecem uma pratica pedagdgica libertadora, que
visa a construcdo dos conhecimentos matematicos, o desenvolvimento do raciocinio e

pensamento critico, favorecendo a criatividade dos alunos.

A proposta de Dante (2009), norteada por essas preocupacdes, objetiva contribuir para
a melhoria da préatica dos professores de Ensino Béasico, minimizando as dificuldades dos
alunos quanto a compreensdo de contextos e aumentar a capacidade de resolver problemas de
matematica, agregando aos alunos a capacidade de resolver problemas também de outras
disciplinas, como aqueles que lhe s&o comuns no cotidiano, contribuindo para uma formacao

humana e integral do individuo para a sociedade.

Devido a crescente onda de globalizacdo vividas nos dias de hoje, a escola atual
precisa estar alinhada com as necessidades dessa nova sociedade, preparando o ser humano
para acompanhar o seu ritmo de evolucdo. E papel do professor ajustar-se a
contemporaneidade do ensino, ajustando sua pratica pedagdgica aos temas fundamentais
relacionados a essa realidade vivenciada, pois assim, formar-se-4 adequadamente os cidadaos
para interagdo nesse modelo de sociedade. A matematica desempenha papel fundamental
nesse desafio, pois é uma area de conhecimento voltada para o desenvolvimento do raciocinio
I6gico, e também ligada com o desenvolvimento de novas préaticas e tecnologias. Disso vem a
necessidade de explorar o ensino da matematica na formacéo de cidaddos criticos capazes de
interagir com diversas situacfes desafiadoras, aumentando a capacidade do ser humano de

lidar com problemas e serem capazes de entender, planejar e elaborar métodos de resolucéo.

Segundo Dante (2009) a Resolucéo de Problemas traz a possibilidade de desenvolver
uma pratica pedagogica que atenda as necessidades relacionadas aos objetivos do ensino de
matematica, pois ela desenvolve e privilegia o poder de comunicagdo do aluno,

oportunizando-os a explorar, organizar e expor seus pensamentos, estabelecendo relacbes
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entre ideias intuitivas e a linguagem universal e formal da matemaética. Tendo esses aspectos
em vista, Dante (2009) organizou os objetivos da RP em oito topicos: fazer o aluno pensar
produtivamente, desenvolver o raciocinio, ensinar o aluno a enfrentar situacdes novas,
oportunizar o aluno a se envolver com aplicacbes da matematica, tornar as aulas de
matematica mais interessantes e desafiadoras, equipar o aluno com estratégias de resolucéo,
dar uma boa base matematica as pessoas e, liberar a criatividade do aluno. Apresentaremos a

seguir alguns detalhes desses objetivos da RP.
3.2.1 Os objetivos da Resolugdo de Problemas segundo Dante (2009).

O primeiro objetivo da RP conforme a organizacgdo feita por Dante (2009) é fazer o
aluno pensar produtivamente. Entende-se por pensamento produtivo aquele que produz novas
e diferentes solucdes, distinguindo-se de um pensamento de reproducdo, na qual utiliza-se
apenas métodos e conceitos conhecidos. O pensamento produtivo privilegia a criatividade,
procurando encontrar e utilizar novos métodos. Assim, a metodologia da RP busca apresentar
aos alunos situacdes que os facam sentirem desafiados e motivados a resolvé-las. Por essa
razdo, a RP tém sido amplamente discutida por educadores matematicos, ja que essa € uma

das principais metas quando se fala em ensino e aprendizagem de matematica.

Desenvolver o raciocinio do aluno é desenvolver nele a habilidade de elaborar
raciocinios légicos, de modo que os alunos consigam de modo eficaz utilizar os recursos que
tém para que possam desenvolver métodos de resolucdo para variadas situacfes problemas.
Por exemplo, problemas que identificam a habilidade do aluno em verificar a existéncia de
padrdes ou se eles sdo capazes de aplicar métodos de resolucdo mais simples do que os

procedimentos que geralmente sdo adotados de maneira formal.

O terceiro objetivo da RP é ensinar o aluno a enfrentar situagcbes novas, pois como a
sociedade evolui de forma cada vez mais rapida, € necessario que 0s processos de ensino e
aprendizagem estejam alinhados com essa velocidade de mudanga da sociedade, 0 que néo
pode ser diferente no que diz respeito a matematica. Com o advento e com o aprimoramento
constante das tecnologias, impedem que se faga uma previsdo de quais habilidades serdo
exigidas das pessoas em um futuro proximo. Sendo assim, torna-se obsoleto o ensino de
metodologias e procedimentos que se aplicam ao tempo atual, pois rapidamente as exigéncias
da sociedade se transformam. Sendo assim, a RP ajuda os alunos a lidarem com situacOes

novas independentemente de quais sejam, pois estimula no aluno o espirito de colaboracao, a
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tomada de atitudes e iniciativas, a investigacdo e a formulacdo de hipéteses e teorias para
resolver problemas (DANTE, 2009).

O quarto objetivo da metodologia da RP, conforme organizado por Dante (2009) é dar
ao aluno a oportunidade de se envolver com as aplicacBes da matematica. Segundo ele, as
situacOes problemas sdo a Unica forma de apresentar aos alunos nos anos iniciais do Ensino
Fundamental as aplicagBes da matematica. Os procedimentos metodologicos aplicados em
sala de aula geralmente afastam os alunos das aplicacdes da disciplina na vida cotidiana das
pessoas, e isso pode ser atribuido a excessiva preocupac¢ao com o treino de algoritmos e regras
distantes das aplicacbes em situacGes reais. Oportunizar os alunos a experimentarem a
matematica contextualizada em situacdes cotidianas favorece uma atitude positiva do aluno,
que ndo o distancia ou o torna indiferente a matematica. Questionamentos do tipo “para que
vou usar isso” sdo comuns a professores de todos os niveis de ensino da Educagdo Bésica,
pois o aluno ndo vé sentido em apenas saber executar um procedimento de calculo ou
resolucdo de algoritmos. A RP faz com que os alunos compreendam como, quando e por que
utilizar esses procedimentos, ndo os distanciando de situagfes com as quais se deparam ou

podem vir a enfrentar em seus cotidianos.

Como quinto objetivo da RP, Dante (2009) estabeleceu que ela deve tornar as aulas de
matematica mais interessantes e desafiadoras. Todo professor de matematica sabe que um de
seus desafios em sala de aula sera lidar com o fato de que a maioria dos alunos ali presentes,
pelos mais diversos motivos, ndo tem o interesse necessario nas aulas de matematica para
desenvolver um aprendizado satisfatorio. Segundo Dante (2009), uma aula de matematica em
que os alunos séo orientados e incentivados pelo professor a serem ativos na aula, em busca
da resolucdo de uma situacdo problema que os desafia, torna-se mais dindmica e interessante.
Afirma ainda que o real prazer em estudar matematica esta no fato de o aluno sentir-se por si
s0 capaz de resolver um problema, afinal, ele descobre que é capaz de por si sO fazer coisas as

guais ndo imaginava ser capaz.

Uma situacdo € comum a todas as pessoas no decorrer de suas vidas pessoais ou
profissionais. Todos precisam resolver problemas, e para tal, precisa ter os “equipamentos”
necessarios para fazé-lo. A proposta da RP aponta exatamente para isso, equipar 0s alunos
com estratégias para resolver problemas, sendo esse 0 sexto objetivo na organizacdo proposta

por Dante (2009). Cada problema exige uma estratégia diferente de resolucdo, e quanto mais



57

problemas sdo resolvidos, com mais estratégias os alunos ficam equipados, pois a RP

privilegia a analise e solugdo por diversas perspectivas.

A sociedade evolui a uma velocidade cada vez maior conforme passam-se 0S anos, e
deste modo, aumenta cada vez mais a importancia de termos pessoas com uma boa base
matematica. Essa é o sétimo objetivo da RP, dar uma boa base matematica para as pessoas,
pois todos precisam cada vez mais estarem capacitados a tomar decisGes de maneira rapida e a
definir estratégias cada vez mais eficazes para resolucdo de problemas cotidianos. O mundo
globalizado de hoje exige a formagdo de cidaddos matematicamente alfabetizados, com um
alto grau de conhecimentos gerais e sempre atualizados. Para isso, € necessario capacitar as
criancas a serem cidaddos no futuro dotados de habilidades para resolver problemas
domeésticos, de economia, engenharia medicina e muitos outros. Desse modo, Dante (2009)
defende que o curriculo de Matemaética proporcione aos alunos a formagdo necessaria para

formular e resolver problemas, desenvolvendo desde cedo essa capacidade.

O oitavo e ultimo objetivo da metodologia de Resolucdo de Problemas, conforme
Dante (2009), € liberar a criatividade do aluno, que também € um dos principais objetivos do
ensino de matemética durante o Ensino Fundamental. A RP é uma das maneiras de estimular
0 pensamento criativo do aluno, haja vista que dentro dessa proposta, os problemas devem ser
desafiadores e que exijam do aluno a capacidade de interpretacdo e elaboracdo de estratégias.
Embora por si sé isso ndo garante o desenvolvimento da criatividade no aluno, ele aumenta a
probabilidade de ela se manifestar, e esse pensamento é reproduzido por varios pesquisadores
como por exemplo Noller (1982)% e Renzulli (1982)° conforme destaca Dante (2009). N&o héa
como ensinar uma crianca a como pensar produtivamente para a resolucdo de um problema,
porém a metodologia da RP oferece a oportunidade para que por si s6, elas desenvolvam essa
capacidade na busca da resolucdo de uma situacdo que Ihe desafia e intriga. Trabalhar em
grupos com 0 mesmo objetivo estimula a troca de ideias e a comunicacéo entre os diferentes
métodos de pensamento e assim, os alunos vdo se municiando de estratégias e pensamentos

que podem ser empregadas em diversas situacdes problemas que desejam resolver.

Para alcancar os objetivos dentro da proposta da RP, Dante (2009) recomenda algumas

mudancas durante os processos metodologicos, como propor problemas adequados, mudancas

2 NOLLER, R. B. Mentoring: a voice scarf — An experience in creative problem solving. Buffalo, NY: Bearly
Limited, 1982.

$ RENZULLI, J. S. “What makes a problem real: stalking the illusive meaning of quantitative differences in
gifted education”, Gifted Child Quarterly, 26, p. 147-156, 1982.
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nos métodos de ensino em sala de aula, e destaca também o enfoque nos métodos de
resolucéo de problemas propostos por Polya (destacados na se¢do anterior desse capitulo). Os
métodos propostos por Polya (2006) e Dante (2009) assemelham-se principalmente nas
caracteristicas da atuacdo do professor em sala de aula, seu papel como incentivador e
motivador da construcdo dos conceitos e estratégias, bem como no foco em fazer do aluno o
protagonista dos processos de ensino e aprendizagem. Na proxima secdo, abordaremos os
métodos sugeridos por Dante (2009), destacando suas principais caracteristicas, sendo esses

os principios norteadores das aplicacdes das atividades em nossa pesquisa.
3.2.2 Sugestbes metodoldgicas de Dante para trabalhar a Resolucéo de Problemas.

Para o trabalho em sala de aula, Dante (2009) ressalta a importancia da atuacdo do
professor no andamento do processo que se d& desde o planejamento das aulas e das
atividades, como também durante o processo de aprendizado, participando e mediando as

diversas situagdes que podem ocorrer durante o desenvolvimento das atividades.

Um fato relevante para a aplicacdo da RP em sala de aula € que o professor precisa
saber reconhecer 0 que € um bom problema para trabalhar, e saber a distin¢do que existe entre
problema e exercicio. Embora um seja diferente do outro, eles sdo complementares, de modo
algum excluem a importancia de se trabalhar com ambos, portanto, cabe também ao professor
saber como equilibrar durante o ano letivo a quantidade de exercicios e de problemas que

serdo propostos.

Exercicio é uma ferramenta para o0 aluno exercitar e/ou praticar a aplicacdo de algum
algoritmo que lhe é conhecido, basta ao aluno ler o exercicio e extrair as informacdes
necessarias para a aplicacdo da resolucdo. Tem o intuito de melhorar a capacidade técnica de
calculo e raciocinio. A situagcdo problema segundo Dante (2009, p. 48) ... é a descrigdo de
uma situacdo em que se procura algo desconhecido e ndo se tem previamente nenhum
algoritmo que garanta a sua solucdo”. Ela exige daquele que se propde a resolvé-lo
capacidade de investigagdo, de levantamento de hipéteses, criatividade, além de
conhecimentos de estratégias. O professor deve entdo planejar a sua metodologia distinguindo
claramente esses dois conceitos, de modo que um venha a complementar o outro, favorecendo

0 melhor aprendizado do aluno.

Dentro da metodologia da RP, o professor também deve preocupar-se em propor

exercicios que sejam adequados aos objetivos (citados na se¢do anterior), de modo que exija
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do aluno que ele demonstre conhecimento sobre aquele algoritmo utilizado e da solugéo
apresentada. Dante (2009) sugere que exercicios de verdadeiro ou falso, por exemplo, possam
ser substituidos por exercicios em que o aluno deva citar exemplos de elementos que
satisfacam as condic¢Bes impostas no exercicio. Quanto ao problema, para ser adequado, Dante
(2009) sugere que ele precisa ter algumas caracteristicas, que ele classifica como necessérias
para se ter um “bom problema”. O problema precisa ser desafiador para o aluno, ser real e de
seu interesse, 0 elemento desconhecido do problema precisa ser realmente desconhecido, ndo
consistir em uma aplicacdo evidente de uma ou mais operacdes e ter um nivel adequado de
dificuldade. O professor mais uma vez é o agente de maior importancia nesse processo, afinal
é ele o responsavel por perceber e verificar se 0 problema que sera proposto em sala atende a

essas caracteristicas.

Quanto a apresentacdo dos problemas em sala de aula, o professor precisa estar atento
e preparado para contornar situacdes que dificultam o andamento dos processos de ensino e
aprendizagem. Deve observar se 0 enunciado utiliza uma linguagem correta, porém
correspondente ao nivel de compreensdo de seus alunos conforme a faixa etéaria, se as frases
sdo bem colocadas, se os dados relevantes apresentam-se de modo claro e organizado, se néo
ha problemas com o vocabulario matematico e se esse esta no nivel adequado para a turma, se
0 numero de condicBes a serem satisfeitas no problema é adequado para aquela aula
especifica e, se as operagdes envolvidas estdo de acordo com o nivel da turma. Desse modo, é
evidente que a metodologia da RP exige do professor uma reorganizacdo de suas préaticas

pedagdgicas.

Tendo em vista de que é necessaria uma orientacdo para melhorar a pratica pedagogica
e didatica dos professores, para adaptar sua metodologia de ensino de modo que atenda aos
objetivos propostos na RP, Dante (2009) d& algumas sugestbes aos professores de como
proceder em sala de aula, sugestdes essas que sdo norteadoras de nossa pesquisa.
Primeiramente o professor precisa estar disposto a mudar o seu método de ensino, afinal,
ensinar a resolver problemas é uma tarefa mais complexa do que ensinar a aplicar algoritmos
e equac0es, ou simplesmente fazer com que os alunos repitam métodos de resolucéo proprios
do professor. Ndo se pode esquecer que uma das razdes de se ensinar matematica desde as
primeiras séries do Ensino Fundamental, é incentivar a formacéo de cidaddos que saibam lidar
com problemas que envolvam conceitos matematicos. O professor deve atuar como um
incentivador, incitando os alunos a buscarem por si s6 as ideias necessarias para desenvolver a

resolucdo de um problema, e também como um moderador, atento aos momentos em que 0S
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alunos estdo desviando dos objetivos e tomando caminhos que ndo os levardo a um resultado
satisfatorio, tomando o cuidado de ndo leva-los a solugdo, mas sim de guiar as ideias que
poderdo auxiliar a chegar ao resultado. Desse modo, os alunos tornam-se protagonistas dos
processos de ensino e aprendizagem, e o professor desempenha o papel de manter os alunos

pensando e produzindo boas ideias, ou seja, construindo conhecimento.

Dentro da proposta da RP o professor deve privilegiar o envolvimento dos alunos com
a construcdo do conhecimento e com o objetivo proposto para as aulas, sendo assim, deve
desenvolver estratégias para trabalhar com toda a classe. Dante (2009) sugere que o professor
proponha aos alunos um problema desafiador e interessante, dando aos alunos o tempo
necessario para a leitura e compreensdo do enunciado, incite o debate entre os alunos fazendo-
Ihes perguntas visando esclarecer os dados e as condic¢des do problema, afinal, compreender o
texto € uma das maiores dificuldades dos alunos para resolver problemas, sendo essa uma

questdo interdisciplinar.

Em seguida os alunos precisam ter tempo suficiente para tentar encontrar a resolucédo
do problema, para formularem suas hipoteses e testarem 0s métodos que acreditam serem
corretos. Ao professor cabe incentivar os alunos a buscarem a solugédo, investigar se 0s
métodos correspondem com o que é pedido no problema. Também deve estar atento a ajudar
os alunos dirimindo suas duvidas, pois é nessa fase que os alunos fazem mais
questionamentos. As respostas do professor ndo devem ser diretas, pois o objetivo é fazer com
que o aluno resolva o problema, mas sim, devem incitar o aluno a discutir as ideias com seus
colegas, a repensar e revisar o enunciado. Desse modo, os alunos continuaréo envolvidos com

a resolucdo do problema, tornando-se mais independentes.

Durante o processo de desenvolvimento da solucdo do problema proposto, o professor
deve circular em sala entre as carteiras, relembrando os dados do enunciado, dando dicas aos
alunos (com cuidado para ndo dar respostas diretas), perguntando se os alunos ja pensaram

por um caminho ou outro para resolucéo.

Ao término das resolucbes o professor precisa fazer com os alunos a verificacdo dos
resultados, fazendo registros na lousa (se preferir pode chamar os proprios alunos para fazé-
los), discutindo e analisando todas as diferentes solucbes apresentadas, inclusive as erradas.
Aqui professor e alunos se certificardo de que ha diversas maneiras de resolver o0 mesmo

problema. Dante (2009) sugere que o professor peca aos alunos que registrem em seus
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cadernos os diferentes métodos de resolucdo apresentados, pois tais métodos podem ser
importantes para trazer ideias e estratégias para a resolugdo de outros problemas futuros.

O processo de resolucdo do problema ndo finda quando os alunos encontraram uma
solucdo para ele, mas sim quando o aluno tem ciéncia do que fez, como fez e por que sua
estratégia deu certo. Segundo Dante (2009), essa parte se da na etapa de verificacdo, o
retrospecto. Nessa etapa o professor deve instigar os alunos perguntando-lhes por que eles
acreditam que resolveram o problema de maneira correta, por que adotaram o método que
adotaram, e por fim, fazer a verificagdo com os alunos de qual é realmente a resposta correta

para a pergunta do problema.

Uma estratégia viavel que o professor pode adotar para fazer funcionar os métodos
relatados anteriormente é dividir a sala em peguenos grupos, com um ndmero adequado de
alunos em cada grupo (Dante sugere de trés a quatro alunos), de modo que a atuacdo do
professor deve ser a mesma ja relatada. Fazendo dessa maneira, havera uma integragdo mais
facil entre os alunos, e ao professor compete auxiliar os alunos naquilo que for necessario,
sem ensinar aquilo que os alunos podem descobrir por si proprios. A verificacdo do resultado
pode ser apresentada por um representante de cada equipe e a discussdo deve ser aberta entre
as equipes sobre os diferentes métodos adotados. Dante (2009) sugere que a formacdo dos

grupos ndo seja fixa, assim sera privilegiado o debate entre diferentes ideias para cada aula.

E interessante também segundo Dante (2009), que o professor ensine algumas
estratégias para os alunos, indicando-lhes que ndo existe uma Unica que possa leva-los ao
resultado. Algumas estratégias possiveis sdo: tentativa e erro (desde que sejam de modo
organizado), alertar o aluno sobre a possivel existéncia de padrées que podem ser seguidos,
resolver um problema mais simples, reduzindo os numeros e suas unidades (bem como
exemplos numéricos em problemas que exigem modelagdo algébrica), e fazer o caminho

inverso aos dados que séo apresentados no problema.

A metodologia da RP implica ao professor mudangas pontuais em suas metodologias
de ensino, que por vezes contradizem o que é senso comum entre professores sobre 0 modo
correto de ensinar matematica. A RP abre diversas formas diferentes de pensar
pedagogicamente que podem ser incorporadas ao cotidiano de sala de aula. Por exemplo, os
alunos podem criar seus proprios enunciados para um problema, motivando-as a ler,
compreender e resolver problemas que sdo seus ou de seus colegas de classe, bem como

solicitar aos alunos que formulem um problema dando a eles a resposta desejada. Deve-se
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também oportunizar os alunos a terem acesso a materiais manipulativos (jogos, blocos,
palitos, etc.), auxiliando-os a contextualizar um problema matematico. Ainda a respeito das
mudancas nas metodologias, o professor ndo pode proteger o aluno de cometer erros, pois na
percepcdo de um erro, o aluno pode construir uma compreensdo melhor daquilo que deveria
ser feito, sendo assim, ndo devemos privar os alunos de cometer erros, mas sim, incentiva-los

a identificar e corrigir esses erros.

Por fim, o professor precisa entender que construir continuamente a ideia de que a
Resolucdo de Problemas ndo é uma atividade isolada de seu planejamento, mas sim, que ela
deve ser parte integrante do curriculo, planejada para ser constantemente aplicada em sala. Ela
ndo deve se constituir de experiéncias repetitivas, aplicando-se continuamente problemas
similares que exigem as mesmas estratégias, ela precisa ser planejada de modo que se utilizem
estratégias similares para resolucdo de diferentes problemas, mas também que se aplique
diferentes estratégias para a resolucdo de um mesmo problema. Desse modo, estaremos
auxiliando os alunos a tomarem ac¢des mais eficazes em problemas futuros, afinal, o aluno tera
em seu cotidiano a necessidade de resolver diversos problemas, entdo ele precisa estar
preparado para enfrentar os diversos desafios que lhe exigirdo esforco e dedicacdo, sendo
compensados por reconhecerem o valor que existe na investigacdo e descoberta, pois 0

empenho e dedicacéo ja Ihes rendem um grande aprendizado.
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4. REFERENCIAL TEORICO MATEMATICO

Neste capitulo vamos discorrer sobre algumas definigdes matematicas que serviram
como fundamentagdo tedrica para essa pesquisa, exibindo alguns topicos de Geometria
Analitica e de Calculo Diferencial. Apresentaremos defini¢des, resultados pertinentes e suas
respectivas demonstracdes, estabelecendo relagdes entre os conceitos de ponto, reta, equacao
de uma reta e coeficiente angular ou inclinacdo, pois, esses topicos foram explorados durante
o desenvolvimento e aplicacdo da sequéncia didatica utilizada nessa pesquisa. Utilizaremos 0s
conceitos de Geometria Analitica para abordar a definicdo e alguns conceitos de derivadas,
bem como a aplicacdo desse conteldo na Fisica, como, por exemplo, no conceito de

velocidade e aceleracéo instantanea.

As definicbes e demonstracbes apresentadas neste capitulo sdo provenientes de
consulta em livros de Matematica do Ensino Médio e em livros de Calculo Diferencial e
Integral I, conforme listados a seguir.

a) A Matematica do Ensino Médio — vol. 3 (LIMA et al., 2006).
b) Matematica, Contexto e Aplicagdes — vol. 3 (DANTE, 2016).
c) Matemaética — Paiva, vol. 3 (PAIVA, 2010).

d) Geometria Analitica, colecio PROFMAT (DELGADO; FRENSEL,;
CRISSAFF, 2013).

e) Geometria, colecio PROFMAT (MUNIZ NETO, 2013).

f) NUmeros e funcdes reais, colecdo PROFMAT (LIMA, 2013).
g) LicGes de Geometria Plana (CASTRUCCI, 1976).

h) Calculo com Geometria Analitica (SWOKOWSKI, 1994).

i) Calculo, volume 1 (STEWART, 2016).

j)  Um Curso de Calculo (GUIDORIZZI, 2013).

k) Calculo A (FLEMMING; GONCALVES, 2006).

) Calculo, volume 1 (ANTON; BIVENS; DAVIS, 2014).
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m) Fisica | — Mecénica (YOUNG; FREEDMAN, 2008).
4.1 GEOMETRIA ANALITICA — ESTUDO DAS RETAS

Nessa secdo abordaremos os contetdos de Geometria Analitica que foram utilizados
como fundamentacdo de nossa pesquisa, bem como seus conceitos primitivos que definem o

que se aplica hoje durante o curso do Ensino Médio.

Definiremos o0 que é um sistema de coordenadas cartesianas, a ideia de ponto no plano,
a definicdo de reta e sua construcdo no sistema de coordenadas, a definicdo de coeficiente

angular da reta e posicdes relativas entre duas retas no plano.
4.1.1 Coordenadas no plano

Um sistema de coordenadas (cartesianas), no plano IT é um par de eixos
perpendiculares de mesma origem O, denominados OX e OY (geralmente horizontal e vertical
respectivamente), sendo OX denominado eixo das abscissas e OY eixo das ordenadas. Esse
sistema de coordenadas divide o plano IT em quatro regides congruentes denominadas

quadrantes e sera tratado aqui como sistema OXY.

Dado P € 11, entdo P sera relacionado com um par ordenado (x,y) € R?, emque x é a
coordenada do pé da perpendicular ao eixo OX que passa por P e y é a coordenada do pé da
perpendicular ao eixo OY que passa por P. Assim, x sera a abscissa e y a ordenada do ponto
P, ou seja, (x,y) é o par ordenado que corresponde ao ponto P. A Figura 11 ilustra um

sistema OXY e um ponto pertencente a ele.

Figura 11 - Sistema de coordenadas OXY
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Fonte: Dante, 2016, p. 52.



65

Os ndmeros reais x e y do par ordenado (x,y) associado ao ponto P sdo as
coordenadas cartesianas ponto P. O ponto O, origem do sistema de coordenadas, tem abscissa
e ordenada ambas iguais a zero. Sendo assim, o par ordenado (0, 0) corresponde ao ponto O.
A utilizacdo de coordenadas no plano tem como propdsito atribuir um significado geométrico
a fatos de natureza numérica, como por exemplo, o comportamento de uma funcéo real.
Também se propde a ser um ferramental para a resolucdo de problemas de Geometria, sendo
esse 0 principal objetivo da Geometria Analitica. Para se estabelecer os fatos iniciais da
Geometria Analitica, usam-se 0s conceitos basicos da Geometria Euclidiana. A principio o
plano TI, cujos elementos sdo pontos, ndo possui 0 mesmo significado que o conjunto R?,
cujos elementos sdo pares ordenados de numeros reais, mas, fixada uma correspondéncia
IT - R?, identificando cada ponto P do plano com o par ordenado (x,y), dizemos que

P (x,y) é o ponto do plano cuja abscissa é x e a ordenada € y.
4.1.2 A reta

Vamos abordar o conceito de reta por meio de propriedades intuitivas, que sao
conhecidas por experiéncia. Antes vamos relembrar dos dois primeiros postulados de
Euclides:

1° Por dois pontos do plano passa uma Unica reta;
2° Um segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente em ambas as direcdes.

Os postulados de Euclides sdo base da construcdo da geometria que aprendemos e
aplicamos nos estudos de Matematica. O conceito de reta ndo é definido, mas sim, é uma ideia
ou propriedade intuitiva (postulado ou axioma) ndo demonstrada. Em toda reta ha infinitos

pontos (ou tantos quantos quisermos) e, dois pontos sdo suficientes para determinar uma reta.

Desse modo, assumiremos que a reta € um conjunto de pontos. Como o plano contém
todos os pontos, assumiremos também que ha pelo menos trés pontos que ndo pertencem a
uma mesma reta. Dados um ponto P pertencente ao plano e uma reta r, apenas duas
possibilidades se verificam: ou o ponto P pertence a reta r (estd sobre ela), ou ele ndo

pertence.

Um dos objetivos da Geometria Analitica € obter equagdes associadas a conjuntos de
pontos, de modo a relacionar a Geometria e a Algebra. Sendo assim, é possivel representar

retas pertencentes ao sistema OXY por meio de equacgdes, conhecendo-se um ponto que
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encontra-se sobre a reta, e um ponto genérico P de coordenadas (x,y) do plano. Ha trés tipos
principais de equacdes que definem retas no sistema OXY, chamadas de “equacdo geral”,
“equagdo reduzida” e “equacdo paramétrica”. Antes de obtermos expressdes que definem
equacdes de uma reta no sistema OXY, abordaremos o conceito de inclinacdo e coeficiente
angular de uma reta, desse modo, ndo precisaremos recorrer a ideia de funcdo para definir o

que gueremos.
4.1.3 A inclinacéo e coeficiente angular da reta

Seja r uma reta no plano IT que contém o sistema de coordenadas 0XY, de modo que r
intercepta o0 eixo 0X em um ponto P, formando com esse eixo um angulo de medida «,
considerada do eixo OX para a reta r no sentido anti-horario. Essa medida a € denominada
inclinacé@o da reta. A Figura 12 mostra trés situacdes que podemos ter, caso a reta r nao seja

paralela ao eixo 0X.

Figura 12 - Retas néo paralelas ao eixo OX
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0° < a < 90° 90° < o« < 180° a=90°
Fonte: Dante, 2016, p. 100.

Se r é uma reta paralela ao eixo 0X, entdo sua inclinacdo a serd igual a zero, como

mostra a Figura 13.

Figura 13 - Reta paralela ao eixo OX

o =0

Fonte: Dante, 2016, p. 100.
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Consideremos entdo uma reta r de inclinacdo a em relacdo ao eixo 0X, ndo

perpendicular a esse eixo. Sejam A (x4, y4) € B (xg,yp) pontos distintos pertencentes a reta

r. A Figura 14 mostra trés casos possiveis para essa hipotese.

Figura 14 - Pontos distintos A e B sobre areta r
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Fonte: Paiva, 2010, p. 67.

Vamos supor sem perda de generalidade, os pontos indicados nas posi¢Ges destacadas

na Figura 14. No 1° caso, tracemos por A e B, retas paralelas aos eixos 0X e OY

respectivamente, obtendo assim o triangulo APB, como mostra a Figura 15. Note que,

med (BAP) = a.

Figura 15 - Triangulo APB
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Fonte: Paiva 2010, p. 67.

Do triangulo APB, temos:

PB Y — Ya

=——=tan X

ﬁ_xg—xA

O numero m, chamado de coeficiente angular da reta r, € a razdo entre o0 acréscimo

de y e 0 acréscimo de x quando se passa de um ponto a outro sobre a reta.

Portanto m expressa a tangente trigonométrica do angulo a.




68

m = tan &

Para 0s casos mostrados na Figura 14, o coeficiente angular m serd positivo no 1°
caso, negativo no 2° caso e nulo no 3° caso, basta verificar que tan o« > 0 se « pertence ao

primeiro quadrante, tan o < 0 Se « pertence ao segundo quadrante e tan o< = 0 se < = 0°.
4.1.4 As equagdes da reta

Escolhido o sistema de coordenadas OXY no plano, as curvas nesse plano podem ser
representadas por equagdes. A equacdo de uma curva é uma igualdade que envolve as
varidveis x e y, que é satisfeita se, e somente se, o ponto P (x,y) pertence a curva.
Abordaremos aqui trés tipos de equacdo que se satisfeitas, expressam o conjunto de pontos

que formam uma reta.
4.1.4.1 A equacdo fundamental da reta

Antes de abordarmos as trés representacOes diferentes que se podem utilizar para
determinar uma reta, estabeleceremos uma relacéo baseada no axioma Euclidiano de que dois
pontos séo suficientes para a determinacdo de uma reta. Seja Py (x,yo) um ponto conhecido
da reta r e seja ainda m o0 seu coeficiente angular. Considerando um ponto P (x,y) um ponto
genérico que pertence a reta r, utilizaremos a ideia do coeficiente angular para determinar
uma equacdo de variaveis x e y, a partir do ponto P,, que sera chamada de equacdo

fundamental da reta. A Figura 16 ilustra essa situacao.

Figura 16 - Reta r contendo um ponto Py (x,, ¥o), de coordenadas conhecidas

o
p
J‘_-- _________________________ I
W ﬁr
i
U/ =3 :
'

Fonte: Dante, 2016, p. 103.
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y—YO:m:y—J’o:}’ — 3o = m(x — x,)
X — xg X — xg Y—=Yo 0

tan < =

Portanto, se r € uma reta ndo vertical que passa por P, (xg,Yo), € tem coeficiente
angular m, entdo, y —y, = m(x — xy) € uma equacdo da reta r, denominada equacao
fundamental da reta. Para efeito de nosso estudo, a equacdo fundamental serd o ponto de

partida para obtengdo da equacao da reta em qualquer um dos trés tipos.
4.1.4.2 A equacéo reduzida dareta y = mx + n.

Como comentado anteriormente, a equacdo y —y, = m(x — xy), caracteriza a
equacdo de uma reta, conhecidas as coordenadas x, € y, de um ponto pertencente a reta.
Consideremos agora o ponto particular N (0,n), que representa a intersec¢do da reta r com o

eixo OY do sistema de coordenadas. Desse modo, pela equacgdo fundamental da reta temos:
Y — Yo = m(x — xo)
y—n=m(x—0)
y=mx+n

A equacdo y = mx + n é denominada equacgdo reduzida da reta, em que o nimero
real m é o coeficiente angular da reta e 0 nimero real n é a ordenada do ponto em que a reta

intersecta o eixo OY. O nimero n é denominado coeficiente linear da reta.

Esse modelo de equacdo da reta é particularmente importante, pois ele nos define o
valor do coeficiente angular de uma reta r, por meio de sua equacdo, sem a necessidade de
conhecer a inclinacdo da reta ou dois pontos que pertencem a ela. Ela também expressa
claramente as ordenadas dos pontos que pertencem a reta em fungdo dos valores de suas

abscissas.

4.1.4.3 A equacdo segmentaria da reta % + % =1.

Consideremos agora uma reta r e dois pontos A (p,0) e B (0, q) que s&o 0s pontos de
interseccdo da reta r com o0s eixos OX e OY do sistema de coordenadas OXY,
respectivamente. Como conhecemos dois pontos pertencentes a reta, podemos calcular seu

coeficiente angular por meio da razdo trigonométrica tangente, ou seja,
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Agora, tomando como referéncia o ponto B (0 mesmo se verifica para o ponto A, pois
ambos pertencem a r), o coeficiente angular encontrado e, a equacdo fundamental da reta,

vem que:
y—yp =m(x —xg)
q
—q=-=(x—0)
y—q ’
q
=—-—=x+
y - q

q
—x+y=q
p

Dividindo ambos os membros por g, temos,

A equacdo §+ % = 1, é denominada equacao segmentaria da reta, que ndo passa

pela origem do sistema OXY e intersecta os eixos coordenados nos pontos (p, 0) e (0, q). Esse
modelo de equacdo € particularmente importante quando queremos encontrar o ponto de
intersecgdo da reta r com 0s eixos OX e OY, desde que esses pontos ndo sejam a origem. Ele
pode ser aplicado em situacdes em que se deseja verificar, por exemplo, 0 comportamento de

uma funcéo afim quando o valor da funcdo é nulo.
4.1.4.4 A equacdo geral da reta ax + by = ¢

A equacdo ax + by = c chamada de equacao geral da reta, ou equacdo cartesiana
da reta, é a equacdo obtida por meio de um ponto A (x,,y,) pertencente a reta, e as
coordenadas de um vetor U = (a, b) # 0, de modo que u seja ortogonal a AB, para quaisquer

pontos A e B pertencentes a r, sendo ¢ = axy + by,.

N&o nos prolongaremos nessa demonstracao utilizando vetores, por ndo fazer parte de
nosso objeto de estudo, desse modo, para a obtencdo da equacéo da reta em sua forma geral,

basta observar que ela pode ser obtida por meio da equacdo fundamental, com algumas
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manipulagdes algébricas. Toda reta do plano possui uma equagéo do tipo ax + by = c com a

e b ndo simultaneamente nulos.
4.1.4.5 Retas verticais

Conforme definimos anteriormente, o coeficiente angular de uma reta r no plano 0XY,
representa a tangente do angulo que essa reta forma com o eixo 0X. Uma reta vertical (ou
seja, perpendicular a 0X), ndo possui valor para essa tangente, pois, ndo existe tan 90°. Desse
modo, a equacdo dessa reta ndo pode ser obtida por meio da equacao fundamental y — y, =
m(x — xy), porém, supondo que o ponto P(xg,y,) pertence a ela, podemos observar que essa
reta sera formada por todos os pontos do plano que tem abscissa igual a x,, 0 que permite
representa-la pela equacdo x = x,. A Figura 17 exemplifica uma reta vertical de equacéo

x = 2.

Figura 17 - Reta de equacgdo x = 2

ral=

Fonte: Paiva, 2010, p. 76.

4.1.5 Retas paralelas e perpendiculares

Duas retas r; e r, no plano podem estar em trés posicdes relativas (uma em relacdo a

outra), conforme segue:
Sejamr:ax+ by =ceryax+by=¢

) Coincidentes: dizemos que essas retas sao coincidentes quando todos o0s
pontos de r; sdo pontos de r, também, ou seja, as retas sdo iguais.

i) Paralelas: as retas sdo paralelas quando néo se intersectam, ou seja, r; N1, =
@. Escrevemos rq || 5.

i) Concorrentes: quando as retas se intersectam em um ponto, isto é, r, N r, =

{P}.

Podemos definir o caso de paralelismo entre retas por meio de seu coeficiente angular.
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Sejam o; e «, as inclinagdes das retas r; e r, respectivamente, temos:
0(1:0<2<:> tan 0(1 = tan 0(2 [— ml = mz

Se as inclinagdes das retas sdo iguais, segue que elas sdo paralelas, como ilustra a

Figura 18.

Figura 18 - Retas paralelas de inclinagéo o e «,

vy Ly

o

/!

Fonte: Dante, 2016, p.107.

Sendo assim temos a seguinte definigdo: duas retas r; e r, sdo paralelas se, e somente
se, ttm o mesmo coeficiente angular ou se ndo existem seus coeficientes angulares, e ainda,

seus coeficientes lineares sdo diferentes.

As retas r; e r, serdo paralelas e coincidentes, caso tenham coeficientes angulares e

coeficientes lineares iguais.

Dadas duas retas r;:mx +n e r,:m x +n', a interseccdo dessas retas é o ponto

P (x,y) cujas coordenadas s&o solucédo do sistema,

{—mx+y=n
-mx+y=n"

As retas 1 e 1, sdo paralelas quando nao existe um ponto P (x,y) comum a ambas, ou
seja, quando o sistema acima ndo possui solugéo. Podemos encontrar um sistema equivalente

a esse subtraindo a primeira equacao da segunda, assim obtemos,

{ -mx+y=n
(m—mHx=n —n’

que ndo tera solugdo se, e somente se, m =m’'en = n',

Portanto, as retas r;: mx 4+ n e r,:m x + n’ séo paralelas se, e somente se, possuem 0

mesmo coeficiente angular, ou seja m = m’ e coeficientes lineares n e n' diferentes. Serdo
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ainda paralelas coincidentes, caso os coeficientes lineares n e n’ sejam iguais, pois o sistema
apresentara infinitos pares (x,y) como solucdo, ou seja, todos os pontos P (x,y) das retas

serdo coincidentes.

Duas retas do mesmo plano serdo concorrentes quando ndo forem paralelas, ou seja,

dadas as retas r; e r, do plano, de modo anélogo ao caso anterior, temos:
X #X, tan «; # tan X, < my # m,, com 0° <oy, €, < 180° e g, X, # 90°

Assim, define-se que duas retas distintas e ndo verticais Sdo concorrentes se, e somente

se, seus coeficientes angulares sdo diferentes. A Figura 19 exemplifica dois casos.

Figura 19 - Retas concorrentes com inclinagdo o¢; e «,

e,

-,
e,
.,

T

-,
- p= i
e L X

gt
0 \ =
T-

1

A

Fonte: Dante, 2016, p. 107.

O ponto de intersec¢do entre as retas é o ponto P(xg,y,), de modo que x, e y, &0 0s

valores que satisfazem simultaneamente as equacdes de r; e r, € P € Unico.

Vamos considerar o caso de duas retas concorrentes perpendiculares, conforme mostra

a Figura 20, que usaremos como exemplo sem perda de generalidade para outros casos.

Figura 20 - Retas concorrentes perpendiculares

¥ b ']"'1

Fonte: Dante, 2016, p.109.

Pela geometria plana, no triangulo APB, temos:
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;4 90° + BAP = 180° = ;4 90° = 180° — BAP
Porém,
a, = 180° — BAP
Donde vem,
a, = o+ 90°
Sendo assim, temos:

sen(o¢;+90°)  sen o¢; - cos 90° 4+ sen 90° - cos o4

tan <, = tan(x;+ 90°) = =
2 (o ) cos(cci+90°)  cos &4 - cos90° — sen o« - sen 90°

Como sen90° = 1 e cos 90° = 0, vem que,

0 + cos x; COS Xy 1
tan OCZ = = — = —
0 — sen &4 sen oy tan oy

Sendo m; =tan «x; € m, =tan x, 0s coeficientes angulares das retas r;, e nr,

. ~ . 1
respectivamente, temos que r; e r, sdo perpendiculares se, m, = — —

ml'

1
Tle1@m2=—m—
1

Reciprocamente pode-se provar que, dadas uma reta r; de coeficiente angular m; e

.. 1 o~ ~ .
uma reta r, de coeficiente angular m,, se m, = — —, eNtdo as retas s&o perpendiculares.
1

Os conceitos de Geometria Analitica abordados nesta secdo foram utilizados na
aplicagdo de nossa pesquisa e serviram de pré-requisito para as construcBes que serao

detalhadas na proxima secéo.

4.2 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL - RETAS SECANTES, RETAS
TANGENTES E DERIVADAS

Nesta secdo utilizaremos os conteidos apresentados na sec¢ao anterior para construir 0s
conceitos de Calculo Diferencial e Integral 1 (CDI 1), que segundo defendemos nessa

pesquisa, podem ser trabalhados durante o Ensino Médio.
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Abordaremos aqui a maneira de determinar uma reta tangente a uma curva por meio
da aproximacdo de retas secantes, a relacdo que existe entre o coeficiente angular da reta
tangente e a derivada, formalizaremos o conceito de derivada por meio de limites e
abordaremos algumas aplicacdes da derivada na Fisica, trazendo a ideia de velocidade e

aceleracdo instantanea.
4.2.1 O problema da tangente

Considere uma curva de equacdo y = f(x), como determinar a equacdo de uma reta
tangente, t, a curva no ponto P (x,,y,) pertencente a essa curva? A palavra tangente vem do
latim tangens, que significa “tocando”. Desse modo, define-se tangente & uma curva como a
reta que toca a curva. Sendo assim, a tangente deve ter a mesma dire¢do que a curva no ponto
de contato. Mas é dificil tornarmos essa ideia precisa, pois, conforme Stewart (2016),
diferente do que ocorre com a definicdo dada por Euclides “a reta tangente ¢ uma reta que
intercepta o circulo uma Unica vez”, para alguns tipos de curvas essa definicdo é inadequada,

como ilustra a Figura 21.

Figura 21 - Exemplos de retas tangentes a uma curva

_.._._______ IIP
/__—'1...&......?..
/ | S—

y A

Fonte: Stewart, 2016, p. 66.

Na Figura 21, podemos perceber que as retas [ e t obedecem a ideia de que passam por
um ponto P pertencente & curva, porém a reta t a intercepta em um outro ponto e a reta [ ndo
apresenta as caracteristicas do que temos como ideia de uma tangente. No decorrer dessa

secdo, abordaremos um pouco melhor essa defini¢do de reta tangente.

Para determinar a equacdo da reta tangente a uma curva pela equacdo fundamental
y —yo = m(x — x,), precisamos conhecer a inclinacdo dessa reta, além do ponto de
tangéncia, porém, ao menos que o angulo de inclina¢do nos seja dado, ndo had como sabermos
o coeficiente angular sem conhecermos dois pontos pertencentes a reta t. Tomemos entdo um

ponto Q (x;,y1), que se encontra sobre a curva y = f(x) (ou seja, y; = f(x;)) e
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consideremos a reta t’ que passa por P e Q. A reta t' é chamada de secante a curva y = f(x).

A Figura 22 nos mostra exemplos das retas t e t'.

Figura 22 - Reta tangente t e reta secante t’

vk

t/

a"___._\__h_hl? '::.1'1_-' _1}.11:]
Poflxy) — flxg)

-y

0 Xg Xa

Fonte: Stewart, 2016, p. XXXI.

Se o0 ponto Q esta proximo de P, é natural intuirmos que o coeficiente angular mp, da
reta secante seja uma aproximacao do coeficiente angular m da reta t procurada. Além disso,
é natural também que conforme o ponto Q encontra-se cada vez mais proximo de P (ou
“tende” a ser coincidente com P), a aproximacao dos coeficientes angulares fique cada vez
melhor. Desse modo, podemos contornar o problema da reta tangente determinando uma
aproximacdo para o coeficiente angular m, tomando sobre a curva um ponto Q muito préximo
de P e calculando o coeficiente angular mp,. Mas Q # P, sendo assim, devemos tomar Q
tanto a direita quanto a esquerda de P. Se para os dois casos, o coeficiente angular mp,
aproxima-se do mesmo valor, temos entdo como intuir qual o coeficiente angular m da reta
tangente t. A Figura 23 nos da uma ideia da aproximacao de Q para P pela direita.

Figura 23 - Aproximacado de Q e P pela direita

AY

{gt:‘; 4
‘i':'?aﬂ
f,f' o 530-5{\\3
flx) Q — pe?®
p - Flxg) — fxg)
flxo) |4~
Xy —Xp y= .ﬂ-r:'
| | >
Xg Xy

Fonte: Anton, 2014, p. 132.
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Considere por exemplo o caso de determinarmos a equagdo de uma reta tangente a
curva y = x% no ponto P (1,1). Utilizando a ideia supracitada, vamos determinar o
coeficiente angular de retas secantes a essa curva, passando por P, e por um ponto Q
pertencente a curva, fazendo com que esse ponto Q se aproxime cada vez mais do ponto P,
tanto pela esquerda, quanto pela direita. A Tabela 1 apresenta os valores desses coeficientes

angulares, de acordo com os valores das abscissas de Q.

Tabela 1 - Coeficientes angulares de retas secantes a curva y = x?

X Mpg
2 3
1,5 2,5
1,1 2,1

1,01 | 2,01

1,001 | 2,001

0,999 | 1,999

0,99 | 1,99
0,9 1,9
0,5 1,5
0 1

Fonte: Producéo do autor, 2019.

Podemos observar na Tabela 1 que quanto mais o valor da abscissa de Q se aproxima
de 1, ou seja, quanto mais préximos estdo os pontos P e Q, mais o coeficiente angular da reta
secante que passa por P e Q aproxima-se do valor 2. Como isso acontece pelos dois lados do
ponto, podemos intuitivamente concluir que o coeficiente angular da reta tangente a curva no
ponto P serd m = 2. Sendo assim, aplicando a equacdo fundamental da reta, encontramos

facilmente a equacdo da reta solicitada, como segue:
y — Yo = m(x — xq)
y—1=2(x-1)
y=2x-1

Generalizando o resultado obtido nesse exemplo, podemos determinar a posicdo de
uma reta tangente a uma pardbola em um ponto dado, pelo seguinte teorema: “Se a pardbola é

o grafico da funcdo y = ax? + bx + c, sua tangente no ponto P (xo,y,), onde y, = ax +
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bx, + c, é a reta que passa por esse ponto e tem inclinagéo igual a 2ax, + b” (LIMA, 2013,
p. XXX).

Vamos provar esse teorema mostrando que todos os pontos dessa pardbola que tém
abscissa diferente de x,, ndo pertencem a reta tangente mencionada e se encontram no mesmo

semi plano determinado por essa reta.

Suponha sem perda de generalidade que a > 0. Vamos mostrar que para todo x # x,
0 ponto P (x,y) da pardbola, com y = ax*+ bx + ¢ situa-se acima do ponto (x, Yo +
(2axy + b)(x — xo)) de mesma abscissa x, situado sobre a reta. Isto &, queremos provar que,

supondo a > 0,
x # xg = ax? + bx + ¢ > axZ + bxy + ¢ + (2axy + b)(x — xp).

A Figura 24 ilustra um exemplo dessa situacéo.

Figura 24 - Exemplo de posicao de uma reta tangente a uma parabola
Y

(x,ax®*+ bx +¢)

(x, vo + 2ax, + b))

(xm}’o)_
e (xp,ax3 + bxy,+ )

Fonte: Producéo do autor, 2019.

Para provar isto, basta notar que,
x # xg = ax* + bx + ¢ — [ax3 + bxy + ¢ + (2axy + b)(x — x9)] = a(x — x4)? >0

Isto mostra que a reta de inclinagdo 2ax, + b, que passa por P (xq, ), com y, =

f(xy) tem somente P como ponto comum com a parabola, e que todos os pontos dessa
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parabola estdo acima dessa reta. Logo, esta reta é tangente a parabola no ponto P. Quando
a > 0, a parabola se situa acima de qualquer de suas tangentes (Figura 19), e quando a < 0,

entdo a parabola se situa abaixo de todas as suas tangentes.

Cabe observar que toda reta paralela ao eixo de uma parabola tem somente um ponto
em comum com essa pardbola, porém ela ndo é tangente, pois existem pontos da parabola em

ambos 0s semi planos determinados por esses tipos de retas.
4.2.2 O coeficiente angular da reta tangente a uma curva

Vamos reformular a ideia da se¢@o anterior com maior rigor e precisdo, em termos de
uma fungédo f: D € R — R. Tomemos a curva C que é o grafico da fungdo y = f(x). Deseja-
se determinar o coeficiente angular da reta tangente a ¢ em um ponto P (a, f(a)). Para isso,
vamos considerar as retas secantes a C que passam pelo ponto P e por um ponto genérico
Q (x, f(x)) pertencente a curva, sendo x # a. O coeficiente angular da reta secante seré dado
por:

@ -f@
PO x—a

Se a fungdo f for continua em a, podemos fazer com que o ponto Q percorra a curva
de modo que x esteja muito préximo de a, o tanto quanto desejarmos. Dizemos nesse caso
que estamos fazendo x tender a a. Se o coeficiente angular m; da reta secante a curva se
aproximar de um valor m conforme x se aproxima de a, entdo definimos a reta tangente ¢,
como sendo a reta que passa por P e tem o coeficiente angular m. 1sso implica dizer que a reta

tangente t € a posicdo limite da reta tangente ‘P_Q’, quando é possivel fazer Q tender a P. A

Figura 25 nos ilustra esse fato.

Figura 25 - Aproximacdo da reta secante ﬁ atangentet

¥4 t ./

0] x

Fonte: Stewart, 2016, p. 122.
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Isso motiva a seguinte definicdo: a reta tangente a curva y = f(x) no ponto
P (a, f(a)) sendo a funcdo f continua em x = a, é a reta que passa por P e tem coeficiente
angular

- f@
m = lim————~,

x—a X —a

desde que esse limite exista.

Em alguns casos é conveniente usar uma forma alternativa para determinar o
coeficiente angular m da reta tangente, passando da varidvel x para a variavel h, tomando

x =a+ h em que h € um incremento sobre o valor de x, e queremos que esse incremento

seja tdo proximo de zero quanto se queira. Desse modo, o coeficiente angular da reta PQ sera

determinado por:

_fla+h)—f(a)
mw— 3 .

Sendo assim, quando x tende para a, o valor de h tende a zero, o que implica que o

coeficiente angular da reta t, tangente a curva y = f(x) seré dado por:

fla+h) - f(a)
- :

m = lim
h—0

N&o abordaremos em nosso estudo as definicbes formais de limite e condicBes de
existéncia, embora esses conceitos estejam ligados as defini¢Bes citadas, essa formalizacao
nédo fez parte de nossa pesquisa com os alunos, desse modo, assumiremos como conhecidas
essas definices pelos leitores e por professores. Com o0s alunos participantes de nossa
pesquisa, abordaremos uma ideia intuitiva de limite, na manipulacéo algébrica do coeficiente
angular da reta secante para simplificar a indeterminagdo e apés isso, considerar o incremento
h = 0. Os livros citados como referéncia no inicio desse capitulo servem como sugestdes de

leitura para aprofundamento nesse assunto.
4.2.3 A taxa de variacdo e a derivada de uma funcgéo

Suponha que em certa situacdo uma quantidade y depende de uma outra quantidade x
(por exemplo, a distancia percorrida dependendo do tempo ou preco de certo produto

dependendo da quantidade comprada desse produto). Sendo assim, y é uma funcdo de x e
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escrevemos y = f(x). Suponha que x varie de um valor x; para um valor x, (chamado de

incremento de x), e denotado por Ax, ou seja,
Ax = xy — x;
e isso implica que a variacdo em y, a qual denotamos por Ay, sera:

Ay = f(xz) — f(x1).

O quociente dessas diferencas,

A_y: f(x2) = f(x1)

Ax X2 — X1

é denominado taxa de variacdo média de y em relagdo a x, no intervalo [x;,x;] €
geometricamente, pode ser interpretado como o coeficiente angular da reta secante PQ que

passa pelos pontos P(x;, f(x1)) e Q(xz, f(x2)), como mostra a Figura 26.

Figura 26 - Taxa de variacdo média

Fonte: Stewart, 2016, p. 125.

Consideremos a taxa média de variacdo em intervalos cada vez menores, fazendo com
gue x, esteja tdo proximo quanto se queira de x;, fazendo com que Ax tenda a zero. O limite
dessas taxas médias de variacdo € chamado de taxa de variacdo instantanea de y em

relacdo a x, em x = x4, a qual é geometricamente interpretada como o coeficiente angular da

reta tangente & curva y = f(x) no ponto P (x;, f (x1)). Desse modo, temos:

. Ay f(x)— f(x1)
im —= lim ————.

Ax—0 Ax X2—-X1 Xy — X1

Reconhecemos esse limite como o coeficiente angular da reta tangente a curva
y = f(x), no ponto P(xy, f(x1)).
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Limites como esse surgem sempre que calculamos uma taxa de variagdo em qualquer
ramo das ciéncias ou engenharia (como velocidade de um objeto por exemplo), e como esse
limite ocorre amplamente, ele recebe nome e notacdes especificas e € chamado de derivada

da funcéo.

Definic8o: A derivada de uma funcdo £ em um ndmero a, denotada por f (a), é

fla+h) —f(a)
h

f (@) = lim
se o limite existir.

Tomando x=a+h, entio h=x—a tende a zero, e assim podemos

convenientemente escrever,

(@) = lim f(x) — f(a)_
x—a X —a
De modo geral, podemos definir a derivada de uma funcdo y = f(x), em um dado

ponto P(a, f (a)) como o coeficiente angular da reta tangente a essa curva, no ponto P.
4.2.4 Velocidades (média e instantanea)

Nesta secdo abordaremos o0s conceitos de derivadas para descrever tipos de

movimentos que acontecem em situaces fisicas.

Recordemos que se um ponto P se move ao longo de uma reta r de acordo com a
equacdo s = f(t), sendo s o deslocamento do objeto a partir da origem no instante t, seu
movimento é retilineo. A funcdo f que descreve o movimento é chamada de funcéo de
posicdo do objeto. Se » é uma reta ordenada, no intervalo de tempo t =aet=a+h, a

variacdo na posicao serd f(a + h) — f(a). A Figura 27 ilustra esse fato.
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Figura 27 - Variacdo da posicao de um objeto sobre uma reta r

posicio no posicio no
instante f = a instante f = a + f

| |

0 ) -
fla + k) — fla)

| fla) |
|*— fla+h) 4-1
Fonte: Stewart, 2016, p. 123.

A velocidade média nesse intervalo é dada por:

deslocamento  f(a + h) — f(a)
tempo h '

velocidade média =

Agora, observe a Figura 28, e verifique que esse mesmo fato acontece com a reta

secante PQ mostrada na figura.

Figura 28 - Variacao da posicdo de um objeto sobre a reta secante (172’

A )
Qla + h, fla + k)
=

Pla, fla)) /~

f

S

-y

0 i} a+h

fla+h) — fla)

.Fi"i'j:-{z}z I
= velocidade média

Fonte: Stewart, 2016, p. 123.

Vamos supor que a velocidade média, como apresentado na Figura 23, seja calculada
em intervalos cada vez menores, de modo que facamos h tender a zero. Assim, podemos
definir que a velocidade instantanea v(a), no instante t = a € o limite dessas velocidades

médias, ou seja,

fla+h) —f(a)

(@ = fin =
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Assim, podemos dizer que a velocidade instantanea em t = a € igual ao coeficiente

angular da reta tangente a curva s = f(t) no ponto P (a, f (a)).

Em particular, se s = f(t) for a funcdo de posi¢do de uma particula que se move ao
longo de uma reta, entdo f (a) sera a taxa de variacdo do deslocamento s em relacio ao
tempo t, isto &, f (a) é a velocidade da particula no instante t = a. A velocidade escalar

da particula é o valor absoluto da velocidade, ou seja, |f' (a)|.
4.2.5 Aceleracdo (média e instantanea)

Assim como a velocidade indica uma taxa de variacdo da posicdo com o tempo, a
aceleracdo descreve uma taxa de variacdo da velocidade com o tempo. No movimento
retilineo, a aceleracdo pode referir-se tanto ao aumento quanto a reducdo da velocidade.
Vamos considerar novamente 0 movimento de uma particula sobre uma reta . Suponha que
em um dado instante t a particula esteja em um ponto P; e tenha uma velocidade instantanea
V1, € que em outro instante t + h, a particula esteja em um ponto P, e possua uma velocidade
instantanea v,. De modo analogo ao da velocidade, a aceleracdo média no intervalo de tempo

de t até t + h é dada por:

_v(t+h)—v(t)
a, = n :

Podemos observar que ela mede a variacdo da velocidade do corpo por unidade de
tempo no intervalo h. Sendo assim, de modo analogo ao que verificamos com a velocidade,
podemos obter a aceleragdo da particula no instante t, tomando sua aceleracdo em intervalos
de tempo h cada vez menores, fazendo assim com que h tenda a zero. Portanto, a aceleracao

instantanea da particula em um instante t é

v(t+ h) —v(t)
n )

a(t) = }li_r:%

se o limite existir. Logo, sendo v = v(t), a aceleracdo instantanea de uma particula é o
coeficiente angular da reta tangente a curva v = v(t), no instante t, ou seja, a aceleracao é a

derivada da velocidade.

Em particular, se v = v(t) for a funcdo que determina a velocidade de uma particula
que se move ao longo de uma reta, entfo v (a) sera a taxa de variacdo da velocidade v em

relacdo ao tempo ¢, isto é, v’ (a) é a aceleracéo da particula no instante t = a.
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4.2.6 Uma aplicacéo a Fisica estudada no Ensino Médio

Nesta secdo apresentaremos algumas aplicagcbes dos conceitos de derivada para
aplicacdo no Movimento Uniformemente Variado (MUV), que sdo estudados nas séries
iniciais do Ensino Médio. Essas ideias ndo foram aplicadas em nossa pesquisa, porém trata-se
de uma sugestdo de extensdo da sequéncia didatica para professores interessados no

aprofundamento do conteudo por parte de seus alunos.

A aceleracdo escalar média de um movel é a variacdo média da velocidade escalar
instantanea desse movel em um determinado intervalo de tempo t. Sabendo que a aceleracdo
no MUV permanece constante, podemos calcular a variagdo do espaco de um movel no
decorrer do tempo, por meio da fun¢do horaria dos espagos em um MUV, que é,

at?

em que,

e S éaposicdo final do movel;

e S, éaposicdo inicial do movel,
e 1/, € avelocidade no instante t;
e a éaaceleracdo escalar;

e t €0 instante de tempo;

Na secdo anterior, verificamos que a velocidade escalar média de uma particula é dada
pela variacdo do espaco (posicdo final e posicdo inicial da particula) em um determinado
intervalo de tempo. Consideremos a curva S(t) e um ponto P (tO,S(tO)) pertencente a essa
curva. O coeficiente angular da reta tangente a essa curva no ponto P, determina a velocidade
instantdnea da particula no instante t,. Consideremos ainda um ponto Q (to + h, S(ty + h)),

também pertencente a curva. Se tomarmos o incremento h cada vez mais proximo de zero, a

reta secante (172) tendera a reta tangente procurada, desse modo temos:

S(ty +h) —S(t)

§(6) = Jim n

Sabendo que na funcdo horéria dos espagos, os valores S, e V, sdo constantes,

substituindo no limite acima, temos:
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2 2
So +Vo(t+h)+M— [SO+VOt+%
§(6) = lim n
at? + 2atyh + ah? at?
, So+V0t0+V0h+ 2 _SO_VOtO_T
§ @) = lim h

atd + 2atyh + ah? — até
2
h

Voh +

S(t)= illli%

2Voh + 2atyh + ah?®
2h

S'(t) = }li_r)r(l)

h(ZVO + Zato + ah)
2h

S'(t) = }li_r)r(l)

ZVO + Zato + ah
2

S = }llir(l)

ZVO + Zato

S'(t) = >

S'(t) =V, + aty
que nos d& a velocidade escalar instantanea no instante de tempo t = t.

Os professores e alunos do Ensino Médio conhecem o algoritmo obtido acima,
denotando S’ (t) como V (t), nés temos a func&o horéria da velocidade escalar instantanea,
que também € estudada nos primeiros anos da disciplina de Fisica, geralmente, antes mesmo
da funcéo horaria dos espagos.

V() =V, + at.

Desse modo, os professores podem abordar a velocidade escalar como a variagdo do
espaco em fungdo do intervalo de tempo, em que a demonstracdo supracitada fica como

sugestdo de abordagem do contetido para os professores.

A aceleracdo escalar tambeém pode ser abordada por meio da ideia da variacdo da
velocidade em funcdo do espaco de tempo (essa ideia foi mostrada na subsecdo anterior), a
partir da fungdo horéria da velocidade escalar instantanea, de modo analogo a demonstracao

anterior. Sabendo que a velocidade inicial V, € uma constante, e tomando a curva que
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representa a fungdo V(t), o coeficiente angular da reta tangente a essa curva em um ponto

P (to, V(ty)), representa a aceleracio escalar, que nesse caso sera constante, Como segue:

Vo + a(ty + h) — [V, + aty]
h

V(t) = }lll_r)r(l)

V0+at0+ah—VO—at0
h

V() = }li_r)r(l)

) . ah
V) = lim=-

V'(t) = a.

Portanto, o professor e os alunos podem juntos discutir e concluir que a aceleracéo
escalar trata-se da variacdo da velocidade em funcdo do tempo, obtendo um resultado

algébrico para isso.

A ideia, definicdo e conceitos que envolvem limites ndo fazem parte do curriculo de
matematica nos primeiros anos do Ensino Médio, porém, essa abordagem pode ser trabalhada
normalmente, desde que o professor trabalhe a manipulacdo algébrica com seus alunos, de
modo que deixe de existir a indeterminacdo. O propdsito é trabalhar intuitivamente com os
alunos a ideia de derivacdo, para isso, apos o aluno conseguir sair da indeterminacao, o
professor pode retomar o conceito de que o incremento h precisa estar muito préximo de zero,
sugerindo entdo que seu valor seja zero, encontrando assim as expressdes desejadas. Maiores
detalhes dessa abordagem podem ser conferidas no capitulo 6, que mostram os resultados da

aplicacdo de nossa pesquisa, na qual trabalhamos por meio dessa mesma ideia.
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5. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo, apresentaremos a sequéncia elaborada, no projeto de pesquisa na
disciplina eletiva MA 24 — Trabalho de Concluséo de Curso do PROFMAT, para construgéo
da ideia intuitiva de derivada, utilizando tépicos de Geometria Analitica, mais precisamente, 0
conceito de equacdo da reta e coeficiente angular. A pesquisa foi aplicada com uma turma de
alunos da terceira série do Ensino Médio da escola Governador Celso Ramos, na qual atuo
como professor efetivo desde 2012. Para a aplicacdo da atividade, foram selecionados 12
alunos de turmas diferentes que demonstravam interesse nas areas afins de Ciéncias Exatas,
todos eram alunos regulares da escola, e frequentavam turmas nas quais eu lecionava. As
atividades foram aplicadas na propria escola, no contra turno nos meses de outubro e

novembro de 2018.

A pesquisa desenvolvida nesse projeto privilegiou mais os aspectos qualitativos sobre
0s quantitativos, sendo assim, classificada como qualitativa. Essa abordagem de pesquisa
oferece ao respondente manifestar suas opinides e demonstrar livremente seu prévio
conhecimento acerca do assunto, assim como privilegia o pesquisador a fazer perguntas que
focam a compreensdao de como os individuos experimentaram 0s processos de ensino e
aprendizagem durante a pesquisa (MOREIRA; MASSONI, 2011). Também a observagdo e
levantamento de dados ressaltam os aspectos qualitativos por meio da analise das questdes

abertas que privilegiam o emprego dos conhecimentos prévios dos alunos.

Durante a aplicacdo do projeto, o processo de desenvolvimento das atividades cumpriu
a funcdo principal. A analise dos resultados avaliou a compreensdo das questdes de pesquisa
desde a interpretacdo, passando pelos métodos utilizados pelos respondentes para a resolucao
dos problemas e a eficacia dos métodos empregados.

Adotamos como principal norteador e procedimento metodoldgico da pesquisa e das
aulas, a Didatica da Resolucdo de Problemas (RP). Os problemas utilizados nesta pesquisa
foram elaborados pelo préprio pesquisador, adaptados da tese de doutorado de Eliane Bihuna
de Azevedo (AZEVEDO, 2019), e do livro Calculo — Volume 1 de James Stewart,
(STEWART, 2016). Foram necessarios trés encontros presenciais, para o desenvolvimento e
discusséo das cinco atividades propostas, que foram resolvidas em grupos, com intermediagao
do professor.
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Quanto ao procedimento para levantamento e coleta de dados, essa pesquisa propds uma
sequéncia didatica de questbes abertas que exigiam conhecimento prévio de alguns conceitos
de Geometria Analitica (o que justifica a escolha dos alunos para a aplicacdo da pesquisa).
Corroboramos com Zabala (2007) que sequéncia didatica é um conjunto de atividades que sao
ordenadas de modo a atender as necessidades dos alunos para que esses alcancem os objetivos
de aprendizagem. As atividades sdo ordenadas e estruturadas com inicio e fim conhecidos por

alunos e professores, para que se cumpram os objetivos estipulados no planejamento.

A sequéncia didatica proposta nessa pesquisa € composta de cinco atividades que
exigem interpretacdo e analise, carater investigativo por parte dos alunos, com o objetivo de
se definir intuitivamente a ideia de derivada de uma funcéo, algumas padronizacdes algébricas

e duas aplicagdes na Fisica.

A andlise de dados se deu por meio da observacao dos procedimentos e ideias adotadas
pelos alunos para a resolucéo de cada atividade, investigando sob quais aspectos o objetivo de
cada atividade foi atingido. Para tal foram recolhidas as resolucdes realizadas pelas equipes e
registradas em forma de relato as percepcbes do professor logo apds a aplicacdo. Na
apresentacdo e analise final dos dados, buscamos mostrar com clareza se a sequéncia proposta
na pesquisa pode ser utilizada e/ou adaptada por outros profissionais da area de Matematica,
de modo que o ensino de Célculo possa ser introduzido ja no Ensino Médio, por meio da

noc¢do intuitiva da derivada.

Como a metodologia da Didatica da Resolucdo de Problemas (DANTE, 2009) foi
adotada como principal norteador de nossa pesquisa, procuramos durante a analise dos
resultados e no relato dos acontecimentos durante a aplicacdo da pesquisa, relacionar os fatos
aos objetivos e propostas abordadas nessa metodologia. Analisamos com teor critico se as
abordagens e métodos empregados pelo pesquisador e pelos alunos estavam de acordo com a

proposta.
5.1 CONTEXTO DA APLICAQAO

Para a aplicacdo do projeto, a diretora da escola assinou um termo de autorizagéo de
pesquisa (Anexo 1), autorizando o pesquisador a utilizar as dependéncias da escola,
concordando com a divulgacdo e apresentacdo dos resultados em banca de Dissertacdo e
publicacBes em eventos e revistas da area de ensino. Os pais dos alunos menores de idade

assinaram um termo de consentimento (Anexo 2), de que seus filhos estariam participando da
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pesquisa junto ao pesquisador, autorizando o uso dos dados das resolucdes das atividades e da
transcricdo de &udios e imagens realizadas na pesquisa para producdo da Dissertacdo e
divulgacdo em eventos ou revistas da area de ensino, preservando a identidade de seus filhos,
sem causar qualquer tipo de constrangimento ao aluno participante. Na Figura 29 podemos

ver a sala com alguns dos participantes desta pesquisa.

Figura 29 - Alunos participantes da pesquisa
\ 1Y B

Fonte: Arquivo do Autor, 2018.

A sequéncia foi aplicada em trés encontros (seis horas/aula), os alunos trabalharam em
grupos de no maximo quatro pessoas, em que resolveram as atividades em sala. Também foi
proporcionada aos alunos uma atividade de pesquisa durante o primeiro encontro, em que

puderam utilizar livros e a internet, disponibilizados pela escola, além de uma pesquisa que
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efetuaram apds o primeiro encontro sobre conceitos que utilizariam nos desenvolvimentos das
atividades posteriores. O pesquisador criou um grupo em um aplicativo de mensagens, para
gue durante a semana o0s alunos trocassem ideias e disponibilizassem resultados de pesquisas
referentes as atividades propostas, porém esse foi pouco utilizado.

Ao término de cada atividade, as solu¢es foram discutidas em grupo, e as devidas
corregOes feitas pelo pesquisador e pelas equipes. O software GeoGebra foi utilizado como
recurso didatico/visual em algumas situacdes durante a pesquisa, tanto para fazer correcdes de
alguns erros dos alunos, como também para fixar conceitos e explorar ideias que foram

aplicadas nas resolugdes.

Ao final de cada atividade, o pesquisador recolhia os formularios com as solucdes dos
alunos, e entregava para as equipes o formulario com as questdes seguintes. Enquanto os
alunos resolviam as questdes, 0 pesquisador passava entre as carteiras atento as discussoes das
equipes, fazendo interferéncias quando eram necessarias. Tais interferéncias geralmente se
davam com questionamentos sobre o caminho e as escolhas que os alunos estavam tomando
para a solugdo dos problemas, com o objetivo de estimular a criatividade e o raciocinio ldgico
dos alunos, bem como a experimentacdo de hipdteses e comprovacao de resultados.

Os trés encontros seguiram 0 mesmo padrdo de aplicacdo, com interagdo constante
entre as equipes, interna e externamente, e com o pesquisador, fazendo as interferéncias
necessarias. Os resultados esperados eram explorados utilizando o recurso visual, para que 0s
alunos pudessem ter uma melhor compreensdo dos resultados obtidos. Na proxima secéo,
mostraremos detalhadamente as atividades e analises dos resultados a partir do que foi

desenvolvido na aplicacao do projeto.
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6. ANALISE DOS RESULTADOS DA SEQUENCIA DIDATICA APLICADA COM
ALUNOS DO ENSINO MEDIO

Nesta secdo apresentaremos as atividades que compuseram a sequéncia didatica,
destacando seus objetivos, descreveremos como foi a aplicacdo e faremos a analise dos dados
baseados nas resolucdes das atividades que foram entregues pelos alunos no final de cada
encontro e nas percepcdes do professor-pesquisador, destacando a metodologia da Didatica de

Resolucédo de Problemas.
6.1 ATIVIDADE 1: PRE-REQUISITO

O desenvolvimento da primeira atividade se deu em uma sala de aula disponibilizada
pela direcdo da escola. A aplicacéo foi feita com a presenca do pesquisador e dos alunos, néo
sendo necessaria a supervisdo de outros professores, pois todos os alunos presentes eram
alunos regulares do pesquisador. Para a resolucdo da atividade 1, os oito alunos presentes
foram divididos em trés equipes (uma equipe composta por dois alunos e outras duas com
trés), sorteadas pelo professor, que aqui serdo identificadas para efeitos desta analise com a

nomenclatura E1, E2 e E3.

A primeira atividade da sequéncia didatica tinha como objetivo verificar se os alunos
dominavam o conceito de reta e coeficiente angular de uma reta, se eram capazes de aplicar
tais conceitos na resolucdo de problemas e na determinacdo da equagdo de uma reta. Também
tinha o intuito de definir e construir retas secantes a uma curva, por meio de pesquisa em

livros e/ou internet.

Para cada aluno foi entregue uma folha com o questionario da Atividade 1 (Apéndice

A), conforme resumido no Quadro 1.
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Quadro 1 - Resumo da Atividade 1 da sequéncia desenvolvida na pesquisa

1. Encontre uma equacdo para a reta que passa pelo ponto (2, —5) e:

(@) Tem inclinagéo —3;

(b) E paralela ao eixo x;

(c) E paralela ao eixo y;

(d) E paralela a reta 2x — 4y = 3;

2. Encontrar a inclinacdo e a interseccdo com 0s eixos, de uma reta que passa por
dois pontos dados;

3. Pesquisar e definir retas secantes;

4. Esbocar retas secantes a parabola da funcdo f(x) = x?, que passem pelo ponto
P (2,4).

Fonte: Producéo do autor, 2018.

6.1.1. Desenvolvimento da Atividade 1.

A primeira atividade teve seu desenvolvimento iniciado no primeiro encontro, em que
0s grupos discutiram a solucdo de cada tdpico, utilizando seus prévios conhecimentos
adquiridos em sala nas aulas regulares, pois o conteudo faz parte da componente curricular do
terceiro ano do Ensino Médio e foi trabalhado. A sala da aplicacdo da atividade foi
previamente organizada pelo pesquisador, a direcdo da escola disponibilizou um projetor, pois
seria necessario para a ilustracdo das figuras e também para a discussdo das resolugdes. O
software GeoGebra foi utilizado para apresentar os graficos das funcdes e os comportamentos

das retas secantes, item 4 dessa primeira atividade, conforme a Figura 30.

Figura 30 - Gréafico da funcdo f(x) =x*> com algumas retas secantes apresentado no
software GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar

5 [ ¥ S fol [ P N T —

N
-
» Janela de Algebra (< | » Janela de Visualizagio

LYY Y Y Y YY)
TEzarmoOmEa
gLy LT
sLLAINEBTR L
<G<iaie J
LiE22ze

Entrada. a ¢

Fonte: Producéo do autor, 2018.
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Os alunos comecaram a discusséo dos primeiros topicos da Atividade 1, utilizando os
conhecimentos que desenvolveram durante as aulas regulares do periodo letivo. Devido ao
fato de os alunos selecionados para participacao da aplicacdo desta pesquisa ja demonstrarem
familiarizacdo com os conceitos basicos de equacao da reta e coeficiente angular, os itens 1(a)
e 1(d) da primeira questdo da Atividade 1, foram rapidamente desenvolvidos sem que
surgissem duvidas relativas a resolucdo. Neste momento, conforme a metodologia da RP
proposta por Dante, os alunos utilizaram seus conhecimentos prévios para discutir e formular
as resolucgdes dos problemas, enquanto o professor monitorou as a¢6es dos alunos, verificando
se eles utilizariam conceitos corretos para a resolucdo do problema, instigando-os a
encontrarem por si proprios as solugdes. Os alunos adotaram 0 mesmo método de resolugéo,
utilizando a equacdo fundamental da reta y — yo = m (x — xg) em que (x,,y,) € um ponto
conhecido da reta e m o seu coeficiente angular. Para os itens 1(b) e 1(c), em que se desejava
encontrar a equacdo de uma reta paralela aos eixos coordenados (eixo x em (b) e eixo y em
(c)), os alunos tiveram as suas primeiras davidas em que o pesquisador teve que fazer a

primeira interferéncia.

No caso do item (b), os alunos constataram o fato de que n&o havia um segundo ponto
para que se efetuasse o calculo do coeficiente angular da reta, inviabilizando o uso da equacao

fundamental y — y, = m(x — x;), pois ndo seria possivel o célculo do coeficiente angular m

YB—YVA
XB—X4

por meio do algoritmo m = , que é utilizado quando conhecidos dois pontos

pertencentes a reta. Assim, o pesquisador sugeriu aos alunos que recorressem a um outro
modo de determinacdo do coeficiente angular, ou seja, a sua interpretacdo geométrica, em que
o coeficiente angular de uma reta é a tangente do angulo que essa reta forma com o eixo x.
Novamente as equipes entraram em um impasse. No item (b), a questdo foi: como determinar
a tangente do angulo que a reta forma com o eixo x, se esta reta é paralela a x? No item (c), a
reta é perpendicular ao eixo x, sendo assim o angulo entre a reta e o eixo € de 90°, que

implica na ndo existéncia da tangente do angulo.

A equipe E1 tomou a iniciativa para resolucdo do item (b), utilizando o coeficiente
angular m = 0. O pesquisador questionou a equipe como chegaram a essa concluséo e
solicitou que eles explicassem aos demais alunos. Eles relembraram os colegas sobre o ciclo
trigonométrico e a posicdo do arco de 0°. Substituindo na equagdo fundamental y —y, =
m(x — xp), 0 valor m = 0, as equipes prontamente chegaram a equacdo y = —5. Conforme

Dante (2009) orienta, no trabalho com a RP, a verificacdo do resultado pode ser apresentada
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por um representante de cada equipe, e deve-se abrir um momento de discussdo entre as
equipes para que discutam os diferentes métodos adotados para resolugdo do problema.
Embora este momento ndo tenha acontecido de fato em uma etapa de verificacdo de
resultados, a analise conjunta entre as equipes pode ajudar os alunos a encontrarem uma

solucéo correta para o problema.

O impasse persistiu ainda para a resolucdo do item (c). Novamente o pesquisador
precisou interferir, sugerindo aos alunos que fizessem um eshogo da reta procurada.
Aproveitando o recurso visual, a reta foi construida no software GeoGebra, conforme a
Figura 31.

Figura 31 - Reta paralela ao eixo y que passa pelo ponto A(2, —5)

Arquivo Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de Algebra o » Janela de Visualizagio [
® A-(2,5) 1
® fx=2

Entrada:

Fonte: Producéo do autor, 2018.

ApOs essa construcdo, o pesquisador questionou os alunos: qual o valor de x em
qualquer ponto sobre essa reta? Apos um curto periodo de discussdo, 0s alunos concordaram
que o valor da abscissa x permanecia constante, ou seja, x = 2. Diante deste fato, obtivemos

assim a equacao da reta desejada.

Quanto ao item 2 da Atividade 1 (Quadro 2), os alunos ndo apresentaram dificuldades
para a resolucdo, pois questdes parecidas com essas foram trabalhadas durante as aulas
regulares. Conforme definido por Dante (2009), essa atividade trata-se de um exercicio e ndo
um problema, pois ela serviu para exercitar conceitos ja conhecidos pelos alunos, porém, para

nossa pesquisa, tornou-se relevante a revisdo e a pratica desses conceitos.
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Quadro 2 - Enunciado da questdo 2 da Atividade 1

2. Sejam A (—=7,4) e B (5,—12) pontos do plano:
(a) Encontre a inclinacdo da reta que contém A e B;

(b) Encontre uma equacao da reta que passa por A e B. Quais sdo as intersec¢fes com 0s
eix0s?

Fonte: Producéo do autor, 2018.

Para a resolucdo da questéo 3 dessa atividade, os alunos utilizaram computadores, com
internet e a biblioteca, para pesquisar a definicdo de reta secante. Essa pesquisa foi rapida e as
definicdes foram discutidas logo na sequéncia para o desenvolvimento da questdo 4. As

defini¢des encontradas estdo no Quadro 3.

Quadro 3 - DefinicOes de reta secante conforme pesquisa dos alunos

e EI1: Uma reta que intersecta dois pontos de uma curva.
e E2: é uma reta que corta uma curva, ou seja, que possui dois pontos comuns
com essa curva.

e E3:Eumareta gue corta outra reta ou uma curva.

Fonte: Dados de pesquisa, 2018.

Apbs a leitura dessas definicbes, o pesquisador discutiu com os alunos essas
definigdes e formalizou com eles que a definicdo mais adequada de reta secante, para essa
atividade foi a encontrada por E1, que corrobora com a definicdo dada por Stewart (2016, p.
XXXI) “A reta que intersecta dois pontos de uma curva ¢ denominada reta secante.” Nesse
caso, os alunos resolveram um problema, conforme a definicdo de Dante, pois utilizaram a

tecnologia e referéncias em livros para encontrar as definigdes pedidas.

A questdo 4 da Atividade 1, que efetivamente da inicio ao que essa pesquisa deseja,
pedia aos alunos que considerassem a parabola f(x) = x* (Figura 30), e o ponto P (2,4),
pertencente & essa parabola, e que conforme a defini¢do, construissem trés retas secantes a
essa parabola, passando pelo ponto P. Para tal, os alunos receberam uma folha impressa com
o gréafico da fungdo na qual poderiam rascunhar as retas. Apos os alunos rascunharem as retas
no grafico dado, o pesquisador apresentou os rascunhos de cada equipe para as demais,
questionando-os se os rascunhos apresentados satisfazem o enunciado da questdo e quais
deles satisfazem. Essa apresentacdo foi feita pelo préprio pesquisador, pois os alunos ficaram
receosos de apresentar seus resultados para os demais, e também para melhor proveito do

tempo de aula/pesquisa.
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6.1.2 Andlise das resolugdes da Atividade 1

Nesta secdo faremos a analise das resolucdes apresentadas pelas equipes E1, E2 e E3,
e faremos algumas consideracdes sobre o aparente efeito da aplicacdo da sequéncia no
entendimento e construcdo da ideia intuitiva de derivada, e de que modo uma aplicacdo como

essa pode ter efeitos sobre os contetdos trabalhados no Ensino Médio.

Todas as equipes demonstraram familiaridade em trabalhar com os conceitos basicos
de Geometria Analitica e mostraram habilidade no manuseio dos algoritmos da equacao
fundamental da reta e dos célculos de coeficiente angular que tratavam dos conceitos que
formam um pré-requisito para o desenvolvimento da pesquisa. Porém, cometeram alguns
equivocos na resolucdo da questdo 1 da Atividade 1. A equipe E1, como podemos observar na
Figura 32, conseguiu resolver de maneira correta os itens (a), (b) e (c), no item (d) encontrou
o coeficiente angular correto, mas substituiu os valores de x, € y, invertidos, ou seja, usou o
ponto (—5,2) quando o indicado foi (2,—5). Esse equivoco ndo foi discutido durante a
aplicacdo do projeto, pois foi percebido somente durante a analise dos protocolos.
Ressaltamos entdo a importancia da verificacdo das resolugdes durante o processo de
retrospecto seja feito com base nas resolugdes apresentadas pelos alunos, pois esse erro pode
ter passado despercebido por eles, ou talvez se sentiram intimidados e preferiram ndo aponta-

lo durante a discusséo na aula.

Figura 32 - Resolucdo da equipe E1 da questdo 1da Atividade 1
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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A equipe E2 resolveu os itens (a) e (d) corretamente, com um pequeno erro na Ultima
expressdo da reta desejada no item (d) faltando igualar a zero (Figura 33). Porém néo obteve
sucesso em determinar a equacdo das retas paralelas aos eixos coordenados, itens (b) e (c) da
primeira questdo. Pela analise da resolucdo apresentada, aparentemente eles ndo conseguiram
encontrar uma maneira de determinar a equacdo da reta sem conhecer dois pontos
pertencentes a ela. Utilizaram o ponto (0, 1) pertencente ao eixo y para encontrar a equacao
da reta paralela ao eixo x e de modo semelhante, 0 que aparentemente parece ser um
raciocinio anélogo, utilizaram o ponto (1,0), pertencente ao eixo x, para determinar a
equacdo da reta paralela ao eixo y. Esse procedimento esta incorreto, porém, conforme
relatado na apresentacdo do desenvolvimento das sequéncias, a solugdo dessas questdes foi
discutida em sala mesmo durante o desenvolvimento da resolucéo, acreditamos que os alunos
entregaram a questdo sem corrigi-la, por distracdo, ou ndo terem entendido nesse momento
que Ihes era oportunizada a corre¢do da atividade, talvez por esperarem uma avaliacdo formal

do resultado (certo ou errado, validagdo com notas, etc.).

Figura 33 - Resolucdo da equipe E2 da questdo 1 da Atividade 1

A

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

A resolucéo de E3 estava correta, apenas no item (d) eles deixam algumas informacoes
incompletas ao manipular a expressdo algébrica da reta, por exemplo: esqueceram o sinal de
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soma antes do nimero 10 e na ultima manipulacdo subtrairam o nimero 10 de ambos os

lados, mas esqueceram da igualdade com 2y (Figura 34).

Figura 34 - Resolucdo da equipe E3 da questdo 1 da Atividade 1
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

Para a questdo 2 da Atividade 1, as equipes desenvolveram os célculos sem
dificuldades, porém as equipes E1 e E3, esqueceram de informar os pontos de interseccao
com os eixos. E interessante destacar que E1 e E3 utilizaram maneiras diferentes de obter o
coeficiente angular da reta (item (a)). A equipe E1 substituiu as coordenadas dos dois pontos
na equacao da reta e com isso determinou o coeficiente angular (Figura 35), ja E3 usou a
expressao classica para calcular o coeficiente angular conhecidos dois pontos (Figura 36).

Figura 35 - Resolucdo da equipe E1, da questdo 2 da Atividade 1
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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Figura 36 - Resolucdo da equipe E3, da questdo 2 da Atividade 1
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

A equipe E2 determinou as intersecOes com os eixos, logrando éxito total na

resolucdo, cumprindo com todos os itens solicitados, como pode ser observado na Figura 37.

, ~ 4 ~ . . . .
Porém, aparece a expressdo y = ——, que néo foi possivel interpretar, pois no momento da

discussdo e corregdo das questdes, essa expressao passou despercebida pelo pesquisador,

sendo percebida somente no momento da analise dos protocolos entregues.

Figura 37 - Resolucdo da equipe E2 da questdo 2 da Atividade 1
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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Na questdo 3 dessa atividade os alunos pesquisaram a definigcdo de reta secante e para
a pesquisa, as trés equipes utilizaram a internet e biblioteca (Quadro 3). Todas estdo corretas,
porém a que melhor se adapta ao contexto desejado do trabalho foi a encontrada pela equipe
EL.

Na questdo 4 os alunos deveriam desenhar trés retas secantes a parabola da fungédo
y = x?, passando pelo ponto P(2,4). Os alunos da equipe E1 demonstram que tiveram
entendimento da definicdo de reta secante a uma curva, bem como da equacdo de uma reta
paralela ao eixo x, pois desenharam trés retas que intersectam a parabola em dois pontos,
destacando além disso a equacgdo dessas retas e seu coeficiente angular (Figura 38), a ressalva
fica em relacéo ao fato de a equipe ter considerado o ponto P (2,4) somente em uma das retas
secantes, 0 que ndo satisfaz o enunciado da questdo e ndo € suficiente para introduzir a ideia
de aproximacdo de retas secantes para obter uma reta tangente, que era o objetivo da
Atividade 2.

Figura 38 - Resolucdo da equipe Elda questdo 4 da Atividade 1

4 45 y=J; m={
8
a8

S+ + Va O{:q ; M= O

/r

3

e o — '7;¥]=’1 m=0

R 3 1 s 1 3 4 =

-1

Fonte: Dados de pesquisa, 2018.

Os alunos da equipe E2 demonstraram néo ter dificuldades em determinar e escolher

pontos pertencentes a pardbola, e também em calcular os coeficientes angulares das retas
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passando por dois pontos pertencentes a essa parabola. Também mostraram ter entendido a
definicdo de reta secante, pois a construgéo feita por eles satisfaz a definicdo discutida na
questdo 3. Essa equipe considerou duas retas secantes contendo o ponto P (2,4), logrando
éxito parcial no que a questdo propunha que era iniciar a ideia de aproximacdo de retas
secantes para obtencdo de uma reta tangente. Consideraram uma reta passando pelos pontos
(—=2,4) e (1,1), que nesse caso ndo satisfaz a condi¢do imposta no enunciado. A resolugéo de

E2 esta nas Figuras 39 e 40.

Figura 39 - Resolucdo da equipe E2 da segunda parte da questdo 4 da Atividade 1
v

¢}

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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Figura 40 - Resolucdo da equipe E2 da primeira parte da questdo 4 da Atividade 1
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

Para a resolucdo da questdo 4 dessa atividade, a equipe E3 mostrou entendimento
referente a definicdo de reta secante a uma curva, considerou corretamente trés pontos
pertencentes a parabola, e calculou corretamente os coeficientes angulares das retas que

passam por esses pontos e pelo ponto P (2,4), conforme mostra a Figura 41.

Figura 41 - Resolucdo da equipe E3 da questdo 4 da Atividade 1
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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Embora a equipe tenha feito os calculos corretamente e encontrado os coeficientes
angulares da reta, ndo foi feito a representacdo geométrica dessas retas tangentes na parabola
apresentada na questdo, porém acreditamos que isso tenha se dado por distracdo dos alunos

componentes da equipe ou por esquecimento.

Quanto ao proposto na Atividade 1 desta pesquisa, que tinha por objetivo revisar e
reforcar os conceitos basicos de Geometria Analitica que foram aprendidos em sala de aula
durante as aulas regulares, que servem como pré-requisito para a continuidade da pesquisa, 0s
alunos demonstraram éxito na resolucdo dos problemas propostos. Conforme os objetivos da
metodologia da RP, os alunos utilizaram de seus conhecimentos prévios para resolver
problemas ja conhecidos e aplicaram esses conhecimentos em alguns problemas novos,
usando da investigacdo para definir conceitos até entdo desconhecidos, estando assim aptos a
utilizar seus conhecimentos e 0s conceitos pesquisados para resolver os problemas propostos.
Dentro do que propbe Dante (2009), essa Atividade 1 pode ser entendida mais como um
exercicio do que como uma situacdo problema, sendo que as questdes 1(a), 1(d) e 2, sdo as
que mais reforcam essa ideia. As questfes trabalhadas na Atividade 1 serviram mais como
fixacdo e pratica de contedos ja conhecidos, porém, todos os conceitos trabalhados nessa
atividade foram importantes para o desenvolvimento e entendimento das situacdes problemas

apresentadas nas atividades seguintes.
6.2 ATIVIDADE 2: ENCONTRAR UMA RETA TANGENTE A UMA CURVA DADA

A Atividade 2 desta pesquisa se deu no mesmo espaco disponibilizado pela dire¢do da
escola, com a presenca do pesquisador e de 10 alunos, sendo 8 que estavam presentes na
aplicacdo da Atividade 1 e 2 que ndo puderam no primeiro dia, mas que estavam inteirados do
assunto, (foi criado um grupo em um aplicativo de mensagens para as discussdes semanais).
O pesquisador manteve as trés equipes do encontro anterior e inseriu 0s dois novos alunos nas

equipes E1 e E3, respeitando a afinidade dos alunos.

A Atividade 2 da sequéncia didatica tinha como objetivo encontrar a equagdo da reta
tangente a uma parabola de equacdo y = x* e o coeficiente angular dessa reta por meio de
aproximagcdes de retas secantes a essa parabola. Para isso, os alunos utilizariam os conceitos
revisados na Atividade 1 da sequéncia, bem como as defini¢des pesquisadas e construidas
durante a aplicacdo no primeiro encontro. No final do primeiro encontro foi solicitado aos

alunos, que pesquisassem a definicdo de uma reta tangente e como determinar uma reta
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tangente a uma curva, pois tais conceitos seriam utilizados na aplicacdo da atividade no

segundo encontro.

Para iniciar a atividade, foi entregue a cada um dos alunos uma folha com o

questionario da Atividade 2 (Apéndice B), conforme resumido no Quadro 4.

Quadro 4 - Resumo da Atividade 2

1. Definir reta tangente;
2. Descrever como determinar uma reta tangente;
3. Encontrar o coeficiente angular e a equacdo da reta tangente em um ponto da

curvay = x?%;

Fonte: produgéo do autor, 2018.

6.2.1 Desenvolvimento da Atividade 2

Como as questdes 1 e 2 da Atividade 2 os alunos tinham pesquisado em casa, 0
segundo encontro comegou com as equipes discutindo em grupo e registrando no protocolo a
definicdo de reta tangente e também como determinar uma reta tangente. Na sequéncia foi
feita uma discussdo desses pontos entre as equipes e o professor. A definicdo para reta
tangente foi praticamente idéntica em todas as equipes: “a reta que tem apenas um ponto em
comum com a curva (ou que encosta em um Unico ponto)”’. Quanto ao método para
determinar a equacdo da reta tangente, os alunos trouxeram conceitos até entdo desconhecidos
para eles. A equipe E1 descreveu utilizando um exemplo grafico e também o quociente de
Newton, para o calculo do coeficiente angular. J& a equipe E2 tentou explicar o método de
determinacéo, descrevendo como calcular o coeficiente angular utilizando dois pontos como
referéncia, enquanto a equipe E3 recorreu a uma definicdo de derivada previamente
pesquisada: “A derivada da fun¢do ¢ justamente a inclinacdo da reta tangente naquela
posi¢ao”. O professor fez um fechamento dessas questoes confirmando que todas as respostas
estavam corretas e desafiou as equipes a utilizarem essas informagdes para resolverem a

questdo 3, sem indicar qual seria a melhor saida para eles.

Porém os alunos ndo conseguiram encontrar uma maneira de determinar a equacao da
reta tangente a parabola y = x. Apesar da pesquisa que eles haviam realizado eles ndo
conseguiram aplicar essas informacg6es na questdo 3. Entéo, o pesquisador utilizou o software
GeoGebra como recurso, para discutir e mostrar para os alunos, a possibilidade de determinar
uma reta tangente, por meio de aproximagdes de retas secantes, em um ponto fixo dado. Esse

recurso foi utilizado para que os alunos compreendessem 0 que era pedido na questdo 3 da
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Atividade 2, que tinha por objetivo calcular o coeficiente angular da reta tangente a parabola
y = x%, no ponto P (2,4). Assim, foram marcados alguns pontos pertencentes a parabola,
determinadas as retas secantes a parabola, passando pelo ponto P e por esses pontos, como

ilustra a Figura 42.

Figura 42 - Determinacdo da reta tangente a parabola y = x? por meio de aproximagdes de
retas secantes
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Fonte: Producéo do autor, 2018.

Na Figura 42, a reta na cor verde € a reta tangente que queremos determinar, enquanto
as retas na cor preta, sdo retas secantes, construidas utilizando dois pontos pertencentes a

parébola, o ponto P (2,4) e um segundo ponto.

Essa discusséo foi feita de modo detalhado, aproximando a reta tangente utilizando
inicialmente pontos a esquerda do ponto P e depois pontos a direita. Assim, os alunos
puderam visualizar por meio do recurso grafico, o fato de que as retas secantes vdo se
aproximando cada vez mais da reta tangente, conforme vamos utilizando pontos cada vez
mais préximos do ponto P. Com base na metodologia da RP, a interferéncia do professor
nesse momento da atividade ressalta a importancia do acompanhamento das ideias que 0s
alunos estdo utilizando para a resolucdo de um problema, e que o professor precisa estar
atento ao fato de os alunos estarem enfrentando dificuldades para atender as condicGes
impostas pelo problema, mostrando-lhes possiveis caminhos e novas ideias para a
interpretacdo do que se pede (DANTE, 2009). O recurso tecnoldgico/visual foi importante
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para abordar o tema de uma maneira diferente dos resultados encontrados nas pesquisas dos

alunos.

Como o proprio software mostra aos seus usuarios a equacdo das retas criadas, a
questdo 3 dessa atividade foi trabalhada em sala utilizando somente o recurso visual e a
discussdo das ideias, e 0s conceitos construidos durante esse processo foram aplicados para a

resolucdo da Atividade 3, aplicada também no segundo encontro.
6.2.2 Analise das resolugdes da Atividade 2

Nesta secdo faremos uma andlise das respostas apresentadas pelas equipes E1, E2 e E3
para as questdes 1 e 2 da Atividade 2, fazendo ponderacgdes sobre a maneira como as equipes
tentaram compilar essas respostas com base em suas pesquisas. Conforme ja mencionado a

questdo 3 foi resolvida em sala de aula utilizando o software GeoGebra como recurso.

A equipe E1 utilizou os conceitos pesquisados no decorrer da semana (intervalo entre
0 primeiro e segundo encontro) para tentar de alguma maneira expor uma explicacdo para a
solugdo da questdo 2. Eles utilizaram o gréfico da funcdo y = x?, destacando trés pontos 4, B

e C, préximos um do outro, utilizando o quociente de Newton para calcular os coeficientes

angulares das retas AB e AC (Figura 43). A resposta mostrada pela equipe néo evidencia se
houve ou ndo entendimento da ideia (acreditamos que somente com a pesquisa ndo), pois

apresenta um erro na notacdo do quociente de Newton, em que nesse caso a notacdo correta

fea+Ax)—f(x4)
Ax )

seria

Figura 43 - Resolucdo de E1 da questdo 2 da Atividade 2
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Fonte: Dados de pesquisa, 2018.
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A equipe E2 também utilizou os conceitos pesquisados durante a semana para tentar
descrever uma solugdo para a questdo 2, porém, tentaram expor com as proprias palavras um

possivel método para a determinacéo da reta tangente, conforme ilustra a Figura 44.

Figura 44 - Resolugéo de E2 da questdo 2 da Atividade 2

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

A descricdo feita pela equipe E2 sugere que eles utilizaram de seus conhecimentos
prévios sobre coeficiente angular da reta, utilizando dois pontos da curva. Sugere também que
ndo houve somente com a pesquisa um entendimento da ideia de aproximacdes da reta
tangente por retas secantes, pois afirmam que o coeficiente angular pode ser conhecido por
meio de dois pontos da curva. Outro fato interessante foi que, assim como E1, a equipe citou a
funcdo y = x?, pois a mesma ndo fazia parte do enunciado dessa questdo da atividade,
somente da questdo 3 que pedia uma reta tangente a essa curva em especifico. Essa equipe
usou a ideia que descreveram na questdo 2 para resolver a 3 (Figura 45) antes de ser feita a
discussdo com o professor e os alunos de maneira conjunta. Destacando que durante a

discusséo, essa equipe ndo comentou a resolugédo que tinham feito.

Figura 45 - Resolucdo de E2 da questdo 3 da Atividade 2

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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Podemos notar que a ideia utilizada pela equipe para determinar a equacao da reta
tangente a funcdo y = x* no ponto P (2,4) ndo obteve sucesso, pois 0 processo nNao serviu
para calcular o coeficiente angular da reta tangente. A equacdo da reta encontrada pela equipe

é uma reta secante ao grafico da fungdo y = x?, passando pelo ponto P e por (0, 0).

A equipe E3 conforme ja mencionado recorreu a uma definicdo de derivada para
descrever o processo de determinacgdo da reta tangente a uma curva em um ponto dado (Figura
46), porém ndo justificou de alguma outra maneira a solucdo desse item, demonstrando que
somente a pesquisa ndo lhes deu o suporte necessario para determinar uma solucdo para 0
problema. Nesse momento o pesquisador preferiu ndo aprofundar a questdo da definicdo de
derivada, nem questionar os alunos se houveram mais pesquisas sobre derivada, com o intuito

de ndo atrapalhar o desenvolvimento intuitivo com o formalismo que envolve o contetdo.

Figura 46 - Resolucdo de E3 da questdo 2 da Atividade 2

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

Quanto ao proposto na Atividade 2 dessa pesquisa, que tinha como objetivo
determinar a equacdo de uma reta tangente a funcdo y = x* no ponto P (2,4), as equipes néo
demonstraram ter obtido éxito pelo método que pesquisaram durante a semana e discussao em
sala. Os conceitos pesquisados pelos alunos e trazidos para discussdo mostraram-se dotados
de formalismo excessivo e de dificil compreensdo para alunos do Ensino Médio. Atendendo
as proposic¢des da metodologia da RP, o professor/pesquisador teve que interferir no processo
de resolucdo dos alunos, utilizando de recursos tecnologicos e visuais para apurar
intuitivamente a nocdo de reta tangente, fazendo a aproximacgdo de retas secantes, 0 que
inicialmente esperava-se que o0s alunos encontrassem em sua pesquisa. O professor,
aproveitando os conhecimentos prévios dos alunos que foram explorados na Atividade 1 da
sequéncia, resgatou a ideia de determinar coeficientes angulares a partir de dois pontos da reta
e explorou o fato da reta tangente ser aproximada por retas secantes. Com essa explanagédo
surgiram constatacdes do tipo “para determinar o coeficiente angular da tangente basta entdo

pegar pontos muito proximos do ponto dado” por parte dos alunos ao visualizarem por meio
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do GeoGebra a aproximacdo das retas secantes a reta tangente procurada. Para
aproveitamento maior do tempo de aula, o professor solicitou aos alunos que utilizassem as
ideias entdo construidas apoés a utilizacdo do GeoGebra para resolver os problemas propostos

na Atividade 3, que descreveremos a seguir.

6.3 ATIVIDADE 3: COEFICIENTE ANGULAR DA RETA TANGENTE A QUALQUER
PARABOLADO TIPOY = AX*+BX + C

A Atividade 3 dessa pesquisa se deu em seguida a finalizacdo da Atividade 2, no
mesmo encontro (segundo) e tinha como objetivo reforcar o conceito de reta tangente
utilizado na Atividade 2 e verificar as relacdes que existem entre 0s casos apresentados, de
modo a generalizar uma expressdo para o coeficiente angular e para a equacdo da reta
tangente a parabola y = ax® + bx + ¢ em um ponto dado qualquer. Para atingir esse objetivo,
os alunos utilizariam os conceitos debatidos e construidos durante a resolucéo da questdo 3 da
Atividade 2, ou seja, tomando retas secantes tendo como referéncia pontos muito proximos do

ponto ao qual se deseja tangenciar a parabola.

Ao dar inicio a atividade, o pesquisador entregou a cada um dos alunos, uma folha

com as questdes da Atividade 3 (Apéndice C), conforme resumido no Quadro 5.

Quadro 5 - Resumo da Atividade 3 da sequéncia desenvolvida na pesquisa

1. Determinar coeficiente angular e equacdo da reta tangente a parabola y = 2x* +
3x + 1, no ponto de abscissa 1;

2. Generalizar a equacéo e o coeficiente obtidos no item 1 para um ponto qualquer
da mesma parabola;

3. Determinar a equagdo da reta tangente e seu coeficiente angular, em qualquer
ponto de uma pardbola y = ax? + bx + c;

Fonte: Producéo do autor, 2018.

6.3.1 Desenvolvimento da Atividade 3

Para a resolucdo da primeira questdo da Atividade 3, os alunos das equipes E1 e E2
utilizaram a ideia construida na ultima questdo da atividade anterior, em que para determinar a
reta tangente a parabola, tomam-se aproximacdes de retas secantes passando pelo ponto
desejado. Entretanto, a equipe E3 utilizou o conceito de derivada que era de conhecimento de
um dos integrantes da equipe que ja havia estudado alguns conceitos de Calculo por interesse
proprio. Neste caso, a equipe discutiu entre si essa solucdo, sendo que o aluno supracitado

explicava a seus companheiros o processo de resolucdo que propds, e o pesquisador preferiu
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ndo interferir nessa discussdo, deixando para que ao término desta solucdo, debatesse a ideia
utilizada com essa equipe, afinal, fazer generalizagdes como essa era um dos objetivos dessa
pesquisa. As trés equipes tiveram sucesso na resolucdo da questdo. Essa ideia abordada por
E3 foi discutida ao final da resolucdo da questdo 2 dessa atividade, pois ela fornecia melhores
dados comparativos para analisar 0 método utilizado pela equipe, e fazer a generaliza¢do do
modo que foi apresentado era objetivo da questdo 2.

Para dar inicio a resolucéo da questdo 2, o pesquisador retomou com os alunos a ideia
das aproximacGes das retas secantes a parabola, utilizando o GeoGebra. Na visdo do
pesquisador, essa revisdo da ideia foi necessaria para que os alunos visualizassem melhor a
interpretacdo geométrica das secantes que se aproximam da reta tangente, desvinculando a
ideia de que a resolugdo se da& apenas por meios algébricos, como foi o caso da solugdo
apontada por E3 na questdo 1. Tomando um ponto Q (xq,y,) € um ponto Q'(xo +
h, f(xo + h)), de modo que esse valor de h fosse proximo de zero, podemos obter uma reta
secante muito proxima da reta tangente desejada. Essa ideia foi discutida utilizando como
exemplo o grafico mostrado na Figura 42. Escolhemos esse grafico para que os alunos
visualizassem a interpretacdo geométrica de um problema parecido e, depois tentassem
aplica-lo ao grafico da funcdo pedida nessa questdo. Sendo assim, para calcular o coeficiente

angular da reta tangente desejada, definimos em conjunto que seriam tomados como

referéncia dois pontos Q e Q' supracitados, aplicando o algoritmo m =W.
0 —o

mudanga de notacdo (de y para f(x)) foi para facilitar a abordagem do complemento h no
calculo do coeficiente angular. No software GeoGebra ndo é possivel utilizar um ponto
genérico, apenas um ponto especifico pertencente ao grafico, porém o pesquisador enfatizou

para os alunos a relacédo valeria para quaisquer pontos da forma de Q e Q'.

As equipes desenvolveram algebricamente esta razéo, encontrando o valor m = 2h +
4xy + 3 (mais detalhes desses desenvolvimentos serdo mostrados na secdo de analise dos
resultados). Nesse momento os alunos chegaram a um impasse, pois ndo sabiam o que fazer
com o termo 2h que apareceu na expressao. Aqui poderia ter sido retomada a questdo 1, em
que o valor de x, estava definido, ficando essa ideia como sugestdo para futuras aplicacGes e
adaptacOes da sequéncia. Para ajudar os alunos, o pesquisador abriu mais um espaco para
debate, em que fez a seguinte pergunta as equipes: qual deve ser o valor do incremento h para
que tenhamos uma reta secante cada vez mais proxima da reta tangente? Prontamente 0s

alunos responderam que tal valor deveria ser muito proximo de zero. Entdo o pesquisador
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levantou outro questionamento: e se tomarmos esse complemento h igual a zero? Apds um
breve momento, um dos alunos da equipe E3 respondeu. “Teremos a reta tangente?” (ainda
em tom de davida). Confirmada a resposta do aluno, foi sugerido aos alunos que escrevessem
que a intencdo era tomar h = 0, e logo, substituindo h por zero, eles chegaram ao valor do

coeficiente angular m = 4x, + 3.

O procedimento de informar ao final da solucdo que a intencdo € tomar h = 0 se da
pelo fato de que ndo foi construida a ideia de derivada da funcdo por meio da definicéo

utilizando limites, pois nosso objetivo era trabalhar a derivada de forma intuitiva.

Para resolver a terceira questdo desta atividade, os alunos utilizaram a mesma ideia

abordada na questdo anterior, primeiro eles determinaram as fungbes f(xq+ h) =

f(xo+h)—f(xo)
(xo+h)—(xg)

Desenvolveram a expressdo algebricamente, em que vale observar que nessa questdo, 0

a(xyg+ h)? + bxyg+c e f(xy) = axy®+ bxy + ¢, substituindo-as em m =

desenvolvimento se deu de modo muito mais rapido, principalmente devido a préatica que
adquiriram na questdo anterior desta atividade, sendo que praticamente ndo foram necessarias
intervencOes do pesquisador para dirimir duvidas referentes ao desenvolvimento algébrico. Os
alunos encontraram entdo o coeficiente angular m = 2axy, + ah + b, tomaram o0

complemento h com valor nulo, e determinaram a derivada da funcdo m = 2ax, + b.

Para finalizar a Atividade 3 e 0 segundo encontro, o pesquisador utilizou novamente o
software GeoGebra, para mostrar e discutir com os alunos a ideia de derivada no ponto (sem
definir ou utilizar o termo derivada), como coeficiente angular da reta tangente, tomando o
grafico da fungdo f(x) = 2x*+ 3x + 1 e construindo retas tangente a essa parabola em
diferentes pontos pertencentes a mesma, conforme ilustra a Figura 47. Assim, os alunos
puderam visualizar as diferentes equagdes dessas retas tangentes e verificar que o coeficiente
angular da reta em fungdo do valor da abscissa do ponto de tangéncia era dado pela fungdo

m = 4x, + 3.



113

Figura 47 - Retas tangentes a parabola y = 2x*+3x+1
» Janela de Algeb|» Janela de Visualizagao
® f(x) = 2x*+ f
®P=(1,6)

® Q=(-2, 3)
® R=(0,1)

® S=(1,0)
® gy=7x-1
® h:y=3x+1
®iy=-x-1 Q
®jy=-x-7

4 m (3

Fonte: Producéo do autor, 2018.

6.3.2 Andlise das resolucdes da Atividade 3

Nesta secdo apresentaremos a andlise das respostas dadas pelas equipes E1, E2 e E3
para as trés questdes da Atividade 3, fazendo ponderagdes sobre a compreensdo dos alunos
sobre cada ponto e como eles evoluiram até esse ponto da pesquisa. Também alguns
comentarios sobre a escolha dos métodos utilizados e a autonomia dos alunos para a resolucéo

dos problemas.

As equipes E1 e E2 inicialmente localizaram o ponto P (1,6), que € o ponto de
abscissa 1 que pertence a parabola y = 2x* + 3x + 1. Na sequéncia, dotados dos conceitos
desenvolvidos ao final da Atividade 2, essas equipes utilizaram como estratégia para
encontrar o coeficiente angular da reta tangente a ideia de calcular o coeficiente angular de
retas secantes tomando por base dois pontos muito proximos do ponto de abscissa 1, com
aproximacéo de trés casas decimais, sendo um deles com abscissa menor do que 1 e outro

com abscissa maior do que 1. A saber, eles escolheram os pontos P'(0,999;5,993002) e

YB—YA
XB—XA'

P"(1,001; 6,007002) pertencentes a parébola, e utilizaram o algoritmo m = para

calcular o coeficiente das retas secantes PP’ e PP", sendo m; = 6,998 e m, = 7,001 0s

coeficientes angulares respectivamente. Sendo assim, essas equipes mostraram ter
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compreendido o processo de aproximacgdo de retas secantes para determinacdo da reta

tangente, e localizaram pontos suficientemente proximos a P para estimar o coeficiente

angular da reta tangente, pois concluiram por meio dessas aproximacdes que m =7 é 0

coeficiente angular da reta desejada. Por fim, aplicaram corretamente a equagdo fundamental

da reta y — yo = m(x — x,) para encontrar a equacdo da reta tangente procurada. As Figuras

48 e 49 ilustram as resolucdes das equipes E1 e E2, respectivamente.

Figura 48 - Resolucdo da equipe E1 da questdo 1 da Atividade 3

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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Figura 49 - Resolucdo da equipe E2 da questdo 1 da Atividade 3
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

A equipe E3 que contava com um integrante que ja havia estudado previamente
conceitos de Célculo, também inicialmente localizou o ponto P (1, 6) pertencente & parabola
e solicitado no enunciado, porém, para determinar o coeficiente angular, recorreu a derivada
da funcdo y =2x®>+3x+1, que é y = 4x + 3. Substituindo x por 1 na funcdo y'

(derivada) a equipe E3 encontrou o coeficiente angular m = 7 (Figura 50).

Figura 50 - Resolucdo da equipe E3 da questdo 1 Atividade 3

«(ﬁ)/: x84+ 3x+A r(“/é)\
yad+34+ Py =94x+3
y= a+ 3+ Mix)=<9.4+3
)'/.: O ¥r(;\ = =

‘/—)’/\’1: m (X = xa)

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

A resolucdo apresentada pela equipe E3 encaixa-se na metodologia RP, visto que o
aluno por si préprio buscou informacdes e conhecimentos, motivados pelo tema das aulas

desse projeto de pesquisa. As ideias utilizadas foram discutidas entre os membros da equipe
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enquanto resolviam essa questdo e o professor acompanhou o debate das ideias para verificar
se 0s alunos estavam compreendendo o plano de resolucédo proposto. O plano de resolucéo

adotado pela equipe foi eficaz, e levou os alunos a solucdo correta da atividade.

Para resolver a questdo 2, as trés equipes utilizaram o mesmo plano para a solucao que
foi discutido juntamente com o professor. As equipes demonstraram facilidade para manusear
a funcdo quadratica dada ao substitui-la no quociente de Newton, obtendo éxito na
generalizacdo da reta tangente a pardbola y = 2x* + 3x + 1 em qualquer ponto. O destaque
fica ao fato de que a equagdo m = 4x, + 3 encontrada nessa solucdo, foi a equacdo obtida
pela equipe E3 na resolucdo da questdo 1. Desse modo pode-se observar que a ideia de E3
para a questdo 2 ja estava trabalhando com uma generalizacdo. As resolucbes das equipes
estdo nas Figuras 51, 52 e 53.

Figura 51 - Resolucdo da equipe E1 da questdo 2 da Atividade 3

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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Figura 52 - Resolucdo da equipe E2 da questdo 2 da Atividade 3
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

Figura 53 - Resolucdo da equipe E3 da questdo 2 da Atividade 3
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

Podemos observar que na solugédo apresentada por E3, existe um equivoco de notacéo,
pois eles denotam como f' (x) o quociente de Newton, mas na verdade a notagdo f (x) deve

ser utilizada somente apds tomar o valor de h = 0, sendo que deveria ser notado como f'(x,).

Na terceira questdo da Atividade 3, que tinha por objetivo determinar a equagéo
tangente a uma parabola qualquer num ponto qualquer, os alunos adotaram a mesma ideia
utilizada na questdo 2, substituindo a funcédo genérica f(x) = ax* + bx + ¢ no quociente de
Newton. Com base no que desenvolveram na questdo anterior, os alunos ndo tiveram
dificuldades para manipular algebricamente o quociente e, como desejava-se um incremento
cada vez menor, conforme a reta tangente fosse aproximada pelas as retas secantes,

determinaram que o valor do incremento h deveria ser tomado igual a zero. Concluindo assim
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que m = 2ax, + b, que é a generalizacdo do coeficiente angular da reta tangente a parabola

y = ax*+ bx +c em um ponto de abscissa x,. Os detalhes das resolucdes podem ser
observados nas Figuras 54, 55 e 56.

Figura 54 - Resolucdo da equipe E1 da questdo 3 da Atividade 3

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

Figura 55 - Resolucdo da equipe E2 da questdo 3 da Atividade 3
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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Figura 56 - Resolucdo da equipe E3 da questdo 3 da Atividade 3

X ) = o (f*ir )9+ b (X+h)+C-aX ~ bx - C
N

= X 1@oxnh +an? g pbx+bh-af A & o X

I~
= daxh+anh? 4 pp e
= ’\\{“’U‘ + ah+b )

= Jdaxy+ }’; ”

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

Na resolucdo de E3 podemos novamente observar o equivoco na notacdo utilizada pela

equipe, conforme comentado na questéo 2.

Para essa atividade podem ser destacados alguns objetivos e processos que fazem parte
da metodologia da RP. Primeiramente, os alunos utilizaram os conhecimentos adquiridos
durante o desenvolvimento da Atividade 2, para resolver as questdes propostas na Atividade
3, ampliando os conceitos construidos e aplicando-os em problemas de maior complexidade.
Destaca-se também o fato das equipes terem utilizado estratégias diferentes para a resolucéo
da primeira questdo, na qual nota-se o espirito investigativo de um dos alunos que pesquisou
por conta propria, métodos para a resolucdo de problemas cujo tema fazia parte de nossa
pesquisa. As interferéncias pontuais do professor ao que se referem ao desenvolvimento das
solugdes, na qual as equipes tiveram liberdade para discutirem entre si 0S processos de
resolucdo, revela o carater protagonista dos alunos no desenvolvimento dessa atividade, bem
como o debate de ideias que levou os alunos a construgédo da ideia do incremento h para 0s
valores da abscissa e para atribuir valor zero a esse incremento, para assim obter inclinacdo da
reta tangente num ponto, corroboram com a metodologia da RP, que ressalta a importancia de
incentivar a discuss@o entre os alunos, a investigacdo e a troca de ideias entre professor e
alunos. Nesse ponto da pesquisa, a evolugdo dos alunos quanto a compreensdo das
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proposicles de cada atividade e das ideias apresentadas era notoria, os alunos apresentavam-

se mais seguros de suas ideias e com um carter investigativo mais apurado.

6.4 ATIVIDADE 4: EQUAGCAO DA RETA TANGENTE A UMA CURVA NAO
PARABOLICA EM UM PONTO QUALQUER

A quarta atividade desta pesquisa se deu no terceiro encontro com as turmas, com
espaco e estrutura disponibilizados pela escola conforme os encontros anteriores, contando
com a presenga de nove alunos, que estavam presentes no segundo encontro. Novamente, o
pesquisador dividiu os alunos em trés equipes, como esse era 0 Ultimo encontro dessa
pesquisa, deu a liberdade de os alunos escolherem suas equipes. A exemplo do que fora feito
anteriormente, as equipes serdo identificadas como E1, E2 e E3, preservando as identidades

dos alunos.

A quarta atividade desta sequéncia tinha como objetivo utilizar os conceitos
desenvolvidos nas atividades anteriores para determinar a equacdo de uma reta tangente a uma
curva, em fungdes que ndo fossem quadréaticas (defini¢do intuitiva de derivada), inicialmente
em um determinado ponto pertencente a essa curva, conhecendo-se o valor de sua abscissa, €
na sequéncia, generalizando para um ponto qualquer. Para isso, os alunos deveriam utilizar os
mesmos conceitos construidos durante as Atividades 2 e 3, o coeficiente angular de retas
secantes como € estudado em Geometria Analitica.

Para iniciar a atividade, o pesquisador entregou para cada um dos alunos presentes,
uma folha com o questionario da Atividade 4 (Apéndice D), conforme resumido no Quadro 6.

Quadro 6 - Resumo da Atividade 4 da sequéncia desenvolvida na pesquisa

1. Calcular o coeficiente angular da reta tangente a curva y = x> — x, no ponto de
abscissa x = — %;

2. Generalizar o coeficiente angular da reta tangente em um ponto qualquer da curva
considerada no item 1;

3. Determinar a equagdo da reta tangente a curva y =+/x no ponto de abscissa
x =4,

4. Generalizar o coeficiente angular da reta tangente a um ponto qualquer da curva

considerada no item 3;

Fonte: Producéo do autor, 2018.
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6.4.1 Desenvolvimento da Atividade 4

Para resolver a primeira questdo da Atividade 4, as trés equipes utilizaram os métodos
desenvolvidos nas Atividades 2 e 3, embora tomando alguns caminhos diferentes, eles

utilizaram os caminhos de resolucdo que aparentemente mais se familiarizaram, alguns

tomando aproximacOes de retas secantes, e outros aplicando o algoritmo m = W
0 —0

num ponto arbitrario. Para a formalizacdo, o pesquisador utilizou o software GeoGebra,

conforme ilustra a Figura 57.

Figura 57 - Reta tangente a curva y = x> — x no ponto de abscissa x = —%

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

B Lol <[ =] =

» Janela de Algebra a » Janela de Visualizagio

®f:y=x'—x e
® A-{05038)

® gy=025x+0.25

Entrada

Fonte: Producéo do autor, 2018.

Para resolver a questdo 2 dessa atividade, o pesquisador questionou aos alunos qual
método eles poderiam utilizar, tomando por base os conceitos desenvolvidos nas atividades
anteriores. As equipes prontamente concordaram que deveriam utilizar a ideia de
generalizacdo adotada na questéo 3 da Atividade 3, porém ao iniciarem o desenvolvimento, as
equipes E1 e E2 tiveram um pouco de dificuldade para desenvolver o cubo da soma na fungéo
f(xo+ h) = (xg + h)® — (xo + h). Sendo assim, o pesquisador teve que fazer uma breve
interferéncia, relembrando aos alunos que o desenvolvimento do produto notavel (a + b)?
pode ser feito utilizando a propriedade distributiva. Apos essa interferéncia, os alunos nao
encontraram dificuldades em desenvolver o “cubo da soma” chegando ao resultado m =
3x0% — 1. A equipe E3, que ja havia utilizado praticamente o0 mesmo método na resolucéo do

primeiro item da atividade, apenas o repetiu para completar a tarefa.
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Quanto a solucdo da questdo 3 dessa atividade, as trés equipes utilizaram o método de
aproximacdo de retas secantes para encontrar o coeficiente angular da reta tangente.
Acreditamos que a equipe E3 o tenha adotado para essa questdo, pois o desenvolvimento pelo
quociente de Newton se torna mais complicado para a fungdo f(x) = v/x, ou ainda por talvez
acreditarem que o método das secantes seria 0 método correto, j& que no primeiro item
somente essa equipe adotou um procedimento diferente.

Os resultados foram verificados pelo pesquisador juntamente aos alunos, utilizando

mais uma vez o software GeoGebra, como recurso visual, conforme mostra a Figura 58.

Figura 58 - Reta tangente a curva y = v/x no ponto de abscissa x = 4

Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
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Enfrada;

Fonte: Producéo do autor, 2018.

Para a solucdo da questdo 4, as equipes ja demonstraram maior autonomia e confianca

para resolvé-lo, pois ja sabiam que deveriam utilizar o quociente m = W para
0 —\Wo

generalizar o coeficiente angular em um ponto qualquer pertencente a funcdo dada no item 3.
Entdo, ao iniciarem a resolucdo da questdo, encontraram dificuldades para desenvolver

algebricamente o quociente, pois ndo sabiam o que fazer com as raizes existentes, sendo que

neste caso temos f(xo+h) =+/xo+h e f(x) =\/x_0. Entdo, o pesquisador fez uma
intervencdo com as equipes com o seguinte questionamento: “de que modo vocés estao
habituados a fazer o cancelamento de raizes que se encontram nos denominadores de
fracdes?” Prontamente os alunos responderam que faziam o processo de racionalizagdo.
Importante ressaltar que os alunos desconheciam o fato de que eles podem fazer

racionalizacdo de raizes que se encontram nos numeradores, pois 0 processo € pouco aplicado
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nos conteudos trabalhados no Ensino Médio. Entdo, os alunos adotaram o processo de
racionalizacdo, de modo que conseguiram simplificar as raizes nos numeradores, e ao final,
utilizaram a ideia construida nas atividades anteriores, em tomar o complemento h com valor

nulo. Deste modo os alunos conseguiram generalizar o coeficiente angular da reta tangente a

~ 1 . N
curva y = +/x, encontrando a expressio m = ——, sendo x, a abscissa do ponto de tangéncia.

2,/x¢’

Todas as equipes adotaram 0 mesmo procedimento e obtiveram 0 mesmo resultado.
6.4.2 Analise das resolucdes da Atividade 4

De modo similar ao feito nas atividades anteriores, apresentaremos as resolucdes das
equipes E1, E2 e E3 para as quatro questdes da Atividade 4, fazendo ponderacbes sobre o
sucesso ou ndo na resolugdo dos problemas, analisando seu desempenho quanto aos métodos

escolhidos para a solucdo de cada questéo.

Para as resolucdes pedidas nessa atividade, o professor ndo indicou aos alunos qual
método eles deveriam utilizar para encontrar os coeficientes angulares e equacdes das retas
qgue os problemas exigiam, pois os alunos ja utilizaram esses métodos na Atividade 3,
inclusive estando nesse momento da pesquisa aptos a procurarem por diferentes caminhos

para resolver os problemas.

A primeira questdo consistia em determinar o coeficiente angular e a equacédo da reta
. 1 .
tangente a curva y = x> — x no ponto de abscissa x = — > @s equipes E1l e E2 optaram pelo

método de aproximacdes de retas secantes.

A equipe E1 inicialmente determinou o ponto de tangéncia P (—0,5;0,375), que
pertence a curva y = x* — x. Entdo, com o auxilio da calculadora, localizou mais dois pontos
P'(—0,5001;0,37502498499) e P" (—0,4999; 0,374974985001), préximos do ponto de

tangéncia P, e calculou os coeficientes angulares das retas PP’ e PP secantes & curva
y = x*> — x. Encontraram respectivamente os coeficientes m; = —0,24984099 e m, =
—0,25014999. Com esses dados e com as ideias construidas nas resolugdes da Atividade 2
desta sequéncia, a equipe concluiu que o coeficiente angular da reta tangente no ponto P tem

coeficiente angular m = —0,25. Por fim, a equipe aplicou a equagdo fundamental da reta
y —yo = m(x — xy) e determinou a equagdo y = — %x + %, que é a equacdo da reta tangente

procurada.
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Figura 59 - Resolucdo da equipe E1 da questdo 1 da Atividade 4

\
\

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

A equipe E2 iniciou a resolucdo determinando as coordenadas do ponto de tangéncia
P (—0,5;0,375) e com o auxilo da calculadora, encontrou os pontos P’ (—0,499; 0,37474) e

P" (—0,501; 0,37524), pontos proximos a P, e calculou o coeficiente angular das retas

secantes a curva PP’ e PP"" de modo semelhante ao processo abordado pela equipe E1, porém
com uma precisdo decimal menor. Encontraram os coeficientes angulares m; = —0,26 e

m, = —0,24 (Figura 60). Assim, concluiram com base nos experimentos desenvolvidos nas
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Atividades 2 e 3, que o coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto P era m =
—0,25. A equipe E2 ndo finalizou esse item da atividade, pois ndo determinou a equacdo da

reta tangente, o que cremos ter sido por distracéo.

Figura 60 - Resolucdo da equipe E2 da questdo 1 da Atividade 4

1. Calcule o coeficiente angular da reta tangente a curva y = x* — x, no ponto de

: 1 : -
abscissa x = — Py Determine a equagao dessa reta. R: \m’i’lﬁ

3 . ST s . i
=(~0 \:)\ (-05 2. Considere a mesma curva do exercicio 1. Determine o coeficiente angular e a
- ST ) < ; v == 025
equacdo da reta tangente a essa curva, em um ponto P(xg, ¥o) qualquer = )

7/5’0) 115¥0% 3, Seja y = v/x uma fungdo, determine a equagdo da reta tangente a essa curva no

0.315 ponto de abscissa x = 4.
7 =0,3% 4. Considere a mesma curva do exercicio 3, e determine o coeficiente angular e a

equagdo da reta tangente a essa curva no ponto P(xy, V).

3
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7 WETIELY o~
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

As equipes obtiveram éxito para determinar o coeficiente angular da reta tangente,
seguindo 0s passos propostos nas resolucBes anteriores, diferenciando-se pela precisdo
decimal para representar os resultados. Esse modelo de resolucdo é viavel somente se 0s

alunos estdo em posse de calculadoras, 0 que era 0 caso em nossa pesquisa.

J& a equipe E3 utilizou uma proposta de resolucéo diferente das demais equipes para
determinar o coeficiente angular da reta tangente. A equipe ndo se preocupou em determinar o
ponto de tangéncia, tampouco trabalhou com retas secantes definidas (a partir de pontos
proximos ao ponto de tangéncia dado). Eles determinaram o coeficiente angular da reta

tangente para um ponto qualquer da curva, utilizando o conceito desenvolvido durante a

f(xo+h)—f(x0)

ot —Grg) + S

questdo 3 da Atividade 3, ou seja, utilizando o coeficiente m =

encontraram a fungdo f(x + h) = (x + h)3 — (x + h), e a substituiram junto com a funcéo
f(x) =x>—x no algoritmo supracitado. Desenvolvendo a expressdo, tomando um
incremento h tdo préximo de zero o quanto se queira, encontraram a funcdo m = 3x* — 1.

Desse modo obtiveram uma expressdao que determina o coeficiente angular da reta tangente a
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~ s 1
uma curva em qualquer ponto pertencente a ela. Entdo, substituiram o valor x = —- nessa

funcéo, encontrando assim o coeficiente angular m = —%. Apesar de utilizarem o método
mais formal de determinar o coeficiente angular da reta, a equipe E3 também ndo determinou
a equacdo da reta que tangencia a curva no ponto de abscissa —%, talvez por ndo achar
necessario fazé-lo por causa do método que adotaram (Figura 61). Para evitar que os alunos
confundissem conceitos (por exemplo, acreditar que a fungdo m = 3x* — 1) pudesse ser a
equacéo da reta tangente, o pesquisador fez uma intervencao utilizando o software GeoGebra

mostrando aos alunos que a solugédo correta para a equacdo da reta foi apresentada pela equipe
E1 (Figura 57).

Figura 61 - Resolucdo da equipe E3 da questdo 1 da Atividade 4
4 »F(* )= §

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

Para resolver o item 2 dessa atividade, as equipes ndo demonstraram dificuldades, pois
estavam dotados dos conceitos e da préatica aplicada na atividade anterior. As trés equipes
utilizaram o mesmo método de resolugdo, com a ressalva de que a equipe E3 teve que
somente repetir o desenvolvimento que utilizaram no item 1. As Figuras 62, 63 e 64 mostram

essas resolucoes.
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Figura 62 - Resolucdo da equipe E1 da questdo 2 da Atividade 4

W~

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

Figura 63 - Resolucdo da equipe E3 da questdo 2 da Atividade 4

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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Figura 64 - Resolucdo da equipe E2 da questdo 2 da Atividade 4
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

As trés equipes obtiveram éxito na obtencdo da generalizacdo do coeficiente angular
de uma reta tangente a curva y = x* — x, num ponto de abscissa x, qualquer. Como era
esperado a essa altura da pesquisa, os alunos ndo encontrariam dificuldades em manusear
algebricamente o quociente de Newton, determinando assim o coeficiente angular da reta

tangente (que é a derivada da fungéo) no ponto x;.

A terceira questdo dessa atividade conforme a metodologia da RP apresenta um carater
de exercicio e ndo de situacdo problema, pois aos alunos caberia fazer uma aplicacdo dos
mesmos conceitos aplicados nos dois itens anteriores, porém agora para outro tipo de funcao,
a curva y = +/x. Desta vez, as trés equipes utilizaram o método de aproximagio de retas

secantes, para encontrar o coeficiente angular da reta tangente.

A equipe E1 primeiramente encontrou o ponto P(4,2) pertencente & curva y = v/x, e
apos iSS0, com o auxilio da calculadora  encontrou 0s  pontos
P'(4,001;2,000249984373047) e P (3,999; 1,999749984373047) e por fim, calculou os

coeficientes angulares das retas PP e W, que séo respectivamente m; = 0,249984373047
e my, = 0,250015626953. Com 0s conceitos desenvolvidos até essa etapa da pesquisa, a
equipe concluiu que o coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto P é m = 0,25.
Efetuado o célculo do coeficiente angular, a equipe aplicou a equagdo fundamental da reta,
vy —vyo = m(x — xp), e determinou a equacgéo da reta tangente, ou seja, y = %x + 1 (Figura

65).
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Figura 65 - Resolucdo da equipe E1 da questdo 3 da Atividade 4

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

As equipes E2 e E3 aplicaram um procedimento totalmente andlogo ao da equipe E1,
apenas utilizando uma precisdo decimal menor. A equipe E2 ndo determinou a equacdo da
reta tangente, e a equipe E3 aplicou a equacdo fundamental e escreveu a equacao da reta

tangente em sua forma geral, ou seja x — 4y + 4 = 0 (Figuras 66 e 67).

Figura 66 - Resolucdo da equipe E2 da questdo 3 da Atividade 4

- N Y T s
. . %:&_ P %_—7_ \6:4.,0\%‘*‘3 %zz,om,\-\%
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Ouol [2,00249 (OM40l;2,002u) [o,249 ™=2,00249-2 _0,00249 5,249
4,0l - T — )
0,399 [L,9%49  Ko0,399 ;4,94 u9) 0,251 Bk 02
o =1, NIN8-2 _ 5 600ms
e S ) = 9,251
?QW’&,) ez 0,190 Q394-4 -o0L

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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Figura 67 - Resolucdo da equipe E3 da questdo 3 da Atividade 4

Y YX )

=2 \ G \ \ i

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

As ressalvas referentes as solugdes apresentadas sao de que somente as equipes E1 e
E3 resolveram a questdo na integra, pois determinaram a equacao da reta tangente a curva no
ponto dado, sendo que a E1 apresentou a equacdo na forma reduzida e E3 na forma geral. A
equipe E2 apresentou erros na notacdo dos valores de x para calcular os coeficientes
angulares das retas secantes, escreveram 0,401 e 0,399, quando deveria ser 4,01 e 3,99

respectivamente.

Para resolver a questdo 4 dessa atividade, as trés equipes calcularam de maneira
correta o coeficiente angular da reta tangente a curva y = +/x em um ponto de abscissa x,
qualquer. Conforme ja relatado, durante o desenvolvimento algébrico da questdo, os alunos
demonstraram dificuldades por causa das raizes presentes no numerador e no denominador da
fracdo, davida rapidamente sanada apos a interferéncia do professor. Essa questdo também
apresenta mais caracteristicas de exercicio do que propriamente de situacdo problema, uma
vez que os alunos estavam habituados com a determinacdo do coeficiente angular por meio do

quociente de Newton. As Figuras 68, 69 e 70 apresentam essas solugdes.

Figura 68 - Resolucdo da equipe E2 da questdo 4 da Atividade 4
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.



Figura 69 - Resolucdo da equipe E1 da questdo 4 da Atividade 4
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

Figura 70 - Resolucdo da equipe E3 da questdo 4 da Atividade 4
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.
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Durante a aplicagéo dessa atividade, alguns aspectos da metodologia da RP podem ser
destacados, como por exemplo, a liberdade que os alunos tiveram em determinar por si
préprios qual o método que desejavam utilizar para resolver os problemas, o0 que gerou, por
exemplo, solucBes diferentes para a questdo 1. Outro aspecto que se destaca aqui € o fato de
que nas interferéncias feitas pelo professor, os alunos néo receberam respostas prontas para as
suas perguntas, mas sim, o professor utilizou de outros exemplos para que eles concluissem
por si proprios como prosseguir com o desenvolvimento da resolugdo, como por exemplo,
quando os alunos tiveram davidas na racionalizacdo do numerador. A fase de verificacdo da
resolucdo também esteve presente quando o pesquisador utilizou 0 GeoGebra para verificar a
equacao da reta tangente na questdo 1, de modo a dirimir uma eventual ddvida que poderia
surgir pelo o que foi apresentado pela equipe E3 (a derivada da funcdo nesse caso ndo

representava a equacao da reta tangente).

Podemos concluir com essa atividade que os alunos apropriaram-se da ideia de
determinacdo de reta tangente por meio de aproximacdo de retas secantes, e da utilizacdo do
incremento h para determinar de modo generalizado o coeficiente angular de uma reta
tangente a uma curva em um ponto qualquer pertencente a essa curva. Construiram 0s
conceitos de maneira autdbnoma, com intervencdes pontuais do professor/pesquisador,
discutiram as soluc@es e planos de resolucdo e puderam verificar seus resultados com auxilio
do professor e com recursos visuais. Tiveram também a oportunidade de praticar o
desenvolvimento algébrico dos conceitos estudados, por meio de exercicios relacionados ao
tema e a pesquisa. Conforme destaca a RP, os alunos foram protagonistas do processo de
aprendizagem, construindo o conhecimento e desenvolvendo sua criatividade e autonomia,
adquiriam confianca a cada etapa da pesquisa. Estando dotados dos conceitos e
conhecimentos desenvolvidos até essa fase da pesquisa, foi proposta aos alunos a Atividade 5,
ultima dessa pesquisa, que trata-se de uma aplicacdo da derivada no campo da Fisica,
atendendo a prerrogativa da RP, de que o aluno possa resolver problemas praticos com 0s

conceitos estudados.
6.5 ATIVIDADE 5: APLICAQOES DA DERIVADA NA FISICA

A quinta e ultima atividade dessa pesquisa se deu também no terceiro encontro no
mesmo espago e com a mesma estrutura disponibilizada pela escola. Para a realizagdo desta
atividade, os alunos foram divididos em duas equipes, devido ao fato de um dos alunos

presentes ter que se ausentar mais cedo da aula devido a compromissos particulares. Os
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alunos tiveram liberdade para se reorganizarem dentro das duas equipes, que aqui serdo

identificadas como E1 e E2.

Essa atividade tinha como objetivo aplicar o conceito de derivada, sem formalizagdes,
conforme os processos adotados nas atividades anteriores, para a resolucdo de problemas de
Fisica (mais especificamente, os relacionados a velocidade). As questdes que a compde sdo 0S
problemas adaptados da tese de doutorado de Eliane Bihuna de Azevedo (2019), e do livro
Célculo — Volume 1 de James Stewart, (STEWART, 2016). As situagdes problemas utilizadas
nesse momento da pesquisa privilegiam a abordagem do célculo da derivada por meio de
aproximacdes do quociente de Newton, sem ter o apelo da reta secante, mas trabalhando com
a velocidade média. Assim os alunos iriam aplicar os conceitos andlogos aos desenvolvidos
nas atividades anteriores para determinar as solugdes dos problemas aqui propostos. Para
iniciar a atividade o pesquisador entregou para cada um dos alunos presentes uma folha com

as duas questdes da Atividade 5 (Apéndice E).
6.5.1 Desenvolvimento da Atividade 5

Para resolver a primeira questdo da Atividade 5, os alunos deveriam inicialmente

preencher a tabela do enunciado na questao, conforme mostra a Figura 71.

Figura 71 - Enunciado da primeira questdo da Atividade 5

1. Considere que o instante inicial t, = 35 e que o tempo final t; = t; + At sio os
valores fomecidos na Tabela 3. Determine a velocidade média para os intervalos

de tempo cada vez menores, conforme indicados na Tabela 3.

Tabela 3 — Velocidade média para pequenas variages no tempo

ty At AS v,
33 225

31 041

3.05 0.2025

3.02 0.0804

3.01 0.0401

A seguir, responda:
(a) O que vocé pode observar com relagio aos valores At?
(b) Qual o valor que vocé acredita que seja a velocidade no instante ¢ = 3s7 Por
que?
(c) Se quisermos calcular a velocidade do corpo em um determinado instante de

tempo ¢ qualquer como vocé acha que poderiamos fazer?

Fonte: Azevedo, 2019.
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A segunda questdo tinha caracteristicas comuns com a primeira e consistia em calcular
algumas velocidades médias em determinados intervalos de tempo, e por fim, utilizar os
dados obtidos com essas velocidades médias para estimar a velocidade instantanea do movel
em um instante dado, porém nesse item, o enunciado relacionava por meio da fungéo y =
10t — 1,86t* a altura do mével em funcéo do tempo (Figura 72). As duas equipes calcularam
as velocidades médias nos intervalos dados sem apresentar dificuldades, apenas com algumas

diferencas no que compete a aproximacao decimal utilizada.

Figura 72 - Enunciado da segunda questéo da Atividade 5

2. Seuma pedra for jogada para cima no planeta Marte com velocidade de 10 m/s,
sua altura (em metros) t segundos mais tarde é dada por y = 10t — 1,867,
(a) Encontre a velocidade média entre os intervalos de tempo dados:
(i) [1,2] iv) [1;1,01]
(i) [1;1,5] (v) [1;1,001]
i) [1;1,1]

(b) Estime a velocidade instantinea quando t = 1.

Fonte: Stewart, 2016.

Para finalizar essa atividade e consequentemente a aplicagdo dessa pesquisa, O
pesquisador abriu um novo espaco de debate com as equipes, comentando que de fato a
velocidade instantanea de uma particula em um determinado instante € o que chamamos de
derivada da funcdo naquele instante/ponto, sendo essa derivada o coeficiente angular da reta
tangente a curva que representa o espaco em funcdo do tempo, que foi basicamente o tema
desenvolvido durante toda a pesquisa.

6.5.2 Analise das resolugdes da Atividade 5

Nesta secdo apresentaremos as resolucdes das equipes E1 e E2 para os problemas
propostos na Atividade 5, verificando se os alunos atingiram os objetivos de cada questao e se
obtiveram sucesso em aplicar o método desenvolvido na pesquisa para resolver problemas de

Fisica relacionados a velocidade instantanea de um maovel.

Na primeira questdo dessa atividade os alunos deveriam preencher uma tabela,
determinando valores da velocidade media de um mdvel em intervalos de tempo cada vez

mais proximos de zero. Em seguida, eles deveriam analisar os dados na tabela preenchida e
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responder um questiondrio referente a esses dados. A equipe E1 preencheu a tabela com base
nos dados fornecidos calculando os valores de At e v,,. Ao responder o item (a) do
questionario, mostraram ter observado que a varia¢do do tempo aproximava-se cada vez mais
de zero, e que esse efeito fazia com que a velocidade média ficasse cada vez mais proxima de
4 (resposta do item (b)), porém ndo deixaram claro que essa seria a velocidade instantanea do
movel no instante t = 3 s, 0 que nos leva a crer que ndo houve compreensao total do que foi
proposto no problema. No item (c), a equipe ndo emitiu uma resposta que se esperava para
satisfazer o objetivo desse problema, pois a resposta “Utilizando o conteudo estudado nas
atividades anteriores, as derivadas” ndo explica qual a velocidade instantanea no instante
pedido, tampouco como obter essa velocidade por aproximacdo de valores da velocidade
média. Esperava-se que a equipe analisasse os resultados encontrados na tabela e concluisse

sobre a tendéncia para a velocidade instantanea. A resolugdo da equipe esta na Figura 73.

Figura 73 - Resolucdo da equipe E1 da questdo 1 da Atividade 5
T'abela 3 — Velocidade média para pequenas variagdes no tempo
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

A equipe E2 também preencheu corretamente os dados da tabela sem demonstrar
dificuldades (Figura 74). Responderam os itens (a) e (b) do questionario demonstrando
seguranca em sua afirmacdo, mostrando entendimento em relacdo a tendéncia dos valores de
At e v,, para zero e 4, respectivamente. No item (c) a equipe E2 demonstrou que teve um

melhor entendimento da proposta dessa atividade, respondendo que “é sé ir aproximando de
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um At mais proximo de zero”,

propunha o problema.

Figura 74 - Resolucdo da equipe E2 da questdo 1 da Atividade 5

ou seja, apresentaram uma resposta satisfatoria para o que

Tabela 3 — Velocidade média para pequenas variagdes no tempo \\w = _‘5_
t At AS Vnm B
; — T J \J ™= 5
A i ! 5 5 R
35 0,5 2.25 u,5 Jam= 129
3.1 o, L 0,41 ) L 0,5
3.05 ¥ (‘2105 | 0.2025 | | 105 i - 1,\J5
3.02 0,02 . 0.0804 4,02
301 0.0l ] 0.0401 T N =02
U 0,0804 | Vam=Q0304 20,2015 o\
A seguir, responda: 0,07 0 0%
0,01 J
(a) O que vocé pdde observar com relag@io aos valores At? 24,05
S DL Ve mam ALY
(b) jual 0 valor qué voce acredita que seja a velocidade no instante = 357 Por
quc’L‘\‘\\eu, c\w wain o N e..\\r\emw 54- R0, W “M
(c) Se quisermos calcular a velocidade do corpo em um determinado mstame de
tempo ¢ qualquer como vocé acha que poderiamos fazer? £" 2 i e K Ay é
s e,

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

Para responder o item (a) da questdo 2 as duas equipes utilizaram a

mesma estratégia:

calcularam os valores das posi¢des da particula nos extremos dos intervalos dados, e

calculando o coeficiente entre as variagOes de espaco pelo tempo calcularam as velocidades

médias, como pode ser observado nas Figuras 75 e 76.
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Figura 75 - Resolucdo de E1 do item (a) da questdo 2 da Atividade 5
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Figura 76 - Resolucdo de E2 do item (a) da questdo 2 da Atividade 5
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Desse modo, as duas equipes construiram o ferramental necessario para responder o
item (b) dessa questdo. A equipe E1 substituiu o valor t = 1 na funcdo y = 10t — 1,86t> que
se refere a posicdo do movel em funcdo do tempo e ndo a velocidade desse mével (Figura 77).
Também podemos verificar que a equipe ndo considerou os calculos efetuados no item (a),
que os levaria a possivel resposta para o problema. N&o conseguimos apontar precisamente o
motivo desse engano, mas podemos supor que seja por falta de atencédo, ou fadiga, pois essa

foi a Gltima atividade de nossa pesquisa, e 0s alunos poderiam estar cansados.

Figura 77 - Resolucdo de E1 do item (b) da questdo 2 da Atividade 5
i(b) Estime a velocidade instantinea quando £ = 1.
y = 4ok -4, 86 k¥

y= AC= 4,86
y =544 mis

Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

A equipe E2 demonstrou entendimento da variagédo das velocidades calculadas no item
(@), de modo que utilizando os resultados obtidos estimaram a velocidade instantanea
v = 6,3 m/s, justificando que “quanto mais t se aproxima de 1, mais a velocidade média
aproxima-se de 6,3” (Figura 78). A ressalva fica para o erro na notagdo utilizada na resposta,
em que os alunos escreveram que t aproxima-se de 1, quando na verdade deveriam apontar
que os intervalos de tempo utilizados aproximavam-se de zero, com o valor do tempo final se
aproximando de 1. Porém, esse problema de notacdo ndo representa de fato um problema

quanto o entendimento da ideia.

Figura 78 - Resolucdo de E2 do item (b) da questdo 2 da Atividade 5
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Fonte: Dados da pesquisa, 2018.

6.6 ALGUMAS CONCLUSOES SOBRE A APLICACAO

A aplicacdo dessa sequéncia didatica teve como principal norteador os métodos
propostos por Dante (2009) para trabalhar a Resolucdo de Problemas em sala de aula. Varios
desses aspectos puderam ser trabalhados durante as aplica¢Ges, dentre os quais se destacam
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oportunizar os alunos a serem participantes efetivos das resolucdes dos problemas, incitando-

0s a terem espirito investigativo e agugando a criatividade.

O professor pesquisador procurou fazer interferéncias pontuais nos casos que foram
necessarios, visando estimular o pensamento do aluno, nao lhes proporcionando respostas
prontas, pelo contrario, incitando-0s a encontrarem por si sO, saidas para as situagdes
dificultosas em que se encontravam. Podemos destacar também na atuacdo do professor, a
importancia do recurso gréafico utilizado durante a pesquisa (software GeoGebra) pois esse foi
uma ferramenta muito importante para que os alunos conseguissem visualizar dinamicamente
a aproximacao de retas secantes a uma reta tangente, se situar dentro do que era proposto e

modelar solucdes para as atividades.

As equipes deram um retorno positivo quanto as atividades aplicadas, mostraram-se
interessados em aprender mais sobre o assunto e foram unanimes em dizer que o tema é
relevante e que poderia ser abordado durante o Ensino Médio durante as aulas de Matemaética

e Fisica.

De modo geral, ao que se propunha cada uma das atividades desenvolvidas, os alunos
obtiveram éxito nas resoluc@es, os conceitos trabalhados foram absorvidos pelos alunos, que
mostraram entendimento do processo intuitivo para definir e trabalhar com derivadas.
Podemos dizer que para esse grupo de alunos, a sequéncia foi util para definir intuitivamente
0 conceito de derivada, e como esses alunos demonstraram interesse em seguir suas
graduacOes em areas de Ciéncias Exatas, espera-se que essa sequéncia aplicada lhes ajude no

Ensino Superior.

No que se refere aos objetivos da metodologia da Didatica da Resolucdo de
Problemas, apontados por Dante (2009) e que serviram como norteadores de nossa pesquisa,
concluimos que a sequéncia mostrou-se eficaz para atingir tais objetivos, podendo ela ainda
ser adaptada e/ou aperfeicoada conforme objetivos e propostas metodologicas que outros

professores de Matematica queiram privilegiar.

Os alunos se depararam durante a pesquisa com situacoes desafiadoras que os levaram
a pensar produtivamente, aumentando sua capacidade de raciocinio l6gico. A sequéncia era
dotada de problemas que desafiaram os alunos a lidarem com situa¢des novas, com resultados
até entdo inesperados, oportunizando os alunos o envolvimento com aplicagbes da

Matematica, como por exemplo, a Atividade 5 de aplicacdo na Fisica.
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As atividades propostas na sequéncia equiparam os alunos com novas ferramentas
para solucGes de problemas, incentivando-os a procurarem estratégias diferentes, estimulando
a pesquisa e a investigacdo. Quando os alunos se deparam com situacdes desafiadoras, em que
podem enxergar a sua aplicacdo, dando-lhes perspectiva de uso das ferramentas desenvolvidas
(aplicacdo no curso de graduacdo em alguma area de Ciéncias Exatas por exemplo), as aulas
tornam-se mais interessantes, pois despertam a curiosidade do aluno, levando ele a se

envolver com a construcdo do conhecimento e dos conceitos apresentados.

Desse modo, a sequéncia apresentada nessa pesquisa, atende aos objetivos da Didéatica
da Resolucdo de Problemas, sendo que ela ndo precisa ser considerada como fechada e pronta,
pois como apontamos no decorrer de nossa analise, ela é adaptavel a novas situacdes e a
novos objetivos que podem ser trabalhados em sala de aulas por professores interessados em
aprofundar a pesquisa.
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7. CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

Os estudos sobre ensino de Célculo no Brasil e no exterior tém revelado um aspecto
preocupante referente ao rendimento dos alunos que ingressam no Ensino Superior em &reas
de Ciéncias Exatas, pois esses apresentam muitas dificuldades de compreensdo dos conceitos
e conteudos pertinentes a essa disciplina, o que tem acarretado em um alto indice de
reprovacgdes, revelando que sdo necessarias mais pesquisas sobre o ensino de Célculo de
modo a melhorar os indices de aprovacdo. Muitos sdo os fatores que podem contribuir para
esse fato, mas como apontam alguns pesquisadores, um dos motivos mais citados por alunos e
professores da disciplina é a pouca pratica matematica ou a falta de base. Essas pesquisas, e as
observacdes e preocupacfes do proprio pesquisador referentes ao processo de ensino de
Matematica no Ensino Médio, motivaram a elaboracdo da sequéncia didatica apresentada
nessa pesquisa, que corrobora com metodologias que usem abordagens intuitivas de Célculo

nesse nivel de ensino.

Conforme apontado no referencial tedrico de nossa pesquisa, uma abordagem formal e
rigorosa de conceitos de Calculo no Ensino Médio ndo é viadvel, porém ideias intuitivas
relacionadas aos conteddos que fazem parte do curriculo nesse nivel de ensino podem refletir
positivamente ndo sé para diminuir as dificuldades nos processos de ensino e aprendizagem
de Calculo nas primeiras séries dos cursos de graduacdo, como também estdo consonantes
com as propostas apontadas na BNCC (BRASIL, 2018), de que o ensino de Matematica deve
promover agdes que provoquem a capacidade de abstracdo dos alunos, e de relacionar o uso
da Matematica as tecnologias utilizadas no cotidiano, pois o Célculo € uma area de estudo

moderna dentro do campo da Matematica.

Essa pesquisa propds uma sequéncia didatica que tem por objetivo promover a
integracdo de conteudos de Céalculo com a Geometria Analitica que geralmente é trabalhada
na terceira série do Ensino Médio, por meio de uma abordagem intuitiva conforme sugerem
0s pesquisadores da area. Embasamos a aplicacdo de nossa pesquisa na Didatica da Resolugéo
de Problemas proposta por Dante (1991), sendo essa a norteadora das aplicagdes feitas com os
alunos. Evidenciamos os aspectos dessa didatica nos relatos das experiéncias vividas com 0s
alunos durante a aplica¢do. Essa metodologia também foi norteadora do processo de avaliagao

e analise dos resultados.

A sequéncia proposta ndo estd fechada e pronta, conforme apontamos durante 0s

relatos das aplicacdes das atividades e na analise dos resultados obtidos, essa sequéncia serve
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como uma ferramenta ou um embasamento para que professores e alunos interessados em
utiliza-la, possam fazer adaptacdes conforme a realidade de seu trabalho ou grupo de
pesquisa. Uma das aplicacbes que procuramos evidenciar foi o uso da sequéncia para a
abordagem de contetdo de Fisica, mas pode ser aplicada em outras areas do conhecimento

matematico, desde que ndo perca seu carater intuitivo.

Em relagdo a atuagdo do pesquisador durante as aplicacGes das atividades, verificou-se
que a experiéncia foi valida para a melhoria de sua préatica profissional e para aprofundamento
dos conteudos. O professor/pesquisador teve a oportunidade de colocar em prética as
diretrizes do trabalho em sala de aula pautado na Didatica da Resolucdo de Problemas. A
mudanga da pratica pedagogica de “tirar davidas dos alunos” sem dar-lhes solucfes para 0s
desafios encontrados, mas sim de incentiva-los a investigarem por conta prépria os métodos
que poderiam utilizar, fazer a verificagdo dos resultados junto com a turma e discutir as ideias
por eles desenvolvidas, sdo praticas que a partir do momento da pesquisa serdo adotadas pelo

pesquisador em seu cotidiano de trabalho.

Quanto as atividades aplicadas nessa pesquisa, a sequéncia proposta exigiu que o
grupo participante revisasse conceitos de Geometria Analitica que foram estudados durante o
ano letivo, o que sugerimos que seja feito sempre que uma sequéncia desse tipo seja aplicada.
O grupo de alunos selecionados ndo apresentou dificuldades nessa etapa, 0 que pode ndo
acontecer com uma turma com um numero maior de alunos. As atividades seguiram com um
problema de pesquisa, incentivando o carater investigativo dos alunos e como uma aplicacéo
dos conceitos trabalhados na revisdo e das definigdes pesquisadas. Os alunos ndo conseguiram
encontrar a solucdo da questdo 3 da Atividade 2, o que sugere que 0 método empregado nessa
sequéncia deixou poucos indicios de como encontrar essa resposta, sendo assim, o problema
ficou dificil para os alunos. Sugere-se que mais questdes sejam trabalhadas na sequéncia para
que esses indicios figuem mais claros para os alunos. Outro fator importante a se destacar é a
falta de uma discusséo e correcdo da questdo 4 da Atividade 1, a falta disso prejudicou o
entendimento dos alunos quanto o objetivo da questdo 3 da Atividade 2. Conforme a Didatica
da Resolucdo de Problemas, essa verificacdo e correcdo sdo muito importantes para 0s

processos de ensino e aprendizagem, e ndo deve ser negligenciada.

Outro ponto que pode ser melhorado na sequéncia é a abordagem feita para determinar
a reta tangente a uma parabola, como na Atividade 2. Poderiamos ter explorado a ideia de que

a reta tangente a parabola é aquela que tem apenas um ponto em comum com ela, e que a
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deixa totalmente em um dos semiplanos definidos por essa reta, conforme a demonstragao
apresentada em nosso referencial tedrico e, depois disso, mostrar que para curvas nao
parabdlicas, essa relacdo ndo valeria, enquanto que o processo de aproximacdo de retas

secantes continuaria valido.

Como em nossa pesquisa os alunos foram previamente selecionados por sua afinidade
com a Matematica e por seus interesses pelas Ciéncias Exatas, sugere-se que para turmas
maiores ou para aplicacdo com turmas regulares, que se inclua no pré-requisito uma reviséo
sobre Produtos Notaveis e Fragdes Algéebricas. Como o desenvolvimento para obtencdo da
derivada é intuitivo, ele se assemelha ao processo de determinacdo pela definicdo utilizando
limites, entdo, para que os alunos encontrem os resultados esperados, eles precisam ter
dominio desse tipo de manipulacdo algébrica. Durante a aplicacdo de nossa pesquisa, 0O
professor teve que fazer duas interferéncias nesse sentido, no momento em que 0s alunos
precisaram desenvolver o cubo da soma e quando precisaram aplicar o processo de
racionalizacdo do numerados (ou multiplicacdo pelo conjugado). Essas interferéncias néao
prejudicaram o andamento da pesquisa no que diz respeito ao tempo, pois 0s alunos
selecionados tinham afinidade com a Matematica e as duvidas foram rapidamente dirimidas.

Outra sugestdo que podemos apontar para aplicagdo e aperfeicoamento da sequéncia
proposta, € que os professores podem utilizar algumas dessas atividades como problemas
motivadores de introducdo dos conteidos, como por exemplo, tomar uma reta secante a uma

pardbola para encontrar a equacao dessa reta utilizando dois pontos dessa parabola.

Ndo podemos deixar de destacar que a sequéncia foi aplicada com um nudmero
pequeno de alunos pré-selecionados, e que as aulas aconteceram durante o periodo contra
turno das aulas regulares, sendo assim, nosso espaco amostral € pequeno para que possamos
tirar conclusGes mais precisas sobre a eficacia de nosso material. Incentivamos os professores
e pesquisadores que se dispuserem a aplicar essa sequéncia, que busquem adapta-la a sua
realidade de trabalho e que considerem os aperfeicoamentos que estamos sugerindo. A0S
professores de Fisica, sugerimos uma experimentacdo da abordagem utilizada em nossa
sequéncia, principalmente no que diz respeito a compreensao do aluno sobre a diferenca entre
velocidade média e velocidade instantanea, por exemplo. Sugerimos também que a didatica
da RP seja sempre considerada e adotada como referencial, pela experiéncia do pesquisador
com a aplicagdo, essa metodologia apresenta métodos que melhoram a pratica pedagogica, € a

interacéo dos alunos com o conhecimento.
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Outro fator relevante de nossa pesquisa foi a utilizacdo do recurso tecnoldgico e o
software GeoGebra, esse mostrou-se muito Util para a compreensdo dos alunos sobre os
resultados obtidos, para a interpretacdo geométrica desses resultados e como ferramenta de
ajuda para sanar davidas e ajudar os alunos a sairem de situacfes em que nao conseguiam
continuar o desenvolvimento das resolucbes. A ferramenta tecnoldgica foi de fundamental
importancia em nossa pesquisa, e sugerimos que seja empregada pelos professores e

pesquisadores que desejarem utilizar a nossa sequéncia.

Como experiéncia pessoal, 0 pesquisador pode apontar que a pesquisa e a aplicacéo da
sequéncia contribuiram para o desenvolvimento profissional, melhora da préatica pedagdgica
(em seu ponto de vista) e melhoria do dominio dos contetdos de Célculo, que sempre foram
de interesse, fazendo com que essa pesquisa sirva como motivadora para outras pesquisas na

area para o Ensino Médio e Ensino Superior.

Esperamos que esse trabalho contribua com os processos de ensino e aprendizagem de
Caélculo no Ensino Médio, e que essas ideias sejam divulgadas e aprofundadas, com o intuito
de que as dificuldades em Calculo nas primeiras séries dos cursos de graduacdo sejam
reduzidas, melhorando os indices de aprovacdo e fornecendo uma base matematica mais

solida para os estudantes que experimentarem propostas como essa.
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APENDICE A: Atividade 1 — Pré-requisito

Aluno/Grupo:

1. Encontre uma equagdo para a reta que passa pelo ponto (2, —5) e:
(@) Tem inclinagéo —3;
(b) E paralela ao eixo x;
(c) E paralela ao eixo y;
(d) E paralela a reta 2x — 4y = 3;
2. Sejam A (—7,4) e B (5,—12) pontos do plano:
(c) Encontre a inclinacdo da reta que contém A e B;
(d) Encontre uma equagéo da reta que passa por A e B. Quais sdo as intersec¢cdes com 0s
eixo0s?
3. O que é reta secante a uma curva?
4. Considere a parabola que é grafico da funcdo f(x) = x* e 0 ponto P(2,4), pertencente a
parabola. Determine o coeficiente angular de trés retas secantes a essa parabola. Desenhe
essa retas no grafico da figura a seguir.
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APENDICE B: Atividade 2 — Encontrar uma reta tangente & uma curva dada.

Aluno/Grupo:

1. Defina reta tangente a uma curva.

2. Descreva como determinar a equacdo de uma reta tangente a uma curva (aqui vocé
pode fazer desenhos e/ou escrever).

3. Encontre o coeficiente angular da reta tangente a parabola y = x* no ponto P(2,4).

Escreva a equacdo dessa reta tangente.
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APENDICE C: Atividade 3 — Encontrar a equacio da reta tangente a parabola y = ax? +

bx + ¢ em um ponto qualquer.

Aluno/Grupo:

1. Considere a pardbola y = 2x* + 3x + 1. Determine o coeficiente angular e a equagdo
da reta tangente a esta parabola no ponto de abscissa 1.

2. Considerando a mesma parabola do exercicio 1, calcule o coeficiente angular de uma
reta tangente a esta parabola em um ponto Q (xo, y,). Determine a equagdo dessa reta.

3. Encontre a equacéo da reta tangente a parabola da funcio quadratica y = ax® + bx +

¢, em um ponto P(x, yo) qualquer, pertencente a esta parabola.
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APENDICE D: Atividade 4 — Equacio da reta tangente & uma curva nio parabdlica, em um

ponto qualquer.

Aluno/Grupo:

1. Calcule o coeficiente angular da reta tangente a curva y = x> —x, no ponto de
abscissa x = — % Determine a equacéo dessa reta.

2. Considere a mesma curva do exercicio 1. Determine o coeficiente angular e a equagdo
da reta tangente a essa curva, em um ponto P(x,, y,) qualquer.

3. Seja y = /x uma funcio, determine a equacio da reta tangente a essa curva no ponto
de abscissa x = 4.

4. Considere a mesma curva do exercicio 3, e determine o coeficiente angular e a
equacdo da reta tangente a essa curva no ponto P (xg, yo)-
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APENDICE E: Atividade 5 — Aplicaces da derivada na Fisica.

Aluno / Grupo:

Essa atividade proposta foi extraida e/ou adaptada da Tese de Doutorado de Eliane Bihuna
de. Azevedo (2019). Titulo: Vivenciando a metodologia de ensino-aprendizagem-avaliacéo de
Resolucdo de Problemas nas aulas de Calculo Diferencial e Integral.

1. Considere que o instante inicial t, = 3s e que o tempo final t; = t, + At sdo os
valores fornecidos na Tabela 3. Determine a velocidade média para os intervalos de

tempo cada vez menores, conforme indicados na Tabela 3.

Tabela 3 — Velocidade média para pequenas variagdes no tempo

t; At AS Vm
4 5

35 2.25

31 0.41

3.05 0.2025

3.02 0.0804

3.01 0.0401

A seguir, responda:
(@) O que vocé pdde observar com relacéo aos valores At?
(b) Qual o valor que vocé acredita que seja a velocidade no instante t = 3s? Por qué?
(c) Se quisermos calcular a velocidade do corpo em um determinado instante de tempo t

qualquer, como vocé acha que poderiamos fazer?

Essa atividade proposta foi extraida e/ou adaptada do Livro Calculo — Volume 1 de James
Stewart; traducdo Helena Maria Avila de Castro, 8 edicéo.

2. Se uma pedra for jogada para cima no planeta Marte com velocidade de 10 m/s, sua
altura (em metros) t segundos mais tarde é dada por y = 10t — 1,86t>.

(a) Encontre a velocidade média entre os intervalos de tempo dados:



H  [12] (iv)  [1;,1,01]
i)  [1;1,5] ) [1;1,001]
Gi)  [1;1,1]

(b) Estime a velocidade instantanea quando t = 1.
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ANEXO 1 — Declaragéo da instituicdo participante, carta de anuéncia

DECLARAGAO DA INSTITUIGAO PARTICIPANTE
CARTA DE ANUENCIA

Autorizamos o pesquisador responsavel Gabriel Felipe da Silva, mestrando do Programa de Mestrado
Profissional de Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), na Universidade do Estado de Santa
Catarina (UDESC), orientado pela professora Dra. Elisandra Bar de Figueiredo, a realizar uma
aplicacdo para sua Dissertacdo de Mestrado nas dependéncias da EEM Governador Celso Ramos,
intitulada “O Conceito de derivada por meio do estudo das equacdes da reta na Geometria Analitica”
sendo esta a instituicdo coparticipante, motivo ao qual estd sendo direcionada a carta de anuéncia.

Como mencionado anteriormente, a pesquisa sera realizada nas dependéncias da escola, onde a
pesquisadora trabalha como docente do Ensino Médio atualmente.

Concordamos que os resultados desta pesquisa poderdo ser apresentados por escritos e oralmente
em banca de Dissertagdo, em exposi¢do oral, congressos e revistas cientificas.

Joinville,  de de 2018.

Atenciosamente,

Diretor Geral
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ANEXO 2 — Termo de Consentimento

TERMO DE CONSENTIMENTO

O(a) seu(ua) filho(a)/dependente esta sendo convidado a participar de uma pesquisa de
mestrado do Programa de Mestrado Profissional de Matemdtica em Rede Nacional
(PROFMAT) da Universidade do Estado de Santa Catarina — UDESC, intitulada: O Conceito de
derivada por meio do estudo das equacdes da reta na Geometria Analitica, do académico
Gabriel Felipe da Silva, tendo como objetivo conceituar intuitivamente a derivada de uma
funcdo por meio das equacgdes da reta, aplicadas nas aulas de Matematica, sob concordancia
do préprio académico que é professor de Matematica na escola, e também da direcdo da
EEM Governador Celso Ramos.

O(a) seu(ua) filho(a)/dependente ndo terd despesas e nem serd remunerado pela

participacdo na pesquisa. Os riscos destes procedimentos sdo minimos, havendo a
possibilidade de cansago para responder as atividades. Para minimizar estes riscos, as
atividades serdo realizadas em grupo no contraturno escolar.

A identidade do(a) seu(ua) filho(a)/dependente serd preservada pois cada individuo serd
identificado por um nimero.

Os beneficios e vantagens em participar deste estudo serdo tedricos e empiricos, pois
permitirdo conhecer e analisar os desafios encontrados nas estratégias de resolugdo de
problemas das atividades de Geometria Analitica, e ainda construindo conceitos de
aplicabilidade em diversas dreas em cursos superiores e podendo substanciar acdes de
melhorias no processo de ensino e aprendizagem da Matematica.

As pessoas que estardo acompanhando os procedimentos serdo o estudante de
mestrado Gabriel Felipe da Silva, e a professora orientadora Elisandra Bar de Figueiredo.

Solicitamos a sua autorizacdo para o uso dos dados de do(a) seu(ua)
filho(a)/dependente, como as resolugdo das atividades e da transcricdo de dudios e imagens
que serdo/foram realizados em sala de aula para a produc¢do de uma Dissertacdo de Mestrado.
A privacidade do(a) seu(ua) filho(a)/dependente sera mantida através da ndo-identificacdo do
nome. O(a) senhor(a) podera solicitar o ndo uso das transcricdes dos dudios e resolucdes das
atividades do(a) seu(ua) filho(a)/dependente do estudo a qualquer momento, sem qualquer
tipo de constrangimento.

Este termo de consentimento livre e esclarecido é feito em duas vias, sendo que uma
delas ficard em poder do pesquisador e outra com o sujeito participante da pesquisa.

Mestrando: Gabriel Felipe da Silva Professora Dra. Elisandra Bar de
Figueiredo

Telefone: (47) 999381015 Telefone: (47) 34817665

Endereco: Rua Rua Paulo Malschitzki, 200 Endereco: Rua Paulo Malschitzki, 200

Campus Universitario Prof. Avelino Marcante, Campus Universitario Prof. Avelino
Marcante,

Bairro Zona Industrial Norte - Joinville - SC Bairro Zona Industrial Norte - Joinville -

SC
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TERMO DE CONSENTIMENTO

Declaro que fui informado sobre todos os procedimentos da pesquisa e, que recebi de forma clara e
objetiva todas as explicacOes pertinentes ao projeto e, que todos os dados a respeito do meu(minha)
filho(a)/dependente serdo sigilosos. E ainda, fui informado que posso retirar meu(minha)
filho(a)/dependente do estudo a qualquer momento.

Nome do aluno:

Nome do responsavel por
extenso:

Local: Data: / /

Assinatura




