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Resumo

Mecanismos flexíveis são dispositivos mecânicos que transformam ou trans-
ferem movimento, força ou energia, através de uma única peça. Este tipo de mecan-
ismo encontra aplicações importantes em sistemas micro eletromecânicos (MEMS,
micro electromechanical systems) e demais sistemas que exijam grandes precisões
nos movimentos e escala microscópica. O projeto de mecanismos flexíveis é real-
izado através do Método de Otimização Topológica e o problema de otimização
será formulado tendo em vista a maximização de energia de deformação elástica
armazenada pelo mecanismo, eliminando assim a ocorrência de rótulas (hinges). O
comportamento cinemático do mecanismo é imposto através de restrições sobre o
campo de deslocamentos em alguns graus de liberdade de interesse. O compor-
tamento elástico dos mecanismos flexíveis é imposto usando um critério global de
restrição de tensão e algumas questões importantes associadas a parametrização
das tensões são discutidas no contexto de projeto de mecanismos. Os exemplos
numéricos mostram que é possível obter topologias bem definidas e que satisfaçam
as restrições do projeto. Com base nestes exemplos, verifica-se que a restrição de
tensão exerce forte influência no resultado, podendo limitar a quantidade de energia
necessária para atender às restrições do mecanismo.

Palavras-chave: Mecanismos flexíveis. Restrição de tensão. Otimização Topológ-
ica.



Abstract

Compliant mechanisms are mechanical devices that transform or transfer
motion, force or energy through a single part. These mechanisms have important
applications in micro electromechanical systems (MEMS) as well as systems that
require large accuracy in motion and micro scale. In this work the compliant mecha-
nisms design is performed by means of the Topology Optimization Method, and the
optimization problem is formulated in order to maximize the strain energy stored
inside the mechanism, eliminating the appearance of hinges. The kinematic behav-
ior of the mechanism is imposed through a set of constraints on displacements of
a few degrees of freedom of interest. The elastic behavior is imposed by means of
a global stress constraint and some issues associated to the stress parametrization
in topology optimization are addressed in the context of mechanisms design. The
numerical examples shown that the proposed formulation is able to generate clean
topologies of feasible compliant mechanisms. Based on the results, it is clear that
the stress constraint has a deep impact on the design of compliant mechanisms, since
it can constraint the amount of energy used to enforce the displacement constraints.

Keywords: Compliant Mechanisms. Stress Constraint. Topology Optimization.
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Introdução

A presente proposta trata do projeto de mecanismos flexíveis distribuídos, con-
siderando restrições quanto a segurança ao escoamento. Este tópico é bastante atual,
uma vez que existem diversas propostas na literatura relativas ao projeto de mecanismos
flexíveis e a consideração de restrições de tensão. A restrição de tensão é uma questão
crucial no projeto mecânico, pois a integridade de qualquer estrutura está relacionada ao
controle das tensões mecânicas.

Neste trabalho, o projeto otimizado será obtido por meio da técnica de Otimização
Topológica. A formulação utilizada para o projeto do mecan Cardoso e Fonseca ismo
flexível distribuído será baseada no trabalho apresentado por Cardoso e Fonseca (2004),
que propõe a maximização de uma função da energia de deformação elástica juntamente
com restrições de volume e restrições sobre o comportamento cinemático. No entanto,
observa-se nos resultados obtidos com esta formulação, que podemos encontrar regiões
com tensões elevadas já que a energia de deformação é proporcional ao nível de tensão
em cada ponto do domínio, conforme a figura 1.

Desta forma, este trabalho propõe a consideração de uma restrição global de tensão
mecânica baseada no trabalho de Le et al (2010) em adição a formulação de maximização
da energia de deformação citada anteriormente. Para isto, será investigada a influência
do comportamento da parametrização das tensões mecânicas em problemas com grandes
regiões de vazios e submetidas a deformações consideráveis, como as que ocorrem nas
topologias obtidas no trabalho de Cardoso e Fonseca (2004).

Figura 1 – Mecanismo com flexibilidade distribuída sujeito a ocorrência de tensões mecânicas.
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Sequência do Trabalho
Diversos temas referentes a composição da dissertação de mestrado serão investi-

gados, com intuito de fornecer um embasamento conceitual sobre o assunto e avaliar o que
tem sido publicado nos últimos anos para que uma contribuição eficaz e utilitária possa
ser alcançada ao final desta pesquisa.

O capítulo 1 é dedicado ao Método da Otimização Topológica (MOT), contendo
uma revisão histórica dos principais trabalhos que contribuíram para a evolução deste
método e conceitos sobre a parametrização SIMP. Também é discutida a inserção de re-
strição de tensão em problemas de otimização, sobretudo as dificuldades relacionadas e os
métodos que visam amenizar estes problemas. São mostrados ainda os principais proble-
mas inerentes ao MOT e os métodos de filtragem, importantes para a implementação do
método.

O capítulo 2 apresenta conceitos gerais sobre mecanismos flexíveis e comparações
com os mecanismos tradicionais, sua importância bem como as diversas aplicações no con-
texto industrial, as vantagens e os desafios que ainda circundam este assunto. Também é
discutida a classificação destas estruturas e os modelos existentes. Serão mencionados al-
guns trabalhos que contribuíram para o desenvolvimento deste tema. Ao final do capítulo
2 é apresentada a formulação que será aplicada e investigada nesta dissertação.

No capítulo 3 são mostrados os desenvolvimentos das equações de sensibilidade,
fundamentais no processo de otimização. Os conceitos de Programação Matemática,
Programação Linear Sequencial bem como o algoritmo de otimização desenvolvido para
este estudo são apresentados no capítulo 4.

Após apresentar os conceitos necessários e estabelecer a formulação do problema,
o capítulo 5 irá apresentar e discutir os resultados obtidos com o mecanismo inversor.
Finalmente o capítulo 6 trará discussões gerais sobre o estudo assim como as conclusões
finais.
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1 Método da Otimização Topológica

Neste capítulo serão apresentados os conceitos básicos de otimização estrutural e
suas principais implementações. Após, serão apresentados conceitos associados ao Método
da Otimização Topológica, tais como fundamentação, histórico, parametrizações materiais
e restrição de tensão. Por fim, serão apresentados alguns problemas associados a Otimiza-
ção Topológica, com uma discussão sobre as alternativas encontradas na literatura. Em
especial, serão abordados os filtros de vizinhança espacial.

1.1 Introdução
Otimização é um procedimento matemático que busca o valor extremo de um

funcional, ao mesmo tempo em que satisfaz um conjunto de restrições (ARORA, 2007). O
procedimento de otimização se dá por meio da modificação de um conjunto de parâmetros
associados ao projeto, conhecidos como variáveis de projeto. Uma vez formulado, um
problema de otimização é descrito em uma forma padrão,

𝑀𝑖𝑛/𝑀𝑎𝑥 𝑓(x)
x

𝑇.𝑞. 𝑔𝑗(x) ≤ 0 𝑗 = 1..𝑚𝑔

ℎ𝑗(x) = 0 𝑗 = 1..𝑚ℎ

𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ �̄�𝑖 𝑖 = 1..𝑛𝑣

(1.1)

onde:

x : vetor de variáveis de projeto
𝑓(x): função objetivo que se deseja extremar,
𝑔𝑗(x): funções de restrições de desigualdade,
ℎ𝑗(x): funções de restrições de igualdade,

𝑥𝑖: limite superior da i-ésima variável de projeto,
𝑥𝑖: limite inferior da i-ésima variável de projeto,
𝑚𝑔 número de restrições de desigualdade,
𝑚ℎ número de restrições de igualdade,
𝑛𝑣 número de variáveis de projeto.

Quando o funcional e as restrições estão associados a um problema de engenharia
que envolva o cálculo de estruturas mecânicas, diz-se então que a otimização é estrutu-
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ral. Dependendo do conjunto de variáveis de projeto, podemos classificar a otimização
estrutural como sendo paramétrica, de forma ou topológica (Figura 2):

∙ Otimização Paramétrica: as variáveis de projeto são parâmetros geométricos
da estrutura, como por exemplo, o comprimento de uma viga, o diâmetro de um eixo,
o diâmetro de um furo, espessuras e dimensões de uma seção transversal. Neste caso,
a forma e a distribuição de material no projeto não são alteradas, apenas os valores de
algumas dimensões.

∙ Otimização de Forma: as variáveis de projeto são associadas aos contornos da
estrutura. Os contornos são gerados com interpolações baseadas nas variáveis de projeto,
como por exemplo, interpolação por splines.

∙ Otimização Topológica: as variáveis de projeto são associadas a distribuição de
material em um domínio fixo. Esta abordagem é mais genérica do que as anteriores, pois
além de permitir a criação de contornos, possibilita a inclusão de vazios na estrutura.

Assim, a Otimização Topológica consiste em distribuir material em uma região do
espaço previamente definida, Ω, com o objetivo de extremar um funcional e de satisfazer
as condições de contorno do problema de equilíbrio e as restrições associadas ao problema
de otimização.

Figura 2 – Otimização Paramétrica (esquerda), Otimização de Forma (centro) e Otimização Topológica
(direita).

1.2 Histórico
A Otimização Topológica é um campo de estudos consideravelmente novo e que

vem se desenvolvendo rapidamente no contexto de estruturas mecânicas, bem como em
outras áreas. O primeiro trabalho em Otimização Topológica foi apresentado por Michell
no início do século XX, (MICHELL, 1904). No entanto, tal desenvolvimento se man-
teve desconhecido até a década de 70, quando foi redescoberto (ROZVANY; ADIDAM,
1972). Embora estes trabalhos sejam de Otimização Topológica, a abordagem utilizada
era baseada em uma malha de treliças, conhecida como universo de barras. Em trabalhos
de Otimização Topológica de meios contínuos, Cheng e Olhoff (1981), apresentaram um
estudo sobre maximização da rigidez de placas delgadas considerando a espessura como
variável de projeto. Eles observaram que quanto mais fina a discretização do domínio,
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maior era o número de reforços obtidos, indicando uma influência da malha na solução
do problema discretizado. Para evitar tal problema, Cheng e Olhoff (1982) propuseram
a utilização de uma parametrização alternativa, onde ao invés de considerar diretamente
as espessuras como variáveis de projeto, utilizaram os parâmetros geométricos de reforços
com geometria pré-definida. Esta abordagem foi generalizada para problemas de elastici-
dade por Kohn e Strang (1986a, ) e posteriormente utilizada por Bendsøe e Kikuchi (1988),
onde a parametrização não era aplicada diretamente sobre a quantidade de material, mas
sim sobre propriedades geométricas de uma microestrutura periódica. As propriedades
efetivas do meio eram então obtidas por meio do método de Homogeneização, (HAS-
SANI; HINTON, 1998; SILVA et al., 1999). Embora tal abordagem permitisse a solução
do problema de distribuição de material em um domínio contínuo, introduzia na solução
regiões de material poroso de difícil interpretação e fabricação. Por isto, Bendsøe (1989),
introduziu a parametrização alternativa SIMP (Simple Isotropic Material with Penaliza-
tion), cujo nome foi proposto em 1992 por (ROZVANY; SOBIESZCZANSKI-SOBIESKI,
1992a). Bendsøe e Sigmund (1999) apresentam uma boa revisão e fundamentação sobre
a parametrização SIMP.

Em uma linha alternativa, Ambrósio e Buttazzo (1993) propuseram uma restrição
do perímetro como forma de restringir o espaço de solução e garantir a existência de
um ponto de ótimo. Harber, Jog e Bendsøe (1996) implementaram esta abordagem para
parametrizações contínuas, com resultados interessantes. Beckers (1997) apresenta uma
implementação baseada em variáveis discretas, com bons resultados mas de difícil gener-
alização. Borrvall (2001) apresenta um estudo sobre os método restritivos como o controle
de perímetro, controle de gradientes, filtros de densidades, entre outros. É feita também
uma comparação entre alguns métodos.

Uma vez estabelecida a base matemática para a correta parametrização de material
no domínio, outras contribuições relevantes surgem com os trabalhos de Sigmund (1994,
1997), que propõem filtros para suavizar a distribuição espacial das pseudo densidades,
eliminando assim o fenômeno da instabilidade de tabuleiro ou checkerboard. Uma boa
revisão sobre os métodos de filtragem é apresentada por (SIGMUND, 2007).

Atualmente, a Otimização Topológica tem sido utilizada para o projeto otimizado
de mecanismo flexíveis, (RUBIO; NISHIWAKI; SILVA, 2010; LIN; LUO; TONG, 2010),
transdutores piezelétricos, (NAKASONE; SILVA, 2010), dispositivos fotônicos, (CHEN
et al., 2011), moldes para sinterização por plasma, (VASCONCELOS; MELLO; SILVA,
2010), projeto de materiais celulares (GUTH; LUERSEN; MUÑOZ-ROJAS, 2012), pro-
jeto de estruturas inteligentes para controle de vibrações (MOLTER et al., 2010), entre
outros.
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1.3 Parametrização Material
A Otimização Topológica de meios contínuos é formulada por meio da distribuição

de um ou mais materiais em um domínio fixo, de modo a extremar um funcional sujeito
a restrições (BENDSØE; SIGMUND, 2003). Uma vez definido o domínio (Ω), passa-
se a buscar o domínio que efetivamente contém material (Ω𝑚𝑎𝑡). Em se tratando da
distribuição de um material isotrópico, o desejável seria utilizar a parametrização

E(𝑋) = 1Ω𝑚𝑎𝑡(𝑋)E0, 1𝑚𝑎𝑡
Ω (𝑋) =

⎧⎨⎩ 1 𝑋 ∈ Ω𝑚𝑎𝑡

0 𝑋 ∈ Ω/Ω𝑚𝑎𝑡
(1.2)

∫︁
Ω

1Ω𝑚𝑎𝑡(𝑋)𝑑Ω ≤ 𝑉 𝑜𝑙(Ω𝑚𝑎𝑡) ≤ 𝑉,

onde E0 é o tensor constitutivo que representa as propriedades de um material base
isotrópico, E é o tensor constitutivo efetivo e 𝑉 é o volume limite de material. Esta
abordagem é de natureza discreta, não permitindo valores intermediários, somente pre-
sença ou ausência de material. Tal parametrização faz com que o problema de otimiza-
ção seja mal posto, o que leva a uma dependência da discretização quando solucionado
por meio de métodos numéricos tais como o Método dos Elementos Finitos (KOHN;
STRANG, 1986a; KOHN; STRANG, 1986b; KOHN; STRANG, 1986c). Em se tratando
de Otimização Topológica de meios contínuos, Bendsøe e Kikuchi (1988), propuseram uma
parametrização que descreve a variação espacial de um material anisotrópico periódico,
onde as propriedades em cada ponto do domínio são descritas por parâmetros geométricos
de uma célula unitária. As propriedades efetivas do material são obtidas utilizando-se o
Método da Homogeneização (HASSANI; HINTON, 1998). Com isto o problema se torna
bem posto e possui solução (BENDSØE, 1995).

No entanto, geralmente é difícil interpretar a distribuição de material com tal
parametrização. O método SIMP (Simple Isotropic Material with Penalization) é um
modelo de material que tem como objetivo relaxar a parametização discreta proposta na
equação 1.2, ao mesmo tempo em que permite a utilização de materiais isotrópicos. A
parametrização SIMP tem a forma

E(𝑋) = 𝜌(𝑋)𝑝E0 (1.3)

∫︁
Ω

𝜌(𝑋)𝑑Ω ≤ 𝑉, 0 ≤ 𝜌(𝑋) ≤ 1, ∀𝑋 ∈ Ω
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onde 𝜌(𝑋) é a pseudo densidade na coordenada 𝑋, tal que 0 ≤ 𝜌(𝑋) ≤ 1, E0 é o tensor
constitutivo que representa as propriedades de um material base isotrópico, E é o tensor
constitutivo efetivo na posição 𝑋 e 𝑉 é o volume disponível de material. O expoente
𝑝 > 1 tem como objetivo penalizar o aparecimento de pseudo densidades intermediárias.
De acordo com Bendsøe e Sigmund (2003), o expoente deve satisfazer as relações

𝑝 ≥
{︂ 2

1 − 𝜈0 ,
4

1 + 𝜈0

}︂
(1.4)

e

𝑝 ≥
{︃

15 1 − 𝜈0

7 − 5𝜈0 ,
3
2

1 − 𝜈0

1 − 2𝜈0

}︃
, (1.5)

para 2D e 3D, respectivamente, onde 𝜈0 representa o coeficiente de Poisson do material
base. Assim, se o material possuir 𝜈0 = 1/3, o menor valor admissível para 𝑝 será 3 (EPT)
ou 2 (3D).

A relação entre o módulo de elasticidade e a pseudo densidade com a variação
de 𝑝, é apresentada na Figura 3, onde fica claro que para 𝑝 = 1 obtemos uma relação
linear entre a rigidez efetiva do meio e a pseudo densidade e para 𝑝 → ∞ recuperamos
a parametrização da equação 1.2. No entanto, no processo de otimização podemos obter
regiões com pseudo densidades intermediárias, conhecidas como escalas de cinza ou gray-
scales, que podem ser amenizadas utilizando-se um valor adequado de 𝑝.

Figura 3 – Curvas do modelo SIMP

Se o domínio for discretizado por elementos finitos, como utilizado neste trabalho,
assume-se que cada elemento é constituído de um material cuja propriedade é E = 𝜌𝑝

𝑒E0.
Assim a matriz rigidez local deste elemento será
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K𝑒 =
∫︁

Ω𝑒

B𝑇 EB𝑑Ω𝑒 = 𝜌𝑝
𝑒

∫︁
Ω𝑒

B𝑇 E0B𝑑Ω𝑒, (1.6)

onde K𝑒 representa a rigidez efetiva do elemento, B é a matriz de derivadas das funções
de interpolação e K0

𝑒 é matriz de rigidez sem levar em consideração a pseudo densidade.
A rigidez global da malha de elementos finitos, K, é obtida por meio de um operador de
sobreposição local-global, na forma

K =
𝑛𝑒⨄︁

𝑒=1
K𝑒 (1.7)

onde 𝑛𝑒 é o número de elementos finitos na malha. É importante salientar que, na prática,
este operador é implementado por meio de um algoritmo (BATHE, 1996). Com isto, o
número de pseudo densidades da malha será igual ao número de elementos finitos.

De modo a evitar problemas numéricos associados a uma matriz de rigidez global
singular, utiliza-se um valor de pseudo densidade mínimo maior do que zero, tal que
0 < 𝜌𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜌𝑒 ≤ 1. Neste trabalho um valor 𝜌𝑚𝑖𝑛 = 1 × 10−4 foi utilizado.

1.4 Restrição de Tensão
A imposição de restrições de tensão tem sido um tema desafiador na otimização

estrutural, em especial na Otimização Topológica. Devido ao seu caráter local, só pode-
mos garantir a segurança da topologia em relação a um critério de falha baseado em
tensão se todos os seus pontos forem seguros. Idealmente, isto implica em um número
elevado de restrições, dependentes da discretização do domínio e da técnica utilizada para
o cálculo das tensões em cada elemento/nó da malha. Como um exemplo, se uma malha
de elementos finitos for composta de 1000 elementos e se calcularmos as tensões somente
nos centróides dos elementos, teremos 1000 restrições associadas ao limite de tensão. Um
número tão elevado de restrições implica em uma grande dificuldade para a convergência
do algoritmo de otimização utilizado. Desta forma, observa-se na literatura uma busca
por medidas globais de tensão, que permitam "condensar"as restrições locais em uma
única restrição. No entanto, existe muita dificuldade em encontrar uma função geral e
robusta que seja capaz de controlar com eficiência os valores de pico locais. Idealmente,
o objetivo destas abordagens é obter uma única restrição na forma

Γ(𝜎𝑖) ≤ 𝜎𝑙𝑖𝑚 𝑖 = 1..𝑛𝑒, (1.8)

onde Γ é um operador que reune as informações de todos os estados de tensão presentes
na malha de elementos finitos. A abordagem mais comum para obter-se Γ é a utilização
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de uma norma-𝑃 (equação 1.9) baseada na tensão equivalente de von Mises, tal que

Γ(𝜎𝑖) = ‖𝜎𝑣𝑚‖𝑃 =
(︃

𝑛𝑒∑︁
𝑖=1

𝜎𝑃
𝑣𝑚𝑖

)︃ 1
𝑃

, (1.9)

embora outros critérios de falha também sejam abordados na literatura (BRUGGI; DUYS-
INX, 2012).

No entanto, esta abordagem só faz sentido físico se o expoente 𝑃 da norma ten-
der para infinito, o que na prática implica em instabilidades numéricas. Assim, valores
baixos de 𝑃 resultam em topologias similares a minimizações de flexibilidade com ten-
sões concentradas em um ponto da estrutura e para valores altos pode-se perceber uma
distribuição uniforme de tensão com poucas concentrações de tensões (LE et al., 2010).
Visando solucionar este problema, Le et al (2010) propõem a utilização de um fator 𝑐 que
considera informações da iteração anterior, (𝑘 − 1), a fim de obter uma tensão global que
represente a tensão equivalente máxima da estrutura, na forma

𝑐𝑘
⃦⃦⃦
𝜎𝑘

𝑣𝑚

⃦⃦⃦
𝑃

≤ 𝜎𝑙𝑖𝑚 (1.10)

com

𝑐𝑘 = 𝑚𝑎𝑥(𝜎𝑣𝑚)𝑘−1

‖𝜎𝑘−1
𝑣𝑚 ‖𝑃

.

Em uma linha altenativa, Pereira, Fancello e Barcellos (2004) utilizaram o método
do Lagrangeano Aumentado para considerar as restrições locais de tensão. Cada restrição
local é posta como uma penalização na função objetivo e ponderada por um multiplicador
de Lagrange. Conforme demonstrado pelos autores, esta opção permite a obtenção de boas
topologias, sem a preocupação com parâmetros associados a uma medida global de tensão.
Por outro lado, tal algoritmo é bastante sensível a escolha dos parâmetros utilizados no
método do Lagrangeano Aumentado. Outro estudo que aborda restrições locais de tensão
pode ser visto em (AMSTUTZ; NOVOTNY, 2010).

Um trabalho recente que trata desta questão é o de Paríz (2010), onde são desen-
volvidas 3 formulações de restrições tensão: restrição local, restrição global e restrição
por blocos agregados. Para restrições locais é usada uma formulação baseada nos estudos
de Yang e Chen (1996) e Duysinx e Bendsøe (1998). Para uma restrição global a função
com comportamento logarítmico-exponencial de Kreisselmeier-Steinhauser (função KS) é
estabelecida (KREISSELMEIER; R., 1979). Para a formulação de blocos agregados, os
elementos são agrupados em diversos blocos de modo que a cada bloco é imposto uma
restrição de tensão. Consequentemente, quanto maior o número de blocos estabelecidos
maior será a quantidade de restrições de tensão. Blocos agregados também são utilizados
por Le et al. (2010), em problemas de minimização de massa.
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Outra dificuldade relacionada a restrição de tensão em Otimização Topológica está
associada a parametrização material. Conforme discutido por Duysinx e Bendsøe (1998),
a parametrização SIMP pode ser estendida para levar em consideração a relação entre
pseudo densidade e tensão em um ponto. A forma correta para esta parametrização é

𝜎 = 𝜌𝑝

𝜌𝑞
E0𝜀𝑘𝑙 (1.11)

onde 𝜎 é o estado de tensão no ponto, 𝜌 é a pseudo densidade, E0 é o tensor constitutivo
do material base e 𝜀𝑘𝑙 é o estado de deformação no ponto. O expoente 𝑝 é o expoente já
definido para a parametrização SIMP de rigidez e o expoente 𝑞 é um expoente associado
ao comportamento assintótico da tensão quando obtido por meio de uma microestrutura
do tipo Rank-2. Conforme discutido no artigo, do ponto de vista de coerência com uma
microestrutura ótima, a opção correta para a escolha de 𝑞 é tal que 𝑞 = 𝑝. No entanto,
conforme discutido por Bruggi (2008), isto provoca um fenômeno de singularidade, uma
vez que um ponto com 𝜌 = 𝜌𝑚𝑖𝑛 pode apresentar uma tensão elevada, dependente apenas
da magnitude do estado de deformação. Isto provoca um problema bastante conhecido em
Otimização Topológica, onde não é possível retirar material do domínio. Para solucionar
este problema, Cheng e Guo (1997) propõem aplicar uma relaxação da forma

(𝜎𝑣𝑚 − 𝜌𝑝𝜎𝑙𝑖𝑚)𝜌 ≤ 𝜖 𝜖2 = 𝜌𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝜌, (1.12)

onde 𝜎𝑣𝑚 é a tensão equivalente de von Mises no ponto, 𝜎𝑙𝑖𝑚 é o valor limite de tensão
e 𝜖 é um fator de relaxação. O processo de solução inicia-se solucionando a otimização
com um valor elevado para 𝜖 como forma de relaxar a região degenerada do domínio.
Em seguida, os valores do parâmetro de relaxação devem ser reduzidos gradativamente
e os resultados devem ser utilizados como ponto inicial para a próxima equação mais
restritiva. Rozvany e Sobieszczanski (1992b), utilizam funções envelope de relaxação
(smooth envelope functions, SEF’s), como uma alternativa a parametrização da equação
1.11, mostrando que a relaxação-𝜖 pode ser vista como um caso especial. Nesta mesma
linha, Bruggi (2008) propõe a utilização de valores 𝑝 e 𝑞 diferentes na equação 1.11,
de modo a obter um comportamento onde a tensão vai efetivamente a zero em regiões
de vazio, mesmo que isto implique em violar o comportamento de uma microestrutura
ótima. No método da relaxação-𝑞𝑝, inicialmente adota-se um valor pequeno para 𝑞 que
satisfaça 𝑞 < 𝑝 e encontra-se a solução para o problema de otimização com restições de
tensão. Então aumenta-se o valor de 𝑞 e o novo ponto deve ser usado como o ponto
inicial para encontrar a nova solução (método de continuação). Bruggi (2008) apresenta
comparações entre os métodos relaxação-𝜖 e relaxação-𝑞𝑝. Na opinião dos autores, o
método da relaxação-𝑞𝑝 é mais simples de implementar do que a relaxação-𝜖 e permite
solucionar efetivamente o problema da singularidade de tensões.
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Por fim, cabe salientar que um terceiro ponto de interesse em se tratando de
restrições de tensão é a qualidade do cálculo de tensões. Embora este tópico não seja
muito discutido na literatura de Otimização Topológica, sabe-se que a tensão obtida pelo
método dos Elementos Finitos Compatíveis, comumente utilizado na implementação de
Otimização Topológica, apresenta problemas de precisão, principalmente no contorno.
Colombo, Cardoso e Muñoz-Rojas (2011) discutem este problema e propõem o uso de
esquemas superconvergentes de recuperação de tensão.

No presente estudo, será utilizado o critério global de tensão definido na equação
1.10 juntamente com a relaxação-𝑞𝑝. As tensões são calculadas no centróide de cada
elemento finito bilinear isoparamétrico de 4 nós, sem qualquer tratamento posterior.

1.5 Problemas Relacionados a Otimização Topológica
Podem ser destacadas algumas dificuldades relacionadas a este método de otimiza-

ção:

∙ A dependência da malha: Embora a parametrização SIMP permita a formulação
do problema, ela não evita a dependência do resultado com o refino da malha,
associado ao fato de o espaço de solução não ser fechado. Isto pode ser explicado pelo
fato de estarmos distribuindo um material isotrópico, quando sabemos que somente
materiais anisotrópicos permitem atingir o ótimo. Com isto, a medida que se refina
a malha, o número de reforços é aumentado, tendendo para uma microestrutura
anisotrópica.

∙ A instabilidade do tabuleiro: Em alguns casos, a distribuição de material no domínio
pode produzir regiões onde a pseudo densidade dos elementos adjacentes varia de
forma periódica. A região se configura com característica similar a um tabuleiro
de xadrez, alternando entre espaços vazios e espaços sólidos que não correspondem
a distribuição ótima de material. Na literatura internacional este fenômeno é con-
hecido como checkerboard. Os resultados do trabalho de Díaz e Sigmund (1995)
mostram que esse fenômeno surge devido a um modelamento inadequado do MEF
e, nas regiões onde isso acontece, a rigidez aparenta artificialmente ter um valor ele-
vado quando comparado com outra região da estrutura que possua o mesmo volume
mas com uma distribuição homogênea.

∙ Mínimos locais: Os problemas de engenharia, quando se referem a otimização, são na
sua grande maioria não convexos. Isto faz com que possuam muitos mínimos locais
e consequentemente um mesmo problema de otimização é conduzido a estes vários
mínimos diferentes dependendo dos parâmetros e das variáveis iniciais do algoritmo.
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Assim não se pode garantir que o ponto de mínimo fornecido pela solução seja o
melhor ponto, isto é, o mínimo global.

1.6 Filtros
Filtros são operadores matemáticos aplicados sobre uma função não regular, tendo

como objetivo suavizar sua distribuição espacial. Com isto, instabilidades numéricas
tais como o chekerboards, são eliminados além de permitirem algum controle sobre a
complexidade da topologia obtida (CARDOSO; FONSECA, 1999). É possível também
obter um grau de independência dos resultados com o refino da malha através da utilização
dos filtros.

Basicamente, os filtros podem ser classificados em 3 categorias, de acordo com
(SIGMUND, 2007):

1. Filtros de vizinhança espacial: Nestes filtros uma grandeza associada a um elemento
finito é obtida por meio de uma média ponderada das grandezas dos elementos
vizinhos. A vizinhança é obtida por meio da definição de um raio em torno do
elemento. Geralmente esses filtros são aplicados sobre as sensibilidades ou pseudo
densidades dos elementos, embora outras grandezas também possam ser filtradas
(CARDOSO; FONSECA, 1999).

2. Métodos restritivos: Controle de perímetro proposto por (AMBROSIO; BUTTAZZO,
1993) e (HARBER; JOG; BENDSØE, 1996) e métodos de controle de gradiente local
e global (PETERSON; SIGMUND, 1998).

3. Outros métodos como Wavelet Parametrization (KIM; YOON, 2000) e o Método
de level set (ALLAIRE; JOUVE; TOADER, 2004).

Os filtros citados na classificação 1 são os mais utilizados devido a facilidade de
implementação e eficiência. Os métodos restritivos da segunda classificação são mais difí-
ceis de aplicar devido a dependência da geometria e das condições do problema. Existem
ainda métodos híbridos que combinam as categorias 1 e 2 como discutido em (CARDOSO,
2000).

Cabe ressaltar que embora as primeiras implementações de Otimização Topológica
utilizassem como variáveis de projeto as pseudo densidades de cada elemento, tem-se
observado na literatura um aumento no uso de variáveis nodais, que são posteriormente
aplicadas aos centróides dos elementos. Na verdade, isto é uma escolha do usuário, sendo
que os métodos discutidos aqui podem ser implementados das duas formas.
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1.6.1 Filtro de Vizinhança Espacial

Filtros de Vizinhança Espacial agem modificando as pseudo densidades dos el-
ementos (e consequentemente a sua rigidez), através da aplicação de um operador que
depende dos valores de pseudo densidades presentes em uma vizinhança em torno do el-
emento em questão. Uma discussão importante é a conservação do volume contido na
vizinhança antes e depois da atuação do filtro (SIGMUND, 2007).

O filtro espacial de densidades introduzido por (BRUNS; TORTORELLI, 2001)
calcula a pseudo densidade de um elemento 𝑒 por meio de uma média ponderada, na
forma:

𝜌𝑒 =
∑︀𝑛𝑒𝑣

𝑗=1 𝑤𝑗𝑣𝑗𝜌𝑗∑︀𝑛𝑒𝑣
𝑗=1 𝑤𝑗𝑣𝑗

(1.13)

sendo 𝑗 um elemento vizinho, 𝑣𝑗 seu volume, 𝑤𝑗 uma função peso que tem como objetivo
ponderar a influência dos vizinhos em função de sua distância e 𝑛𝑒𝑣 é o número de vizinhos
ao elemento. A abordagem mais utilizada é a linear, com a forma

𝑤𝑗 = 𝑅𝑚𝑎𝑥 − 𝑅𝑒𝑗

𝑅𝑚𝑎𝑥

, (1.14)

onde 𝑅𝑚𝑎𝑥 é o raio de filtragem previamente estipulado para abranger uma determinada
vizinhança, conforme a figura 4. 𝑅𝑒𝑗 é a distância entre o elemento central e um determi-
nado vizinho 𝑗. Desta forma, verifica-se que o raio de abrangência 𝑅𝑚𝑎𝑥 é o parâmetro de
controle do filtro e a função 𝑤𝑗 será zero se o vizinho estiver além da abrangência do raio.
A suavização da distribuição das variáveis no domínio será proporcional a magnitude do
raio.

Uma modificação interessante aos filtros espaciais é conhecida na literatura como
operador de projeção. Nesta formulação, a média ponderada apresentada na equação
1.13 não é aplicada diretamente na pseudo densidade do elemento central, mas atribuída
a uma variável intermediária 𝜇𝑒, na forma

𝜇𝑒 =
∑︀𝑛𝑒𝑣

𝑗=1 𝑤𝑗𝜌𝑗∑︀𝑛𝑒𝑣
𝑗=1 𝑤𝑗

(1.15)

e a pseudo densidade no elemento 𝑒 é obtida por meio de um operador

𝜌𝑒 = 𝑃𝑟(𝜇𝑒), (1.16)

que pode assumir diversas formas, como por exemplo o operador Heaviside, que tem como
característica penalizar o aparecimento de pseudo densidades intermediárias, além de per-
mitir um bom controle sobre a espessura dos reforços obtidos na otimização (GUEST;
PRÉVOST; BELYTSCHKO, 2004). Cabe ressaltar que o filtro de densidades tradicional



Capítulo 1. Método da Otimização Topológica 31

é obtido com a projeção direta, ou seja, 𝜌𝑒 = 𝜇𝑒, como a utilizada neste trabalho. Do
ponto de vista estritamente matemático, um operador de projeção 𝑃𝑟 deve ser uma trans-
formação linear com propriedade 𝑃𝑟 : 𝑃𝑟 → 𝑃𝑟, fato este que não é discutido na literatura
quando no uso da denominação projeção em trabalhos de Otimização Topológica. Devido
a este fato, iremos utilizar a nomenclatura padrão de filtros espaciais neste trabalho.

Figura 4 – Raio de abrangência do filtro espacial.

1.6.2 Comentários

Pode ser observado que uso dos filtros produz regiões com pseudo densidades inter-
mediárias na topologia final (LIMA, 2002). No entanto, a sua implementação é necessária
para introduzir algum grau de independência da solução com a malha de elementos finitos
e também evitar o aparecimento da instabilidade de tabuleiro. Por isto Cardoso (2000)
e outros autores propõem o desligamento do filtro após a obtenção da topologia final,
procedendo algumas iterações adicionais no algoritmo de otimização. É importante con-
trolar o número de iterações extras para que o checkerboard não apareça novamente. Este
método é conhecido como continuação, permitindo obter uma topologia clara e que não
viole as restrições.

Neste trabalho, o processo de otimização ocorre através das variáveis nodais x
(figura 4), que são mapeadas para os centróides dos elementos vizinhos, por meio das
equações 1.16,1.15 e 1.14. No entanto, todas as sensibilidades que serão obtidas neste texto
serão calculadas em relação as pseudo densidades centroidais. Assim, tais sensibilidades
devem ser corrigidas usando a regra da cadeia, na forma

𝑑𝑓

𝑑𝑥𝑚

= 𝑑𝑓

𝑑𝜌𝑒

𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑥𝑚

, (1.17)

com
𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑥𝑚

= 𝛿𝑗𝑚𝑤𝑚∑︀𝑛𝑒𝑣
𝑗=1 𝑤𝑗

. (1.18)
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Entretanto cabe ressaltar que o somatório não é calculado em todos os elementos
da malha, pois 𝑑𝜌𝑒

𝑑𝑥𝑚
é definida somente na vizinhança do elemento 𝑚.

1.6.3 Procedimento Computacional

A implementação computacional de um problema de Otimização Topológica con-
siste na realização sequencial de diversas etapas, conforme ilustrado na figura 5.

A primeira etapa, a fase de pré-processamento, refere-se a definição do domínio de
projeto, de sua discretização e da imposição das condições de contorno do problema de
equilíbrio, na forma:

∙ Escolher adequadamente o domínio de referência que permita a definição de car-
regamento e condições de contorno;

∙ Definir as regiões do espaço de projeto que devam obrigatoriamente conter ou não
material;

∙ Construir uma malha de elementos finitos para o domínio já estabelecido. O refino
da malha de ser tal que consiga representar adequadamente a estrutura, tanto do
ponto de vista de equilíbrio quanto de definição da topologia que se deseja.

Na segunda etapa é realizada efetivamente a otimização:

∙ Fazer uma estimativa inicial das variáveis de projeto;

∙ Calcular as sensibilidades (gradientes);

∙ Utilizar um algoritmo de otimização como MMA (Método das Assíntotas Móveis)
ou SLP (Programação Linear Sequencial);

∙ Atualizar as variáveis de projeto e repetir o procedimento até que seja atingido o
ponto de ótimo.

A última etapa é a fase de pós-processamento.

∙ Os resultados obtidos na segunda etapa devem ser interpretados, analisados e rep-
resentados como uma topologia definida.
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Figura 5 – Algoritmo para Otimização Topológica (baseado na figura 1.5, página 14 de (BENDSØE;
SIGMUND, 2003)).
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2 Mecanismos Flexíveis

Neste capítulo são apresentados os conceitos relacionados a mecanismos flexíveis,
bem como uma breve revisão histórica. Após, é apresentada uma discussão sobre o
aparecimento de elementos conectados por um nó (rótulas ou hinges) e uma discussão
sobre um formulação alternativa para a eliminação deste tipo de problema.

2.1 Conceitos
Um mecanismo é um dispositivo mecânico cuja função é transferir ou transformar

movimento, força ou energia (BUSCH-VISHNIAC, 1998). Mecanismos tradicionais, tais
como o ilustrado na Figura 6, são formados por diversas peças rígidas nas quais não são
permitidos grandes deformações elásticas para que a eficácia do mecanismo não fique prej-
udicada. As articulações móveis entre as peças geram movimento relativo, ocasionando
atrito e suas consequências, tais como ruído, desgaste, folga e vibrações.

Figura 6 – Mecanismo tradicional

FONTE:
www.virtual.unal.edu.co/cursos/ingenieria/2001734/lecciones/tem05/lec03_1_2.htm,

acesso em 26 de Março de 2012.

Por sua vez, um mecanismo flexível (compliant mechanism), como o ilustrado na
Figura 7, permite que as funções deste dispositivo mecânico sejam cumpridas utilizando-
se apenas uma peça, eliminando assim as juntas móveis, o desgaste e a necessidade de
lubrificação. A redução da quantidade de peças que o mecanismo flexível proporciona
pode simplificar a produção eliminando a montagem e gerando assim uma grande re-
dução nos custos de fabricação. Este tipo de mecanismo deve ter rigidez suficiente para
transmitir esforços e em contrapartida deve ter flexibilidade suficiente para se deformar
e atingir o objetivo ao qual se propõe. Dependendo da forma como a flexibilidade é dis-
tribuída ao longo do mecanismo, podemos ter dois tipos de mecanismos flexíveis (Figura
8). Nos mecanismos de flexibilidade concentrada, temos algumas regiões com flexibilidade
muito maior do que no restante da peça. Por sua vez, nos mecanismos com flexibilidade
distribuída, não observamos pontos com flexibilidade dominante.
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Figura 7 – Mecanismo flexível

FONTE: http://compliantmechanisms.byu.edu/image-gallery/grippers, acesso em 26 de
Março de 2012.

De modo geral, os mecanismos flexíveis proporcionam grande precisão nos movi-
mentos, podendo ser fabricados em escala microscópica. Por isso são aplicados em sistemas
que exigem tais requisitos, como sistema microeletromecânicos (MEMS). Outra impor-
tante utilização dos mecanismos flexíveis é na instrumentação cirúrgica, onde a precisão
é um fator determinante. O peso reduzido, a possibilidade de construção em tamanhos
muito reduzidos e aplicação em ambientes hostis fazem deste tipo de mecanismo uma
grande alternativa para indústrias eletrônica e espacial.

Assim como existem vantagens associadas a mecanismos flexíveis, existem tam-
bém vários desafios e desvantagens para algumas aplicações. Talvez o maior desafio seja
analisar e projetar tais sistemas, pois isto requer conhecimento dos métodos de análise de
mecanismos e da deflexão dos membros flexíveis do dispositivo. Devido a estas dificul-
dades, no passado os mecanismos flexíveis foram desenvolvidos pelo método de tentativa
erro. Tais métodos são aplicáveis apenas para sistemas muito simples e muitas vezes
não são economicamente viáveis para muitas aplicações potenciais. Muitas teorias foram
desenvolvidas para simplificar a análise e o projeto de mecanismos flexíveis, mas mesmo
considerando esses avanços, a tarefa de projetar e analisar tais sistemas ainda são desafi-
adores.

2.2 Revisão histórica
Os métodos para síntese de mecanismos flexíveis se dividem em dois tipos princi-

pais: a síntese cinemática e síntese do contínuo. A síntese cinemática (MIDHA; NOR-
TON; HOWELL, 1992) é baseada na síntese de mecanismos tradicionais constituídos de
elementos rígidos. Neste caso a flexibilidade fica concentrada apenas em algumas regiões
do mecanismo, ocasionando tensões e deformações excessivas.

Alguns trabalhos foram desenvolvidos baseados nessa teoria, onde a cinemática
de corpos rígidos era aplicada para projetar um mecanismo parcialmente flexível ou com
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flexibilidade em algumas regiões somente (HER; MIDHA, 1987). Outra abordagem que
considera o projeto de mecanismos distribuídos concentrados é apresentada por Howell
e Midha, (1996), sendo conhecida como pseudo-corpo rígido, possuindo barras rígidas e
molas em sua constituição. Este método pode ser aplicado para desenvolver mecanismos
com grandes deslocamentos.

Figura 8 – Flexibilidade distribuída (A) e flexibilidade concentrada (B)

Por outro lado, um mecanismo flexível projetado com base na síntese do contínuo,
com uma formulação adequada e com o auxílio do Método da Otimização Topológica
(MOT), pode ter a flexibilidade distribuída em toda sua estrutura.

Neste sentido, Ananthasuresh (1994) e Ananthasuresh e Kota (1995), foram os
trabalhos pioneiros no uso do Método da Otimização Topológica para o projeto de mecan-
ismos com flexibilidade distribuída. Nestes trabalhos os autores propõem o uso de formu-
lações de minimização de flexibilidade e peso, aplicando um carregamento pré-definido,
com restrições nos deslocamentos do mecanismo, (SIGMUND, 1995; SIGMUND, 1999).
Estas formulações são muito parecidas com o projeto de estruturas rígidas, não satis-
fazendo os deslocamentos requeridos. Por isso, este tipo de formulação não foi adotado
em propostas consecutivas.

O mecanismo flexível deve se deformar para atingir o deslocamento desejado e ao
mesmo tempo deve ter rigidez para suportar os esforços envolvidos no movimento. A partir
desta ideia surgiram formulações baseadas em maximizar a energia mútua e minimizar a
energia de deformação através de uma razão entre estas grandezas. Sobre este método
cabe destacar os trabalhos de Frecker (1996) , Kikuchi et al, (1998) e Nishiwaki et al
(1998) e (LIN; LUO; TONG, 2010).

Existe ainda a proposta de Sigmund (1997) que maximiza um funcional baseado
em parâmetros do mecanismo como vantagem mecânica (VA) e a vantagem geométrica
(VG). A vantagem mecânica (VA) corresponde a razão entre o carregamento de saída e
o carregamento de entrada

(︁
𝐹𝑜𝑢𝑡

𝐹𝑖𝑛

)︁
. A vantagem geométrica (VG) representa a razão entre

o deslocamento de saída e o deslocamento de entrada
(︁

𝑑𝑜𝑢𝑡

𝑑𝑖𝑛

)︁
. O autor também propõe a

maximização da eficiência mecânica (EM), definida como o produto de VA e VG.

Todas estas formulações propostas para projeto de mecanismos flexíves apresen-
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tam a ocorrência de rótulas (hinges), que são elementos finitos conectados por apenas um
nó (SIGMUND, 1997). Nestas regiões, ocorre um movimento de rotação de corpo rígido
em torno da rótula, sendo que esta é uma maneira artificial de se obter o comportamento
cinemático, uma vez que não há energia de deformação associada a este movimento (a
elasticidade clássica não contempla o grau de liberdade de rotação). Este é um dos prin-
cipais problemas associados ao uso da Otimização Topológica no projeto de mecanismos
flexíveis, sendo que diversas referências discutem alternativas para evitar o seu apareci-
mento.

Poulsen (2002) propõe uma função de restrição que associa o aparecimento de
rótulas a um projeto inviável. Há também uma proposta baseada no método wavelet
(YOON et al., 2004). Cardoso e Fonseca, (2004) propõem uma formulação de maxi-
mização de uma função da energia de deformação elástica para eliminar as rótulas dos
mecanismos. Esta mesma formulação é aplicada em Silva, (2007) para analisar múltip-
los carregamentos. Ainda sobre este assunto Lue et al (2008) apresentam um funcional
baseado em energia e no método level set, que se mostra capaz de produzir mecanismos
com flexibilidade distribuída. Formulações de filtros de erosão e dilatação como forma
de eliminar a formação de rótulas são discutidos por (WANG; LAZAROV; SIGMUND,
2011).

Cardoso e Fonseca (2004) demonstram que os hinges estão associados as aborda-
gens de projeto de mecanismos propostas na literatura, pois o objetivo de maximizar o
trabalho de saída do mecanismo é conflitante com o objetivo de se armazenar energia
de deformação ao longo da topologia. Desta forma, é proposta uma formulação onde o
objetivo é maximizar uma função modificada da energia de deformação, de tal forma que
a peça apresente flexibilidade distribuída. O comportamento cinemático é imposto via
um conjunto de restrições.

Entre outros trabalhos a respeito de mecanismos flexíveis, pode-se destacar o
projeto de mecanismos multi-atuadores piezelétricos aplicando o modelo SIMP (CAR-
BONARI; SILVA; NISHIWAKI, 2005) e sua continuação, onde atuadores foram fabrica-
dos e analisados experimentalmente com interferômetro a laser (CARBONARI; NADER;
SILVA, 2005). Zhu e Zhang (2012) o método level set é utilizado para projetar mecanismos
com flexibilidade distribuída. Por fim, Mello, Salas e Silva (2012) propõem a maximização
do deslocamento de saída (definido como uma função do tempo) de mecanismos eletroter-
momecânicos MEMS com o objetivo de reduzir o tempo de resposta da estrutura.

No que segue, o trabalho de (CARDOSO; FONSECA, 2004) será apresentado em
detalhes, uma vez que esta formulação será utilizada nesta dissertação.
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2.3 Mecanismos com flexibilidade distribuída
Em se tratando da Otimização Topológica, o projeto de mecanismos flexíveis inicia-

se com a definição de um domínio fixo, Ω, onde estará contida a estrutura final (Figura 9).
Então deve-se definir as condições de contorno do problema bem como a rigidez do meio
externo 𝐾𝑠 que representa o corpo submetido a ação do mecanismo e um conjunto de
deslocamentos de entrada, 𝑈𝑒, e de saída, 𝑈𝑠, associados ao comportamento cinemático.

Figura 9 – Domínio fixo inicial - mecanismo genérico

Uma formulação adequada para o projeto de mecanismos com flexibilidade dis-
tribuída deve impor que uma parte da energia disponível seja armazenada na estrutura
sob a forma de energia de deformação elástica. Além disso, ela deve ser facilmente aplicada
a problemas com não linearidade geométrica e/ou material e deve considerar caracterís-
ticas do meio externo (CARDOSO; FONSECA, 2004).

Baseados nessa análise Cardoso e Fonseca (2004) mostram que a energia de defor-
mação efetiva de um elemento, 𝐸𝑑𝑒𝑓 , é inversamente proporcional a sua pseudo densidade

𝐸𝑑𝑒𝑓𝑒 = 1
𝜌𝑝

𝑒
𝐸0

𝑑𝑒𝑓 (2.1)

onde 𝜌𝑒 é a pseudo densidade do elemento e 𝐸0
𝑑𝑒𝑓 é a energia de deformação considerando

o material isotrópico base (E0
𝑖𝑗𝑘𝑙) e 𝑝 é o expoente da penalização SIMP. Cabe salientar

que no trabalho de Cardoso e Fonseca a formulação é particularizada para 𝑝 = 1, sendo
que aqui as equações serão desenvolvidas de forma geral.

Evidentemente, a maximização de 𝐸𝑑𝑒𝑓 é obtida quando 𝜌𝑒 → 0, fazendo com que
não seja possível obter uma topologia sólida. Para lidar com este problema, é proposta
pelos autores uma função baseada na energia de deformação de um elemento finito

Ψ𝑒 = 𝜌𝑛
𝑒 𝐸𝑑𝑒𝑓 = 𝜌𝑛+𝑝

𝑒 U𝑇
𝑒 K0

eU𝑒 = 𝜌𝑛
𝑒 U𝑇

𝑒 KeU𝑒, (2.2)
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onde 𝜌𝑒 é a pseudo densidade do elemento, U𝑒 é o vetor deslocamento do elemento, 𝑛 é
um expoente que permite ajustar o comportamento da função Ψ𝑒 e K𝑒 e K0

𝑒 são a matriz
de rigidez do elemento, com e sem a pseudo densidade, respectivamente.

Esta nova função evita o valor de energia infinita quando 𝜌 → 0 , penaliza o
aparecimento de pseudo densidades intermediárias e retém o comportamento da energia de
deformação original para o material sólido (𝜌 = 1). A figura 10 ilustra este comportamento
para alguns valores de 𝑛 (assumindo 𝑝 = 1).

Figura 10 – Influência do expoente 𝑛 no comportamento da função de energia de deformação modificada
(𝑝 = 1).

Para toda a topologia, composta de 𝑛𝑒 elementos finitos, definimos:

Ψ =
𝑛𝑒∑︁

𝑒=1
𝜌𝑛

𝑒 U𝑇
𝑒 K𝑒U𝑒 =

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

𝜌𝑛+𝑝
𝑒 U𝑇

𝑒 K0
𝑒U𝑒 (2.3)

de tal forma que a maximização desta função implica em maximizar o armazenamento de
energia no material (sólido) que constitui o mecanismo flexível. O comportamento cin-
emático deve ser imposto por meio de um conjunto de restrições sobre deslocamentos em
graus de liberdade de interesse e a quantidade de material a ser utilizada deve ser imposta
por meio de uma restrição de volume. Assim, obtém-se a formulação de otimização

max
x

Ψ (2.4)

𝑇.𝑞.
∫︀

Ω 𝜌𝑑Ω ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥

KU = F

𝑈𝑗 ≤ �̄�𝑗 𝑗 = 1..𝑛𝑟𝑑
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onde 𝑈𝑗 representa a j-ésima componente do vetor de deslocamento global, �̄�𝑗 é o seu
valor limite, 𝑛𝑟𝑑 é o número de restrições de deslocamento e 𝑉𝑚𝑎𝑥 é o volume máximo de
material.

Um fator importante na obtenção de um mecamismo flexível é o balanço de energia.
Nas formulações que maximizam, direta ou indiretamente, o trabalho de saída, é de se
esperar que não haja energia para ser armazenada no interior do mecanismo. Com isto,
o otimizador irá utilizar artifícios como os elementos conectados por um nó (rótulas).
Na formulação da equação 2.4, deve-se avaliar se o comportamento cinemático imposto
permite o armazenamento de energia suficiente para o projeto de um mecanismo flexível.
Como exemplo, considere um mecanismo com uma força de entrada 𝐹𝑒, uma restrição de
deslocamento de entrada 𝑈𝑒, uma rigidez de saída 𝐾𝑠 e uma restrição de deslocamento
de saída 𝑈𝑠. A energia disponível no interior da região de projeto será

𝐸𝑚𝑎𝑥 = 𝐸𝑒 − 𝐸𝑠 = 1
2
(︁
𝐹𝑒𝑈𝑒 − 𝐾𝑠𝑈

2
𝑠

)︁
(2.5)

sendo que combinações de parâmetros que levem a 𝐸𝑠 > 𝐸𝑒 não permitem o projeto de
mecanismos flexíveis.

Uma questão importante no projeto de mecanismos flexíveis é o controle do nível
de tensões mecânicas. Uma questão não abordada no artigo de Cardoso e Fonseca (2004)
é o fato de as tensões serem diretamente proporcionais a energia de deformação, de tal
forma que a maximização de energia deve levar a uma maximização das tensões. Por isto,
o presente trabalho tem como objetivo principal a imposição de restrições de tensão na
formulação da equação 2.4.

2.4 Projeto de Mecanismos Flexíveis com Restrição de Tensão
O objetivo desta seção é apresentar a formulação de Otimização Topológica em-

pregada neste trabalho. O modelo de material SIMP com 𝑝 = 3 será aplicado juntamente
com o filtro espacial de densidades discutido anteriormente na Seção 1.6.1. A medida
de tensão empregada nesta proposta é a tensão equivalente de von Mises, embora outras
medidas possam ser aplicadas. Como consequência direta desta escolha, a tensão de es-
coamento será utilizada como tensão limite para garantir que o material aplicado tenha
comportamento elástico.

Como o código computacional associado a este trabalho utiliza somente o elemento
finito isoparamétrico de 4 nós, as tensões serão calculadas nos centróides dos elementos,
pois este é o ponto superconvergente de tensão (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1995). Assim, os
somatórios da norma-𝑃 serão sempre realizados entre 1 e 𝑛𝑒, fato que pode ser facilmente
generalizado caso sejam desejadas as tensões em outros pontos. Deve-se salientar que estas
são particularizações da implementação deste trabalho, não da formulação proposta.
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2.4.1 Formulação do problema

A formulação desta investigação baseia-se no modelo descrito na Seção 2.3 que
maximiza a energia de deformação armazenada pela estrutura, com restrições sobre algu-
mas componentes de deslocamento e sobre o volume máximo permitido. Partindo desta
concepção será acrescentada uma restrição de tensão baseada na norma-𝑃 modificada
(LE et al., 2010). Assim, o problema de otimização se torna

max
x

∑︀𝑛𝑒
𝑒=1 𝜌𝑛+𝑝

𝑒 U𝑇
𝑒 K0

𝑒U𝑒 (2.6)

𝑡.𝑞. KU = F∫︀
Ω 𝜌𝑑Ω ≤ 𝑉𝑚𝑎𝑥

𝑈𝑗 ≤ �̄�𝑗, 𝑗 = 1..𝑛𝑟𝑑

Φ = 𝑐𝑘
⃦⃦⃦
𝜎𝑘

𝑣𝑚

⃦⃦⃦
𝑃

≤ 𝜎𝑙𝑖𝑚

onde as tensões equivalentes de von Mises, para o caso de Estado Plano de Tensões (EPT),
são obtidas por

𝜎𝑣𝑚 = (𝜎𝑇
𝑒 M𝜎𝑒)

1
2 (2.7)

onde

M =

⎡⎢⎢⎢⎣
1 −1

2 0
−1

2 1 0
0 0 3

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.8)

e as tensões 𝜎𝑒 são obtidas de acordo com a equação 1.11, no centróide de cada elemento.
A escolha do centróide se deve a este ser o ponto superconvergente de tensão no elemento
bilinear isoparamétrico de 4 nós utilizado neste trabalho.

Ao solucionar este problema, percebe-se que as regiões de aplicação das forças e
das molas podem convergir para os valores mínimos de pseudo densidade, o que não é
desejável. Este comportamento está associado a:

∙ A única maneira de satisfazer as restrições de deslocamento é diminuindo a rigidez
destes elementos;

∙ Estes elementos apresentam tensões elevadas e, como consequência, sua pseudo
densidade tende para o valor mínimo.

Com objetivo de evitar este comportamento, serão fixadas pseudo densidades
unitárias, 𝜌 = 1, para elementos situados nas proximidades das forças e molas do modelo.
Cabe salientar que esta abordagem não evita que outros elementos apresentem este com-
portamento. No entanto, pelo menos garante a transferência de esforços entre o domínio
de projeto Ω e o meio externo.
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Outra consideração importante é a disparidade entre os valores impostos nas re-
strições do problema, isto é, valores baixos na ordem de milésimos para restrições de
deslocamento e valores elevados na ordem de milhões para a restrição de tensão. Esta
diferença pode causar dificuldades numéricas durante a otimização, o que pode ser facil-
mente solucionado dividindo-se cada restrição de forma que se tenha a unidade como
limite superior, ou seja, dividindo cada restrição pelo valor absoluto de seu valor limite.
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3 Análise de sensibilidades

O proceso de otimização exige o cálculo dos gradientes da função objetivo e das
restrições. Estes gradientes indicam a sensibilidade das funções quando se faz modificações
nas variáveis de projeto. As sensibilidades são calculadas analiticamente e aplicadas no
processo de otimização, como por exemplo, a programação linear sequêncial (SLP). Neste
capítulo serão obtidas as equações de sensibilidade da função energia de deformação,
deslocamento e norma-𝑃 modificada utilizadas neste trabalho.

3.1 Sensibilidade da Função Energia de Deformação
A sensibilidade da função objetivo em relação as variáveis de projeto é demonstrada

para o caso 𝑝 = 1 por Cardoso e Fonseca (2004). De modo a generalizar a proposta para
diferentes valores de 𝑝, reescrevemos a equação 2.3 considerando um termo auxiliar (termo
adjunto)

Ψ =
𝑛𝑒∑︁

𝑒=1

{︁
𝜌𝑛

𝑒 (H𝑒U)𝑇 K𝑒 (H𝑒U)
}︁

+ 𝜆𝑇 (KU − F) , (3.1)

onde H𝑒 é uma matriz de localização que mapeia o vetor deslocamento global U para o
vetor de deslocamento local, U𝑒. Derivando em relação a m-ésima variável de projeto e
considerando a simetria da matriz rigidez do elemento obtemos

𝑑Ψ
𝑑𝜌𝑚

=
𝑛𝑒∑︁

𝑒=1

{︃
𝑑𝜌𝑛

𝑒

𝑑𝜌𝑚

(H𝑒U)𝑇 K𝑒 (H𝑒U) + 2𝜌𝑛
𝑒 (H𝑒U)𝑇 K𝑒H𝑒

𝑑U
𝑑𝜌𝑚

(3.2)

+𝜌𝑛
𝑒 (H𝑒U)𝑇 𝑑K𝑒

𝑑𝜌𝑚

(H𝑒U)
}︃

+ 𝜆𝑇 𝑑K
𝑑𝜌𝑚

U + 𝜆𝑇 K
𝑑U
𝑑𝜌𝑚

,

tal que, colocando 𝑑U
𝑑𝜌𝑚

em evidência, obtém-se

𝑑Ψ
𝑑𝜌𝑚

=
𝑛𝑒∑︁

𝑒=1

{︃
𝑑𝜌𝑛

𝑒

𝑑𝜌𝑚

(H𝑒U)𝑇 K𝑒 (H𝑒U)
}︃

+
{︃(︃

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

2𝜌𝑛
𝑒 (H𝑒U)𝑇 K𝑒H𝑒

)︃
+ (3.3)

𝜆𝑇 K
}︁ 𝑑U

𝑑𝜌𝑚

+
𝑛𝑒∑︁

𝑒=1

{︃
𝜌𝑛

𝑒 (H𝑒U)𝑇 𝑑K𝑒

𝑑𝜌𝑚

(H𝑒U)
}︃

+ 𝜆𝑇 𝑑K
𝑑𝜌𝑚

U.

Se observarmos o último termo da equação 3.3, iremos notar que a derivada da
matriz rigidez global em relação a variável 𝜌𝑚 pode ser definida como
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𝑑Ke

𝑑𝜌𝑚

= 𝑝𝜌𝑝−1
𝑚 K0

𝑚

pois para problemas lineares, a dependência da matriz global em relação as pseudo den-
sidades dos elementos é local.

Para evitar o cálculo da derivada do vetor deslocamento global em relação a 𝜌𝑚,
a segunda parcela da equação 3.3 deve ser levada a zero, resultando em

K𝜆 =
𝑛𝑒∑︁

𝑒=1

{︁
−2𝜌𝑛+𝑝

𝑒 (H𝑒U)𝑇 K0
𝑒H𝑒

}︁
. (3.4)

O termo H𝑒 da equação 3.4 é não nulo somente quando 𝑒 = 𝑚, tal que a equação
3.3 deve ser calculada somente neste caso,

K𝜆 =
𝑛𝑒∑︁

𝑚=1

{︁
−2𝜌𝑛+𝑝

𝑚 U𝑇
𝑚K0

𝑚H𝑚

}︁
. (3.5)

Pode-se verificar na equação 3.3 que

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

𝑑𝜌𝑛
𝑒

𝑑𝜌𝑚

[︁
(H𝑒U)𝑇 K𝑒 (H𝑒U)

]︁
(3.6)

é não nulo somente quando 𝑒 = 𝑚, resultando em

𝑛𝜌𝑛+𝑝−1
𝑚 U𝑇

𝑚K0
𝑚U𝑚, (3.7)

que também é um termo local.

Devido ao fato de o termo remanescente

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

𝜌𝑛
𝑒 (H𝑒U)𝑇 𝑑K𝑒

𝑑𝜌𝑚

(H𝑒U) , (3.8)

também ser local, verifica-se que

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

𝜌𝑛
𝑒 (H𝑒U)𝑇 𝛿𝑒𝑚𝑝𝜌𝑝−1

𝑚 K0
𝑚 (H𝑒U) , (3.9)

resulta em

𝑝𝜌𝑛+𝑝−1
𝑚 U𝑇

𝑚K0
𝑚U𝑚. (3.10)

Po fim, agrupando todos os resultados, obtemos a expressão desejada

𝑑Ψ
𝑑𝜌𝑚

=
(︁
𝑛𝜌𝑛+𝑝−1

𝑚 + 𝑝𝜌𝑛+𝑝−1
𝑚

)︁
U𝑇

𝑚K0
𝑚U𝑚 + 𝜆𝑇

𝑚𝑝𝜌𝑝−1
𝑚 K0

𝑚U𝑚 (3.11)
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com 𝜆𝑒 = H𝑒𝜆, sendo 𝜆 obtido por meio da equação 3.5.

3.2 Sensibilidade de Uma Componente do Vetor Deslocamento
Com o objetivo de prescrever o comportamento cinemático do mecanismo, devemos

impor um conjunto de restrições sobre algumas componentes de deslocamento. De modo a
facilitar o desenvolvimento da análise de sensibilidade, definimos o operador de localização
L𝑗, com a mesma dimensão do vetor global de deslocamentos e com todas as posições
nulas, a não ser a posição 𝑗, que é unitária. Com isto, a componente de deslocamento 𝑈𝑗

pode ser obtida com

𝑈𝑗 = L𝑗U. (3.12)

Desta forma, utilizando o artifício apresentado na equação 3.12 e a abordagem
adjunta, obtemos

𝑈𝑗 = L𝑇 U + 𝜆𝑇 (KU − F). (3.13)

A derivada da j-ésima componente do vetor de deslocamento global em relação a
m-ésima variável de projeto tem a forma

𝑑𝑈𝑗

𝑑𝜌𝑚

= 𝑑L𝑇

𝑑𝜌𝑚

U + L𝑇 𝑑U
𝑑𝜌𝑚

+ 𝜆𝑇 𝑑K
𝑑𝜌𝑚

U + 𝜆𝑇 K
𝑑U
𝑑𝜌𝑚

. (3.14)

O primeiro termo é independente de 𝜌 e portanto a sua derivada é nula. Agrupando
os termos comuns teremos

𝑑𝑈𝑗

𝑑𝜌𝑚

= 𝑑U
𝑑𝜌𝑚

(︁
L𝑇 + 𝜆𝑇 K

)︁
+ 𝜆𝑇 𝑑K

𝑑𝜌𝑚

U. (3.15)

de modo que a derivada do deslocamento global na equação 3.15 pode ser evitada resolvendo-
se o sistema linear de equações

K𝜆 = −L, (3.16)

para cada restrição de deslocamento presente no problema.

A sensibilidade do deslocamento é obtida então por

𝑑𝑈𝑗

𝑑𝜌𝑚

= 𝜆𝑇 𝑑K
𝑑𝜌𝑚

U = 𝜆𝑇
𝑚K𝑚U𝑚. (3.17)

com 𝜆𝑒 = H𝑒𝜆, sendo 𝜆 obtido por meio da equação 3.16.
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3.3 Sensibilidade da Restrição de Tensão
Neste trabalho será utilizado o critério global de restrição de tensão apresentado

na equação 1.10. Sendo assim, necessitamos das sensibilidades da função Φ com respeito
as pseudo densidades da malha. De modo a utilizar uma abordagem adjunta, a função
Φ𝑘 é reescrita na forma

Φ𝑘 = 𝑐𝑘
⃦⃦⃦
𝜎𝑘

𝑣𝑚

⃦⃦⃦
𝑃

+ 𝜆𝑇 (KU − F). (3.18)

Assim, derivando a equação 3.18 em relação a m-ésima pseudo densidade, obtemos

𝑑Φ𝑘

𝑑𝜌𝑚

= 𝑐𝑘𝑇1

(︃
𝑛𝑒∑︁

𝑒=1
𝜎𝑃 −1

𝑣𝑚𝑒

𝑑𝜎𝑣𝑚𝑒

𝑑𝜌𝑚

)︃
+ 𝜆𝑇

(︃
𝑑K
𝑑𝜌𝑚

U + K
𝑑U
𝑑𝜌𝑚

)︃
, (3.19)

onde

𝑇1 =
(︃

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

𝜎𝑃
𝑣𝑚𝑒

)︃ 1
𝑃

−1

, (3.20)

é um termo que não depende das derivadas das tensões e pode ser obtido diretamente.

A derivada no primeiro termo na equação 3.19 corresponde a

𝑑𝜎𝑣𝑚𝑒

𝑑𝜌𝑚

= 𝑑

𝑑𝜌𝑚

(︁
𝜎𝑇

𝑒 M𝜎𝑒

)︁ 1
2 = 𝑑𝜎𝑣𝑚𝑒

𝑑𝜎𝑒

𝑑𝜎𝑒

𝑑𝜌𝑚

. (3.21)

Assim, a primeira derivada da equação 3.21 torna-se

𝑑𝜎𝑣𝑚𝑒

𝑑𝜎𝑒

= 1
2
(︁
𝜎𝑇

𝑒 M𝜎𝑒

)︁ 1
2 −1

2M𝜎𝑒 = M𝜎𝑒

𝜎𝑣𝑚𝑒

, (3.22)

e a segunda derivada em relação a 𝜌𝑚

𝑑𝜎𝑒

𝑑𝜌𝑚

= 𝑑

𝑑𝜌𝑚

(︁
E𝑒𝜌

(𝑝−𝑞)
𝑒 B𝑒U𝑒

)︁
= (𝑝 − 𝑞)𝛿𝑒𝑚

𝜌(𝑝−𝑞)
𝑒

𝜌𝑒

E𝑒B𝑒U𝑒 + 𝜌(𝑝−𝑞)
𝑒 E𝑒B𝑒

𝑑U𝑒

𝑑𝜌𝑚

. (3.23)

Agrupando todos os termos temos

𝑑Φ𝑘

𝑑𝜌𝑚

= 𝑐𝑘𝑇1

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

𝜎𝑃 −1
𝑣𝑚𝑒

𝜎𝑇
𝑒 M

𝜎𝑣𝑚𝑒

(︃
(𝑝 − 𝑞)𝛿𝑒𝑚

𝜌(𝑝−𝑞)
𝑒

𝜌𝑒

E𝑒B𝑒U𝑒 + 𝜌(𝑝−𝑞)
𝑒 E𝑒B𝑒

𝑑U𝑒

𝑑𝜌𝑚

)︃

+𝜆𝑇

(︃
𝑑K
𝑑𝜌𝑚

U + K
𝑑U
𝑑𝜌𝑚

)︃
(3.24)

e expandindo esta equação obtém-se
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𝑑Φ𝑘

𝑑𝜌𝑚

= 𝑐𝑘𝑇1

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

𝜎𝑃 −1
𝑣𝑚𝑒

𝜎𝑇
𝑒 M

𝜎𝑣𝑚𝑒

(𝑝 − 𝑞)𝛿𝑒𝑚
𝜌(𝑝−𝑞)

𝑒

𝜌𝑒

E𝑒B𝑒U𝑒 (3.25)

+𝑐𝑘𝑇1

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

𝜎𝑃 −1
𝑣𝑚𝑒

𝜎𝑇
𝑒 M

𝜎𝑣𝑚𝑒

𝜌(𝑝−𝑞)
𝑒 E𝑒B𝑒

𝑑U𝑒

𝑑𝜌𝑚

+𝜆𝑇 𝑑K
𝑑𝜌𝑚

U + 𝜆𝑇 K
𝑑U
𝑑𝜌𝑚

.

De modo a isolar a derivada do vetor de estados em relação a uma pseudo densidade
𝑚, podemos fazer uso do operador de localização H𝑒

U𝑒 = H𝑒U (3.26)

tal que
𝑑U𝑒

𝑑𝜌𝑚

= 𝑑(H𝑒U)
𝑑𝜌𝑚

= H𝑒
𝑑U
𝑑𝜌𝑚

. (3.27)

Então, inserindo este termo e agrupando os termos comuns podemos reescrever a
equação 3.25 na forma

𝑑Φ𝑘

𝑑𝜌𝑚

= 𝑐𝑘𝑇1

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

𝜎𝑃 −1
𝑣𝑚𝑒

𝜎𝑇
𝑒 M

𝜎𝑣𝑚𝑒

(𝑝 − 𝑞)𝛿𝑒𝑚
𝜌(𝑝−𝑞)

𝑒

𝜌𝑒

E𝑒B𝑒U𝑒 + 𝜆𝑇 𝑑K
𝑑𝜌𝑚

U (3.28)

+
(︃

𝜆𝑇 K + 𝑐𝑘𝑇1

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

𝜎𝑃 −1
𝑣𝑚𝑒

𝜎𝑇
𝑒 M

𝜎𝑣𝑚𝑒

𝜌(𝑝−𝑞)
𝑒 E𝑒B𝑒H𝑒

)︃
𝑑U
𝑑𝜌𝑚

.

As duas parcelas finais da equação 3.28 são igualadas a zero a fim de eliminar
a derivada 𝑑𝑈

𝑑𝜌𝑚
, dando origem a um sistema linear de equações para a determinação do

vetor adjunto 𝜆, conforme equação 3.29,

K𝜆 = −𝑐𝑘𝑇1

𝑛𝑒∑︁
𝑒=1

𝜎𝑃 −1
𝑣𝑚𝑒

𝜎𝑇
𝑒 M

𝜎𝑣𝑚𝑒

𝜌(𝑝−𝑞)
𝑒 E𝑒B𝑒H𝑒. (3.29)

Reorganizando a equação 3.28, esta passa a ser escrita como

𝑑Φ𝑘

𝑑𝜌𝑚

= 𝑐𝑘𝑇1𝜎
𝑃 −2
𝑣𝑚𝑒

(︃
𝑝 − 𝑞

𝜌𝑚

)︃
𝜎𝑇

𝑚M𝜌(𝑝−𝑞)
𝑚 E𝑚B𝑚U𝑚 + 𝜆𝑇

𝑚

𝑑K
𝑑𝜌𝑚

U. (3.30)

A derivada da matriz rigidez global em relação a 𝜌𝑚 é definida como

𝑑K
𝑑𝜌𝑚

= 𝑝𝜌𝑝−1
𝑚 K0

𝑚

devido a dependência local de K em relação a 𝜌𝑚 em problemas lineares.
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Assim, a sensibilidade da norma-𝑃 modificada resulta em

𝑑Φ𝑘

𝑑𝜌𝑚

= 𝑐𝑘𝑇1𝜎
𝑃 −2
𝑣𝑚𝑚

(𝑝 − 𝑞) 𝜎𝑇
𝑚M𝜌(𝑝−𝑞−1)

𝑚 E𝑚B𝑚U𝑚 + 𝜆𝑇
𝑚𝑝𝜌𝑝−1

𝑚 K0
𝑚U𝑚, (3.31)

com o vetor adjunto 𝜆 obtido pela solução da equação 3.29.
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4 Programação Matemática

A otimização busca a maximização ou minimização de um funcional por meio
da modificação do valor de um conjunto de variáveis pré-selecionadas (variáveis de pro-
jeto). Diversos problemas relacionados à engenharia, administração (recursos financeiros
e humanos), logística e transportes (armazagem e fluxo de cargas) podem ser formulados
matematicamente com intuito de melhorar a performance de um parâmetro ou um recurso
desejado.

Um problema de otimização normalmente é composto por 3 elementos fundamen-
tais: o primeiro é a função objetivo que se deseja extremar, o segundo é o conjunto
de variáveis envolvidas no problema e finalmente as funções de restrição que limitam os
valores assumidos pelas variáveis de projeto (ARORA, 2007), na forma:

minx 𝑓(x)
𝑡.𝑞. 𝑔𝑗(x) ≤ 0 𝑗 = 1..𝑚𝑔

ℎ𝑗(x) = 0 𝑗 = 1..𝑚ℎ

𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ �̄�𝑖 𝑖 = 1..𝑛𝑒

, (4.1)

onde 𝑓 é a função objetivo, x é o vetor de variáveis de projeto, 𝑔𝑗 são restrições de de-
sigualdade, ℎ𝑗 são as restrições de igualdade, 𝑚𝑔 é o número de restrições de desigualdade,
𝑚ℎ o número de restrições de igualdade e 𝑥𝑖 e 𝑥𝑖 são, respectivamente, o valor superior
e o valor inferior para cada variável de projeto. Um ponto de ótimo local, x*, é um
ponto que satisfaz todas as restrições do problema e também o critério de otimalidade de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT), Arora (2007),

∇𝑓(x*) +
𝑚𝑔∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗∇𝑔𝑗(x*) +
𝑚ℎ∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗∇ℎ𝑗(x*) = 0. (4.2)

O problema definido acima pode ser solucionado analiticamente (quando possível)
ou por meio de métodos numéricos, onde o procedimento é realizado iterativamente a
partir de uma estimativa inicial das variáveis de projeto, buscando sempre valores das
variáveis que extremizem a função objetivo e simultaneamente satisfaçam as restrições
impostas pelo modelo. Esta abordagem foi utilizada pioneiramente por Leonid Kan-
torovich (KANTOROVICH, 1940). Posteriormente em 1947 George B. Dantzig apre-
sentou o método Simplex, que permitiu a solução de problemas de programação linear
com maior eficiência. Neste mesmo ano, John von Neumann desenvolveu a teoria da
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dualidade. Um avanço significativo nesta área ocorreu em 1984 quando Narendra Kar-
markar desenvolveu um novo método para solucionar problemas de programação linear
(KARMARKAR, 1984).

Dependendo da natureza das funções envolvidas na formulação, podemos utilizar
algumas abordagens bem conhecidas na literatura para a solução do problema apresen-
tado na equação 4.1, tal como a Programação Linear, aplicável em funções lineares, e a
Programação Quadrática, aplicável quando a função objetivo for quadrática e as restrições
forem lineares. Existem ainda outros métodos que utilizam aproximações convexas, como
os da família MMA (SVANBERG, 1987). Devido a simplicidade e a robustez do LP, este
será o método de otimização utilizado neste trabalho. No entanto, devido ao caráter não
linear das equações utilizadas aqui, iremos utilizar uma abordagem sequencial, conhecida
como Programação Linear Sequencial, onde a cada iteração linearizam-se as equações
envolvidas e, então, soluciona-se um problema aproximado.

4.1 Programação Linear Sequencial
A Programação Linear Sequêncial consiste em solucionar um problema de Otimiza-

ção formulado em termo de funções não lineares com o uso da Programação Linear. Para
isto, a cada iteração é realizada uma linearização por meio de uma expansão em série
de Taylor utilizando apenas os termos de primeira ordem, conforme figura 11. Desta
maneira, o subproblema em uma iteração 𝑘 será:

𝑀𝑖𝑛/𝑀𝑎𝑥 𝑓(x𝑘) + 𝜕𝑓(x𝑘)
𝜕𝑥𝑚

(𝑥𝑚 − 𝑥𝑘
𝑚)

x
𝑇.𝑞. 𝑔𝑗(x𝑘) + 𝜕𝑔(x𝑘)

𝜕𝑥𝑚
(𝑥𝑚 − 𝑥𝑘

𝑚) ≤ 0 𝑗 = 1..𝑚𝑔

ℎ𝑗(x𝑘) + 𝜕ℎ(x𝑘)
𝜕𝑥𝑚

(𝑥𝑚 − 𝑥𝑘
𝑚) = 0 𝑗 = 1..𝑚ℎ

𝑥𝑘
𝑖 ≤ 𝑥𝑘

𝑖 ≤ �̄�𝑘
𝑖 𝑖 = 1..𝑛𝑣

(4.3)

onde 𝑥𝑘
𝑖 e �̄�𝑘

𝑖 são conhecidos como limites móveis, definidos com objetivo de garantir
validade da linearização.

A escolha apropriada dos limites móveis é fundamental para o êxito da solução
e requer certa experiência com o método e conhecimento do problema que se pretende
resolver. Limites móveis muito pequenos tornam a otimização extremamente lenta e em
contrapartida quando são muito elevados podem ocasionar grandes erros na solução bem
como oscilações em torno da solução ótima. No início da otimização os limites móveis
devem promover um avanço mais eficiente da busca pelo ponto ótimo e a medida que
se aproxima da solução, eles são reduzidos gradativamente e determinados com base nas
variáveis de projeto.

A respeito dos limites móveis, foram propostas algumas técnicas para a escolha
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Figura 11 – Linearização da função objetivo em torno de x𝑘

adequada, como em Chen (1993) onde são consideradas as informações das derivadas
da função objetivo e das restrições. Wujek e Renaud (1998), também utilizaram estas
informações para propor métodos de determinação dos limites móveis e mostraram uma
revisão sobre este assunto. Além disso, há métodos heurísticos que utilizam como base
de cálculo o comportamento da função objetivo ou das variáveis de projeto (FONSECA;
KIKUCHI, 1998; HAFTKA R.; GÜRDAL, 1996; PETERSON; SIGMUND, 1998).

Neste trabalho, o cálculo dos limites móveis será feito baseado no comportamento
das variáveis de projeto nas 3 iterações anteriores a atual, com o objetivo de evitar os-
cilações no processo iterativo. Para isto, definimos um parâmetro 𝛼𝑘

𝑖 associado a cada
variável de projeto, a ser calculado a cada iteração de acordo com:

∙ Se o sinal da oscilação de uma variável nas últimas 3 iterações se mantém constante,
isto é, se (𝑥𝑘

𝑖 − 𝑥𝑘−1
𝑖 )(𝑥𝑘−1

𝑖 − 𝑥𝑘−2
𝑖 ) > 0, então mantém-se o valor de 𝛼𝑘

𝑖 constante ou
aumenta-se o valor de acordo com um fator de aumento, 𝛼𝑢, tal que 𝛼𝑘

𝑖 = 𝛼𝑢𝛼𝑘−1
𝑖 ;

∙ Caso (𝑥𝑘
𝑖 − 𝑥𝑘−1

𝑖 )(𝑥𝑘−1
𝑖 − 𝑥𝑘−2

𝑖 ) < 0, então diminui-se 𝛼𝑘
𝑖 de acordo com um fator de

diminuição, 𝛼𝑙, tal que 𝛼𝑘
𝑖 = 𝛼𝑙𝛼

𝑘−1
𝑖 ;

De posse de 𝛼𝑘
𝑖 , calculamos os limites móveis com

�̄�𝑘
𝑖 = 𝑚𝑖𝑛(𝑥𝑚𝑎𝑥, 𝑥𝑖(1 + 𝛼𝑘

𝑖 )) (4.4)

e

𝑥𝑘
𝑖 = 𝑚𝑎𝑥(𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑖(1 − 𝛼𝑘

𝑖 )). (4.5)
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onde 𝑥𝑚𝑖𝑛 e 𝑥𝑚𝑎𝑥 são, respectivamente, os valores mínimo e máximo que a variável de
projeto pode assumir. Por fim, deve-se observar os valores mínimos e máximos que os
limites móveis podem assumir (𝛼𝑚𝑖𝑛 e 𝛼𝑚𝑎𝑥).

De maneira geral, o procedimento SLP consiste em partir de um ponto inicial onde
as funções originais devem ser linearizadas e os limites móveis devem ser definidos.Na se-
quência, a otimização linear deve ser realizada e um novo mínimo é então encontrado. Esta
operação deve ser repetida até que seja obtida a convergência. Neste tabalho foi utilizada
uma subrotina específica para a solução do subproblema linear (HANSON; HIRBERT,
1981).

4.2 Algoritmo de Otimização
O procedimento numérico foi desenvolvido em C++ e a malha de elementos finitos

bem como as condições geométricas e as informações inerentes ao mecanismo são escritas
previamente em um arquivo de entrada. Para melhor compreenssão do procedimento
numérico, na sequência serão explanadas as etapas que constituem a análise e solução do
problema, ilustrado na Figura 12.

1. Dados de entrada: recebe através de um arquivo de entrada as informações sobre
a malha de elementos finitos, condições de contorno, forças aplicadas, condições do
meio externo e propriedades do material.

2. Determinação da vizinhança: definição dos elementos e nós vizinhos contidos em
um raio de filtragem determinado.

3. Estimativa inicial das variáveis nodais x.

4. Projeção das pseudo densidades 𝜌: nesta etapa é feito o mapeamento de x para as
pseudo densidades 𝜌 dos elementos, segundo a vizinhança determinada pelo raio de
filtragem.

5. Calcula a resposta da estrutura: após definidas as pseudo densidades, a rigidez, os
deslocamentos e as tensões são calculados pelo método dos Elementos Finitos.

6. Cálculo de sensibilidades: devem ser calculadas as derivadas da função objetivo e
das restrições em relação a 𝜌 e, utilizando a regra da cadeia, projetar os seus valores
para as variáveis nodais x.

7. Linearização das funções: o subproblema linear neste ponto x deve ser determinado,
para isso deve-se linearizar as funções.

8. Definição dos limites móveis: para completar a definição do subproblema linear,
deve-se calcular os limites móveis com base no vetor x.
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9. Otimização: agora busca-se extremar o subproblema linear, determinando um novo
vetor de variáveis x.

10. Convergência: deve-se verificar a convergência da função objetivo e as restrições, se
ambas forem satisfeitas o ponto ótimo foi encontrado, caso contrário o procedimento
é repetido a partir do item 4.

Figura 12 – Fluxograma do algoritmo
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5 Resultados

Este capítulo tem como objetivo apresentar os resultados obtidos com a formulação
desenvolvida neste trabalho. Para realizar os estudos aqui propostos foi selecionado o
projeto de um mecanismo inversor, que comporta-se de tal maneira que a força de entrada
aplicada produz um deslocamento 𝑈𝑠 na saída, de sentido oposto a esta força, de acordo
com figura 13. A rigidez do meio externo é representada por molas lineares.

Figura 13 – Mecanismo inversor.

A geometria considerada nos exemplos deste trabalho apresenta dimensões 100 ×
100×5 mm e, como possui condições de simetria em relação a seu plano médio horizontal,
este domínio pode ser seccionado como mostra a figura 14.

Figura 14 – Domínio seccionado.

De modo a evitar singularidades provocadas por força e/ou rigidez concentradas,
o carregamento e a rigidez serão distribuídos em uma fração do comprimento da altura,
5𝑚𝑚, conforme ilustrado na Figura 15. Como estas regiões devem ter seu comportamento
cinemático imposto por meio das restrições 𝑈𝑗, escolheu-se utilizar os deslocamentos dos
nós extremos de cada região, figura 16, resultando assim em 4 restrições de deslocamentos:
duas de entrada (posições 1 e 2) e duas de saída (posições 3 e 4). Certamente o correto seria
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impor o comportamento em todos os nós destas regiões, mas isto provoca dificuldades de
convergência no procedimento de otimização adotado. De qualquer forma, a abordagem
proposta permite a obtenção de mecanismos mais realistas, uma vez que a imposição de
deslocamento em apenas um nó das regiões de entrada/saída faz com que o mecanismo
não atue em toda a região com força ou rigidez distribuídas.

Figura 15 – Carregamento e rigidez aplicados no domínio.

Figura 16 – Nós onde são aplicadas as restrições de deslocamento.

O domínio Ω é discretizado por 9600 elementos bilineares isoparamétricos de 4 nós
(0, 625 × 0, 833 mm). Os nós localizados dentro de uma distância de 10 mm da aresta
esquerda da topologia têm seu deslocamento restrito na direção horizontal, e os todos
os nós da aresta inferior têm seu deslocamento vertical restrito devido a simetria. Os
valores do carregamento distribuído e da mola são respectivamente 𝐹𝑑𝑖𝑠𝑡 = 8 × 106 𝑁

𝑚2 e
𝐾𝑑𝑖𝑠𝑡 = 2 × 108 𝑁

𝑚
. O material isotrópico de base utilizado em todos os exemplos foi o

cobre, com 𝐸0 = 110𝐺𝑃𝑎, 𝜈0 = 0.34 e 𝜎𝑙𝑖𝑚 = 60𝑀𝑃𝑎.

Assim, o modelo utilizado para a otimização topológica do mecanismo inversor
pode ser observada na figura 17.

Figura 17 – Modelo físico do mecanismo inversor.

A tabela 1 ilustra os parâmetros relacionados ao cálculo dos limites móveis uti-
lizados neste trabalho. Deve-se enfatizar que devido ao caráter extremamente não-linear
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da restrição de tensão, se fez necessário o uso de limites móveis extremamente pequenos.
Isto permite o uso da programação linear sequencial, mas implica em um número médio
de 2000 iterações para convergência.

𝛼𝑢 = 1, 1
𝛼𝑙 = 0, 9
𝛼0 = 0, 1

𝛼𝑚𝑎𝑥 = 0, 1
𝛼𝑚𝑖𝑛 = 1 × 10−5

Tabela 1 – Valores utilizados na estratégia de limites móveis.

Devido a seu caráter extremamente não linear e ao grande número de parâmetros
envolvidos na formulação discutida neste trabalho, é importante listarmos quais destes
parâmetros devem ser investigados:

1. Volume disponível de material: 𝑉𝑚𝑎𝑥,

2. Rigidez do meio externo: 𝐾𝑑𝑖𝑠𝑡,

3. Raio de filtragem: 𝑅𝑚𝑎𝑥,

4. Expoente da função energia de deformação: 𝑛,

5. Parâmetro de relaxação para tensão: 𝑞,

6. Tensão limite do material: 𝜎𝑙𝑖𝑚,

7. Parâmetro da norma-𝑃 : 𝑃

8. Refino da malha (número de elementos): 𝑛𝑒,

9. Vetor de variáveis iniciais de projeto: x0,

10. Domínio fixo de projeto: Ω.

Alguns parâmetros listados acima são específicos a este trabalho, devendo ser
explorados com mais detalhes. Outros parâmetros, tais como a influência do domínio incial
de projeto e do vetor de variáveis iniciais de projeto são bem conhecidos na literatura,
não merecendo o mesmo destaque neste texto. No que segue, será inicialmente realizada
uma investigação sobre a influência/necessidade da restrição de fração de volume. Com os
resultados obtidos, serão investigados a influência da rigidez do meio externo, a influência
do raio de filtragem, a influência do expoente 𝑛 da formulação de energia modificada, a
influência do parâmetro 𝑞 da relaxação de tensão, a influência do valor limite de tensão
e a influência do grau de refino da malha. Todas as figuras deste capítulo foram geradas
utilizando-se o programa de código aberto gmsh (GEUZAINE; REMACLE, 2009).
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5.1 Influência do Volume Disponível de Material
A primeira investigação realizada foi sobre a influência da variação do volume

disponível para o mecanismo 𝑉𝑚𝑎𝑥, representado por uma fração do volume total do
domínio fixo, sobre o resultado final. Para isso, os demais parâmetros devem ser mantidos
constantes e assumem os valores apresentados na tabela 2. Para estudo da influência da
restrição de volume foram consideradas frações de volume de 40%, 25% e 15%. A tabela
3 ilustra valores obtidos para estas análises.

Parâmetros
𝐾𝑑𝑖𝑠𝑡 = 2 × 108 𝑁

𝑚
/𝑚

𝑅𝑚𝑎𝑥 = 2 × 10−3𝑚
𝑛 = 8

𝜎𝑙𝑖𝑚 = 60𝑀𝑃𝑎
𝑞 = 2
𝑃 = 4

x0 = 0, 5
𝑈 𝑠 = −0, 1𝑚𝑚
𝑈 𝑒 = 0, 2𝑚𝑚

𝐹𝑑𝑖𝑠𝑡 = 8 × 106𝑁/𝑚2

𝑛𝑒 = 9600
Tabela 2 – Parâmetros fixos na análise sobre a influência do volume disponível.

Fração Vol. Final Energia Ψ (𝐽) Desloc. Entrada (𝑚) Desloc. Saída (𝑚) Tensão Φ (𝑀𝑃𝑎)
caso 1 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% 23% 0,013 (1) 0,000158, (2) 0,000152 (3) -0,000102, (4) -0,000100 60
caso 2 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 25% 23% 0,00625 (1) 0,000107, (2) 0,000105 (3) -0.000102, (4) -0.000100 60
caso 3 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 15% 15% 0,0047 (1) 0,000114, (2) 0,000113 (3) -0,000106, (4) -0,000100 60

Tabela 3 – Resultados obtidos para o estudo de variação da restrição de volume.

Com as informações da tabela 3, pode-se observar que as restrições de volume irão
permanecer inativas para valores acima de 23%, e embora os volumes finais para os dois
primeiros casos da tabela tenham estabilizado no mesmo valor, a energia de deformação
elástica armazenada no primeiro caso foi quase o dobro quando comparada com o segundo
caso. Isto ocorre porque a distribuição de material em cada uma das topologias foi
diferente. Neste caso, a imposição de uma restrição de igualdade 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% levaria a
um mecanismo com regiões rígidas, concentrando a flexibilidade em algumas porções e
até mesmo impossibilitando os deslocamentos desejados.

No último caso, a restrição de volume permaneceu ativa armazenando menos en-
ergia em relação aos dois primeiros casos.

A restrição de tensão e as restrições de deslocamento na saída permaneceram ativas
em todos os casos. Os deslocamentos de entrada ficaram abaixo do limite imposto pela
restrição, o que não configura uma violação ao comportamento cinemático imposto.
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Figura 18 – Topologia obtida com restrição de volume de 40% - caso 1

As figuras 18, 19 e 20 mostram as topologias obtidas para os casos 40%, 25% e
15% respectivamente. Como no primeiro caso a disponibilidade de material é maior, o
otimizador constrói na saída regiões suscetíveis a flexão que permitem armazenar mais
energia de deformação elástica. Isto explica os contornos sinuosos observados. A medida
que se reduz a disponibilidade de material há uma tendência de formação da estrutura
visando apenas uma rigidez axial para atingir os deslocamentos exigidos pela restrição,
produzindo contornos mais retos e armazenando menos energia, como pode ser observado
na figura 20.

Figura 19 – Topologia obtida com restrição de volume de 25% - caso 2

As figuras 21 e 22 mostram as tensões equivalentes de von Mises nos elementos
de cada mecanismo. Na figura 21 pode ser observado que na região de saída as tensões
ocorrem próximo aos contornos externos, evidenciando o comportamento de flexão. A
região de aplicação do carregamento externo apresenta níveis de tensões e deformações
elevados. Com isto, de forma a satisfazer a restrição de tensão, o otimizador aumenta
a rigidez na região de entrada e, com isto, diminui o deslocamento nesta região. Assim,
verifica-se que a restrição de tensão limita a transferência de energia mecânica proveniente
do carregamento externo para dentro do mecanismo, podendo assim diminuir a quantidade
de energia disponível para a correta formação da topologia.
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Figura 20 – Topologia obtida com restrição de volume de 15% - caso 3

Assim, nestes exemplos fica evidente que as restições de volume e de deslocamento
de entrada são inlfuenciadas pela restrição de tensão, ao ponto de esta tornar as demais
inativas. Assim, valores muito elevados de fração de volume não tem influência signi-
ficativa no projeto. Da mesma forma, impor um deslocamento de entrada elevado, na
esperança de permitir a geração de um valor elevado de energia de entrada pode provocar
tensões elevadas, que na prática limitam o deslocamento de entrada e, consequentemente,
a energia disponível.

Figura 21 – Tensões equivalentes de von Mises para o caso 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40%.

As figuras 23, 24 e 25 ilustram a distribuição da função energia de deformação, Ψ,
em cada mecanismo. Comparando os três resultados fica evidente que a estrutura com
menor volume possui uma melhor distribuição de energia de deformação, enquanto na
estrutura de maior volume há uma tendência a concentração desta energia de deformação.
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Figura 22 – Tensões equivalentes de von Mises para o caso 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 25%.

Figura 23 – Energia de deformação modificada (Ψ). 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% - caso 1

5.2 Influência da Rigidez do Meio Externo
A rigidez do meio externo é representada por uma distribuição de molas e visa a

aproximação do comportamento do objeto que está sujeito a ação do mecanismo. Para
verificar como esta rigidez afeta o projeto, foram utilizados os 3 casos mostrados nas
figuras 18, 19 e 20 modificando apenas o parâmetro 𝐾𝑑𝑖𝑠𝑡. Os resultados obtidos são
ilustrados na tabela 4.

𝐾𝑑𝑖𝑠𝑡

(︁
𝑁
𝑚

/𝑚
)︁

Fração Vol. Final Energia Ψ (𝐽) Desloc. Entrada (𝑚) Desloc. Saída (𝑚) Tensão Φ (𝑀𝑃𝑎)
caso 1 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% 2 × 107 27% 0,00742 (1) 0,000063, (2) 0,000062 (3) -0,000102, (4) -0,000100 60
caso 2 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 25% 2 × 109 25% 0,00521 (1) 0,000074, (2) 0,000074 (3) -0,000025, (4) -0,000021 60
caso 3 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 15% 2 × 107 15% 0,00479 (1) 0,000050, (2) 0,000048 (3) -0,000100, (4) -0,000100 60

Tabela 4 – Resultados obtidos com a variação da rigidez do meio externo.



Capítulo 5. Resultados 61

Figura 24 – Energia de deformação modificada (Ψ). 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 25% - caso 2

Figura 25 – Energia de deformação modificada (Ψ). 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 15% - caso 2

O decréscimo da rigidez estipulado no primeiro e no terceiro caso implicam em
uma maior facilidade para satisfazer as restrições de deslocamento, exigindo do mecan-
ismo menos rigidez na região das molas. Isto faz com que surjam elementos com pseudo
densidades intermediárias, como pode ser verificado nas figuras. Embora o modelo SIMP
tenha como característica penalizar tais pseudo densidades, não o fez devido a influências
do raio de filtragem e do tamanho da malha. Esta certamente é um limitação do mod-
elo SIMP, onde mesmo em regiões com baixa pseudo densidade ainda há material com
capacidade de atuação sobre o meio externo.

Um acréscimo na rigidez externa significa que mais energia deve ser empregada
para atender as restrições de deslocamento. A rigidez no local de interesse deve ser
maior do que a rigidez do meio externo para produzir o deslocamento desejado. Desta



Capítulo 5. Resultados 62

Figura 26 – Rigidez reduzida: 𝐾𝑑𝑖𝑠𝑡 = 2 × 107𝑁/𝑚 - caso 1.

forma, verifica-se na figura 27 o surgimento de um reforço estrutural na região que leva
a saída. Neste caso verifica-se que os deslocamentos exigidos na saída não são satisfeitos,
a restrição de volume está ativa e observa-se que a restrição de tensão impede maiores
deformações nesta região. Assim, novamente observa-se que a restrição de tensão limita
o comportamento cinemático do mecanismo.

Figura 27 – Rigidez aumentada: 𝐾𝑑𝑖𝑠𝑡 = 2 × 109𝑁/𝑚 - caso 2.

Para o terceiro caso, ocorrem também pseudo densidades intermediárias devido
a baixa rigidez exigida à estrutura. Grande parte do volume disponível se concentra
na região esquerda do domínio. Os mecanismos das figuras 26 e 29 não apresentam
uma condição propícia de utilização devido a grande porção cinza. Serão apresentadas
posteriormente outras análise destes casos modificando o raio de filtragem e refinando a
malha.

5.3 Influência do Raio de Filtragem
Esta investigação visa compreender qual o efeito do raio de filtragem sobre a

topologia do mecanismo. Para isto foram utilizados o caso 1 da tabela 3 e o caso 3 da
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Figura 28 – Rigidez aumentada - distribuição das tensões equivalentes de von Mises.

Figura 29 – Rigidez reduzida: 𝐾𝑑𝑖𝑠𝑡 = 2 × 107𝑁/𝑚.

tabela 4. O valor 𝑅𝑚𝑎𝑥 = 2×10−3𝑚 inicialmente estipulado engloba cerca de 22 elementos
em relação ao elemento central. O novo raio proposto é reduzido para 𝑅𝑚𝑎𝑥 = 1, 1×10−3𝑚

englobando 8 elementos vizinhos apenas. A tabela 5 mostra os dois casos executados para
análise.

𝑅𝑚𝑎𝑥 (𝑚) Fração Vol. Final Energia Ψ (𝐽) Desloc. Entrada (𝑚) Desloc. Saída (𝑚) Tensão Φ (𝑀𝑃𝑎)
caso 1 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% 1, 1 × 10−3 22% 0,0111 (1) 0,000130, (2) 0,000127 (3) -0,000103, (4) -0,000100 60
caso 2 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 15% 1, 1 × 10−3 15% 0,00603 (1) 0,000108, (2) 0,000104 (3) -0,000104, (4) -0,000100 60

Tabela 5 – Resultados para variação do raio de filtragem.

Para estes dois casos não houve variações consideráveis no que se refere as restrições
do problema incluindo a função energia Ψ, ou seja, os parâmetros da tabela 5 sofreram
poucas alterações. Todavia a distribuição de material é bastante diferente em ambos os
casos. O mecanismo obtido no primeiro caso (figura 30) mostra um maior número de
reforços estruturais consequentemente mais "buracos" na estrutura quando comparado
com a figura 18. Também ocorre uma área menor de transição entre os elementos com
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𝜌 = 1 e os elementos vazios.

Figura 30 – Influência da variação do raio de filtragem 𝑅𝑚𝑎𝑥 = 1, 1 × 10−3𝑚 - caso 1.

Para o segundo caso conforme figura 31, foi possível formar um mecanismo aceitável
com uma distribuição uniforme somente pela diminuição do raio de filtragem.

Figura 31 – Influência da variação do raio de filtragem 𝑅𝑚𝑎𝑥 = 1, 1 × 10−3𝑚 - caso 2.

5.4 Influência do Parâmetro 𝑛

O parâmetro 𝑛 age como penalizador para a energia de deformação elástica, im-
pedindo que elementos de baixa pseudo densidade armazenem muita energia. A influência
de 𝑛 foi verificada com o mecanismo da figura 18 para três valores diferentes, 3, 5 e 10.
Os resultados são mostrados na tabela 6 e nas figuras 32, 33 e 34.

𝑛 Fração Vol. Final Energia Ψ (𝐽) Desloc. Entrada (𝑚) Desloc. Saída (𝑚) Tensão Φ (𝑀𝑃𝑎)
caso 1 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% 3 23% 0,009 (1) 0,000117, (2) 0,000112 (3) -0,000100, (4) -0,000100 60
caso 2 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% 5 23% 0,0133 (1) 0,000150, (2) 0,000150 (3) -0,000104, (4) -0,000100 60
caso 3 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% 10 23% 0,0062 (1) 0,000111, (2) 0,000107 (3) -0,000100, (4) -0,000100 60

Tabela 6 – Resultados para variação do parâmetro 𝑛.

Comparando as 3 figuras, nota-se que para 𝑛 = 5 a topologia é mais definida e
armazena mais energia. Para 𝑛 = 3 percebe-se do lado esquerdo um surgimento discreto
de reforço estrutural e para 𝑛 = 10 ele aparece mais acentuado. Pode-se concluir que
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Figura 32 – Influência da variação de 𝑛 (𝑛 = 3).

Figura 33 – Influência da variação de 𝑛 (𝑛 = 5).

Figura 34 – Influência da variação de 𝑛 (𝑛 = 10).

a escolha de um valor adequado para 𝑛 é muito importante nesta formulação, havendo
portanto um valor favorável para o acúmulo de energia.

Valores muito baixos para 𝑛 não são favoráveis ao armazenamento de energia de
deformação elástica. Em contrapartida, para valores elevados de 𝑛 o problema torna-se
altamente não linear, conduzindo a problemas numéricos. Para os problemas estudados
aqui, com 𝑝 = 3, verificou-se que a melhor relação entre o comportamento da energia
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modificada e a estabilidade numérica é obtida com 𝑛 = 5.

5.5 Influência do Parâmetro 𝑞

A escolha do parâmetro 𝑞 tem forte influência no cálculo das tensões, mitigando
o fenômeno da singularidade que faz com que apareçam tensões em elementos com baixa
pseudo densidade. Inicialmente foi usado o valor 𝑞 = 2, em combinação com 𝑝 = 3, o
que garantiu um bom comportamento das tensões em regiões vazias. Para mostrar o
fenômeno da singularidade foram usados valores mais altos para 𝑞 a partir do resultado
obtido no primeiro caso da tabela 3. A tabela 7 refere-se aos resultados obtidos para
𝑞 = 2, 8 e 𝑞 = 2, 4.

𝑞 Fração Vol. Final Energia Ψ (𝐽) Desloc. Entrada (𝑚) Desloc. Saída (𝑚) Tensão Φ (𝑀𝑃𝑎)
caso 1 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% 2, 8 40% 0,0008 (1) 0,000013, (2) 0,000012 (3) -0,000010, (4) -0,000010 60
caso 2 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% 2, 4 23% 0,008 (1) 0,000120, (2) 0,000110 (3) -0,000118, (4) -0,000100 60

Tabela 7 – Resultados para variação do parâmetro 𝑞.

Para o primeiro caso foram observadas alterações consideráveis em relação ao
mecanismo da figura 18. Na topologia é observada uma grande região com pseudo den-
sidades intermediárias e ainda quando 𝑞 = 2, 8 surgem tensões elevadas em uma grande
porção de baixa pseudo densidade do mecanismo, conforme figura 37. Este fato con-
tribuiu para que as restrições de deslocamento não fossem satisfeitas, bem como para
a não definição da topologia. É importante ressaltar que o otimizador utilizou todo o
volume disponível para manter satisfeita a restrição de tensão, tornando ativa a restrição
de volume.

É muito importante salientar que o fenômeno da singularidade se deve ao compor-
tamento da tensão com a deformação, por meio da relação constitutiva parametrizada,
equação 1.11. Por meio da modificação realizada pelo parâmetro 𝑞, altera-se esta relação.
No entanto, um expoente que funciona bem em um problema de elasticidade, onde o
objetivo é obter uma estrutura rígida, não irá funcionar adequadamente em um problema
como o estudado aqui. A melhor maneira de visualizar este comportamento é por meio do
mapa de deslocamentos que ocorre no mecanismo, figura 35, onde fica claro que o padrão
de deslocamentos implica em um esmagamento da região que apresenta o problema da
singularidade.

Reduzindo para 𝑞 = 2, 4 tem-se uma completa eliminação da região degenerada
conforme a figura 38. Neste caso o mecanismo é similar ao obtido para 𝑞 = 2, 0. Não
foram constatadas mudanças consideráveis em relação ao caso apresentado na tabela 3.
Isto demonstra de maneira inequívoca a capacidade da relaxação 𝑞𝑝, bem como o cuidado
que devemos ter no seu uso com o projeto de mecanismos flexíveis.
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Figura 35 – Campo de deslocamentos (𝑞 = 2, 8) - caso 1.

Figura 36 – Topologia obtida com 𝑞 = 2, 8 - caso 1.

Figura 37 – Distribuição das tensões equivalentes de von Mises, 𝑞 = 2, 8 - caso 1.
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Figura 38 – Distribuição das tensões equivalentes de von Mises, 𝑞 = 2, 4 - caso 2.

5.6 Influência da Restrição de Tensão
Conforme demonstrado em exemplos anteriores, verifica-se que a restrição de ten-

são tem um impacto direto no projeto final e na viabilidade das demais restrições. Assim,
nem todos os requisitos desejáveis em um mecanismo podem ser satisfeitos simultânea-
mente em alguns casos. Uma exigência de um grande deslocamento pode infringir a re-
strição de tensão e de volume simultaneamente. Em contrapartida, uma restrição muito
severa de volume pode impedir a formação da estrutura e violar a restrição de tensão.
Esta concepção deve servir de base para entender as condições que possibilitam ou não a
construção de um mecanismo.

A análise da influência da restrição de tensão é feita usando como base o caso 1
da tabela 3, e considerando dois valores limites: 600𝑀𝑃𝑎 e 20𝑀𝑃𝑎, conforme ilustrado
na tabela 8.

𝜎𝑙𝑖𝑚 (𝑀𝑃𝑎) Fração Vol. Final Energia Ψ (𝐽) Desloc. Entrada (𝑚) Desloc. Saída (𝑚) Tensão Φ (𝑀𝑃𝑎)
caso 1 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% 600 32% 0,019 (1) 0,000200, (2) 0,0000180 (3) -0,000100, (4) -0,000100 150
caso 2 𝑉𝑚𝑎𝑥 = 40% 20 40% 0,0011 (1) 0,000017, (2) 0,000017 (3) -0,000035, (4) -0,000034 20

Tabela 8 – Resultados para variação do limite de tensão 𝜎𝑙𝑖𝑚.

Como esperado, com 𝜎𝑙𝑖𝑚 = 600𝑀𝑃𝑎 observa-se que maiores deslocamentos po-
dem ser alcançados. O volume final estabilizou em 32% para garantir que a estrutura
tivesse flexibilidade suficiente para promover o deslocamento necessário e, como conse-
quência, a restrição de tensão ficou inativa e estabilizou-se em 150 MPa. A topologia
resultante é mais robusta, com componentes estruturais mais largos, conforme a figura
39. Na região da mola uma faixa estreita de material é formada para permitir flexibilidade
e facilitar o deslocamento requerido. Há ainda uma formação indefinida no canto superior
direito, onde o material que não é utilizado na topologia acaba sendo "descartado".
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Figura 39 – Topologia obtida com 𝜎𝑙𝑖𝑚 = 600𝑀𝑃𝑎 - caso 1

Além disso, mais energia pôde ser armazenada, porém de forma mais concentrada,
de acordo com a figura 40. A restrição de tensões foi satisfeita, sendo que a distribuição
das tensões equivalentes de von Mises está ilustrada na figura 41.

Figura 40 – Distribuição de energia para 𝜎𝑙𝑖𝑚 = 600𝑀𝑃𝑎 - caso 1.

Para o caso 2 foi aplicada uma tensão limite bem inferior ao limite real do material:
𝜎𝑙𝑖𝑚 = 20𝑀𝑃𝑎. Como consequência desta restrição severa, observa-se que a restrição de
deslocamento de saída não foi satisfeita. A topologia é mostrada na figura 42, onde
observa-se uma região de pseudo densidade concentrada, como tentativa de aumentar a
rigidez e, assim, reduzir as tensões e garantir o deslocamento.

Um fato interessante é que neste caso a restrição de volume está ativa, indicando
que o otimizador utilizou todo o volume disponível para controlar o nível de tensões
mantendo a restrição de tensão satisfeita. A quantidade de energia armazenada foi muito
inferior em comparação com o caso 1, confirmando que a restrição de tensão limita a
quantidade de energia de deformação armazenada.
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Figura 41 – Distribuição das tensões para 𝜎𝑙𝑖𝑚 = 600𝑀𝑃𝑎 - caso 1.

Figura 42 – Mecanismo com limite de tensão 𝜎𝑙𝑖𝑚 = 20𝑀𝑃𝑎 - caso 2

Figura 43 – Distribuição de energia para 𝜎𝑙𝑖𝑚 = 20𝑀𝑃𝑎 - caso 2.
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O mecanismo do caso 2 apresenta componentes estruturais mais esbeltos em re-
lação ao caso 1. Esta ocorrência permite mais flexibilidade para tentar satisfazer os deslo-
camentos, em contrapartida conduz a maiores regiões submetidas a tensões, conforme
figura 44.

Figura 44 – Distribuição das tensões para 𝜎𝑙𝑖𝑚 = 20𝑀𝑃𝑎 - caso 2.

5.7 A influência do Refino da Malha
Para avaliar como o refino da malha influencia no projeto, foram utilizadas as

mesmas condições do caso 1 da tabela 4 para uma malha de 38400 elementos. Este caso
foi escolhido visando uma melhor definição da região cinza localizada na região de saída
do mecanismo bem como avaliação da qualidade das tensões obtidas pelo método dos
elementos finitos.

Figura 45 – Influência do refino da malha: 9600 elementos (esquerda) e 38400 elementos (direita). 𝑞 = 2

Um resultado interessante observado na malha de 38400 elementos é o fato de
esta topologia apresentar o problema de singularidade de tensão, enquanto o mesmo
problema com a malha de 9600 elementos não indicou este comportamento. Certamente,
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Figura 46 – Comparativo das tensões: 9600 elementos (esquerda) e 38400 elementos (direita) 𝑞 = 2.

isto está relacionado ao fato de o campo de tensões estar sendo melhor descrito com esta
malha refinada, como pode ser verificado graficamente na figura 46, topologia da direita,
onde o pico de tensão ficou um pouco acima de uma região de densidade unitária. Se
considerarmos novamente este problema, mas com um fator 𝑞 = 1, 5, obtemos a topologia
da figura 47 e a distribuição de tensões equivalentes da figura 48. Neste caso, verifica-
se que todas as restições foram satisfeitas (tabela 9). Para o caso mais refinado ocorre
uma melhor definição da região de saída, não eliminando porém os elementos com pseudo
densidades intermediárias, conforme figura 47. O problema do surgimento de inúmeros
reforços finos inerente a discretização da malha foi controlado com a aplicação do filtro
espacial, uma vez que o mesmo raio foi considerado nos dois casos.

Figura 47 – Influência do refino da malha: 9600 elementos (esquerda) e 38400 elementos (direita). 𝑞 = 1, 5.

𝐾𝑑𝑖𝑠𝑡

(︁
𝑁
𝑚

/𝑚
)︁

Fração Vol. Final Energia Ψ (𝐽) Desloc. Entrada (𝑚) Desloc. Saída (𝑚) Tensão Φ (𝑀𝑃𝑎)
caso 1 (𝑞 = 2, 0) 𝑛𝑒 = 38400 2 × 107 24% 0,01022 (1) 0,000138, (2) 0,000137 (3) -0,000127, (4) -0,000121 66,5
caso 2 (𝑞 = 1, 5) 𝑛𝑒 = 38400 2 × 107 28% 0,0121 (1) 0,000110, (2) 0,000110 (3) -0,000110, (4) -0,000110 60

(caso 1 da tabela 4) 𝑛𝑒 = 9600 2 × 107 27% 0,00742 (1) 0,000063, (2) 0,000062 (3) -0,000102, (4) -0,000100 60

Tabela 9 – Resultados e comparações para o refino da malha
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Figura 48 – Comparativo das tensões: 9600 elementos (esquerda) e 38400 elementos (direita) 𝑞 = 1, 5.
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6 Conclusão

Após a obtenção, análise e interpretação dos resultados, algumas conclusões podem
ser alcançadas. Inicialmente, verifica-se que com a formulação proposta neste trabalho é
possível obter um mecanismo que satisfaça as restrições impostas e que apresente uma
topologia bem definida e sem a presença de rótulas (hinges). Todavia, esta formulação
é muito sensível aos parâmetros listados no início do capítulo 5 tal que uma escolha
cuidadosa deve ser feita nesse sentido. Em especial, observa-se que a imposição do com-
portamento cinemático do mecanismo via um conjunto de restrições de deslocamento não
apresenta a facilidade de uso quando comparada a outras formulações que incluem os
deslocamentos diretamente na função objetivo.

A maximização da energia de deformação elástica modificada (função Ψ) pode
induzir um aumento na magnitude de algumas componentes de deslocamento, conforme
ilustrado na primeira seção do capítulo 5. De forma indireta, este aumento no nível de
deslocamentos pode produzir um aumento no nível de tensões. Este fato pode gerar um
conflito entre as restrições de deslocamento e tensão, visto que uma imposição muito severa
em uma delas poderá resultar em um projeto inviável. Conforme ilustrado na seção 5.6, ao
aumentarmos o limite de tensão permitimos maiores deslocamentos e consequentemente
maior armazenamento de energia.

Observou-se que a restrição de volume permaneceu inativa em muitos casos avali-
ados, pois as restrições de deslocamento exercem um controle sobre o volume final da
topologia. Isto ocorre pois uma grande quantidade de material tornaria o mecanismo
muito rígido, impossibilitando a satisfação das restrições de deslocamentos. De forma
geral, foi possível avaliar que para os casos com excesso de material disponível ocorrem
regiões sinuosas com predominância de flexão (priorizando o armazenamento de energia).
De forma análoga, quando existe pouco material disponível, a topologia apresenta pre-
dominância de regiões com comportamento axial (priorizando a rigidez em detrimento de
energia). Estes comportamentos podem ser claramente observados nas figuras 18 e 20,
respectivamente.

A especificação do carregamento e dos deslocamentos na entrada, bem como deslo-
camentos e rigidez na saída devem priorizar o armazenamento de energia conforme descrito
ao final da seção 2.3, caso contrário o projeto será inviável. Soma-se a isto o fato de as
dimensões básicas do domínio de projeto terem um impacto direto sobre a capacidade de
armazenamento de energia, pois um domínio fixo maior proporciona maior volume para
armazenamento de energia. Isto pode permitir a obtenção de maiores deslocamentos na
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região de saída para uma dada restrição de tensão.

Em relação ao raio de filtragem, pôde ser constatado que este exerce grande in-
fluência na distribuição de material no domínio. A diminuição deste raio de 2 para 1,1
mm ocasionou uma maior complexidade da estrutura, diminuição da região de transição
entre regiões sólidas e vazias e proporcionou uma expressiva modificação na formação do
mecanismo mostrado na figura 31. Verifica-se que para uma dada malha de elementos
finitos, não deve-se utilizar um valor excessivamente elevado de raio, pois isto não permite
a correta definição da topologia. Da mesma forma, valores muito pequenos implicam em
topolgias muito complexas. O valor ideal em termos de definição de topologia é o raio
associado a uma vizinhança de primeira ordem em torno de cada elemento (vizinhos de
nós e arestas).

Outra observação importante foi em relação a escolha do parâmetro 𝑛, havendo um
balanço entre a penalização do armazenamento de energia em baixas pseudo densidades
e o grau de não linearidade da função objetivo. Para 𝑛 = 3 e 𝑛 = 10 a penalização
não foi eficiente, armazenando menos energia e apresentando regiões com densidades
intermediárias. O valor 𝑛 = 5 foi mais favorável ao armazenamento de energia e mais
eficaz na redução das densidades intermediárias. No entanto, para as faixas de valores
estudadas aqui, este parâmetro mostrou pouca influência no resultado final, desde que a
relaxação proposta por Cardoso e Fonseca 2004, seja observada.

A relaxação-𝑞𝑝 utilizando 𝑞 = 2 foi eficaz para o controle do fenômeno da singular-
idade, penalizando as tensões em elementos de baixa densidade quando 𝑞 < 𝑝. Uma das
principais conclusões deste trabalho é a de que parâmetros adequados de relaxação-𝑞𝑝 em
Otimização Topológica de estruturas mecânicas não necessariamente levam a parâmetros
adequados no projeto de mecanismos flexíveis, uma vez que nestes o campo de deformações
tende a apresentar regiões com valores mais elevados (associados ao comportamento cin-
emático do mecanismo). Conforme apresentado anteriormente 𝑞 = 2, 8 não foi capaz de
controlar o fenômeno da singularidade. Outro resultado importante foi obtido com o re-
fino de malha, uma vez que a melhora na descrição no campo de tensões também tem
influência na escolha de tal parâmetro. Com uma malha refinada, o valor 𝑞 = 2 não foi
satisfatório pois não eliminou o fenômeno da singularidade, que impediu a satisafação da
restrição de tensão. Posteriormente foi adotado 𝑞 = 1, 5 que conseguiu melhorar o prob-
lema a ponto de satisfazer todas as restrições. Assim, deve-se enfatizar que um extremo
cuidado deve ser tomado em relação a escolha dos parâmetros da relaxação 𝑞𝑝.

Um dos parâmetros associados a formulação proposta e que não foi abordado
neste estudo é o expoente 𝑃 da norma. Sabe-se que este expoente deve apresentar um
valor elevado em caso de concentrações de tensão, embora esta situação não tenha sido
enfrentada nos exemplos aqui estudados. Desta forma, de modo a obter um bom balanço
entre não-linearidade e localização de tensões foi utilizado um valor suficientemente baixo
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(𝑃 = 4).

Não foi utilizado tratamento para eliminação das regiões com densidades inter-
mediárias, como por exemplo, o desligamento do filtro ou o aumento de 𝑝. Embora
Bruggi (2008) utilize o método da continuação no parâmetro 𝑞, esta abordagem não foi
aplicada neste trabalho.

Uma questão importante e que não foi avaliada neste trabalho é a qualidade dos
deslocamentos e tensões obtidas com o tipo de elemento finito utilizado. Sabe-se que
o elemento finito bilinear isoparamétrico de 4 nós apresenta um comportamento muito
rígido em flexão, conhecido como cisalhamento parasita (parasitic shear). Observando
alguns dos resultados obtidos fica evidente que este aumento artificial de rigidez deve
estar sendo utilizado em regiões submetidas a flexão e que possuam poucos elementos
com pseudo densidade unitária na espessura. Os valores de tensão obtidos também estão
sujeitos a tais discrepâncias, associadas ao modelo de elementos finitos e não a formulação
proposta e avaliada neste trabalho.

Deve-se salientar que devido a natureza do problema de otimização solucionado
aqui, não existe garantia de que os mínimos obtidos sejam globais. Desta forma, ao
solucionarmos os problemas apresentados aqui com uma pequena mudança na estratégia
de limites móveis ou até mesmo em computadores com precisão diferentes poderemos
observar resultados diferentes.

6.1 Sugestões a trabalhos futuros
Alguns parâmetros associados a formulação discutida neste trabalho não puderam

ser estudados em profundidade. Em especial, o estudo de situações onde ocorram con-
centração de tensões pode indicar a dependência com o expoente 𝑃 da norma. Outra
questão importante e que não pode ser avaliada em detalhes é a influência das dimen-
sões do domínio de projeto, embora existam indicações de que isto pode ter um impacto
relevante na faixa de valores de deslocamento que podem ser alcançados. Em especial,
verifica-se que a formulação baseada em energia se mostra adequada para o projeto de
mecanismos flexíveis, embora a imposição do comportamento cinemático por meio de um
conjunto de restrições torne o projeto semi-automático, uma vez que um balanço prévio
de energia deve ser realizado. Desta forma, sugere-se que novas formulações baseadas no
conceito de energia elástica armazenada sejam propostas e estudadas. Certamente, diver-
sos modos de falha devem ser considerados no projeto de um mecanismo flexível. Neste
trabalho foi abordada uma restrição fundamental, mas que certamente não é a única a
ser considerada. Em especial, acredita-se que a consideração da restrição de flambagem
deva ser abordada em trabalhos futuros.

Por fim, sugere-se a utilização de algum algoritmo de otimização que permita a
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solução dos problemas abordados neste trabalho em um número menor de iterações.
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