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RESUMO

Neste trabalho realiza-se um abrangente estudo que visa a aplicagdo do mé-
todo semi-analitico de anédlise de sensibilidade, utilizando varidveis comple-
xas (SAC) em estruturas trelicadas, considerando o comportamento néo li-
near geométrico e material. Tal pesquisa foca principalmente nos problemas
dependentes da trajetéria e no tratamento adequado para a atualizacdo das va-
ridveis internas, sendo este um aspecto ndo encontrado na revisao bibliogra-
fica pelo autor e aplicdvel em problemas que envolvem plasticidade e dano.
Estudos anteriores mostram que em problemas independentes da trajetéria o
método SAC apresenta grande eficiéncia e economia de armazenamento, uma
vez que as operagdes sdo realizadas no nivel do elemento. Verifica-se que
este método quando aplicado em problemas dependentes da trajetdria, apre-
senta a mesma eficiéncia detectada na contraparte independente com um custo
de armazenamento um pouco mais elevado. Contudo, as operacdes ainda se
mantém no nivel do elemento. Com a finalidade de realizar tal estudo, a for-
mulacdo de elementos finitos e as diferentes metodologias para avaliar a sen-
sibilidade de respostas estruturais, tanto para problemas dependentes quanto
independentes da trajetdria, sdo apresentadas em detalhes. Por fim, realiza-
se um estudo comparativo entre os diferentes métodos de sensibilidade em
problemas que sejam dominados por rotagcdo de corpo rigido, que possuam
descontinuidades nos coeficientes da sensibilidade e em estruturas celulares.

Palavras-chave: Otimizacdo estrutural. Andlise de sensibilidade. Método de
elementos finitos. Analise ndo linear.






ABSTRACT

In this work, a comprehensive study is developed aiming to the application
of the semianalytical sensitivity method using complex variables (SAC) at
truss structures considering geometric and material nonlinear behavior. Spe-
cial emphasis is given to path dependent problems and the appropriate treat-
ment for internal variables updating, which is an aspect not found in the lit-
erature by the author and applicable to problems with plasticity and damage
behavior. Previous studies show that in path independent problems the SAC
method has great efficiency and storage economy, since the operations are
performed at the element level. In this work it is verified that when applied
to path dependent problems, the method has the same efficiently detected for
the independent counterpart, but at the expense of a little higher storage cost,
however, the operations remain at the element level. In order to perform the
mentioned study, the finite element formulation and some sensitivity evalua-
tion methodologies of structural responses are presented in detail, including
the proposed by the author. Finally, a comparative study between the differ-
ent sensitivity methods is made for problems dominated by rigid body rota-
tion, problems involving discontinuities sensitivity coefficients and for cellu-
lar structures.

Key-words: Structural optimization. Sensitivity Analysis. Finite element
method. Nonlinear Analysis.
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1 INTRODUCAO

A melhoria ou otimizacdo de uma estrutura requer a existéncia de
alguma liberdade de mudanga para um dado conjunto de parimetros, geral-
mente denominados “varidveis de projeto” (HAFTKA; GiRDAL, 1992). A
avaliacdo das derivadas de respostas estruturais em relacdo aos pardmetros
de projeto é conhecida na literatura como andlise de sensibilidade e pos-
sui um papel de grande importincia em estudos de andlise de confiabili-
dade, modelagem de sistemas de controle, otimizacgdo estrutural, entre ou-
tros. O grande nimero de publicacdes com este topico reflete o crescente in-
teresse por este tipo de andlise (BARTHELEMY; HAFTKA, 1990; VIDAL,;
HABER, 1993; BLETZINGER; FIRL; DAOUD, 2008; HABIBI; MOHAR-
RAMI, 2010). Embora haja diversas metodologias para obter a sensibilidade,
estas podem ser classificadas de acordo com a natureza de derivagdo envol-
vida. Esta classificacdo € composta por trés grandes grupos, a saber: método
das diferencas finitas globais (DFG), método semi-analitico (SA) e analitico
(CHENG; GU; ZHOU, 1989). Entre estes grupos, o método SA € o mais
atrativo por aliar a eficiéncia computacional do método analitico e a facili-
dade de implementac¢do do método DFG (BLETZINGER; FIRL; DAOUD,
2008). Contudo, o problema de acuricia, devido ao emprego do tradicional
método SA baseado em varidveis reais (SAR) em problemas dominados por
rotacdo de corpo rigido, € reportado por uma série de autores (BARTHE-
LEMY; CHON; HAFTKA, 1988; CHENG; GU; ZHOU, 1989; BARTHE-
LEMY; HAFTKA, 1990; OLHOFF; RASMUSSEN; LUND, 1993). Devido
a esta limitacdo, por cerca de 30 anos diversos métodos corretivos foram de-
senvolvidos tanto para problemas lineares quanto para geometricamente nao
lineares (HAFTKA; ADELMAN, 1989; CHENG; GU; WANG, 1991; MLEJ-
NEK, 1992; PARENTE; VAZ, 2001).

Na andlise estrutural ndo linear, duas situagdes diferentes podem
ocorrer. A primeira diz respeito aos problemas em que a trajetoria da defor-
macao ndo afeta os pontos de equilibrio. Estes problemas sdo denominados
“independentes da trajetéria” tendo, como exemplo, a hiperelasticidade. A
segunda situacdo lida com problemas que dependem do histérico da defor-
magcdo, conhecidos como “dependentes da trajetéria”. Alguns exemplos sdo
elastoplasticidade e plasticidade acoplada ao dano, os quais sdo passiveis de
apresentar descontinuidade nos coeficientes da sensibilidade, como reportado
por uma série de autores (TSAY; CARDOSO; ARORA, 1990b; BUGEDA;
GIL, 1999; KATO, 2010). A causa desta descontinuidade se deve as comuta-
cdes entre estados materiais (eldstico ou plastico), ocorrendo para diferentes
parametros no limite das transicdes (KLEIBER et al., 1997).
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O método SA utilizando varidveis complexas (SAC) vem sendo em-
pregado com sucesso na avaliac@o da sensibilidade de respostas estruturais,
com relacdo aos parimetros de forma em problemas independentes da tra-
jetéria e dominados por rotacdo de corpo rigido (STAHLSCHMIDT, 2013;
HAVEROTH; STAHLSCHMIDT; MUOZ-ROJAS, 2015). Este método con-
siste no simples conceito de melhoria da acuracia dos métodos DFG e SA, re-
duzindo ou até mesmo eliminando os erros provenientes do arredondamento.
Tratando-se de um método promissor, este conceito de melhoria € estendido
neste trabalho para problemas dependentes da trajetoria. Para que seja pos-
sivel realizar esta transi¢do, propde-se uma etapa adicional responsavel por
atualizar as varidveis internas. Esta proposta é encontrada na literatura, po-
rém néo é detalhada (KLEIBER et al., 1997).

1.1 JUSTIFICATIVA

Em virtude do grande nimero de trabalhos reportando a patologia
proveniente do computo da sensibilidade via SAR, quando aplicado a pro-
blemas dominados por rotagado rigida, exploram-se as vantagens do método
SAC, estendendo o estudo de Stahlschmidt (2013). Verifica-se que esta pa-
tologia pode ser reduzida ou até mesmo eliminada considerando fatores de
perturbagdo suficientemente pequenos. Também, devido a escassez de traba-
lhos tratando das peculiaridades do método SA em problemas dependentes
da trajetéria, como o comportamento do mesmo em situacdes de descontinui-
dades dos coeficientes da sensibilidade. Além disso, salienta-se que nenhum
trabalho envolvendo o método SAC para esta natureza de problemas € encon-
trado na literatura, fazendo deste uma proposta original.

1.2 OBJETIVO E METODOLOGIA

O principal objetivo deste estudo consiste em aplicar o método SAC
para analisar a sensibilidade de problemas independentes e dependentes da
trajetdria, possibilitando levantar aspectos de implementacio numérica.

Para atingir tal objetivo, os métodos de sensibilidade apresentados
pelo autor sdo implementados no software ATENAS®© (em FORTRAN) de-
senvolvido pelo professor Pablo Andrés Muiioz Rojas em conjunto com seus
orientados. Para que haja uma comparacg@o justa entre os diferentes procedi-
mentos SA, ambos s@o implementados dentro do mesmo cédigo com exata-
mente as mesmas operagdes algoritmicas. As comparagdes realizadas entre
os métodos de sensibilidade sdo efetuadas por intermédio de problemas di-
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tos “chave”, os quais envolvem rotacdo de corpo rigido, descontinuidade dos
coeficientes de sensibilidade em situagdes com carga e descarga empregando
diferentes formulac¢des ndo lineares.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho encontra-se organizado em cinco capitulos comple-
mentares cuja disposi¢do € descrita na sequéncia.

O Capitulo 2 apresenta de forma detalhada a formulagao de elemen-
tos finitos para elementos de barra, incluindo néo linearidade geométrica e
material. A matriz de rigidez tangente é obtida via linearizagdo exata do vetor
de forca interna, procedimento necessario para a correta avaliacao da sensibi-
lidade.

O Capitulo 3 descreve os principais métodos para avaliar a sensi-
bilidade das respostas estruturais, bem como o procedimento de atualizagao
das varidveis internas em problemas dependentes da trajetéria. A implemen-
tacdo dos métodos no coédigo de elementos finitos € descrita por intermédio
de fluxogramas ao longo do texto.

O Capitulo 4 aborda uma série de exemplos que objetivam a apli-
cacdo e comparacdo dos diferentes métodos estudados. Estes exemplos siao
construidos de modo que possibilitem o surgimento das patologias e dificul-
dades descritas na literatura.

O Capitulo 5 apresenta as conclusdes relacionadas a este estudo e
sugestdes para futuros trabalhos.
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2 METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA TRELICA

Segundo Bucalem e Bathe (2011), apud Muiioz-Rojas (2013), uma
trelica pode ser definida como uma estrutura fina composta de membros pris-
madticos de se¢des transversais constantes, denominado barras. A barra! é um
elemento estrutural simples e que pode ser utilizado na resolu¢do de uma
grande variedade de problemas de engenharia, motivo pela qual adota-se este
elemento no presente estudo.

Figura 1 — Estrutura trelicada localizada na estacdo King’s Cross - Londres,
Inglaterra.

Fonte: Dominio publico.

O objetivo deste capitulo consiste em apresentar o0 Método dos Ele-
mentos Finitos (MEF) para o elemento de barra considerando néo linearidade
geométrica e material (ou fisica). Inicialmente, a parametrizagdo da barra é
introduzida e as medidas de tensdo e deformacdo de engenharia definidas no
Apéndice A sdo particularizadas para o elemento em questdo. Na sequéncia,
obtém-se a expressdo da matriz de rigidez tangente consistente via lineariza-
¢do exata do vetor de forga interna. Por fim, a formulagdo néo linear material
é descrita através da plasticidade acoplada ao dano.

1" Os elementos de barra diferenciam-se de eixos e vigas por estarem sujeitos apenas a carre-

gamento de tragdo e compressdo. Eixos e vigas sdo geometricamente iguais, mas sujeitos a
torcao e flexdo, respectivamente.
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2.1 A PARAMETRIZACAO DA BARRA

Considere o elemento de barra com 2 nds (um em cada extremidade)
e os sistemas de referéncia global XY e corrotacional? local z,y, associados,
conforme ilustrado na Fig. 2. Note que X, e Y, referem-se as coordenadas
iniciais no sistema corrotacional zyy,. A geometria e o deslocamento podem
ser definidos através das fungdes de interpolagdo lineares

1
2

por meio da coordenada paramétrica ¢ € [—1, 1] definida ao longo do ele-
mento, onde £ = +1 relacionam-se aos extremos.

Ni©)=50-8 ¢ Na©)=3(1+8), @122

Figura 2 — Elemento de barra parametrizado.

\Y YRS
o Lo
o
l’gz =9 =L
) R 3
! £=-1 1
Ty =x1=0 i X
X7 X3 ;

Fonte: Producdo do autor, 2015.

Desta forma, a coordenada e o deslocamento de qualquer ponto do
elemento no sistema de referéncia local, sdo descritos respectivamente por ¢
€ Uy Como

I U1
Yy U1
o Z1 w1
[l‘g ud = [Nl(f) 0 0 N2 O 0} oy up| 2.3)
Y2 V2
Z9 W2 )
ou, semelhantemente, por
e = Ni(§)z1 + Na(§)z2 = N(§ze, (2.4)
ug = Ni(§ur + Na(§ug = N(§)uy, (2.5

2 Este sistema é chamado de corrotacional pois o mesmo rotaciona-se junto com o elemento

(CRISFIELD, 1991).
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onde N (§) é a matriz das fungdes de interpolagdo (matriz linha), enquanto x,
e uy s30 os vetores de coordenadas e deslocamentos nodais, respectivamente.

2.2 MEDIDAS DE TENSAO E DEFORMACAO

Para o elemento de barra que sofre apenas deformagao axial, os ten-
sores de Hill, descritos no Apéndice A, sdo particularizados como
9 _ 1w
525(/\ -1), 9>0, (2.6)
onde A = L /L refere-se ao alongamento relativo da barra, sendo L e L 0s
comprimentos da barra na configuracao corrente e original, respectivamente.
Assim, as medidas de deformagao logaritmica, de Biot e de Green Lagrange
sdo descritas, nesta ordem, por

el =In(\), ef=x-1 e 9 =_(\-1). (2.7-2.9)

Também, entre todas as componentes do tensor deformacgdo de engenharia,
somente a primeira componente é nio nula’

0 0
0 0. (2.10)
0 0

A medida escalar ¢¥ descrita no sistema corrotacional é conhecida como de-
formacio de engenharia rotacionada, denotada por e % (CRISFIELD, 1991).
Neste contexto, verifica-se que esta medida € equivalente a deformacdo de
Biot, ou seja, Bl = ¢B (MUROZ-ROJAS, 2013).

De forma semelhante, de todas as componentes do tensor tensao so-
mente a primeira € ndo nula

o =0z, 0 0
of = 0 00 (2.11)
0 0 0

A medida escalar 0¥ descrita no sistema corrotacional é conhecida como
tensdo de engenharia rotacionada e é denotada por ¥ (CRISFIELD, 1991).

3 Ainda que se considere atualizagio da drea da segfio transversal pela imposicio do coeficiente

de Poisson, essas componentes ndo geram trabalho quando o estado de tenséo € uniaxial.
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Para dar prosseguimento ao estudo, adota-se o par energicamente
conjugado tensio e deformacio de engenharia o”% e ¢P%. Deste ponto em
diante, os sobrescritos (.)ER serdo omitidos visto que nao hd ambiguidade
quanto as medidas utilizadas.

2.3 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

O principio dos trabalhos virtuais (PTV), com base nos tensores de
tensdo e deformag@o de engenharia rotacionados, € descrito a partir da Secéo
A.4 (Apéndice A) como

Wewe = Wine = (Oue)'pe = (6u)" fo
/ (6e) odVy,  (2.12)
Vo

onde f; e py referem-se a forga interna e externa do sistema de referéncia
local, respectivamente.

2.4 FORMULACAO NAO LINEAR GEOMETRICA

A formulag@o de elementos finitos para o elemento de barra con-
siderando o comportamento ndo linear geométrico é apresentada com base
nos desenvolvimentos baseado em Crisfield (1991), apresentada por Stahls-
chmidt (2013) e Muifioz-Rojas (2013). Esta formulagdo € construida proposi-
talmente sem realizar as integragdes analiticas usuais para elementos de barra,
de forma a obter expressdes andlogas aquelas encontradas em elementos mais
complexos. O objetivo é facilitar a extensio do procedimento de sensibilidade
descrito para elementos finitos do continuo 2D, 3D, cascas, placas, etc.

Na formulacdo ndo linear de elementos finitos, deseja-se que o equi-
librio do sistema possa ser satisfeito a cada n-ésimo incremento de carga
ou deslocamento. Desta forma, procura-se minimizar o residuo r,, composto
pela diferenca entre os vetores de forca externa e interna

Tn(Un) = P — fn(uy) =0, (2.13)

onde f,, representa o vetor de forca interna global e u,, o parimetro que
controla a percentagem aplicada do vetor forga externa total p, conhecido
como fator de carga (load factor). A auséncia do simbolo / significa que a
expressdo € avaliada no sistema de referéncia global XY
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Tomando a linearizacdo exata da Eq. (2.13) utilizando a expansao
em série de Taylor com origem em 4?1, obtém-se

dri (i)

i Aul ~ 0(2.14)

P (t,) = (' + Ay ) & () +

onde ¢ representa a i-€sima iteragdo. Suponha, sem perda de generalidade,
a utilizacdo do método de solugdo incremental iterativo de Newton-Raphson
(NR). A partir de um deslocamento arbitrdrio prescrito @) que em geral ndo
satisfaz o equilibrio, a Eq. (2.14) deve ser iterativamente avaliada e a escolha
inicial !, ! deve ser atualizada conforme a expressdo @, = ul 1 + Aul, até
que seja satisfeita uma determinada tolerancia. Para obter Au!, é necessario
avaliar a derivada do residuo com respeito a @’ !, a qual é conhecida como

matriz de rigidez tangente K. 511

Ki-l— _drj;l(.'&i;l) _ d [pnp — _fn('&iz_l)} _ dfn('l_lifl)
Tin dal dal dai !

. (2.15)

onde a ultima igualdade s6 € correta se for assumido que o vetor de forca
externa niio possui dependéncia do deslocamento®. O subscrito til é utilizado
para indicar que w,, ndo se encontra convergido.

A deformacgao de engenharia pode ser expressa via Eq. (2.8) como
e=A—-1l=—F-1= —¢77—, (2.16)

sendo

dxy = C;—l;dg = J(J)g)d§ e dX,= dd—)?df = J(Xg)dg, (2.17-2.18)

onde J é o Jacobiano da transformacgdo. A partir das Egs. (2.17) e (2.18)
na Eq. (2.16), a expressdo da deformagao adquire o formato dependente dos
Jacobianos

_ J(xg)d€ — J(Xp)d§ I (we) — J(Xo)
T UGode T JX) @1

4 A dependéncia da forca externa no deslocamento ocorre, por exemplo, quando sio conside-

radas cargas seguidoras.
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Uma vez definida a deformacao, determina-se a deformacao virtual

be = —5’&@

= dug, (2.20)

e utilizando as funcdes de interpolacdo Eqgs. (2.1) e (2.2), a Eq. (2.20) pode
ser expressa como uma deformagao virtual associada ao deslocamento virtual
cinematicamente admissivel

1 dJ (l‘g)

= . 2.21
o¢ TOX0) dug % (2.21)

Neste instante, o Jacobiano é reescrito utilizando as identidades ja
obtidas das Egs. (2.3), (2.17) e (2.18), notando que

J(l‘g) =J (xg(wg)) = J(wg) [ J(Xg) = J(Xg), (2.22-2.23)

sendo assim

dzy
de
_ v,
_ dilg[Nl(g) 0 0 Ny(§) 0 0]a
- %[—1 00 10 0[m m s 22 g2 2,
T — e
2

, (2.24)

J(xe) =

L
2

e similarmente
L
J(X,) = 70 (2.25)

Utiliza-se também o fato de que

Tig = Xie +Uir, Yo =Yie +vie € zy=Zy+wye, 1=12(226)
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para substituir e derivar a Eq. (2.24)

X1+ ur
Yi+u
dJ(mg) 1 d Zl+w1
= —|-1 0 0 1 0 0Of— 2.27
duy 2[ ]dw Xo+ug|’ (2.27)
Yo +vs
Zy +ws],
onde
X1 +u 1 0 0 0 0 O
Yi+v 01 0 0 0 O
d |Zy+wi| [0 01 0 0 0
dug | Xo+uz| — {00 0 1 0 0] (2.28)
Yo + vo 0 00 010
o + wo p 0 0 0 0 0 1
resultando em
dJ(wg) 1
= —|-1 0 0 1 0 0. 2.29
d’u,g 2[ } ( )

Substituindo a igualdade acima na Eq. (2.21) obtém-se uma nova
expressao da deformacdo virtual, agora ndo mais dependente da derivada do
Jacobiano

1
= ——[-1 1
de 2J()Q)[ 00 0 0] due
= B*(Xg)é'ue, (230)
onde
1
B*(X,) = -1 1 . 2.31
(Xe) 2J()Q)[ 0 0 0 0] (2.31)

2.4.1 Vetor Forca Interna

Para determinar o vetor for¢a interna utiliza-se a expressao do traba-
lho virtual descrita na Se¢fo 2.3. Substituindo as Egs. (2.18) e (2.30) na Eq.
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(2.12) obtém-se a igualdade
(bue)" f1 = / (6e)" odVy
Vo

= /+ [B*(Xg)éUg]ToJ(Xe)Aodf

-1

+1
= 6w’ [ BT X)e (XA, 23
-1
que implica no vetor forga interna local

+1
fo= / B*"(X,)oJ(Xy)AgdE. (2.33)
-1

Para obter o vetor forga interna associado ao sistema de referéncia
global de coordenadas f, aplica-se uma matriz de transformacdo 7" no vetor
forca interna local fy, ou seja

f o= Tf
et k0o 0 0] [fa
ci cé c§ 0 0 O 0
g 5 g 0 0 O 0
T 10 0 0 o oA | fal (2:34)
0 0 0 & 3 ¢ 0
0 0 0 ¢ & 0],

onde ¢ representa o cosseno diretor que relaciona o eixo ¢ do sistema lo-
cal de referéncia com o eixo j do sistema global de referéncia, avaliado na
configura¢do deformada do elemento.

2.4.2 Matriz de Rigidez Tangente

A matriz de rigidez tangente global K7 € obtida aplicando o ope-
rador montagem A, que mapeia os graus de liberdade locais para os globais
e soma a contribui¢do da rigidez de cada elemento e para toda a estrutura
(HUGHES; HINTON, 1986),

nel

Ky — /_\1 kS, (2.35)

onde nel corresponde ao nimero total de elementos que constituem a trelica
em questdo. As matrizes de rigidez dos elementos, por sua vez, sdo obtidas
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derivando o residuo em relacdo ao vetor deslocamento no sistema de referén-
cia global, resultando em

dre dfe d

d
e _ _ _ _ TT e\ _ e TT 4 2.
ki du¢ duc duc ( 'fé) du® fi+ due’ (2:36)
k7 k7o

assumindo que a for¢a externa ndo possui dependéncia do campo de desloca-

mentos. Portanto, a partir das Eqs. (2.35) e (2.36), a matriz de rigidez global
€ descrita por

nel
K= N () K5, 2.37)
sendo os termos k., € k&, obtidos® nas préximas se¢des. Para propésitos de
simplifica¢do de notacdo, o sobrescrito e serd omitido na sequéncia.
2.4.2.1 Termo kr1

Para obter a expressdo do primeiro termo da matriz de rigidez k71,
considere o seguinte desenvolvimento

dTT
kri = —
T1 Tu fe
dTT +1
= — B*" (X )00 (X)) Agde
du J_4
du dy o dy R !
do do du g g
dy Ay d 0
e de da g g g 0| [t oJ(X.)A
= ac aey a1 ] ) T2y
0o 0 o0 L9 & 4 1 ¢
ded der ack 0
0 0 0 T T
dey dcs dcy 0
L0 0 0 T W
+1
SIS S S O O N - 0
du du du du du du 1 2J(X€) ’
(2.38)

5 Estas expressoes estdo particularizadas para o par energicamente conjugado adotado.
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e manipulando algebricamente, tem-se

T dCl +1
ki =B (Xg)% oJ(X)Aodé, (2.39)
-1
onde
-1 0 0 1 0 0 d
1 de; dc
B(X)) = —— -1 0 0 1 0 e — = [ZZL](2.40)
ZJ(Xg) du d
0 0O -1 0 0 1 d_gi'
du

sendo c; o vetor dos cossenos diretores entre o €ixo x do sistema de referéncia
local e os eixos X,Y e Z do sistema de referéncia global, o qual pode ser
eXpresso por

(X2 — X1) + (u2 —uq) _ Xo1 + ua; __Zx
ZJ(wg) 2J($C(g) QJ(wg)’

C1 =

(2.41)

com todos os vetores definidos com respeito ao sistema de referéncia global,
com exce¢do de xy. Derivando c; em relacdo a w tem-se

de; d [ Xgtun
du  du \  2J(xy)
X21 dJ(a!g) 1 d’qu U921 dJ(a!g)

C2J%(xy) du 2J(x) du  2J2(xz¢) du
_ 1 dusgy 1 <X21 +U21> dJ(ZC(g)

2J(xe) du J(xe) 2J(x) du
1 dun e dJ(m)
o 2J(xy) du J(xy) du ] (242)
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e com auxilio da Eq. (2.29), escreve-se

di(ze) _ dJ(ze) dug
du  duy du
1
= -1 o001 00T
11" ek 2 ¢ 0 0 0
0 c% c% c% 0O 0 O
_ l 0 i 2 3 0 0 0
211 0O 0 O c% cf c‘f
0 0 0 0 e &
0 0 0 0 & & o
1 . )
= 5[—0% - = o 4 ], (2.43)

e utilizando-se da Eq. (2.41), a Eq. (2.43) resulta em

dJ (@) = ! [—5621 —Y21 —Z21 T21 Y21 221}
du 4J(xy)
1
= JA( X))z BT (X,)B(X 2.44
T(@0) (Xo)x (Xe)B(X2), (2.44)
com
z=[m oy m w2 oy (2.45)
Também, tem-se que
d d
:;’jl = @ [(UQ — ul) (’UQ — 1]1) (’LUQ — wl)}T
-1 0 0 1 0 0
= O -1 0 0 1 0
0 0O -1 0 0 1
= 2J(X,)B(Xy), (2.46)
sendo
uz[ul V1 w1 Uy Vg wg]T, (2.47)

e a seguinte identidade

B(X))x = (1> B(X,)z. (2.48)



44 Capitulo 2. METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA TRELICA

Substituindo as Eqs. (2.44), (2.46) e (2.48) na Eq. (2.42) obtém-se

2
% - %[1_ <§> B(Xe)waBT(Xe)] B(X,) (2.49)

Agora, substituindo Eq. (2.49) na Eq. (2.39) finalmente chega-se numa ex-
pressao final para k7; dada por

dCl +1
le = BT(XZ)—/ UJ(X@)AQdf
du J_4
+1
= BT (X,)EB(X,)J(X,)Aod¢ (2.50)
-1
onde,
2
E = % [I— (%) B(Xg)w:cTBT(Xg)] . (2.51)

2.4.2.2 Termo ks

Para obter o segundo termo da rigidez tangente k79, considere o
desenvolvimento

dfy dfe dug dfe
2t _pr2dt 22 _pr2iip 2.52
kr2 du duy du duy”’ (2:52)
onde
dfe T do
— = B* (X)) —J(X,)A
T [ BT v
_ " BT(x) % % jix,) Agde (2.53)
- 1 ¢ dE dUg 4 0 ) .

é a parcela referente a derivada do vetor forga interna local com respeito ao
deslocamento nodal local, que pode ser reescrita com auxilio da Eq. (2.30) da
forma

dfe [T v, do o,
du = ) B (Xg)dEB (X0)J(X,)ApdE

= k. (2.54)



2.5. FORMULACAO LINEAR GEOMETRICA 45

Portanto,
kro = TTE.,T (2.55)

representa a expressao final da segunda parcela da matriz de rigidez global.

2.5 FORMULACAO LINEAR GEOMETRICA

A formulagdo linear geométrica pode ser vista como uma particu-
larizagdo da formulagdo ndo linear apresentada na Secdo 2.4. Neste caso, o
termo k1 se anula e a equacdo linear Eq. (2.14) torna-se exata. Desta forma,
toda a carga pode ser aplicada em um Unico incremento, i.e., u1 = 1, 11(1) =0
e r{(u?) = 0, obtendo

ri(up =u) = p-— f(a})
_ drf(a))
= Y@l + ;T?lu (2.56)
reescrito da forma
p = Kru, (2.57)
onde
nel nel
Ky = /_\Ik;2 e f— /_\lfe. (2.58)

2.6  FORMULACAO NAO LINEAR MATERIAL: MODELO ELASTO-
PLASTICO ACOPLADO AO DANO DUCTIL

O modelamento numérico apresentado até 0 momento possui como
caracteristica marcante o tratamento desacoplado das descri¢cdes cinematica
e material. O comportamento nao linear material é inserido na formulacdo
por meio da relacdo entre tensdo e deformacao, que ji nao € mais linear. A
partir do procedimento para o cédlculo de k72 na Eq. (2.53), somente o termo
do /de conhecido por médulo tangente deve ser modificado.

O dano € um processo fisico progressivo responsdvel pela degrada-
cdo dos materiais, sendo ocasionado por diferentes fatores que dependem do
tipo de carregamento, da temperatura, da natureza do material, entre outros.
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O processo de dano tem origem quando ocorre a separa¢do dos dtomos na
micro-escala (associado as deformacdes irreversiveis ou pldsticas), pois os
deslocamentos relativos entre os dtomos, os desprendimentos e formacdes de
discordancias geram micro-defeitos (ver Fig. 3).

Figura 3 — Movimento discordante entre os 4tomos.

ooy oo™ o™ oo

SitEsisy Shany chbH :
% E

o do autor, 2015.

Palmgreen (1924), Miner (1945) e Robinson (1952), sdo os pioneiros
em relacionar uma varidvel a deterioragcdo progressiva antes da falha, entre-
tanto o ponto de partida da mecanica do dano continuo se deve a Kachanov
(1958), que desenvolveu um modelo de dano para materiais carregados unia-
xialmente com a introdug@o de uma varidvel escalar. Uma década apds, Ra-
botnov (1969) introduz o conceito de tensdo efetiva. Nos anos 70 e 80 houve
o desenvolvimento da mecanica do dano com uma base matematica mais ri-
gososa, utilizando os conceitos fisicos da termodindmica e micromecénica
(LEMAITRE, 1996).

Tt
trt

d

Fonte: Produg

Figura 4 — EVR danificado.

LN

Fonte: Producdo do autor, 2015.

A mecanica do continuo trata com quantidades definidas matema-
ticamente como pontos materiais, que do ponto de vista fisico representam
um elemento de volume representativo (EVR). A Fig. 4 representa um EVR
danificado orientado pelo vetor normal n, submetido a um carregamento P.

A varidvel de dano pode ser definida fisicamente como sendo a den-
sidade de trincas e vazios sobre a superficie do plano com normal n (onde a
densidade é médxima) de secdo transversal A que corta o EVR (LEMAITRE;
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DESMORAT, 2005). Sob a hipétese de isotropia, a varidvel dano torna-se
independente da direcdo, podendo ser definida pelo escalar

A—A Ap
D=—F-—=— 2.59

a1 1 (2.59)
onde Ap corresponde a drea danificada e A a drea que efetivamente resiste

ao carregamento. Esta varidvel limita-se aos valores
0<D<1 DeR, (2.60)

onde D = 0 corresponde ao material sem dano, D = 1 corresponde ao valor
critico implicando na ruptura do material e 0 < D < 1 um estado danificado.

De acordo com Lemaitre (1996), qualquer equagdo constitutiva para
um material danificado pode ser derivada da mesma maneira que para um
material virgem, exceto que a tensdo usual o € substituida pela tensdo efetiva
0. Com base no plano do EVR, a tensdo efetiva é definida a partir da Eq.
(2.59) como

_ P o
g = —

A 1-D

. (2.61)

A Fig. 5 ilustra uma barra cilindrica sujeita a tragdo uniaxial na configuragao
danificada (drea A e tensdo o) e em seu estado equivalente obtido com a
remocio dos defeitos (drea A e tensdo 7).

Figura 5 — (a) Configuragao danificada. (b) Configuracdo equivalente.

Remocgdo de
trincas e vazios

()
Fonte: Producdo do autor, 2015, baseado em Freitas (2010, p.55).

Para modelar o comportamento material considerando a plasticidade
acoplada ao dano, o principio da equivaléncia de deformacdo (PED) € um dos
mais aplicados. Este principio determina que: “[...] o estado de deformacgao
do meio danificado é o mesmo da parte integra do meio danificado, cada qual
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com seu mddulo de elasticidade” (FREITAS, 2010). Assim, baseado no PED
obtém-se a relacao

o o

o
Ee = = =
FE
sendo

_ E-FE
E=E(1-D) e D==p—=1- (2.63-2.64)

oy |

A partir da teoria classica da plasticidade descrita por Simo e Hughes
(1998), a fun¢ado de escoamento pode ser expressa considerando o conceito
de tensdo efetiva como
lo]
f(O',Oé,D) = E —(Jy+KOZ) SO, (265)
sendo « a varidvel escalar conhecida como deformacao plastica acumulada,
utilizada como um parametro associado ao encruamento isotrépico, K o mo-
dulo de encruamento isotrépico e o, a tensdo de escoamento inicial. A evolu-
cdo da deformacao plastica e a lei de encruamento sdo dadas respectivamente
por
of  sign(o)
T9e = 1D
onde ~ € o multiplicador pléstico e sign refere-se a funcdo sinal que retorna
+1. A Eq. (2.66) evidencia o acoplamento do dano a plasticidade. O médulo
da tensdo, expressa na Eq. (2.65), baseia-se na hipétese de que o comporta-
mento do material em regime de compressao e tragdo sdo idénticos.

6‘1’7_

e &=r, (2.66-2.67)

A lei de evolugdo do dano de Lemaitre, Lemaitre e Chaboche (1990),
particularizada para o caso unidimensional por Esmaeili e Ochsner (2011), é

descrita como
. -Y\°
D = p<—) , (2.68)
r

sendo D a taxa de evolucdo do dano, r e s os parametros materiais obtidos
mediante ensaios experimentais, Y a taxa de liberagdo da densidade de ener-
gia de deformacao pelo dano e p a deformagao plastica equivalente, definidas
respectivamente por

Y=o T e p= b= %. (2.69-2.70)
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Este modelo apresentado € nao linear, uma vez que a varia¢do do
dano no tempo é dependente além de outros fatores, do proprio dano, uma
vez que Y = Y (D). Para recuperar a formulagdo puramente elastopléstica
assume-se  — 0o, resultando em D = 0 pela Eq. (2.68).

2.6.1 Critério de Ruptura e Limiar de Dano

Por meio do EVR, verifica-se que a ruptura em nivel da mesoescala
ocorre quando as trincas e vazios ocupam toda a regido, ou seja, quando D =
1. Em casos reais, esta ruptura é causada por um processo de instabilidade
que induz a decoesdo dos dtomos na drea remanescente (LEMAITRE, 1996).
Isto corresponde ao valor de dano critico D, sendo este um pardmetro a ser
determinado experimentalmente. A decoesao final dos dtomos € caracterizado
pelo valor critico da tensdo efetiva 0., definida por

g
g =
e} 1— Dcv
sendo a maxima tensdo que poderia ser aplicada no material. Este valor pode
ser aproximado pela tensdo limite o, de tracdo. O valor critico de dano, ocor-

rendo para a tensdo unidimensional o, € descrito como

2.71)

D.~1-2, (2.72)
Oy
que assume D, ~ 0 para dano fragil puro e D, ~ 1 para dano ddctil puro,

porém usualmente D, varia entre 0.2 € 0.5.

Além disso, o surgimento de trincas e vazios tém inicio somente
quando a deformagio pldstica atinge uma certa quantidade P”, denominada
limiar de dano, i.e.,

D=0 se &’ <ePP. (2.73)

2.6.2 Esquema de Solucio do Problema Material

Nesta secdo, as equacdes constitutivas do continuo sao substituidas
por seus homdlogos incrementais. Suponha que no (n — 1)-ésimo passo in-
cremental o estado do corpo esteja definido. Para um dado incremento de de-
formac@o deseja-se atualizar as informagdes no passo corrente n. O esquema
numérico adotado baseia-se na estratégia de predicdo linear® e correcdo nio
linear esquematicamente representado na Fig. 6.

6 A predigio linear é realizada considerando um passo (teste) puramente eldstico, que nio

necessita corresponder ao estado atual a néo ser que o estado atual seja eldstico.
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Figura 6 — Representacdo esquematica do algoritmo de integracdo no dia-
grama tensdo-deformacdo considerando efeitos do dano.

bo |Ac¢
teste| ____ & 77777 " i:li 7777777777777777777777777777777777
n
Preditor
Ac?
o ‘Aan_l n—1
n v L __ ¥ __
[ R e S e o ]
} f . i Corretor
e 1 1
1 — &y =
i 1 :
= E, | 1Ae
E,*_/JEijl AEn : 14*"71 €
. e ' 1
AeP Eﬁvl Efl En—1 En
n—1_1 | !
— -—— !
i ! e,teste i
' en '

Fonte: Producio do autor, 2015, baseado em Esmaeili e Ochsner (2011, p.446).

De acordo com a Fig. 6, a deformacdo elastica teste pode ser obtida
através das seguintes expressoes

e,teste  __ p — p
€n = En-1—Ep 1 T A1 =6n—Ep_q, 2.74)
Ez,teste = g, — 6%,)1 + Agﬁil = 52 + Agiil, (2.75)

Com auxilio da lei de Hooke e do PED, a deformac@o elastica no estado n
pode ser descrita como

e On
=" 2.76
S ATl (2.76)
que em conjunto com a Eq. (2.75), retorna a expressao para a tensdao
0 = (1= D,) By — (1 - D,)EAE,_,, 2.77)

2

onde £t ¢ calculado com auxilio da Eq. (2.74), enquanto que Ael |
pode ser substituida pela relacao

; teste
A = Ay, 7‘”?1"_("5 ) ), (2.78)
n
obtendo
on = (1 = Dyp)Ee' — Ay, Esign (o) . (2.79)

A fase de predicdo consiste em avaliar a tensdo teste, descrita por

O_teste — En—ﬁfjteﬁe — E(]. _ anl)Ee’teSte. (280)

n n
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Com a finalidade de verificar se o estado teste da tensdo é coerente com a
suposi¢cao de um estado puramente eldstico, utiliza-se a condicao

teste

172 —(oy+ Kan_1).  (2.81)

O'teSte,Oén, 7Dn7 —
f( 1 1) (1 —'l)n—l)

n

Se f < 0, entdo o passo atual é eldstico e a hipétese de que as varidveis
p_1,Dp_1€ Efb_l estdo congeladas estd correta (v, = ap—1, Dy = D1
eech = e ). Caso contrédrio se f > 0, a fase de correcdo deve ser realizada.
De modo geral, no final do estado n as seguintes quatro Eqs. (2.82-2.85)
devem ser totalmente satisfeitas

on = (1= Dy,)Ee%™ — Ay, Esign(ales'c), (2.82)
Qn = Qp-1-+ A’Y, (2.83)
|on]
fo = 7 oyt Koo, (2.84)
A -Y D °
D, = Dy, +-——1 (@0, D) ) (2.85)
1-D, T

Fora deste estado, obtém-se o residuo r de cada uma destas equagdes

re(0, AN, D) = % — (1 — D)e&'™* + Aysign(o), (2.86)

ra(la, AXN) = —a+ap_1 + A7y, (2.87)

ri(o,a,D) = l |j|D — (oy + Ka), (2.88)
A —Y(0,D)\?

rp(@.AND) = =D+ Dy 7 _VD( (:’ )> . (2.89)

O estado final refere-se i raiz da aplicacio m : R* — R* definida por

m(v) = [re(v) ra(v) r7(v) rp(v)], (2.90)
com
v=[0 a Ay D] (2.91)

Esta raiz é obtida utilizando um método de solucdo de equacdes ndo lineares.
No presente trabalho, emprega-se o método de NR (iteracdo 7)

1

vl =0 = [J(Y] T m(v'), (2.92)
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onde
0.0 O.fleste
0
0_ | « | On-1
o= ool =70 (2.93)
DO D, 1

pode ser utilizado como valor inicial para o argumento. A matriz Jacobiana
das fungdes residuais é obtida a partir das derivadas parciais de primeira or-
dem das Eqgs. (2.86 - 2.89). Para este problema especifico, € descrita como

E-! 0 sign(o)  e&teste
0 -1 1 0
J(o,a, Ay, D) = | sign(o) lol 1, (294
1-D (1-D)?
Jn 0 Ju3 Jug
onde
Ju = 2sign (o) sAy|o|** ™" (2.95)
(1 o D)28+1(2Er)s )
1 a2 \°
Jug = W <E> ; (2.96)
_ (25 + DAy [ o* \°
J44 = -1+ W E . (297)

A inversdo de J deve ser computada no estado convergido da itera-
¢do precedente do procedimento de NR, sendo J ~! definida conforme

J34 a3 — Jso s J3p (J13Jas — J14Ju3)

gL — 1 J31J4q — J3adnn M2
LT det(J) | Ja1das — Jaadar Tz (Jiadar — Ji1Jaa)
Jzodu1 — Js1duz  Ja2 (Ji1das — JizJar)

J13Jaa — J1adss  J1adz2 — Ji3J34
JuaJar — Judaa JinJza — J1ad3

2.98
Juaday — Jundas Ji1Jza — Jiadn (2.98)
Jundaz — JizJar JizJz1 — Jiid3
onde
Moz = Ji3(JsadJur — Jz1Jua) + Jug (J1ads1 — J11Jz4)  (2.99)
det(J) = Jaa (J13J31 — Ji1Jds2) + Jar (J1aJs2 — Ji3J34) +

+Juz (J11J34 — J1ad31) . (2.100)



2.6. FORMULACAO NAO LINEAR MATERIAL: MODELO ELASTOPLASTICO ACOPLADO
AO DANO DUCTIL 53

Vale ressaltar aqui que Esmaeili e Ochsner (2011) apresentam além
deste esquema matricial, uma simplificacdo nas Eqs. (2.82 - 2.85) que resulta
em uma unica equacgdo residual, tendo como consequéncia um esquema nu-
mérico mais compacto e computacionalmente barato.

2.6.3 Modulo Tangente

O médulo tangente depende diretamente da relacdo constitutiva em
questao. Assim, para generalizar esta avaliacdo, adota-se um procedimento de
diferencas finitas baseado em varidveis complexas (TANAKA et al., 2014).

O médulo tangente é obtido numericamente através de uma pertur-
bagdo na parte imagindria da tensdo

Oon _Im[oy, (60 +iAey)]
Oep - Ae, ’

(2.101)

onde
Ae, = pey, (2.102)

refere-se a uma perturbagdo na deformacio e ¢ o fator de perturbacgio pro-
porcional, que pode assumir valores tio baixos quanto 10~3% resultando em
valores estdveis e acurados. Na Secao 3.1.2 o leitor poderd encontrar maiores
detalhes acerca deste procedimento baseado em varidveis complexas. Além
disso, tal estratégia possui um baixo custo computacional e de armazena-
mento, uma vez que o mesmo ¢ avaliado no nivel do elemento (local), em
cada ponto de Gauss no algoritmo de elementos finitos.
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3 ANALISE DE SENSIBILIDADE

Este Capitulo apresenta uma revisdo dos métodos analiticos, semi-
analitico (SA) e diferencas finitas globais (DFG) para o tratamento da sen-
sibilidade em problemas estdticos ndo lineares, tanto independentes quanto
dependentes da trajetéria. Tais métodos sdo facilmente particularizados para
o caso linear, bastando considerar um tnico passo incremental. As implemen-
tacdes numéricas no c6digo de elementos finitos sdo descritas por intermédio
de fluxogramas apresentadas ao longo do texto. A Fig. 7 ilustra uma aplicacio
da sensibilidade na otimizag¢ao estrutural.

Figura 7 — Estrutura celular modelada com elementos de barra. Produto fi-
nal do processo de otimizacdo onde empregou-se a sensibilidade
analitica. Material impresso dos resultados apresentados por Guth
(2012).

Fonte: Produgdo do autor, 2015.

3.1 ANALISE DE SENSIBILIDADE PARA PROBLEMAS INDEPENDEN-
TES DA TRAJETORIA

A primeira vertente trata de problemas independentes da trajetéria.
Para esta natureza de problemas, a sensibilidade pode ser avaliada baseada
apenas na informacdo da configuracdo corrente. De acordo com Habibi e
Moharrami (2010), o primeiro estudo que lida com esta proposta de anélise
se deve a Ryu et al. (1985). Outros trabalhos com aplicagdes e discussdes so-
bre o tema sdo dados por Choi e Santos (1987), Santos e Choi (1988), Park e
Choi (1990), Santos e Choi (1992) e Kleiber (1993).
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Em problemas independentes da trajetdria, o residuo r,, pode ser
definido diretamente como uma fun¢do do deslocamento total w,, por

Tn(un; b) = ﬂnp(b) - fn(unv b) ~ 0, (3.D

onde b = (b1,...,bj,...,by) refere-se ao vetor de varidveis de projeto, f,
o vetor forca interna nodal e u,p o carregamento externo aplicado no n-
ésimo passo incremental. Na presente formulacao, o mesmo procedimento
de equilibrio apresentado na Sec¢do 2.4 € adotado, agora considerando a nova
~i—1

linearizac¢do do residuo em torno de u;,

o (a,,b) = 7 (@, + Auj,b)
~ il (@il b) + orit(ui ', b)
n Y

n

S Auy,. (3.2)
n

Ap6s recursivas atualizagdes do deslocamento utilizando a Eq. (3.2), a con-
vergéncia @), — wu,, é assumida, isto é, 7, (u,, b) =~ 0. A derivada do resi-
duo com respeito a u,, refere-se a matriz de rigidez tangente Kr ,,, descrita
na Se¢do 2.4.2.

Considere a restri¢cdo do problema de otimizagdo dada pela fungdo
G(b) = G(un(b),b). (33)

Esta restri¢do geralmente possui dependéncia explicita das varidveis de pro-
jeto b e dos deslocamentos nodais u,, (0 qual depende implicitamente de b).
A sensibilidade desta restricao € obtida derivando a Eq. (3.3) em relagdo a
varidvel de projeto b; € b

460G | 9G du,
dbj a 8[)] 8un dbj ’

(3.4)

cuja dificuldade de avaliagdo se manifesta em du,,“db;, devido a depen-
déncia implicita de u,, em b. Desta forma, as se¢des seguintes apresentam
métodos que objetivam o cOmputo deste termo.

3.1.1 Método Analitico

O método analitico é conhecido devido a sua eficiéncia e acuracia,
pois a derivada da resposta estrutural com respeito ao parimetro de projeto é
avaliada analiticamente. Contudo, este método geralmente possui dificil im-
plementacdo e se torna particular ao problema. Duas abordagens distintas
surgem ao utilizar este método, a direta e a adjunta, apresentadas na sequén-
cia.
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3.1.1.1 Abordagem Direta

A sensibilidade do deslocamento em relacdo a varidvel de projeto
b; € b utilizando a abordagem direta é obtida derivando o residuo, sob a
hipétese de que 7, ndo depende explicitamente de b

87’n(un7 b) o 87‘%(’“’%) b) %
5‘bj o 8un dbj )

3.5)

Uma vez que a derivada do residuo em relagcdo ao deslocamento € expressa
pela matriz de rigidez tangente, tem-se

orp(un,b) du,
M 3.6
ab] Tn db] ) ( )
obtendo a relagdo onde p e f sdo explicitamente dependentes de b
dun K;! Ory (un, b)
db; " 0b;
_ dp(b) _ 9fn(un,b)
— 1 _ n )
= Tn |[Hn db; ab; (3.7)

A avaliagdo da sensibilidade do deslocamento é diretamente afetada
pelo computo da matriz de rigidez tangente, conforme visto na Eq. (3.7). Esta
expressao representa um sistema de equacdes lineares cuja solucdo € direta
(ndo requer iteracdes). Este fato justifica a atencdo desprendida pelo autor
para o procedimento de linearizag@o descrito no Cap. 2.

Nesta abordagem, verifica-se que cada varidvel de projeto b; define
um novo vetor du,, /db;, o que implica na resolu¢do de um novo sistema
de equacdes'. Contudo, o computo da sensibilidade do deslocamento néo é
influenciado pelo nimero de restri¢gdes do problema, tornando-o interessante
para aplicagdes com muitas restricdes e poucas varidveis de projeto.

3.1.1.2 Abordagem Adjunta

Outra alternativa para avaliar a sensibilidade € a utiliza¢do da abor-
dagem adjunta. Nesta formula¢ado, considera-se o multiplicador de Lagrange

1" Normalmente emprega-se um procedimento de solugiio de sistemas lineares que numa pri-

meira etapa fatora a matriz e depois soluciona o sistema por retro-substitui¢do. Ainda assim,
o custo computacional para muitas varidveis de projeto se torna alto.
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A a partir da igualdade

G(b) = G+0
= G+ A'r,(u,,b) (3.8)

onde 7, é o residuo determinado apds a convergéncia.

A expressdo para a sensibilidade da restricdo € obtida derivando a
Eq. (3.8) em relagdo a varidvel de projeto b; € b

dG(b) % . oG du, LAT 5‘rn n or,, du,
db, b  Ou, db; ;" Dup db;
0@ oG 70T, \ du, Tarn
~ o, <8un+)‘ 8un> @, TN, GY

onde A é determinado de modo que a parcela que multiplica du,, /db; se
anule

oG or
M2 =0 3.10
ou, + ou, ’ ( )
e uma vez que K ,, é simétrica, obtém-se
oG \"
A=K;!'(- : 3.11
T,n < 8un ) ( )

Enfim, a Eq. (3.9) pode ser reescrita utilizando a Eq. (3.11) por

dG(b) _ 0G| 7 0ry

db; b, ab; ©-12)

Verifica-se que a Eq. (3.11) deve ser avaliada para cada restrigdo
imposta e uma vez substituida na Eq. (3.12), o nimero de sistemas que deve
ser resolvido torna-se independente do nimero de varidveis de projeto. Desta
forma, a abordagem adjunta € mais vantajosa para problemas onde hd poucas
restri¢cdes e muitas varidveis de projeto.

3.1.2 Meétodo das Diferencas Finitas Globais

Esta secdo apresenta os métodos DFG baseados em varidveis reais
(DFGR) e em variaveis complexas (DFGC).
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3.1.2.1 Método DFG Baseado em Varidveis Reais

A simplicidade e a facilidade de implementagdo do método DFGR
faz dele o mais utilizado em c6digos numéricos comerciais. Entretanto, esta
abordagem sofre de ineficiéncia computacional e possiveis erros numéricos
(TORTORELLI; MICHALERIS, 1994).

Para desenvolvé-lo, o procedimento adotado para solucionar o equi-
librio do sistema deve ser empregado levando em conta a perturbac@o nas
varidveis de projeto. Seja Ab; uma perturbagio na j-ésima varidvel de pro-
jeto, definida vetorialmente por

Ab;=1[0 ... Ab; ... 0]. (3.13)

Sem perda de generalidade, considerando uma perturbagéo positivaemb; € b
e resolvendo iterativamente a expressao

. . . . i—1(~1—1 Ab.
Fi (@, b+ Aby) = L@ b+ Aby) + 20 (ug i’f:+ )
Un

Aui’l,
(3.14)

em substitui¢do a Eq. (3.2), obtém-se o deslocamento convergido no n-ésimo
incremento, denotado por u,, (b+ Ab; ). De modo andlogo, considerando uma
perturbacdo negativa o deslocamento convergido passa a ser w,, (b — Ab;).

Este método possui trés vertentes que dependem do sentido de per-
turbagdo. Se a perturbacéo positiva for utilizada, a aproximagao da sensibili-
dade do deslocamento em relacdo a b;, é conhecida por diferencas finitas a
frente (DFF)

dun(b)  [Au,(b) _ up(b+ Abj) —u,(b)
db; - Ab, DEF B Ab, .
De outro modo, se empregada uma perturbagdo negativa, obtém-se a aproxi-
macao denominada diferencas finitas atrds (DFA)

du,(b)  [Au,(b) _ up(b) —un(b— Aby)
db; - Abj Jpea - Ab; .

Por dltimo, através da combinagdo de perturbagdes positivas e negativas obtém-
se a aproximacdo conhecida por diferencgas finitas centrais (DFC)

dun(b) _ [Au,(b) _ up(b+ Abj) —u, (b — Abj)
db; | Ab; pee 2Ab; '

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Este método possui duas desvantagens de grande relevancia, as quais
Muiioz-Rojas (2003) faz referéncia:
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i. A baixa eficiéncia computacional, pois em cada perturbacao a matriz de
rigidez deve ser calculada, montada e triangularizada, principalmente
no caso das diferencas finitas centrais onde ocorrem duas perturbacoes;

ii. O problema da precisdo, relacionado a escolha da magnitude da pertur-
bacgdo. Caso a perturbag@o seja muito elevada, o surgimento de erros de
truncamento torna-se inevitavel. Enquanto que uma perturbagdo muito
pequena levard a problemas de arredondamento em virtude da precisao
finita do computador.

Figura 8 — (a) Aproximagao da derivada via DFG. (b) Fonte de erro proveni-
ente do procedimento iterativo.

Fonte: Producdo do autor, 2015,
baseado em Stahlschmidt (2013, p.53) e Muiioz-Rojas (2003, p.69).

A Fig. 8 ilustra o comportamento da derivada analitica e das dife-
rengas finitas da funcdo diferencidvel F' : R — R analisada em zy. Na Fig.
8a verifica-se que a estimativa pode ser grosseira para uma perturbacido Az
relativamente grande. Ao reduzi-la, as retas secantes tendem a reta tangente
(solug@o analitica). Desta forma, se Az — 0 obtém-se a propria definicao de
derivada. Todavia, neste caso o erro proveniente da precisdo da maquina tende
a sobressair. A Fig. 8b ilustra uma fonte adicional de erro proveniente da na-
tureza iterativa do procedimento de solug@o. A regido delimitada pelas linhas
tracejadas correspondem aos valores admissiveis resultantes do processo ite-
rativo. Verifica-se neste caso que a aproximacdo via DFG pode apresentar
grande variacdo, inclusive sentido de crescimento oposto.

A implementagdo do método DFGR no software ATENAS® ¢ des-
crita pelo fluxograma da Fig. 9. Este método possui como caracteristica mar-
cante a facilidade de implementacao, visto que ndo ha necessidade de alterar o
codigo original do MEF. Entretanto, é impreterivel executar o cdigo com as
devidas perturbacdes mais de uma vez, o que pode tornar a avaliagdo ampla-
mente custosa. Salienta-se que o DFG ndo deve ser utilizado em métodos de
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solugdes de sistemas ndo lineares com incrementos automaticos assim como
0 MCDG (ver Apéndice B), uma vez que a avaliag@o no sistema perturbado e
no original podem nao ocorrer em pontos correspondentes, salvo quando im-
postas pelo analista. Trentin (2009) mostra, por intermédio de graficos, que
a andlise de sensibilidade utilizando o DFGR ¢ fortemente afetada pela nio
uniformidade do tamanho dos incrementos.

Figura 9 — Fluxograma com detalhes da implementagdo do método DFGR.

DFF Dados iniciais DFA
i1=1 n=>0 i =2
Leitura de dados
1=0en=0

b —fimiwizz @
bj = bj + Ab; b; = b; — Ab;
MEF
Up+1 = Up + Aun
N +
DFC
S [DFFouDFC?]H[i:1ouz‘=2?2

j
Realizar analise #DFF 1
de sensibilidade ?

S Au,  wn(b+ Abj)— u,(b)
: A A

Au,  un(b+ Abj —u,(b — Ab))
Ab; 2Ab;

MEF
W 1(b £ Abj) = u, (b + Ab)+ Au, (b + Ab)

de projeto j =1

‘ Loop sobre as varidveis

: S
n = ninc? DFF ou DFC ?
[ = ¢ DFC
(gN DFF 1
ot

Fonte: Produgdo do autor, 2015.

3.1.2.2 Método DFG Baseado em Varidveis Complexas

O uso de varidveis complexas com o objetivo de estimar aproxi-
macdes das derivadas € originalmente introduzido com o trabalho de Ly-
ness e Moler (1967) e Lyness (1967). A partir desta teoria, Squire e Trapp
(1998) apresentam uma expressao que tem sido desde entdo empregada em
diversas areas da engenharia (NEWMAN-III; ANDERSON; WHITFIELD,
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1998; BURG; NEWMANT-III, 2001; KAWAMOTO, 2005; MUNDSTOCK;
MARCZAK, 2009; MONTOYA et al., 2015). Este método apresenta acura-
cia, robustez e facilidade na implementacdo, enquanto mantém o custo com-
putacional razoavel (MARTINS; STURDZA; ALONSO, 2003). Contudo, de-
vido a natureza das varidveis complexas, o custo de armazenamento € supe-
rior? quando comparado com a contraparte real.

Na sequéncia, apresentam-se duas formulacdes distintas, as quais
definem a expressao para a aproximagdo da derivada via DFGC.

3.1.2.2.1 Formulag¢do A

A primeira formulacdo refere-se a um desenvolvimento mais intui-
tivo descrito por Lyness e Moler (1967) apud Mundstock (2006), onde a pri-
meira derivada de uma fungéo F'(x) pode ser calculada avaliando a parte ima-
gindria da fun¢do perturbada em um dado ponto. Para apresenta-la, considere
a seguinte expansdo de F'(x) em série de Taylor em torno do ponto x

2 2
+dF(a:)h+dF(x)h

F(z+h)=F(z) T 2 ol

., heR.  (3.18)

Neste momento, adota-se uma perturbacéo imagindria ¢/ ao invés de
utilizar uma perturbagéo real h como de costume

d2F(z) (ih)?

F(z +ih) = F(2) + — = (ih) + ——= ",

4., iheC. (3.19)

Usando o fato que i2 = —1 (ver Apéndice C), a parte imaginaria da Eq. (3.19)
¢é expressa por

) dF(x) d*F(x) h?
Im [F(x + th)] = . h — 5 3 (3.20)
Por fim, a primeira derivada € obtida reescrevendo a Eq. (3.20) como
F Im[F )
dF(@) _ Im[F +ih)] |, (3.21)

dx h

Assumindo pequenas perturbagdes, a Eq. (3.21) é reescrita ignorando os ter-
mos de alta ordem & obtendo, enfim, a expressao

dF(z)  Im[F(z + ih)]
dx h
O custo de armazenamento de uma varidvel complexa corresponde ao dobro de uma varidvel
real, devido as duas partes reais das quais € composta.

: (3.22)

2
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3.1.2.2.2 Formulagao B

Para a segunda formulacao, considere uma aplicacdo /' : U C C —
C definidapor F'(z = x+iy) = u+ivtalque u = u(z+iy) e v = v(x+iy)
sejam diferencidveis e satisfacam as equacdes de Cauchy-Riemann. Segue do
Teorema C.1 (Apéndice C) que F' ¢ analitica e da Defini¢do C.1 que F' é
diferencidvel em U. A partir da Eq. (C.7) e da definicao de derivada obtém-se
que
ou Ov . v(x+ily+h)) —v(x +iy)

5 = 5, = Im - ., heR.  (323)

Uma vez que a fungdo de interesse € real de uma variavel real, tais componen-
tes se restringem ao eixo real, ou seja, y = 0, u(z) = F(x) e v(z) = 0 como
apresentado por Martins, Kroo e Alonso (2000). Desta forma, a Eq. (3.23) é
reescrita como

ou  y=0 v(x +ih) —v(x)

T h
(@=0 v(x + ih)
h—0 h
_ i @] (3.24)
h—0 h
e sabendo que u(z) = F(x),
dF(z) . Im[F(x+ih)]
. = }1}3%) — (3.25)

Para pequenos valores de h, a Eq. (3.25) pode ser aproximadamente descrita
como sendo

dF(x) - Im [F(z 4+ zh)]. (3.26)
dx h

Nota-se que as Eqgs. (3.22) e (3.26) s@o andlogas, ambas obtidas con-
siderando perturbacdes positivas. Observa-se que esta expressao nio envolve
subtracdo entre dois valores, um fato que produz erros de arredondamento
nos métodos de diferengas finitas tradicionais. Além disso, vale ressaltar que
esta aproximacdo é de ordem 2, enquanto que a contraparte das diferencas
finitas convencional € de ordem 1, ou seja, a andlise de sensibilidade utili-
zando o método complexo possui convergéncia quadratica com o decréscimo
da perturbagdo, enquanto que no caso real este decréscimo € linear (MON-
TOYA et al., 2015). Estes aspectos fazem com que o método complexo seja
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extremamente acurado e possua um comportamento muito estivel sempre que
pequenas perturbagdes sao aplicadas.

A partir da Eq. (3.22), a sensibilidade do deslocamento em relacio a
varidvel de projeto b; € b via DFGC pode ser definida como

dun(b) - Im [un(b + Z.Abj)]
db; Ab;

. 3.27)

Este mesmo procedimento é também utilizado para calcular o médulo tan-
gente descrito na Sec¢do 2.6.3.

3.1.2.2.3 Aspectos Numéricos do Método DFGC

Numericamente, a dupla precisdo fornece uma precisao relativa de
16 digitos decimais onde é possivel representar valores entre 107398 e 10398,
tanto para varidveis reais quanto para complexas. Desta forma, o fato de
ndo possuir diferenca entre dois valores na expressdo do método DFGC faz
com que haja a possibilidade de utilizar fatores de perturbagdo tdo pequenos
quanto 1073% motivo pelo qual néio é considerado neste trabalho o método
DFGC via DFC. O mesmo nao acontece para os métodos reais, uma vez que
para perturbacdes da ordem de 10~'® o numerador se anula® devido a di-
ferenga entre dois valores numericamente iguais. Ressalta-se que o método
DFGC utilizando fatores de perturbagio da ordem de 1073%° pode ser con-
fundido com a prépria definicdo de derivada analitica, uma vez que a dife-
renca entre a derivada analitica e a aproximacao via diferencas finitas refere-
se puramente a magnitude da perturbacdo empregada, conforme discussao
envolvida em torno da Fig. 8a.

3.1.3 Método Semi-analitico

A avaliag@o analitica da sensibilidade pode exigir cdlculos e desen-
volvimentos extremamente elaborados. Esta dificuldade pode ser contornada
utilizando o método SA. Tal procedimento é baseado na aproximagao via mé-
todo DFG dos termos dentro dos colchetes na Eq. (3.7) seguido pela avaliagao
analitica da resposta da sensibilidade, combinando facilidade de implementa-
c¢do, eficiéncia e acurécia.

3 Na prética, constata-se que para perturbacdes menores que 10~ 16, 0 método SAR efetiva-

mente detém valores nulos. Isto nem sempre ocorre para o método DFGR que, neste caso,
apresenta residuo numérico. Este fato decorre de uma série de fatores, entre eles: a quanti-
dade de operagdes envolvidas e a magnitude da tolerancia associadas ao MEF.
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3.1.3.1 Método SA Baseado em Varidveis Reais

O método SAR ¢ obtido avaliando a expressdo analitica via aborda-
gem direta Eq. (3.7) utilizando as aproximagdes oriundas do método DFGR

du,, ~ KoL 1 Ap(b) _ A.fn(unvb)
dbj Ty " Abj Ab]

(3.28)

Esta avaliagfo resulta em um procedimento rapido e barato. Entretanto, as
desvantagens relacionados com o método DFGR, conforme Secdo 3.1.2, ainda
encontram-se presentes.

Figura 10 — Fluxograma detalhando a implementac¢do do método SA para a
avaliacdo da sensibilidade do deslocamento. A particularizagdo
para varidveis reais ou complexas depende do procedimento para
avaliar a variacdo do vetor forca interna.

ImClO

Leitura de dados
n=>0

Loop sobre as varidveis
de projeto j=j+1 e=0

é Loop sobre os elementos
e=e+1

Célculo da perturbagdo na
[u E/IEF L Au j forca interna associada ao
o *" " e-ésimo elemento A f*
Realizar andlise @ ou ©
de sensibilidade ? }
‘S %N N N Montagem do vetor forga\
] = () [ n = ninc? Cnte? interna p:gurbado

S Af=Aag
& © () Tmaf

Computo da Sensibilidade
du Af
T Ko | 2L
db; Tn { Abj }

Fonte: Produgdo do autor, 2015.

A avaliag@o da sensibilidade dos deslocamentos em relacdo a varia-
veis de forma utilizando o método SAR apresenta sérios problemas de acura-
cia. Estes problemas t€m sido relatados para estruturas compostas de elemen-
tos de viga, treliga, placa e casca, sendo portanto a maior desvantagem deste
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método (BARTHELEMY; CHON; HAFTKA, 1988; PEDERSEN; CHENG;
RASMUSSEN, 1989; CHENG; GU; ZHOU, 1989; BARTHELEMY; HAFTKA,
1990). Diversos autores associam este problema a presenca de rotagc@o de
corpo rigido dos elementos finitos (CHENG; OLHOFF, 1991; MLEJNEK,
1992). A fonte desta inexatiddo tem origem na derivada numérica da matriz
de rigidez dos elementos finitos, decorrente das caracteristicas do método das
diferencas finitas baseado em varidveis reais (JIN; DENNIS; WANG, 2010).
Na tentativa de sanar esta patologia, diversos métodos corretivos foram de-
senvolvidos tanto para problemas lineares quanto para geometricamente nao
lineares (HAFTKA; ADELMAN, 1989; CHENG; GU; WANG, 1991; MLEJ-
NEK, 1992; PARENTE; VAZ, 2001). A solucdo definitiva para esta fonte
de erro em problemas lineares € descrita através do método conhecido por
“diferenciagdo numérica exata” (OLHOFF; RASMUSSEN; LUND, 1993).
Uma peculiaridade interessante desta patologia em problemas lineares, se-
gue do fato que o erro cresce quadraticamente com o refinamento da malha
(BARTHELEMY; CHON; HAFTKA, 1988).

Figura 11 — Célculo da perturbagéo da forca interna associada ao e-ésimo ele-
mento A f¥ utilizando varidveis reais via: (a) DFF e (b) DFC.

(a)

Varidveis reais e diferengas finitas a frente Abj = Ab;

varidvel de projeto fe(un, b+ Abj)
[

Cilculo da perturbagdo da forga interna
Afl = .fe(u'm b+Abj) - fe(un7 b)
i

QH Perturbagéo positiva na H Ciélculo da forga interna perturbada

(b)

Varidveis reais e diferengas finitas centrais AbS = 2Ab;

Perturbacdo positiva na Célculo da forga interna perturbada
B~ variavel de projeto .
proj Se(un, b+ Abj)
1

Cilculo da forga interna perturbada Perturbacéo negativa
Se(un,b— Abj) na varidvel de projeto

1

Célculo da perturbagdo da forca interna
Afl = fe(uny b+ Ab]) - fe(um b— Abj))
1

Fonte: Produgdo do autor, 2015.
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A implementagdo do método SA no software ATENAS® § ilustrada
através do fluxograma na Fig. 10. A particularizacdo do método SAR ¢ des-
crita na Fig. 11a para DFF e na Fig. 11b para DFC. Verifica-se que o método
SA possui um enorme ganho de eficiéncia comparado ao DFGR, pois o al-
goritmo de elementos finitos é executado uma unica vez, considerando as
varidveis de projeto ndo perturbadas. Além disso, a sensibilidade é avaliada
utilizando a matriz de rigidez tangente previamente fatorada.

3.1.3.2 Método SA Baseado em Varidveis Complexas

O método SA baseado em varidveis complexas € obtido avaliando a
expressdo analitica da Eq. (3.7), utilizando a aproximacdo via DEGC

Im [p(b + iAb;)] _Im [fn(un, b+ iAbj)]

du, _
~ Ko |pin Ab; Ab;

db;

. (3.29)

Este método € promissor, uma vez que une a eficiéncia e acurécia
do método analitico com as consideracdes positivas relacionadas ao método
DFGC apresentadas na Secdo 3.1.2. Adicionalmente, o custo computacional
e de armazenamento sdo drasticamente reduzidos quando comparados ao mé-
todo DFGC, pois as operagdes complexas sdo realizadas em nivel elemento
e ndo ha necessidade em alocar vetores globais complexos. A implementa-
¢do do método SA ¢ descrita na Fig. 10, com particularizacio para o método
complexo dada na Fig. 12.

Figura 12 — Célculo da perturbagdo da forca interna associada ao e-ésimo ele-
mento A f7 utilizando varidveis complexas.

Varidveis complexa e diferencas finitas a frente AbY = Ab;

A

Perturbacdo positiva complexa Cilculo da perturbacdo
C na varidvel de projeto complexa na forca interna

Afe = fe(umb“'iAbj)

Separagdo da parte imagindria
da forga interna perturbada
Af; =Im [.fe(unu b+ ZAbJ)}

L 1 J

Fonte: Produg@o do autor, 2015
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3.2 ANALISE DE SENSIBILIDADE PARA PROBLEMAS DEPENDEN-
TES DA TRAJETORIA

Os problemas ditos dependentes da trajetoria sdo aqueles que reque-
rem o conhecimento do histérico do corpo até a configuracdo atual, a fim
de prever a configuracao no préximo passo. Isto inclui o histérico das de-
formacgdes, das sensibilidades prévias das tensdes, deslocamentos e varidveis
internas (KATO, 2010).

O procedimento analitico da sensibilidade dependente da trajetéria
¢ descrito por Tsay, Cardoso e Arora (1990a). Esta teoria é aplicada por
Tsay, Cardoso e Arora (1990b) em problemas especificos utilizando elemen-
tos de barra e viga, realizando um estudo referente as descontinuidades dos
coeficientes das sensibilidades. Ohsaki e Arora (1994), Chen (1994), Lee e
Arora (1995) apresentam o algoritmo incremental baseado no método ana-
litico para a andlise de sensibilidade estrutural de sistemas nio lineares. A
andlise de sensibilidade considerando a elastoplasticidade e elastoviscoplas-
ticidade no plano sdo propostos por Vidal, Lee e Haber (1991), Vidal e Haber
(1993), Kleiber, Hien e Postek (1994), Kleiber e Kowalczyk (1995), Kleiber e
Kowalczyk (1996). Bugeda e Gil (1999) introduzem a varidvel dano, usando
a teoria de Lemaitre, no estudo da sensibilidade. Wisniewski, Kowalczyk e
Turska (2003) apresentam dois algoritmos incrementais baseados no método
analitico. Chen et al. (2000) apresentam o método SAR baseado na aborda-
gem direta e analisam sua aplicagdo em problemas de fluéncia e tensdo tér-
mica. Ressalta-se que ndo foi identificado nenhum trabalho aplicando o SAC
em problemas dependentes da trajetoria.

Os métodos de sensibilidade direcionados para esta natureza de pro-
blemas s@o ligeiramente mais complexos se comparados a contraparte inde-
pendente, pois a for¢a interna torna-se uma funcdo do deslocamento e do
histérico da deformacdo. Assim, a derivada do vetor forca interna com res-
peito ao pardmetro de projeto em particular, deve ser avaliado de forma con-
sistente. O método DFG para este tipo de problema ¢ obtido analogamente
ao apresentado para problemas independentes da trajetoria (ver Secdo 3.1.2),
descartando a necessidade de defini-lo novamente. Este método fornece resul-
tados pouco acurados em casos onde exige-se o remalhamento (TRENTIN,
2009). Para esta natureza de problemas, o método analitico via abordagem ad-
junta ndo é uma alternativa inteligente para o computo da sensibilidade, uma
vez que o mesmo utiliza da prépria abordagem direta para efetuar a avaliacao
(KLEIBER et al., 1997, MUAOZ-ROJAS, 2003). Portanto, todo o desenvol-
vimento do método SA apresentado na sequéncia é baseado na abordagem
direta.
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3.2.1 Meétodo SA Baseado em Variaveis Reais

Problemas independentes da trajetéria podem ser consideradas como
um caso particular dos problemas dependentes, onde as varidveis internas x
sdo mantidas nulas e a tensdo o pode ser facilmente avaliada. Por outro lado,
em problemas dependentes da trajetéria as varidveis internas nao sao nulas e
mudam de acordo com o carregamento aplicado. O histérico destas varidveis
devem ser consideradas para incrementalmente avaliar as novas deformacdes.

A fim de considerar o histdrico das variaveis internas, adota-se uma
pequena modifica¢do no procedimento da Secdo 3.1, incluindo um passo adi-
cional de atualizacdes. Objetivando a avaliacdo da sensibilidade do deslo-
camento em relagdo a varidvel de projeto b; € b, a Eq. (3.2) é derivada
utilizando a regra da cadeia e, ap6s algumas manipulacdes, a expressdo da
sensibilidade analitica via abordagem direta € obtida

du, _ dp(b) Ofn
=K' |u, =
do; — T Ay T oy |

] : (3.30)

A forga interna f,, deve ser descrita agora em funcdo das varidveis internas
Xn—1, da tensdo o,_1, do deslocamento u,, e das varidveis de projeto b,
como segue

.fn = fn (O'nfl(b)v anl(b)vun(b); b) . (3.3D)

A maior dificuldade em solucionar a Eq. (3.30) segue da avaliacdo
efetiva do termo 0 f,,,/0b; em u mantido constante, conhecida como deri-
vada condicional. Desta forma, o método SA é visto como uma alternativa
simples e geral. Tal método substitui a derivada condicional do vetor forca
interna por uma expressao baseada em diferencas finitas

% ~ Ab.fn
ob; Ab;

. (3.32)

Sem perda de generalidade, é possivel utilizar DFF para obter

Ab.fn = .fn (Jnfl(b + Abj)a anl(b + Ab])vun(b + Abj)v s
<o 7b + Ab]) - fn (Jnfl(b)v anl(b)vun(b)a b) 7(333)

e mantendo u,, fixo

Abfn|u = fn (O'nfl(b + Abj)a anl(b + Abj)a un(b)v b+ Ab]) +
_f’ﬂ (O—’ﬂfl(b)a anl(b)v Un (b)v b) ) (3.34)
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onde 0,1 (b + Ab;) e xn—1(b + Ab;) sdo aproximados linearmente por

dO'n_ 1 (b)
db,
an,1 (b)
db,

O’nfl(b-i-Abj) ~ O’nfl(b)-f— Abj, (3.35)

obtidas a partir de uma etapa adicional prévia conhecida por avaliar 0 f,,—1,/0b;
de forma incondicional (considerando a perturbagdo nos deslocamentos de-
corrente da perturbagdo na varidvel de projeto). Esta etapa € realizada apds
obter a sensibilidade dos deslocamentos no (n — 1)-ésimo incremento, via
Eq. (3.30), possibilitando aproximar o deslocamento da configuragdo pertur-
bada por

dunfl
db;

Wp_1(b+ Abj) ~ u,_1(b) + Ab,. (3.37)

O procedimento de atualizag@o das varidveis internas € apresentado
geometricamente pelas Figs. 13 e 14 a fim de esclarecer o funcionamento do
mesmo. Para propésitos ilustrativos, assume-se que o vetor for¢a externa nao
possui qualquer dependéncia das varidveis de projeto. O sobrescrito (.)” é
adotado para indicar que a varidvel (.) é avaliada na configuracéo perturbada,
e na omissdo de tal simbolo, (.) é avaliada na configuragdo original.

Os estados de equilibrio dos incrementos 7 — 1 e n sdo represen-
tados pelos planos 7,1 € m,, respectivamente. Nestes estados, as respostas
estruturais tais como deslocamento, tensao e forga interna sdo dependentes
das varidveis de projeto. Aplicando uma forca externa equivalente a fi,,—1p
observa-se que o estado de equilibrio da estrutura original é expressa pelo
ponto 1. Este ponto é obtido a partir da convergéncia do procedimento itera-
tivo. Portanto, a matriz de rigidez tangente K7, _1 € o deslocamento u,,_;
sao conhecidos. O objetivo é determinar o equilibrio da estrutura perturbada,
que ¢é alcancada no ponto 2. Como o deslocamento da estrutura perturbada
¢ fixa, a resposta estrutural leva ao ponto 3, causando o desbalanceamento
de forcas Ay f,—1],, dado pela Eq. (3.34). A partir do ponto 3, a matriz de
rigidez tangente K ,,_; € utilizada para estimar u!, _, dado por u?” |, loca-
lizado no ponto 4 ao invés do ponto 2. Esta abordagem € responsdvel por uma
fonte adicional de erro, além daquelas ja relatadas na Secdo 3.1.

Graficamente, verifica-se que esta aproximacao é consistente quando
as perturbagdes e os incrementos de carga sdo pequenos, uma vez que a sen-
sibilidade do deslocamento é obtido pela tangente de 6,,_1. Esta afirmacéo
pode ser vista com mais clareza a partir da Fig. 14.
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Figura 15 — Fluxograma com detalhes do cdlculo da sensibilidade do desloca-
mento via método SA para problemas dependentes da trajetéria.
Detalhe para a etapa de atualizacdes das varidveis internas.

In1c1o

Leitura de dados
n=>0

‘ Loop sobre as varidveis 0
e =

de projeto j =7+ 1

é ‘ Loop sobre os elementos
EE—
e=e+1

i

Célculo da perturbacdo na

[u E/IEF + A } forga interna associada ao
ntl = *" n e-ésimo elemento Ay 7,
® ou ©

Realizar analise
de sensibilidade? 1

Ié R
*S #N N N Montagem do vetor forca
] — 0 n = ninc? E@ interna pgﬁtlurbado
§ dre 7 Len-Aan
\ = J

Computo da Sensibilidade h Etapa
dun . Ayf adicional
i |- S
J

Fonte: Producdo do autor, 2015.

Figura 16 — Etapa adicional com uso de varidveis reais.

Avaliacdo do deslocamento perturbado (Loop sobre os pts

D N duy o de integragdo
w, (b + Abj) = un,(b) + b, Ab; pti = pti+ 1

Atualizagdo das varidveis internas
e da tensdo

Xn = Xn(un(b + Ab7))

N
on = on(un(b+Ab)) L lppi = it

- J

Fonte: Produgdo do autor, 2015.
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A avalia¢@o da aproximagdo do deslocamento u®” | possui grande importan-
cia, pois a partir dela as varidveis internas do respectivo passo sio atualizadas,
ie., (op—1 € Xn—1 ) utilizando as Egs. (3.35) e (3.36). Na prética, estas va-
ridveis sdo atualizadas com o mesmo algoritmo material considerando o des-
locamento perturbado. Este procedimento se repete a cada novo incremento.

O fluxograma com detalhes referentes a implementacao do método
SA para problemas dependentes da trajetoria no software ATENAS® ¢ des-
crito na Fig. 15. Note no acréscimo de apenas uma etapa apresentada pela Fig.
16, quando comparado ao mesmo método para problemas independentes da
trajetoria. A particularizacdo para varidveis reais ou complexas depende do
procedimento adotado para calcular a variacao do vetor for¢a interna no nivel
do elemento. Para o caso real, o procedimento descrito deve ser utilizado em
conjunto com a Fig. 11.

3.2.2 Meétodo SA Baseado em Variaveis Complexas

O método SAC para esta natureza de problemas é obtido substi-
tuindo a aproximagdo via DFGC na expressdo analitica Eq. (3.30), isto é

du, .. Im [p(b+ iAbj)]  Im[Ayfnl,]

db; T |Hn Ab; T A ’ (3.38)

onde

seguido pelo mesmo procedimento previamente apresentado na Secdo 3.2.1.

Comparado ao método SAC para problemas independentes da traje-
téria na Secdo 3.1.3, o custo de armazenamento neste caso € um pouco maior,
pois é necessdrio alocar um vetor complexo global para cada varidvel interna
para salvar o histérico da mesma. Contudo, as operacdes realizadas sob as va-
ridveis complexas ainda se restringem ao nivel local. A implementagao deste
método no software ATENAS® ¢ descrita pelos fluxogramas das Figs. 12, 15
e 16, substituindo as devidas perturbacdes reais por complexas na Fig. 16.
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4 EXEMPLOS E APLICACOES

Este capitulo visa aplicar e comparar os diferentes métodos de avali-
acdo da sensibilidade apresentados no Capitulo 3. Com a finalidade de realizar
uma comparagao justa entre os diferentes procedimentos SA, ambos sdo im-
plementados dentro do mesmo c6digo de elementos finitos com exatamente as
mesmas operacdes algoritmicas. Isto possibilita levantar os aspectos positivos
e negativos relacionados a cada um. Os exemplos abordados na sequéncia sdo
construidos para que possibilitem o surgimento de patologias e dificuldades
descritas na literatura. Como referéncia futura, o termo “faixa de acuracia” é
utilizado para intervalos de perturbacdo onde o erro é continuamente igual ou
inferior a 0.1%.

A Secao 4.1 trata do exemplo de uma viga modelada com elementos
de barra construido de forma que a estrutura seja dominada por rotacdo de
corpo rigido. Isto cria uma situag@o adequada para avaliar a patologia pre-
sente nos métodos SAR. Uma proposta similar a esta é dada por Stahlschmidt
(2013). Contudo, o presente estudo visa aprofundar as discussdes ja feitas e
levantar novos aspectos dos procedimentos SA que até o momento nio fo-
ram abordados. A Se¢do 4.2 investiga o problema de uma barra elastoplastica
linear sujeita a um carregamento axial. Este exemplo € escolhido para dois
propdsitos bem definidos. Validar o procedimento SA para problemas depen-
dentes da trajetdria e investigar o comportamento em situagdes com descon-
tinuidade dos coeficientes de sensibilidade. A Se¢do 4.3 tem como objetivo
verificar a generalidade do procedimento de atualizag¢des das varidveis inter-
nas através de um exemplo considerando plasticidade e dano. A Secdo 4.4
tem como propdsito realizar o estudo de uma estrutura composta de células
trelicadas além do regime linear, para o qual foi projetada. Para tal, a sensi-
bilidade do médulo volumétrico em relacdo a densidade relativa é avaliada
considerando diferentes formulacdes.

4.1 VIGA MODELADA COM ELEMENTOS DE BARRA

Barthelemy e Haftka (1990) analisaram o comportamento da sensi-
bilidade da energia de deformag@o com respeito a parimetros geométricos
em uma viga modelada por células quadradas, cada uma contendo 5 barras
conforme ilustrado na Fig. 17. O niimero de células considerados em seu tra-
balho varia entre 1 e 20 sendo a sensibilidade analisada pelos métodos DFGR
e SAR.
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Figura 17 — Viga treli¢ada.

by L, =nH ‘
] 4 CI/ |
o3 5| NG !
2 7 L
1 6 ! X
. N X,

Fonte: Produgdo do autor, 2015.

Nesta Secdo, realiza-se um estudo semelhante analisando a sensi-
bilidade do deslocamento em relacdo as varidveis de projeto geométricas e
materiais. O nimero de células adotado neste problema varia entre 1 a 60 e
possui altura de H = 100mm. Ainda, de acordo com Barthelemy e Haftka
(1990), a drea dos elementos do interior da viga {2 + 5n e 3 + 5n;n € N}
sdo tomados 125 x maiores do que as demais dreas A = 7mm?2. Esta condi-
¢ao reforca a deformacao ser dominada por rotacdes de corpo rigido, criando
uma situac¢do adequada para avaliar a patologia presente nos métodos SAR.
Os valores adotados para o médulo eldstico e para o carregamento vertical
sdo dados respectivamente por E = 2.1 x 10°MPae P = —2.0 x 107°N.
Vale enfatizar que para este estudo considera-se tanto a andlise linear quanto
a andlise ndo linear geométrica. Como método de solug@o para o problema
ndo linear, utiliza-se o método de NR por controle de carregamento (MCC)
(ver Apéndice B) com tolerancia tol = 10~7.

Para o cdmputo da sensibilidade do deslocamento, adota-se o com-
primento da viga L, como parimetro geométrico. Dada uma perturbacio, as
coordenadas nodais horizontais sdo atualizadas proporcionalmente conforme
as expressoes

T
Ab; = —Aby e Aby = pLy, (4.1-4.2)
L,
onde x representa as coordenadas horizontais dos nés e ¢ o fator de perturba-
¢do variando entre 1073 e 10~?, correspondendo a uma perturbacio efetiva
de [1072%,10%]mm em 60 células. O parimetro material considerado para
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esta andlise refere-se ao médulo eldstico do elemento 1, F1. A expressdo da
perturbagdo neste caso € descrita por

Aby = @Ey, 4.3)

considerando os mesmos valores de perturbagdo ¢, implicando na perturba-
¢do efetiva de [1072°, 10| M Pa.

Os resultados obtidos em ambas as perturbagdes, geométrica e mate-
rial, sdo apresentadas primeiramente para a formulagéo linear na Se¢éo 4.1.1,
seguido pela formulagdo ndo linear geométrica na Secdo 4.1.2.

4.1.1 Formulacio Linear

Na andlise linear considera-se apenas um incremento de forca. Desta
forma, a norma ¢; do vetor sensibilidade definida por

ntn
SL=> ( ) : (4.4)

i=1
¢ utilizada como medida global, uma vez que inclui todas as componentes da
sensibilidade do deslocamento. Outra medida utilizada ao longo desta Secdo
¢ o erro relativo associado, cuja expressdo

dui
db,

dvi
db;

SL - Ref

Er =100
L X Ref )

4.5)

depende dos valores Ref, obtidos via andlise de sensibilidade utilizando o
método SAC com ¢ = 107" e cujos valores sdo apresentados na Tab. 1.

4.1.1.1 Perturbagdo na Varidvel de Forma (3 = 1;b1 = L,)

Para 5 células, a Fig. 18a mostra que a utilizagdo do método SAR-
DFF apresenta valores acurados para fatores de perturbagdo variando entre
¢ =107'2e107%, enquanto que o SAR-DFC apresenta este mesmo compor-
tamento para fatores entre ¢ = 1072 e 10~2. O método DFG apresenta uma
faixa de acurécia distinta quando comparado aos métodos SA, de ¢ = 1010
até 10~2 para DFG-DFC e de ¢ = 10~ até 10~3 para DFG-DFF. O pro-
cedimento complexo SAC mostra resultados ndo exatos somente para pertur-
bagdes maiores que ¢ = 1073, onde a aproximacio da sensibilidade corres-
ponde ndo a derivada, mas a secante.
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Figura 18 — Erro relativo para: (a) 5 células e (b) 60 células.
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Figura 19 — Faixa de acuricia dos métodos SA.
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Para 60 células, a Fig. 18b mostra que a faixa de acurdcia de to-
dos os métodos sdo reduzidos quando comparado a situagdo de 5 células.
O método SAR apresenta valores acurados para fatores de perturbacdo vari-
ando de p = 10! até 10~5 para SAR-DFC e de ¢ = 10~!2 até 10~8 para
SAR-DFF. O procedimento DFG apresenta boa qualidade nos resultados para
grandes perturbacdes, contudo a faixa de acuricia € menor do que qualquer
método SA, entre ¢ = 107> ¢ 102 para DFG-DFC e de ¢ = 107° até 103
para DFG-DFF. O método SAC mostra resultados ndo acurados somente para
fatores de perturbagdo maiores que ¢ = 10~°. De fato, este método perma-
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nece acurado para pequenas perturbagdes incluindo ¢ = 1073 (minimo
testado), onde possui uma diferenca relativa de 3.56 x 10~°% com referéncia
em p = 1073,

Conforme discussdo em torno da Fig. 18, verifica-se que a faixa de
acurécia € dependente do método empregado e do ndimero de células em ques-
tdo. O resumo dos resultados obtidos para o método SA sdo apresentados na
Fig. 19 e os casos particulares considerando ¢ = 1071 (regido ndo acurada
para os métodos SAR), 10710 (regido acurada) e 10~2 (regifio nio acurada)
sdo estudados com maiores detalhes através das Figs. 20 e 21.

Figura 20 — Numero de células versus erro relativo. Valores obtidos conside-
rando: (a) o = 1070 e (b) o = 10719,

Il (?) Il Il (t\)) Il
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.

A Fig. 20a mostra o comportamento do erro relativo em relacao ao
nimero de células considerando o fator de perturbacio ¢ = 101, cuja re-
gido ndo é acurada para os métodos SAR. Verifica-se que a curva do erro
de ambos os métodos SAR-DFC e SAR-DFF oscilam em torno do valor de
referéncia e altos valores de erros estdo envolvidos. Entretanto, os valores
obtidos via método SAC mantém-se acurados e aproximadamente exatos em
todo o dominio de andlise. A Fig. 20b mostra o comportamento do erro rela-
tivo considerando o = 10710, Para este fator, verifica-se com auxilio da Fig.
19 que trata-se de uma regido onde todos os métodos SA sdo acurados. De
fato, o erro maximo obtido pelos métodos SA ndo ultrapassa 6.35 x 10~4%.
Enquanto que o método SAC apresenta erro maximo de 1.04 x 10~8%. Note
que a escala do eixo vertical compreende uma faixa de valores muito baixos.
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Conforme citado no inicio desta secdo, este problema é construido
de modo que apresente a patologia devido a presenca da rotacdo de corpo ri-
gido. A Fig. 21 mostra o crescimento do erro conforme o aumento do niimero
de células considerando uma perturbagio de ¢ = 102, ou seja, uma pertur-
bagéo efetiva de 1% no comprimento da viga. De acordo com a Fig. 19, para
este fator todos os métodos SA ndo apresentam valores acurados.

Figura 21 — Numero de células versus erro relativo. (a) Resultados conside-
rando ¢ = 1072, (b) Detalhe para os métodos SAR-DFC e SAC.
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Nota-se que o método SAR-DFF apresenta erros de magnitude muito
mais elevados do que os demais métodos analisados, chegando a valores de
8.0 x 10*% para 60 células. Este erro passa a ser de 1.0 x 103% ao utili-
zar 0 método SAC e 1.2 x 103% ao utilizar o método SAR-DFC, valores
relativamente mais baixos se comparado ao SAR-DFF. Contudo, a taxa de
crescimento da curva via SAC € dada por um fator de 1.25x maior do que a
taxa de crescimento da curva via SAR-DFF, a qual apresenta um crescimento
quadritico (2.0), conforme indicado na literatura. O mesmo crescimento qua-
dritico também € verificado para a curva via SAR-DFC. Percebe-se ainda
que o SAC detém erros menores, daqueles obtidos via SAR-DFC, em todo o
dominio analisado.

4.1.1.2 Perturbagdo na Varidvel Material (j = 2;bs = E1)

Verifica-se através da Fig. 22 que a perturbacido do pardmetro mate-
rial resulta em pouca variagdo da faixa de acurdcia em todos os casos analisa-
dos. Em geral, os métodos SAR apresentam valores acurados para fatores de
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perturbacdo entre ¢ = 10712 ¢ 10~!. Ambas varia¢des do método DFG mos-
tram um decréscimo na faixa de acuricia em relacdo ao crescimento do nu-
mero de células, passandode ¢ = 1078 ¢ 1072 em 5 células para o = 10 % ¢
10~2 em 35 células. Os valores via método complexo SAC detém resultados
aproximadamente exatos com erro maximo de 6.9 x 10712% para todos os
fatores de perturbacio analisados, inclusive para pequenos valores tais como
© = 1073% (minimo testado).

Figura 22 — Niimero de células versus a soma da sensibilidade Sy,. Valores
obtidos considerando: (a) 5 células e (b) 35 células.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

4.1.2 Formulacao Nao Linear Geométrica

A mesma andlise realizada no caso linear € refeita, agora conside-
rando a formulacdo nao linear geométrica. Nesta formulacido considera-se
grandes deslocamentos e rotagdes, e desta forma uma andlise incremental se
faz necessdria. Sao aplicados 50 passos de carga em todos os casos € a sensi-
bilidade do deslocamento com respeito aos parametros de forma e materiais
sdo calculadas tendo como base a norma ¢; da sensibilidade, cuja expressio

ninc ntn dus dvs
Say = - L 4.6
=25 (|5 +| 5] 6)
k=1 i=1
¢ utilizada para o computo do erro relativo
Svrp — R
Enr =100 x M, 4.7

Ref
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que depende dos valores Re f, obtidos via método SAC utilizando ¢ = 10730,
cujos valores estdo apresentados na Tab. 1. As Eqs. (4.6) e (4.7) podem ser in-
terpretadas como uma extensdo das Egs. (4.4) e (4.5), respectivamente. Nesta
extensdo inclui-se a soma sobre todos os passos incrementais, considerando
desta forma o histérico da sensibilidade ao longo da aplicagdo da carga.

Figura 23 — Erro relativo para: (a) 5 células e (b) 60 células.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

4.1.2.1 Perturbagdo na Varidvel de Forma (j = 1;b1 = L,,)

Conforme a Fig. 23, o método SAR-DFC apresenta valores acura-
dos para fatores de perturbagio entre ¢ = 10713 e 1073 para 5 células e de
¢ = 1071 até 1073 para 60 células. A contraparte SAR-DFF apresenta uma
estreita faixa de acurdcia para qualquer nimero de células. Esta faixa com-
preende os fatores de ¢ = 10713 até 1076 para 5 células e de p = 10~
até 10~7 para 60 células. De modo geral, os métodos DFG proporcionam fai-
xas de acurdcia maiores e erros relativos menores quando comparados aos
procedimentos SAR. Os valores obtidos via método DFG-DFC apresentam
acurdcia para fatores entre ¢ = 107!3 e 1072 no caso de 5 células e entre
@ = 107'* e 107! para 60 células. A contraparte DFG-DFF apresenta va-
lores acurados para fatores entre ¢ = 1072 e 1072 e entre p = 1073 ¢
10~ para 5 e 60 células respectivamente. Esta figura ilustra claramente que
o método SAC detém valores acurados para todos os fatores de perturbacdes
menores do que ¢ = 102 com erro méaximo de 3.16 x 10~3% para fatores
abaixo de ¢ = 10~°. Embora ndo seja mostrado, esta caracteristica é ob-
servada para os fatores de perturbago tdo pequenos quanto ¢ = 107300, A
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diferenca relativa entre os valores obtidos para ¢ = 1073 e ¢ = 107390 ¢
de —1.02 x 10710%.

De modo similar a formulagdo linear, a faixa de acuricia depende
do método empregado e do nimero de células. Desta forma, o resumo dos
resultados obtidos via métodos SA s@o apresentados pela Fig. 24 e os casos
particulares para ¢ = 1076 (regido ndo acurada para o método SAR), 10~ 10
(regido acurada) e 102 (regido ndo acurada) sdo estudados com maiores de-
talhes através das Figs. 25 e 26.

Figura 24 — Faixa de acurécia dos métodos SA.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

Figura 25 — Numero de células versus erro relativo. Valores obtidos conside-
rando: (a) o = 1070 e (b) o = 10719,
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.
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A Fig. 25a mostra a evolugio do erro para ¢ = 1075, Enquanto que
o método SAR possui erros de grande magnitude, a alternativa via SAC apre-
senta erros abaixo de 7.12 x 10~ !1%. A Fig. 25b mostra o comportamento do
erro para ¢ = 10710, Neste caso, todos os métodos SA sdo acurados. Ambos
os procedimentos SAR oscilam em torno do valor de referéncia, apresentando
erro maximo de 1.72 x 10~4% (para 1 célula). Novamente o método SAC de-
tém resultados acurados com erros abaixo de 7.59 x 10~ 1%,

Figura 26 — Numero de células versus erro relativo. (a) Resultados conside-
rando ¢ = 10792, (b) Detalhe para os métodos SAR-DFC e SAC.
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.

A patologia associada com a rotagdo de corpo rigido também se faz
presente na formulagdo ndo linear. A Fig. 26 mostra o comportamento do
erro em relag@o ao crescimento do nimero de células considerando o fator
de perturbagdo de ¢ = 10~2. Nota-se que, diferente daquele apresentado
anteriormente considerando a formulacio linear, o erro ndo atinge magnitude
tdo elevada e o crescimento nao € tdo acentuado. Em 60 células, o método
SAR-DFF atinge erros de 1.18 x 103%, enquanto que o erro da contraparte
complexa passa a ser de —2.40%. Além disso, verifica-se que em oposi¢do
ao que acontece no caso linear, a taxa de crescimento do erro reduz com o
aumento do nimero de células. Este comportamento pode ser explicado pelo
fato de que acima de aproximadamente 30 células um nimero consideravel
de células sofrem rotagdes rigidas, conforme visualizado na Fig. 27. Logo
apos, a flexdo comega a perder importancia e a deformagao torna-se dominada
pelo alongamento e o erro da patologia se aproxima de um limite constante.
Esse fendmeno nao € verificado tdo fortemente para o método SAC e reduz a
medida que o fator de perturbagdo diminui.
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Figura 27 — Regidao dominada por rotacdo rigida para uma viga modelada uti-
lizando elementos de barra para 10, 30 e 60 células.

10 Células 30 Células 60 Células

Dominado
por rotagdo
rigida

asso 20
Passo 20

Passo 35

Fonte: Producdo do autor, 2015.

Com a finalidade de tornar este ponto ainda mais claro, as Figs. 28 e
29 mostram a evolucdo do erro da sensibilidade incremental para SAR e SAC
com ¢ = 1072, agora definidos nodalmente (sobrescrito “no”) por

no __ no
EAY =15 — Ref™| e ERY =100 x M, (4.8-4.9)
Refno
onde
duno d,UnO
n = | 4.1
Sn ( b, | |dby ) : (4.10)

e Ref™ os valores obtidos via método SAC considerando ¢ = 10730,

Nota-se que a regido do nd 14 € sujeita a deformagdes e rotagdes,
enquanto o né 62 sofre somente rotacao rigida e alongamento. Pelo fato do
método SAC admitir pequenos fatores de perturbagdo de uma maneira muito
estavel, nio é problema aplicar por exemplo ¢ = 10729, sendo este um va-
lor ndo suportado pelo SAR. Nesta situacao, os erros absolutos e relativos
méximos no né 62 sdo aproximadamente 5.9 x 1072% e 3.0 x 10~19%,
respectivamente. Em outras palavras, a patologia € eliminada.
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Figura 28 — Erros absolutos (a) e relativos (b) para nés sujeitos a muito, in-
termedidria e pouca rotacdo rigida (nés 62, 38 e 14). Resultados
utilizando o método SAR-DFF e ¢ = 1072,
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

Figura 29 — Erros absolutos (a) e relativos (b) para nés sujeitos a muito, in-
termedidria e pouca rotacdo rigida (nés 62, 38 e 14). Resultados
utilizando o método SAC e ¢ = 1072,
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.

4.1.2.1.1 Efeitos da Tolerancia e do Fator de Perturbac@o na Sensibilidade

Verifica-se que a tolerdncia utilizada para a solu¢do do processo
iterativo afeta fortemente a acurdcia da sensibilidade do deslocamento. O
mesmo € verificado para o tamanho do fator de perturbag¢éo. De modo a mos-
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trar este efeito, uma viga de 60 células é tomada como referéncia. O estudo
é realizado para os métodos SAR-DFF e SAC, e os resultados sdo compara-
dos ao DFG-DFC. Nas analises realizadas, Sy, € particularizado para o né
do carregamento (né inferior na extremidade livre) e para a carga corrente
(incremento), assim renomeado Snr.

A Fig. 30 mostra a evolugdo da sensibilidade Syr versus o des-
locamento vertical do né de carga enquanto a viga se deforma. Cada curva
refere-se a um fator de perturbagio diferente, mantendo a tolerancia fixa em
102 no procedimento iterativo. Na Fig. 30a é possivel verificar que para
¢ = 1072 a curva do via método SAC se distancia do comportamento ideal,
a0 passo que para ¢ < 10~% a curva se assemelha com a de referéncia. A
Fig. 30b apresenta a influéncia do fator de perturbag@o nos resultados via mé-
todo SAR-DFF considerando a mesma tolerincia fixa. Neste caso, somente
para fatores entre 10712 < ¢ < 107® a curva de sensibilidade reproduz o
comportamento de referéncia. Claramente, todas as curvas apresentam gran-
des erros nos primeiros passos de carga (deslocamentos inferiores, do lado
direito dos graficos), onde a rotacdo rigida afeta mais elementos e a patologia
contamina os resultados.

Figura 30 — Variacdo da sensibilidade do né da extremidade livre mantendo
tolerancia fixa em tol = 10~ via: (a) SAC e (b) SAR-DFF.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

Como ¢ = 10~ 7 mostrou levar a pequenos erros em ambos 0s mé-
todos SA, este valor é tomado constante para diferentes tolerancias no pro-
cesso iterativo. A Fig. 31 mostra as curvas resultantes para os métodos SAC e
SAR-DFF, correspondendo as Figs. 31a e 31b respectivamente. As curvas de
sensibilidade obtidas via método SAC utilizando as tolerancias 10~8 e 10~°
sdo praticamente indistinguiveis, exceto para os dois primeiros incrementos.
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Figura 31 — Variacdo da sensibilidade do n6 da extremidade livre mantendo
perturbacdo fixada em 10~7 via: (a) SAC e (b) SAR-DFF.
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.

O método SAR-DFF mostra um comportamento similar, contudo as curvas
obtidas para as tolerancias 1078 e 10~ diferem visualmente uma da outra
nos primeiros 8 incrementos.

4.1.2.2 Perturbagdo na Varidvel Material (j = 2;b2 = E)

Assim como no caso linear, a perturbacio no parametro material pro-
porciona grandes faixas de acuricia nos casos analisados. Resumidamente,
verifica-se que todos os métodos SAR apresentam valores acurados para per-
turbacdes variando entre ¢ = 10~!* e 10!, Os métodos DFG apresentam
faixas de acurécia ligeiramente reduzidos se comparado com os métodos SA,
entre ¢ = 107 e 1073, O método complexo SAC mostrou mais uma vez
ser praticamente exato (erros da ordem 107 '2%) em todos os valores de
perturbacdo do dominio analisado, inclusive para pequenos fatores tal como
¢ = 1073% (minimo testado).

4.2 BARRA ELASTOPLASTICA

A andlise da sensibilidade de problemas que possuem comporta-
mento elastopldstico necessita de atengao especial por tratar de um problema
tipico de dependéncia da trajetéria. Para esta natureza de problemas, o estudo
das descontinuidades dos coeficientes da sensibilidade aparecem em desta-
que em diversos trabalhos da literatura (TSAY; CARDOSO; ARORA, 1990b;
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LEE; ARORA, 1995; KLEIBER; KOWALCZYK, 1996; CONTE; VIJALA-
PURA; MEGHELLA, 2003).

Figura 32 — (a) Barra sujeita a carregamanto axial. (b) Relagdo material da
respectiva barra.

(@)

Fonte: Producdo do autor, 2015.

A descontinuidade da sensibilidade tem origem devido a um nimero
finito de comutagdes entre estados materiais, ou seja, entre estado eldstico e
pléastico ou vice-versa (KLEIBER et al., 1997). Ela pode ocorrer para diferen-
tes pardmetros nos pontos limites dos estados materiais. Com o objetivo de
investigd-la, considere uma barra elastoplastica geometricamente linear su-
jeita a um carregamento axial, conforme ilustrado na Fig. 32a, cuja relacdo
tensdo-deformacio € representada na Fig. 32b. Nesta figura, P, indica os pon-
tos de comutagdo onde as descontinuidades podem ocorrer. Suponha também
que a barra estd sujeita tanto a carregamento quanto descarregamento. A partir
de destas consideragdes, Tsay, Cardoso e Arora (1990b) e Lee e Arora (1995)
apresentam a expressdo analitica da sensibilidade, descrita na sequéncia.

1. Se a carga aplicada P encontra-se no regime eldstico (regido entre os
pontos o e p na Fig. 32b), o deslocamento da barra é descrito pela ex-

pressao
PL
= — 4.11
w= 2o @.11)
e diferenciando-o com respeito as variaveis de projeto E, A, L e P,
obtém-se
LdP+ PdL. PL (dE dA
— - =) 4.12
du FA FA ( B A) (4.12)
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2. Se a carga aplicada P situa-se no regime plastico (regido entre os pon-
tos p e q da Fig. 32b), o deslocamento € entdo descrito por

~ Eu, _LP
A Yo

(4.13)

onde Er refere-se ao mddulo tangente elastoplastico e uy, = oy L,/ E
ao deslocamento do ponto de escoamento. Diferenciando a Eq. (4.13)
com respeito as varidveis de projeto £, Ep, E, L, u,, P e A, obtém-se

s — (1 E\ g _wdE, LdP | PdL
vo= YT Tp T AB; T AEr

LPdA LP\ dETr
—_ Fu,— — | —= 4.14
AQE ( Yy A ) ET2 Y ( )
onde
o,dL  o,LdE
duy = yE — yE2 . (4.15)

3. A carga no caso anterior atinge seu valor maximo em P,,,x, com des-
locamento correspondente umax. O descarregamento segue trazendo a
barra para o estado de descarga eldstico (regido entre os pontos p e r
da Fig. 32b). Desta forma, o deslocamento é dado através de algumas
manipulacdes por

Er LP
u = (1 - f) (umax - ’U;y) + E (416)

Entdo, a variagcdo do deslocamento em relagdo as varidveis de projeto
E,Er,P, L, E, umas, uy € A, é obtida diferenciando a Eq. (4.16),

ErdE  dEr
du = ( E2 - T) (umax - uy) +

E
+ (1 — fT) (dumax — duy) +

LdP +PdL PL (dE dA
+T‘ﬂ(f+7)- (@.17)

As Eqgs. (4.12), (4.14) e (4.17) referem-se as expressdes da sensibilidade do
deslocamento obtidas analiticamente. Os termos dependentes do histdérico na
andlise de sensibilidade estdo presentes em dumax € diy.
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Figura 33 — (a) Deslocamento da barra. (b) Sensibilidade do deslocamento
com respeito a drea da se¢do transversal.
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Fonte: Produg@o do autor, 2015, baseado em Lee e Arora (1995, p. 34).

Com o intuito de mostrar graficamente a descontinuidade da sensi-
bilidade, as expressdes da sensibilidade anteriormente descritas sdo particu-
larizadas para a variag@o na drea da secdo transversal. O deslocamento u no
ponto de escoamento € obtido substituindo a expressdo da carga correspon-
dente P, = 0,A na Eq. (4.11) ouna Eq. (4.13)

_PL
~ EA

onde — e + indicam a direcdo negativa e positiva de mudanca, respectiva-
mente. Neste caso, o deslocamento é C° continuo como ilustrado na Fig. 33a.
Esta figura é obtida considerando os valores: £ = 2000Pa, K = 105Pa,
oy = 50Pa, L =1 x 10*mm e P, = 50N. Por outro lado, os coeficientes
da sensibilidade apresentam descontinuidade no ponto de escoamento, uma
vez que

- _ +

u (4.18)

dw__BL
dA  EA?

P,L  dut
#‘m* A (4.19)

conforme Fig. 33b. Esta descontinuidade segue do fato de que neste ponto nao
existe derivada definida'. Vale ressaltar que se a relacfio constitutiva apresen-
tar comportamento suave (sem picos) entre as transi¢des de estados materiais
esta descontinuidade € eliminada.

" Da propriedade de limite, uma fungdo terd uma derivada em um ponto se, e somente se,

houver derivadas a direita e a esquerda neste ponto e se essas derivadas laterais forem iguais
(THOMAS, 2009, p.150).
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A sensibilidade na vizinhanga de P, é facilmente obtida quando a
expressao analitica € conhecida, porém como discutido anteriormente tal ex-
pressdo torna-se particular ao problema e por vezes, de dificil obtencdo. O
apelo natural nesta situagao € a utilizagdo de métodos numéricos, os quais de-
vem ser capazes de descrever a descontinuidade adequadamente. A préxima
secdo tem por objetivo a aplicacdo dos métodos DFG e SA comparando-os
com a solucdo obtida de forma analitica.

4.2.1 Aplicacao dos Métodos Numéricos

Considere novamente a barra elastopldstica linear sujeita ao carre-
gamento axial ilustrado na Fig. 32, agora adotando as seguintes dimensdes e
propriedades materiais: A = 1 x 10mm2, L = 1 x 10*mm, P* = 100 N,
E = 2000Pa, 0y = 30Pa e K = 4000Pa. A sensibilidade do desloca-
mento € avaliada utilizando os métodos DFG, SAR e SAC juntamente com o
método analitico. Como método de solucdo, opta-se por utilizar o método de
NR por controle de carregamento (MCC) (ver Apéndice B) com tol = 10~
e ninc = 100 incrementos de carga. Os incrementos de carga sdo definidos
como

AP* +1 ,sen = 30 p*
AP = —AP* ,sen > 61 e AP"=— (4.20-4.21)
AP* , demais casos nince

onde v refere-se ao fator utilizado para aproximar a carga aplicada do ponto
de escoamento, ilustrado na Fig. 34. Assumindo por exemplo, ¢ = 107! e
) = 1072 obtém-se no passo n = 30 as cargas P = 30.1 N e P = 30.01 N,
respectivamente. A definicao do incremento de carga adotada € utilizada para
aproximar-se tanto quanto possivel do ponto de escoamento, criando uma
“situagdo limite”. Isto possibilita avaliar as derivadas laterais tdo préximas
quanto possivel®.

4.2.1.1 O Método Ideal

O método “idealizado” deve ser capaz de avaliar o coeficiente da
sensibilidade no extremo de um mesmo estado material. A Fig. 35a mostra
que o deslocamento perturbado se mantém no mesmo estado material do des-
locamento original u« (Estado A), enquanto que na Fig. 35b o deslocamento
perturbado invade outro estado (Estado B), ocasionando erros na avaliacido

2 Esta aproximagdo é limitada pela precisio, conforme discussdo na segdo 3.1.2
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Figura 34 — Detalhe do incremento da forca aplicada.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

da sensibilidade. Para que isto ndo ocorra, o fator de perturbagdo empregado
deve ser pequeno de tal forma que mantenha a estrutura perturbada no es-
tado original. Nesta figura, adota-se o sobrescrito (.)?* para indicar que ( )
encontra-se perturbado e u,, refere-se ao deslocamento da transi¢io do estado.

Figura 35 — Procedimento idealizado para o computo da sensibilidade.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

4.2.1.2  Perturbagdo na Area da Secéo Transversal (j = 1;b; = A)

A drea da sec@o transversal da barra A € considerada como varidvel
de projeto para o computo da sensibilidade do deslocamento. A perturbagio
desta varidvel é dada conforme

Aby = pA, (4.22)

onde ¢ varia no intervalo [1073% 10~!]. Adota-se como medida de erro a
expressdo da Eq. (4.7), baseada na norma ¢; da sensibilidade do deslocamento
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na direcao horizontal do n6 da extremidade livre

ninc

SNL:Z

k=1

du

4.2
b, (4.23)

)

sendo Ref = 26.5382500 o valor de referéncia obtido via método analitico.

A Fig. 36a mostra a curva da sensibilidade do deslocamento em rela-
¢do a drea da segdo transversal utilizando a expressdo analitica e ¢) = 10715,
Em analogia a Fig. 32, a regido anterior ao passo n = 29 refere-se a regido
eléstica localizada entre os pontos o e p, a regido entre os passos n = 29 e
n = 60 faz referéncia a regido entre os pontos p e ¢, € a regido entre 0s passos
n = 61 e n = 100 a regido entre os pontos g e 7. Verifica-se a ocorréncia
da descontinuidade dos coeficientes na transi¢do do regime eldstico para o
plastico (entre os passos n = 29 e n = 30). N@o h4 indicios deste comporta-
mento na transi¢ao do regime pldstico para o eldstico (entre os passos n = 60
e n = 61). Vale ressaltar que sob carga monot6nica, nao hé necessidade de
utilizar o procedimento de atualizagdes das varidveis internas para os méto-
dos SA, pois neste caso o problema torna-se independente da trajetéria (LEE;
ARORA, 1995). Na Fig. 36b verifica-se que até o passo 60 (regido de carre-
gamento) os coeficientes obtidos correspondem ao obtido analiticamente.

Figura 36 — (a) Coeficientes de sensibilidade analiticos. (b) Coeficientes de
sensibilidade obtidos via método SAC desconsiderando a atuali-
zacdo das varidveis internas.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

As Figs. 37 e 38 mostram o comportamento da sensibilidade Sy,
obtida ao longo dos fatores de perturbagio utilizando ¢ = 10~ e ) = 10714,
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Figura 37 — (a) Sensibilidade do deslocamento Sy 1. (b) Erro relativo consi-
derando ¢ = 1071
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

Verifica-se que os métodos SAR apresentam larga faixa de acurécia, cujos va-
lores permanecem quase que inalterados quanto a diminui¢do dos fatores de
aproximagdo. Esta faixa se estende para fatores entre o = 10713 ¢ 1072 para
SAR-DFC e entre ¢ = 102 e 1073 para SAR-DFF, com erro minimo de
—4.34 x 107"% em 1 = 10~ *. O método SAC detém resultados pratica-
mente exatos, com erro maximo da ordem de 10~ 4% em todo o dominio de
andlise. O comportamento verificado para o método SA ndo se mantém para
o método DFG. Neste caso, a faixa de acuricia é reduzida gradativamente,
passando de acurado para fatores entre ¢ = 1073 e 1073 em v = 107},
para fatores entre ¢ = 1072 e 10 % em ¢ = 10~7. Em ¢ = 10~'% 0 mé-
todo DFG nio possui valores acurados, com erro minimo de —0.14% para
DFG-DFC e de —0.28% para a contraparte DFG-DFF.

A fonte de erro do método DFG se deve aquela anteriormente dis-
cutida na secdo 4.2.1. As Figs. 39a e 39b mostram respectivamente os coefi-
cientes da sensibilidade obtidos mediante utilizacdo dos métodos SA e DFG,
considerando, sem perda de generalidade, ¢» = 1077 e ¢ = 10~%. Atra-
vés da regido em destaque da Fig. 39b nota-se que o método DFG néo des-
creve adequadamente a descontinuidade. Neste caso, os erros passam a ser
de —16.66% e de —33.33% no passo n = 30 para DFG-DFC e DFG-DFF,
respectivamente.
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Figura 38 — (a) Sensibilidade do deslocamento Sy 1. (b) Erro relativo consi-
derando v = 10714,
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0

Figura 39 — Coeficientes de sensibilidade via: (a) Métodos SA. (b) Métodos
DFG. Valores obtidos paray) = 10~ e p = 1074,
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.

A Fig. 40a mostra o erro relativo do método SAR-DFF avaliado em
cada passo incremental. Quando a barra é submetida ao descarregamento o
erro cresce rapidamente e nos passos seguintes este erro é acumulado. Este
erro estd associado com a etapa de atualizagdes das varidveis internas. Con-
tudo, vale ressaltar que a medida que o fator de perturbacao € reduzido o erro
decresce rapidamente. Nos demais métodos SA, este comportamento nao é
identificado conforme ilustrado na Fig. 40b.
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Figura 40 — (a) Erro via método SAR-DFF para 1) = 10~!. (b) Erro via mé-
todos SAR-DFC e SAC parat) = 1071 e p = 1072,
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.
4.3 SNAP THROUGH

O snap-through é um tipico exemplo que envolve ndo linearidade
geométrica. Este problema tem sido objeto de estudo de diversos autores, en-
tre eles Crisfield (1991), Stahlschmidt (2013), Suzuki e Muifioz-Rojas (2014).
A Fig. 41 ilustra a geometria da estrutura em questdo munida das seguin-
tes dimensdes e propriedades materiais: £ = 21GPa, 0, = 150M Pa,
A = Tmm?. O enfoque deste exemplo consiste em analisar a sensibilidade do
deslocamento do n6 2 em relagao a diversas varidveis de projeto, incluindo os
pardmetros de dano. Para melhor visualizag¢do dos resultados, todos os dados

nas figuras que envolvem deslocamento, forca e sensibilidade sdo multiplica-
dos pelo fator —1.

Figura 41 — Problema snap-through.
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.
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4.3.1 Analise Inicial do Problema

Os métodos de solugdo para problemas nio lineares baseados em
controle de forca como por exemplo o MCC, nio descrevem a regido insta-
vel da curva deslocamento versus carregamento (ver Apéndice B). Assim, é
necessdrio utilizar um método de solucdo alternativo. O software ATENAS®
2.0 possui implementado o método do controle de deslocamentos generaliza-
dos (GDCM) para solugdo de problemas nio lineares. Contudo, sua utilizagio
apresenta dificuldades ao comparar os métodos de sensibilidade, visto que o
passo utilizado pelo método € automético implicando em pontos distintos na
andlise. Desta forma, implementa-se no software ATENAS® 1.0 0 método de
NR baseado em controle de deslocamento (MCD). Porém, por tratar de um
método com deslocamento prescrito ndo sdo empregados os métodos DFG,
uma vez que a sensibilidade do deslocamento torna-se nulo. Isto ndo afeta os
métodos SA, pois a perturbagiio na forca interna ocorre apds a convergéncia’.

Figura 42 — Método de solucao por Newton-Raphson. (a) MCC e (b) MCD.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

Para fins ilustrativos, a Fig. 42 apresenta a curva de equilibrio da es-
trutura utilizando o método de solugdo de NR baseado em controle de forga
e deslocamento para o caso eldstico. Ressalta-se que ambas as curvas fazem
sentido fisicamente. Na Fig. 42a, o salto do snap-through representa que ha
uma regio em que um pequeno acréscimo de forca resulta num grande deslo-
camento, um “solavanco” na estrutura. Para obter a curva da Fig. 42b aplica-
se uma for¢ca com sentido oposto na regido instdvel, em outras palavras, €

3 0O deslocamento é imposto até a convergéncia, e uma vez convergido, a forca interna é per-

turbada mantendo as demais varidveis constantes. A partir disto, verifica-se o quanto o des-
locamento € afetado por esta perturbag@o.
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Figura 43 — (a) Estado da barra. (b) Posicdo no equilibrio no caso eléstico.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

necessdrio segurar a estrutura para que ndo ocorra o “solavanco”. A Fig. 43
associa o estado da barra com sua posicao na curva de equilibrio estético.

A Fig. 44 ilustra as curvas de equilibrio para diferentes mddulos
de encruamento K. Nestas curvas, o comportamento pléstico estd presente
desde o primeiro passo, com a barra no regime de compressao. Verifica-se a
forte influéncia deste fator no equilibrio, pois a medida que o mesmo dimi-
nui, menores sao as forgcas necessarias para que ocorra o snap-through. Além
disso, a posi¢@o horizontal dos pontos limites da curva também se alteram,
isso serd util para futuras discussdes. O mesmo ocorre considerando o dano,
conforme ilustrado pela Fig. 45 para diferentes parametros » com s = 1.0,
K =10GPa, D, = 0.9 e e?P = 0.0 fixos*.

Deste ponto em diante, adota-se por conveniéncia e puro teor acadé-
mico, os pardmetros: K = 10GPa, s = 1.0, r = 2.5M Pa, ePD = 0.07e
D, =0.5.

4.3.2 Analise da Sensibilidade

O estudo da sensibilidade do deslocamento é realizado considerando
a formulacdo ndo linear geométrica com grandes deslocamentos e rotacdes,
plasticidade e dano. Isto evidencia a dependéncia da trajetéria. Sdo aplicados
ninc = 100 passos de deslocamento no intervalo entre 0 e 300mm, onde
fazem-se presentes situa¢des com carga e descarga. A medida global da sen-

4 Parimetros adotados para finalidade académica.



4.3. SNAP THROUGH 101

Figura 44 — Curvas de equilibrio para diferentes valores de K.
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Figura 45 — Curvas de equilibrio para diferentes valores de r.
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sibilidade do deslocamento do né 2 é obtida com base na norma ¢; vide Eq.
(4.6), utilizada para o computo do erro relativo via Eq. (4.7). Os valores de re-
feréncia Ref sdo obtidos pelo método SAC com ¢ = 10739 ¢ tol = 104,
conforme Tab. 2. Os fatores de perturbacdo ¢ considerados neste problema
variam no intervalo [107300 10~1].
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Tabela 2 — Valores de referéncia para o exemplo snap-through.

idvel . . El lasti
Varlaye de Eléstico Elastoplastico astoplastico
projeto com dano

Coordenada  201.54736704324 120.29973974402 131.43811404184

Area 2556003.1794126  1678991.3259102  2139699.8532485
r - - 4.26354686x 10~
s - - 2.3183533059041

Fonte: Producdo do autor, 2015.

4.3.2.1 Perturbagcdo na Coordenada (j = 1;b1 = x2)

Nesta secdo, adota-se a coordenada horizontal da barra como pa-
rAmetro para o computo da sensibilidade do deslocamento. As coordenadas
horizontais sdo perturbadas conforme as expressao

Aby = px, 4.24)

onde x representa as coordenadas horizontais e ¢ o fator de perturbacio va-
riando entre [107309,1071].

No caso eldstico, a Fig. 46a mostra os coeficientes da sensibilidade
do deslocamento utilizando o método SAC e fator ¢ = 1073, Os picos
que ocorrem em aproximadamente 60mm e 200mm referem-se aos pontos
limites da curva de equilibrio (pontos B e D da Fig. 43). Vale ressaltar que
a origem destes picos se deve a singularidade da matriz de rigidez’. O erro
relativo dos métodos SA ao longo dos fatores de perturbagao sdo apresentados
na Fig. 46b. Verifica-se que os métodos SAR apresentam acurécia para fatores
entre ¢ = 1073 e 10~2 para SAR-DFC com erro minimo de —2.53 x 10~°%
em o = 1075, e entre ¢ = 107!3 ¢ 10~* para a contraparte SAR-DFF com
erro minimo de —2.99 x 107%% em ¢ = 10~%. O método complexo SAC
possui uma larga faixa de acurécia, compreendida entre ¢ = 1073% ¢ 1072
com erro maximo da ordem de 10~ 4% para fatores de perturbaciio menores
que o = 1077,

O comportamento dos coeficientes da sensibilidade considerando a
plasticidade sdo apresentados na Fig. 47a. Os picos que ocorrem em apro-
ximadamente 60mm e 170mm, estdo relacionados com 0s novos pontos li-
mites da curva de equilibrio conforme Fig. 44. A plastificacdo por compres-
sdo tem inicio logo no primeiro passo e em aproximadamente 235mm ha

5 Efetivamente, a matriz de rigidez nio é singular nestes pontos analisados, entretanto a pro-

ximidade do ponto limite exato faz com que a rigidez tenda a ser singular
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Figura 46 — (a) Coeficientes da sensibilidade obtidos ao longo do desloca-
mento vertical. (b) Erro relativo dos métodos SA. Variacdo na
coordenada. Caso eldstico.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

uma pequena mudancga nos coeficientes da sensibilidade devido ao inicio da
tragcdo. Os erros dos métodos SA sdo mostrados na Fig. 47b. Note que hd
redugdo na faixa de acurdcia dos métodos quando comparado ao caso pu-
ramente eldstico. Os métodos SAR apresentam valores acurados para os fa-
tores entre ¢ = 1013 ¢ 104, com erro minimo de —3.25 x 107%% em
¢ = 10~® para SAR-DFF. Novamente, o método complexo SAC mostra-se
praticamente exato em quase todo dominio de andlise com erro mdximo da
ordem de 10~14% para fatores abaixo de ¢ = 1078,

A Fig. 48 ilustra o comportamento da sensibilidade do deslocamento
considerando o dano. O limiar de dano e?? = 0.07 é atingido no passo
n = 26 com deslocamento aproximado 78mm, i.e., até este patamar os coefi-
cientes das Figs. 47 e 48 coincidem. Diferentemente do caso elastopldstico, ha
também o surgimento de uma descontinuidade em aproximadamente 235mm
devido a transi¢do do regime de compressdo para tragdo. Tratando das faixas
de acurécia, nota-se uma pequena diminui¢do quando comparado aos casos
anteriores, passando a ser de ¢ = 10712 e 10"% e entre ¢ = 1073 e 1076
para SAR-DFC e SAR-DFF, respectivamente. O método SAC detém valo-
res acurados para fatores entre ¢ = 10730 e 1074, com erros da ordem de
10~ 3% para p < 1077,

A Fig 49 mostra o resumo das faixas de acurdcia dos métodos SA
obtidos no decorrer desta secdo. Ressalta-se que na avaliacdo da sensibili-
dade via SAR considerando os fatores de perturbagio ¢ = 107! e p = 1072,
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houve o surgimento de valores ndo definidos NaN, advindos do processo ite-

rativo material. No caso complexo, este comportamento nao foi identificado.

Figura 47 — (a) Coeficientes da sensibilidade obtidos ao longo do desloca-

mento vertical. (b) Erro relativo dos métodos SA. Variacdo na

coordenada. Caso elastoplastico.
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Figura 48 — (a) Coeficientes da sensibilidade obtidos ao longo do desloca-
mento vertical. (b) Erro relativo dos métodos SA. Varia¢do na
coordenada. Caso elastoplastico acoplado ao dano.
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Figura 49 — Faixa de acuricia dos métodos SA. Perturbagdo nas coordenadas

horizontais.
El4stico I S S

o SAR-DFC
Elastopldstico x| s SAR-DFF
Dano ST Er + SAC
Regido nao acurada } -
para os métodos SAR Regido ndo acurada

Regido acurada
32 28 -24 -20 -16 -12 -8 -4 0
Fator de perturbacao (log)

Fonte: Produgdo do autor, 2015.

4.3.2.2  Perturbacdo na Area da Secdo Transversal (j = 2;by = A)

Nesta se¢do, a drea da secdo transversal da barra é utilizada como
parimetro para o célculo da sensibilidade do deslocamento, atualizada con-
forme Eq. (4.22). O estudo aqui realizado € semelhante ao descrito na se¢ao
4.3.2. A formagao de picos, devido aos pontos limites da curva de equilibrio,
se mantiveram em todos os casos analisados. Contudo, houve alteragdo na
magnitude, no sentido de crescimento da curva da sensibilidade e na regido
de acurécia apresentada por cada método.

Figura 50 — (a) Coeficientes da sensibilidade ao longo do deslocamento ver-
tical. (b) Erro relativo dos métodos SA. Variacdo da area. Caso
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.
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As Figs. 50, 51 e 52 mostram a sensibilidade obtida ao longo do des-
locamento, bem como o erro em cada fator de perturbagdo considerando a for-
mulagdo eléstica, elastopléstica e elastopldstica com dano, respectivamente.
De modo geral, o método SAC detém resultados acurados com erros da ordem
de 10~*% em quase todo dominio analisado. Os métodos SAR apresentam
erros mais elevados, com minimo de —1.10 x 107°% em ¢ = 1079 para
SAR-DFF na formula¢do com dano.

Figura 51 — (a) Coeficientes da sensibilidade. (b) Erro relativo dos métodos
SA. Variagdo da drea. Caso elastoplastico.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

Figura 52 — (a) Coeficientes da sensibilidade. (b) Erro relativo dos métodos
SA. Variagdo da drea. Caso elastoplastico acoplado ao dano.
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.
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O resumo das faixas de acurdcia dos métodos SA € descrito na Fig.
53. Verifica-se a redugdo dos intervalos ao considerar elastoplasticidade e
elastoplasticidade acoplada ao dano, quando comparado apenas com a elasti-
cidade. O caso particular para a formulagdo com dano e ¢ = 1071° (regido
ndo acurada para o SAR) € apresentada pela Fig. 54. O detalhe X mostra
que os coeficientes obtidos via método SAR ndo reproduzem corretamente o
comportamento da curva de referéncia.

Figura 53 — Faixa de acurdcia dos métodos SA.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

Vale ressaltar que todos os métodos SA apresentam valores indefi-
nidos NaN para fatores de perturbacdo mais elevados. Para os métodos SAC
e SAR-DFC, este comportamento surge para ¢ = 10~!, enquanto que para
SAR-DFC este valor passa a ser ¢ = 1072,

4.3.2.3  Perturbagcdo nos Pardmetros de Dano (bs = r;b4 = s)

As varidveis de projeto considerados nesta se¢do referem-se aos pa-
rametros do dano. As expressdes das perturbagdes r e s sdo dadas respectiva-

mente por
Abs = or e Aby = s, (4.25-4.26)

com ¢ variando no intervalo [107309 1071].

A Fig. 55a mostra a curva dos coeficientes de sensibilidade do deslo-
camento com relagdo a variacdo do pardmetro de dano 7, obtidos via método
SAC com ¢ = 1073%_ Devido ao limiar de dano adotado, a sensibilidade do
parametro r € nulo até aproximadamente 78mm. A mudanga do comporta-
mento na transi¢ao do estado de compressao para a tragdo também € evidente
em 235mm. A partir da Fig. 55b verifica-se que o método SAR apresenta acu-
rdcia entre os fatores ¢ = 10713 ¢ 10~7 com erro minimo de —1.08 x 1075%
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em ¢ = 1071%, O método SAC apresenta valores acurados entre ¢ = 10730
e 1075, com erros abaixo de 10~ 13% para ¢ < 10710,

Figura 54 — Coeficientes de sensibilidade via método SA. Resultados para
¢ = 1071 considerando elastoplasticidade acoplada ao dano.
Regido ndo acurada para os métodos SAR.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

Figura 55 — (a) Coeficientes da sensibilidade ao longo do deslocamento ver-
tical. (b) Erro relativo dos métodos SA. Varidavel de dano r.
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.

A magnitude dos coeficientes obtidos para o parametro s de projeto
¢ da ordem de 10° x maior do que o obtido com a variacdo do parimetro r,
conforme Fig. 56a. O sentido de crescimento também € alterado, embora o
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Figura 56 — (a) Coeficientes da sensibilidade ao longo do deslocamento ver-
tical. (b) Erro relativo dos métodos SA. Varidvel de dano s.
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Fonte: Producdo do autor, 2015.

comportamento seja semelhante. A partir da Fig. 56b, o método SAR-DFC
detém valores acurados para fatores entre ¢ = 1072 e 10~* com erro mi-
nimo de —1.88 x 1077% em ¢ = 1075, enquanto que para a contraparte
SAR-DFF, este comportamento é verificado para fatores entre ¢ = 107! e
107 com erro minimo de —1.04 x 107%% em ¢ = 10~°. Novamente, o
método complexo mostra-se acurado para fatores abaixo de ¢ = 10~* e com
erro méximo da ordem de 10~ 3% para < 1077,

4.4 MATERIAL CELULAR PERIODICO

Materiais porosos constituidos de células trelicadas (MCCT) perten-
cem a uma familia de estruturas celulares ultra-leves compostas por barras
distribuidas por um padrdo periddico. Estes materiais possuem interessantes
propriedades termofisicas e mecénicas, tal como grande razdo rigidez/peso
e elevada capacidade de absor¢do de energia de deformacao no impacto, as
quais sdo ajustadas modificando a arquitetura da célula de repeti¢ao. Devido
a periodicidade, os MCCT exibem baixa dispersdo em suas propriedades fi-
sicas, 0 que em vdrias situacdes garante larga vantagem sobre os materiais
celulares tradicionais como a espuma metalica (GUTH, 2012; GUTH; LUER-
SEN; MUIOZ-ROIJAS, 2012; GUTH; LUERSEN; MUAOZ-ROJAS, 2015).
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Figura 57 — (a) Célula unitaria composta por elementos de barra. (b) Material
periddico obtido pela translacdo da célula unitaria. (c) Material
da Fig. 57b rotacionado em 45°.

Fonte: Produgdo do autor, 2015.

O propésito desta se¢do consiste em estudar um MCCT projetado
para operar dentro do regime linear, quando sujeito a condi¢cdes de ndo li-
nearidade geométrica ou material. Para esta finalidade, utiliza-se o material
celular ilustrado na Fig. 57a projetado para maximizar o médulo volumé-
trico mantendo a isotropia mecanica (GUTH, 2012). Esta célula possui as
seguintes dimensdes e pardmetros materiais®: £ = 210G Pa, K = 150G Pa,
oy = 1500M Pa, s = 1.0, = 80M Pa e ambos os lados medindo 100mm/’.
As dreas, conectividades e coordenadas nodais sdo descritas na Tab. 3. A Fig.
57b apresenta a estrutura periddica gerada a partir da célula inicial utilizando
translacao, enquanto que a Fig. 57c a apresenta rotacionada em 45°. Nesta
configuragdo verifica-se visualmente que hd simetria geométrica. Ressalta-se
que a sobreposicao das barras resultam na soma das respectivas dreas.

O material periddico IT adotado para realizar este estudo é composto
de 10 x 10 células (semelhante Fig. 57b). Considere a sub-regido I' gerada
pelo arranjo de 4 x 4 células situada ao centro de II. O carregamento P e as
condi¢des de contorno sdo ilustradas na Fig. 58a. A Fig. 58b descreve a con-
figurac@o da estrutura apds a aplicacdo da forga obtida considerado a formu-
lag@o linear. Com o intuito de minimizar o efeito de borda, os deslocamentos
e deformagdes (necessdrios para estudos posteriores) sdo obtidos pela média
dos valores avaliados na fronteira de I' (OI"). Esta escolha reduz as oscilagdes
destas medidas quando comparado as avaliadas na fronteira de IT (OII) (HA-
VEROTH, 2015). Os detalhes X e W na Fig. 58b mostram graficamente os
efeitos gerados em OII e em OT', respectivamente. A partir deste momento,

6
7

Os parametros adotados correspondem a propésitos puramente académicos.

As dimensdes utilizadas para a célula sdo irrelevantes desde que a densidade relativa seja
mantida, visto que rigorosamente a dimensao da célula deve tender a zero quando comparada
com a escala macroscépica (HASSANI; HINTON, 1998).
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Tabela 3 — Areas, conectividades e coordenadas nodais da célula unitaria.

2

Elemento  Area mm Conect. Elemento  Area mm? Conect.
1 9.669613 1 2 29 9.272591 8 5
2 7.722314 2 4 30 8.175303 10 16
3 7.851381 4 3 31 9.669613 16 14
4 9.691293 3 1 32 9.132902 14 5
5 7.652776 1 4 33 10971773 5 16
6 11.463591 2 3 34 8.329162 10 14
7 10.730236 2 6 35 10.673757 15 18
8 7.723244 6 7 36 8.598719 18 12
9 15.681691 7 4 37 14.323816 12 9
10 9.443370 2 7 38 12.153701 9 18
11 12.153224 6 4 39 10.634020 15 12
12 8.664491 6 9 40 8.876196 18 17
13 14.114726 9 7 41 12.295989 17 12
14 11.518608 6 9 42 9.367847 12 18
15 9.313528 6 7 43 12.041171 18 17
16 9.144346 6 13 44 9.132902 18 20
17 9.691293 13 15 45 9.144346 20 19
18 8.102212 15 9 46 8.840667 19 17
19 10.943938 6 15 47 8.322829 17 20
20 8.304048 13 9 48 10.021312 18 19
21 15.679358 4 8 49 14.203331 10 11
22 7.708146 8 5 50 8.735145 11 19
23 10.673757 5 3 51 10.730236 19 16
24 9.481101 3 8 52 12.132112 10 19
25 12.061977 4 5 53 10.647780 11 16
26 14.104930 8 10 54 12.305260 11 17
27 8.674716 10 5 55 9.439316 11 19
28 11.557651 5 10 56 12.026649 17 19
No6 Coord. x Coord. y Né6 Coord. x Coord. y
1 0.0 0.0 11 53.3311 97.6912
2 32.3640 0.0 12 97.4020 53.2407
3 0.0 32.3341 13 100.0 0.0

4 21.9762 22.0174 14 0.0 100.0
5 0.0 55.8038 15 100.0 32.3341
6 55.5658 0.0 16 32.3640 100.0
7 52.0023 4.4080 17 79.7751 79.7404
8 4.3940 52.2151 18 100.0 55.8038
9 77.7629 20.1496 19 55.5658 100.0
10 19.9704 77.8184 20 100.0 100.0

Fonte: Produgdo do autor, 2015.
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adota-se o sobrescrito (7) para indicar que a varidvel (.) é avaliada pela média
das contribuicdes ao longo da fronteira.

Figura 58 — (a) Carregamento e condi¢des de contorno. (b) Configuracio ob-
tida ap6s aplicacao da forca considerando formulagdo linear. De-
talhe para os efeitos gerados em Oll e OT'.

Y p — 4800kN
1

O Q9O (oo NIoNNe]

(a)

Fonte: Produgdo do autor, 2015.

Para realizar este estudo, a sensibilidade do médulo volumétrico em
relacdo a densidade relativa p* é avaliada considerando diferentes formula-
¢des. O mddulo volumétrico Ky é o parametro definido como a razdo entre
a tensdo hidrostitica o e a deformacdo volumétrica ey (CHAVES, 2013).
Estas medidas sdo definidas respectivamente por

o =22 ;L Ty e ey =eotey (4.27-4.28)

Para este problema em particular, Ky pode ser descrito como

e _O'_H_Ux—l—O'y_Uy _ P - P
V7€V7 2evy 2y 2Ley 2ey’

(4.29)

onde P ¢é o carregamento distribuido ao longo de L = 1m (10 células de
100mm cada) de II. Note que o, = 0, pois existe somente tensdo na dire-
¢do y do corpo. Para fins de comparagado, fazendo uso da Eq. (4.29) junta-
mente com uma andlise linear, obtém-se Ky = 89.9M Pa, correspondendo
a —2.19% de erro quando comparado ao valor Ky = 91.8 M Pa obtido por
Guth (2012). Contudo, este erro passa a ser de —7.12% quando avaliado em
OTI. Isto justifica o fato de obter as medidas em OT'.

8 Na andlise linear o médulo volumétrico é constante, o que ndo ocorre ao considerar compor-

tamento nao linear (PENN, 1970).
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4.4.1 Expressao da Sensibilidade do Modulo Volumétrico

A densidade relativa p* é definida como a razio entre o volume ocu-
pado pelas barras V}, e o volume da célula V, isto é

|2
= — 4.30
=T (4.30)
onde, adotando p* = 49% e V = 35.684248 mm?, obtém-se
Vi, = 17.485281 mm?> 4.31)

Estes valores sdo os mesmos da célula estudada por Guth (2012). A variagdo
do médulo volumétrico em relagdo a p* € descrita por

dKy  dKy dVy

= —X 4.32
" v, dp*’ (4.32)
onde
dV, dKy  dKy du, = dKvy duy
=V = R —. 4.33-4.34
dp* ¢ W, T da, v, | da, v ( )
A partir das Eqgs. (4.28) e (4.29), a Eq. (4.32) € reescrita como
dKyv —-PV {dﬂm dﬂy]
= — + 2. (4.35)
dp* 5, +1,)? LdVe  dVp

uma vez que L' = 400mm. As grandezas dii, /dV}, e du, /dV; sdo avalia-
das utilizando os métodos previamente descritos no Capitulo 3.

4.4.2 Analise da Sensibilidade

Variar p* consiste basicamente em variar V;, uma vez que V' € fixo.
Assim, para uma dada perturbagdo ¢, o volume V}, € atualizado por

nelem nelem
AVp=¢Vi=¢ Y AcL.= Y (pAc)Le (4.36)
e=1 e=1

onde nelem é o nimero total de elementos, A, a drea e L, o comprimento
do elemento ¢’. Nesta andlise, ¢ varia no intervalo [1073%9,1071].

9 Note que a formulagio de elementos de barra desenvolvida no capitulo anterior mantém a

drea da se¢do transversal constante, o que rigorosamente nao ocorre.
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As medidas globais adotadas para analisar a sensibilidade e o erro
sdo definidas respectivamente como

ninc

s=3
k=1

O valor de referéncia Ref é obtido via método SAC utilizando ¢ = 10739
cujos valores sdo apresentados na Tab. 4 para diferentes andlises. A aplicacdo
desta soma sobre 0s passos incrementais permite considerar o histérico da
sensibilidade ao longo da aplicag@o da carga. Vale ressaltar que na formulag@o
linear € necessario apenas um incremento de carga (ninc = 1). Para as demais
andlises considera-se ninc = 50. Devido aos problemas de borda envolvidos
na andlise, somente as barras cujos nés estdo compreendidos entre 100mm <
z < 900mme 0 <y < 800mm sdo academicamente consideradas sujeitos
ao dano.

dKy
dp*

S — Ref

F =100 X ———.
¢ Ref

(4.37-4.38)

Tabela 4 — Valores de referéncia para a sensibilidade.

Valores de referéncia

Andlise Ref

Linear 1832272.53108342
Nao Linear Geométrica 91866961.0561386
Elastopldstica 79334910.8080563
Elastopléstica e Nao Linear Geométrica 82082439.7992495
Elastoplastica com Dano e Nao Linear Geométrica 83049902.3622271

Fonte: Producdo do autor, 2015.

A Fig. 59a mostra o comportamento da sensibilidade do médulo vo-
lumétrico em relacdo a densidade relativa avaliada sobre os incrementos, con-
siderando diferentes comportamentos geométricos e materiais. Estas curvas
sdo obtidas via método SAC e fator de perturbagio ¢ = 1073%, cuja norma
¢, refere-se aos valores da Tab. 4. Na andlise ndo linear geométrica verifica-se
um pequeno acréscimo da sensibilidade no decorrer dos incrementos quando
comparado ao caso linear. Este acréscimo se deve a mudanca da geometria
das barras resultando numa configuragdo mais propensa a variacao positiva
do médulo volumétrico. A partir da Fig. 59b € possivel notar que neste caso
o médulo volumétrico passa a ser de Ky = 97.6M Pa no passo 50. A adi-
¢d0 do comportamento ndo linear material resulta em grandes variacdes da
sensibilidade ao longo dos incrementos. Em ambos os casos hd uma nota-
vel diminui¢do do médulo volumétrico passando a ser Ky = 46.4M Pa,
Ky = 54.TMPa e Ky = 56.7M Pa no passo 50, considerando plastici-



4.4. MATERIAL CELULAR PERIODICO 115

dade, ndo linearidade geométrica e plasticidade com e sem dano, respectiva-
mente. O comportamento oscilatdrio entre os passos 6 e 15 deve-se a sequén-
cia com que a plastificacdo ocorre na estrutura, manifestada em grande parte
pela soma das sensibilidades dos deslocamentos em relagdo ao volume das
barras (termo entre colchetes na Eq. (4.35)), ilustrado pela Fig. 60a.

Figura 59 — (a) Sensibilidade do médulo volumétrico em relagdo a densidade
relativa versus incremento. Valores de referéncia obtidos via mé-
todo SAC considerando ¢ = 1073 (b) Médulo volumétrico
versus incremento considerando diferentes formulagdes.
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.

Através da Fig. 60a, verifica-se a sobreposicdo das sensibilidades
do deslocamento nas dire¢des horizontal e vertical, devido a soma entre as
partes (sem moédulo). A Fig. 60b mostra a norma /5 da sensibilidade des-
tas componentes. Neste caso, nota-se um crescimento acentuado da curva de
sensibilidade na formulagdo com dano. Assim, uma grande variacio na sen-
sibilidade do deslocamento sdo significa, necessariamente, que outras sensi-
bilidades (dependentes desta) possuam comportamento semelhante.

Um resumo da faixa de acuracia dos métodos de sensibilidade consi-
derando os varios tipos de anélise é apresentado na Fig 61. Em geral, todos os
casos analisados mostram que os métodos SA detém faixas de acurdcia maio-
res do que os métodos DFG. Em especial o método SAC, que apresenta resul-
tados acurados para todos os fatores do dominio analisado com erro abaixo
de 10~1'% desconsiderando o dano e abaixo de 10~%% considerando o dano
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Figura 60 — (a)Soma das sensibilidades dos deslocamentos em relagdo ao vo-
lume das barras. (b)Norma ¢5 das sensibilidades dos deslocamen-
tos. Valores obtidos via método SAC e ¢ = 107300,

(a) (b)
Forga [kN] Forga [kN]

0 960 1920 2880 3840 4800 0 960 1920 2830 3840 4800
Il Il Il Il 70 L Il Il Il Il Il

O L L L

o -2 e

£ £0607

Q Q

E 4 E

B 550+

< =

3 -6 3

[a} A 404

(=] =]

S -84 k]

4 £30

& 2

4107 &

< <

< 204
Fa :
G141 S10+
-16 T T T 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Passo Passo

o Linear *Nao Linearidade 2 Elastoplasticidade e Ndo Linearidade Geométrica
o Elastoplasticidade Geométrica = Elastoplasticidade com Dano e Ndo Linearidade Geométrica

Fonte: Producdo do autor, 2015.

na formulagdo. Vale enfatizar que o método SAR apresenta, no caso da for-
mulacdo com dano, erro minimo da ordem de 10~%%. Verifica-se, assim, a
superioridade do SAC sobre o SAR, e consequentemente, sobre o DFG.

Figura 61 — Faixa de acuracia dos métodos.
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Fonte: Produgdo do autor, 2015.
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CONCLUSAO

A premissa deste trabalho consiste na aplica¢do e comparagdo de
véarios métodos para avaliacdo da sensibilidade. Dentro do conhecimento do
autor, pela primeira vez foi implementado e estudado o SAC para problemas
dependentes da trajetéria. O estudo comparativo foi realizado por intermé-
dio de problemas construidos para que patologias e dificuldades numéricas
fossem manifestadas.

Tratando de aspectos computacionais, evidenciou-se um ganho con-
siderdvel em tempo e armazenamento dos métodos SA quando comparado
as contrapartes globais, pois estes procedimentos dispensam efetuar um novo
sistema global de equacdes para cada varidvel de projeto. No método SAC em
particular, ndo houve necessidade de definir qualquer vetor global como com-
plexo, salvo quando aplicado em problemas dependentes da trajetéria, devido
ao armazenamento do histérico das varidveis internas. Contudo, em ambos os
casos as operagdes envolvendo varidveis complexas se restringiram ao nivel
elemento ou pontos de Gauss.

Em todos os exemplos estudados, o método SAC mostrou-se supe-
rior a0 SAR e DFGR em termos de estabilidade e faixa de acuricia devido
a possibilidade de emprego de perturbagdes infimas. De modo geral, o SAC
apresentou resultados acurados desde fatores de perturbagdo muito pequenos,
tal como ¢ = 107390 até fatores moderados. Por outro lado, a acurdcia dos
métodos baseados em varidveis reais se limitaram a pequenas faixas de per-
turbacfio com fator minimo de ¢ = 1074,

A partir do exemplo da viga modelada com elementos de barra apre-
sentada na secdo 4.1, é possivel levantar as seguintes conclusdes:

i. A presenga de rotacdes de corpo rigido afeta negativamente a acuracia
das medidas de sensibilidade com respeito as varidveis de forma. Este
fendmeno estd relacionado com a patologia dos métodos SA e estd pre-
sente apenas para fatores de perturbacdo grandes e moderados;

ii. Neste exemplo, a sensibilidade foi monitorada de acordo com o cres-
cimento do niimero de células. Disto, verificou-se que para um fator
de perturbagdo moderado (p» = 1072), as andlises linear e ndo linear
geométrica apresentaram comportamentos distintos. No caso linear, os
métodos SAC e SAR-DFC mostraram um padrio de crescimento e ni-
veis de erros semelhantes, menores que a abordagem SAR-DFF, con-
tudo ainda inaceitdveis. No caso ndo linear, o SAC apresentou erros
aproximadamente constantes na faixa de 3% acima de 60 células. Por
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Conclusdo

iii.

iv.

Vi.

vil.

viii.

outro lado, o SAR-DFF mostrou um crescimento de erro acentuado,
tendendo a um limiar constante de 1200% a medida que o nimero de
células € incrementado. Verifica-se que a medida que o nimero de célu-
las cresce, o problema torna-se dominado pelo alongamento e o nimero
de elementos sujeitos a rotacdo de corpo rigido fica menor, reduzindo
a influéncia relativa da patologia associada;

Na andlise ndo linear, verificou-se que a tolerncia imposta para solu-
cionar as equagdes de equilibrio desempenha um papel fundamental na
qualidade dos resultados, devendo ser o mais estreito possivel;

A patologia associada com a rotac¢do de corpo rigido manifesta-se in-
dependentemente do tipo da andlise e em ambos os métodos SAR e
SAC. Contudo, para fatores de perturbacdo suficientemente pequenos
esta patologia € contornada.

Do problema da barra elastopléstica na se¢éo 4.2 conclui-se que:

O procedimento de atualizacdo das varidveis internas utilizada, para
a avaliacdo da sensibilidade via método SA apresentou éxito. Devido
ao seu emprego, o método SAC apresentou valores aproximadamente
exatos (erro da ordem de 10~'4%) para todos os fatores de perturbaciio
analisados. Apesar de uma faixa de perturbacdo mais estreita e de erros
mais elevados, o mesmo comportamento também foi identificado para
os métodos SAR;

De modo geral, os métodos SA descreveram corretamente a descon-
tinuidade dos coeficientes da sensibilidade independentemente dos fa-
tores de aproximacgao empregados. Isto ndo ocorreu para a abordagem
DFG, pois o mesmo mostrou ser limitado pela relag@o entre aproxima-
cdo da descontinuidade e a magnitude da perturbagéo.

Do problema snap-through na se¢do 4.3, constatou-se que:

Devido as condicdes aleatdrias envolvidas no problema (como o com-
portamento ndo linear e situacdes com carga e descarga), e pelos baixos
niveis de erros apresentados, conclui-se que o procedimento de atuali-
zacdo do método SA ¢ valido e genérico, visto que as varidveis internas
adotadas neste exemplo englobam tanto a deformacao plastica acumu-
lada quanto o dano;

O método SA mostrou superioridade sobre o0 DFG na formulacdo com
dano. Neste caso, verificou-se que pela forma com que a perturbagéo
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¢ efetuada e pelo dano critico ser atingido em diferentes incrementos,
a sensibilidade via DFG torna-se de dificil avalia¢do. Esta dificuldade
€ minimizada no método SA, visto que o procedimento de retorno nao
linear material (original) parte de um ponto muito préximo do objetivo
(estado perturbado). Além disso, é possivel avaliar a sensibilidade via
SA desde que haja convergéncia do procedimento original e sejam as-
sumidos fatores de perturbacdo suficientemente pequenos. Isto se deve
a capacidade de avaliar a sensibilidade em um mesmo estado (antes que
ocorra o dano critico), conforme discussdo na segdo 4.2.1.

Do problema do material celular periddico tratado na secio 4.4 ratifica-
se, num problema pratico e de interesse atual de pesquisa, todas as vantagens
do procedimento de sensibilidade semi-analitico complexo.

Devido a possibilidade de emprego de fatores de perturbacio infimos
e pelos excelentes resultados obtidos, o procedimento SA seja para problemas
independente ou dependente da trajetéria, € indicado a ser empregado como
um black-box em softwares de simulacao.

O relatério de pesquisa desenvolvido pelo autor ao longo do mes-
trado (HAVEROTH, 2015), apresenta a valida¢do da formulacdo ndo linear
geométrica com o software ANSYS® ¢ da formulacdo ndo linear material
com o trabalho de Esmaeili e Ochsner (2011). Também, inicia-se um estudo
referente a sintese de trajetéria por Kawamoto (2005), tendo como objetivo
dar inicio ao item [i.] das sugestdes para trabalhos futuros.

4.1 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Apresentam-se na sequéncia, algumas sugestdes para trabalhos futu-
r0S.

i. Sintese de trajetéria de mecanismos articulados. Neste caso, propde-
se a realizacdo da sintese semelhante ao apresentado em Kawamoto
(2005) com adicao do comportamento elastoplastico e dano. O algo-
ritmo desenvolvido pelo autor possibilita o desenvolvimento deste es-
tudo, visto que possui implementado além dos métodos de sensibili-
dade, o método de solugdo MCD com deslocamento prescrito em mais
de um grau de liberdade, que em conjunto com algum algoritmo de
otimizacdo propicia a realizagdo do mesmo. Este estudo possui interes-
santes aplica¢cdes como visto em Coros et al. (2013);



120

Conclusdo

ii.

iii.

iv.

Estender este estudo para o estado plano de tensdo e deformacdo. A
partir disto, verificar se as considera¢des positivas relacionadas ao mé-
todo SAC se mantém;

Estudar o comportamento do SAC na avaliacdo da sensibilidade em
problemas sujeitos a remalhamento, onde o método DFG notadamente
falha (MUIOZ-ROJAS; FONSECA; CREUS, 2004);

Estender a metodologia apresentada para avaliacdo da sensibilidade
empregando nimeros hiper-duais ao invés de nimeros complexos. Esta
alternativa fornece resultados exatos para derivadas de primeira ordem
e permite o cdlculo de derivadas segundas com custo computacional
aceitdvel (FIKE; ALONSO, 2011). Cabe ressaltar que a utilizacdo de
nimeros complexos para avaliagdo de sensibilidade sé € eficiente nu-
mericamente para obtengdo de derivadas primeiras, devido a auséncia
da subtracdo no numerador.
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APENDICE A - ASPECTOS DA TEORIA DO CONTINUO

Este apéndice apresenta uma breve revisdo dos conceitos da meca-
nica do continuo pertinentes ao trabalho, iniciando com as abordagens das
formula¢des utilizadas para descrever o movimento de um corpo no meio
continuo, como também a defini¢do do deslocamento de uma particula. Entre
os conceitos listados, também incluem-se o gradiente de deformacio, a rela-
¢do com o gradiente de deslocamento e a decomposi¢do polar. Na sequéncia,
algumas medidas de tensdo e deformacdo serdo introduzidas, tais como ten-
sor deformacgdo de Cauchy-Green, Green-Lagrange, os tensores de deforma-
¢do da familia de tensores de Hill, tensor deformacdo de engenharia, tensor
tensao de Cauchy e o tensor tensdo de engenharia. Para finalizar, o principio
dos trabalhos virtuais ¢ introduzido.

A.l DESCRICAO DO MOVIMENTO

Partindo-se do principio fisico de que diferentes corpos ocupam re-
gides distintas e em tempos distintos no espago Euclidiano, adotam-se duas
formulacdes bdsicas que t€m por finalidade descrever o comportamento de
um corpo em um meio continuo: a descricdo Euleriana e a descricdo Lagran-
geana.

Em particular, a descricao Lagrangeana possui trés formulacdes que
dependem do sistema de referéncia adotado. De acordo com Muifioz-Rojas
(2013), estas formulagdes sdo:

a. descricdo Lagrangeana total. Em qualquer passo incremental a confi-
guracdo inicial ¢ é adotada como referéncia;

b. descricdo Lagrangeana atualizada. No n-ésimo passo incremental £,,, a
referéncia € a configuracdo do estado em equilibrio anterior ¢,,—1;

c. descricdo Lagrangeana corrente. No n-ésimo passo incremental ¢, a
referéncia adotada € a mesma n-ésima configuragéo t,,.

Nesta secdo, as particulas localizadas na configuragio de referéncia
s@o representadas por simbolos maidsculos X, enquanto as localizadas na
configuragdo corrente por simbolos mintsculos x. Desta forma, de acordo
com Chaves (2013), a particula em movimento pode ser matematicamente
descrita através do mapeamento , na descri¢do Lagrangeana total em termos
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de X e do tempo como
z = p(X,1t), (A.1)

retornando a posi¢do atual x, no tempo ¢, de uma particula que ocupava a
posicdo X na configuracdo de referéncia t.

A fim de quantificar o movimento, o vetor deslocamento de uma par-
ticula € definido como sendo a diferenga entre o vetor posi¢do na configuragio
corrente e o vetor posi¢cdo na configuracdo de referéncia, isto €

u(X,t) =2z - X. (A2)

A.1.1 Gradiente de Deformacao

O gradiente de deformagdo F', ¢ uma medida fundamental de de-
formacao de um corpo e estd envolvida em todas as equagdes que relacio-
nam quantidades antes da deformagdo com as quantidades correspondentes
durante, ou apds a deformacdo. Seu principal objetivo € avaliar o comporta-
mento da transformacio em torno de um ponto, sendo portanto fundamental
na descri¢do da deformagdo (BONET; WOOD, 1997). O gradiente de defor-
magdo F' € definido como

81‘1 81‘1 8.131

00X, 0X, 0Xj3
ox 8%2 8%2 81'2

0X 0X, 0X, 0Xs3|’
8x3 8x3 81'3

0X; 0X, 0X;

(A3-A4)

por vezes denominada matriz Jacobiana, cujo determinante conhecido por
Jacobiano J, representa fisicamente a variagdo do volume da transformacao.

Deste modo, o vetor dx na configurago corrente pode ser obtido a
partir do vetor d X na configuragdo inicial através do operador F',

dx = FdX. (A.5)

Note que a condi¢do necessdria para a existéncia da inversa F'~! estd associ-
ada ao fato da matriz Eq. (A.4) ndo ser singular, isto &,

J 0. (A.6)
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Existe também a possibilidade de relacionar o gradiente de desloca-
mento com F' através da expressao

0
B ou(X,t)
= I+ 0X
= I+Vu(X,t), (A7)

onde I corresponde ao tensor identidade de segunda ordem e Vu(X,t) ao
gradiente do deslocamento.

A.1.2 Decomposiciao Polar

Todo tensor de segunda ordem pode ser decomposto no produto de
um tensor ortogonal R e um tensor simétrico positivo definido S. Assim, é
possivel decompor o gradiente de deformagdo F' no produto do tensor rotacio
R e um tensor alongamento simétrico positivo definido U ou V/, isto é,

F = RU, (A.8)
F = VR (A.9)

As equagdes acima diferem apenas na ordem entre rotagio e alonga-
mento. Na Eq. (A.8), aplica-se inicialmente o alongamento na configuragao
inicial seguido pela rotacdo, enquanto na Eq. (A.9) inicialmente € realizada a
rotacdo e posteriormente o alongamento conforme visualizado na Fig. 62.

A.2 MEDIDAS DE DEFORMACAO

Conforme visto na se¢do A.l, o gradiente de deformacdo F' pode
ser considerado como uma medida de deformacdo. No entanto, a aplicacdo
de F' em relac¢des constitutivas torna-se complicado, uma vez que este car-
rega tanto as informacdes de rotagdo quanto de deformagéo e a mesma deve
ser construida de modo a ndo haver tensdes devido ao movimento de corpo ri-
gido. Desta forma, quando se trata de deformacdes finitas, diversas defini¢des
s@o possiveis (CRISFIELD, 1991; BONET; WOOD, 1997; CHAVES, 2013).
Neste contexto definem-se os tensores de Hill.
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Figura 62 — Decomposig¢éo polar.

;
:

Fonte: Producdo do autor, 2015,
baseado em Crisfield (1991, p.126) e Muiioz-Rojas (2013, p.18).

A.2.1 Tensores de Hill

Antes de propriamente apresentar os tensores de Hill, define-se algu-
mas deformagdes adicionais, entre eles o tensor deformacgdo de Cauchy-Green
e o tensor deformac@o de Green-Lagrange.

Considere dx e d X os vetores elementares na configurag@o corrente
e de referéncia, respectivamente. A partir da Eq. (A.5) obtém-se a relacdo

dede = (FdX) ' FdX
= dX'FTFdx
dXTcdx, (A.10)

onde C é conhecido como tensor deformacio de Cauchy-Green.'

De acordo com Bonet e Wood (1997), a mudanga no produto escalar
pode ser expressa utilizando Eq. (A.10),

% (do.dx — dX.dX) = % (aXTCdX —dX"dX)

1 T

5 [AX"(C — I)dX]

= dXT% (C-I1)dX

= dXTEdX, (A.11)

I Este tensor foi originalmente definido por Cauchy em 1827.
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sendo
E(X,t):%(C—I), (A.12)

o tensor deformacgdo de Green Lagrange.

A partir das Egs. (A.8), (A.10) e (A.12), obtém-se a relacdo entre
a deformacdo de Green Lagrange e o alongamento U apresentado na secao
A.1.2,

Q
|
N

(FTF -1)

N~ N~ DN~

(U?-1), (A.13)
que de forma generalizada sdo apresentadas como tensores de Hill. De acordo

com Stahlschmidt (2013), estes tensores sdo genericamente definidos como
sendo

e’ =-(U"-1), 9 >0, (A.14)

onde dependendo da escolha de ¥, diferentes medidas de deformacdo sdo
obtidas. Algumas destas medidas de deformacdo sdo apresentadas por:

e (¥ = 0) Tensor deformagdo Logaritmico ou de Hencky,

(U’ - 1)
9—0 v

= In(U), (A.15)

e (¥ = 1) Tensor deformagio de Biot,

ef=(U-1), (A.16)

e (¥ = 2) Tensor deformagdo de Green Lagrange,

GL

el=-(U*-1). (A.17)

N =
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A.2.2 Tensor Deformaciao de Engenharia

No regime de pequenas deformacdes, a configuracdo instantanea
confunde-se com a inicial e o gradiente de deslocamento se torna relativa-
mente pequeno. Como consequéncia, as deformacdes apresentadas conver-
gem para uma mesma medida, que € obtida negligenciando a consideragdo
ndo linear (MUGOZ-ROJAS, 2013). Desta forma, através das Eqs. (A.7) e
(A.12) obtém-se

E(X,t) =

Q
|
N

(
[(I + V) (I + Vu) - I}
(Vu + Vu' + Vuva)

(

Vu + vaT), (A.18)

N RN RN RN =N

onde

= |Eyz Eyy Eyz| (A.19)

€ conhecido como o tensor deformacao utilizado no regime de pequenas de-
formagdes, denominado tensor deformacao de engenharia.

A.3 MEDIDAS DE TENSAO

Esta sec¢@o tem por objetivo realizar uma breve apresentagéo do ten-
sor tensdo de Cauchy e em seguida, as devidas modificacdes para obter o
tensor tensdo de engenharia, o qual € utilizado no decorrer deste trabalho.

A.3.1 Tensor Tensdo de Cauchy

Considere um corpo 8 na configuracio corrente cortado em duas
partes /31 e 2 por um plano 7 passando através de um ponto arbitrario P € 3,
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considere também um elemento de drea A A na vizinhanca de P com vetor
unitdrio normal n conforme Fig. 63. Se a forca interna resultante em A A é
Ag, entdo define-se o vetor tenséo de Cauchy como o limite de Aq,/AA
quando AA — 0, isto é

Aq dq

Figura 63 — Vetor tensdo e a normal.

Fonte: Producdo do autor, 2015, baseado em Bonet e Wood (1997, p.98).

Segundo Chaves (2013), a defini¢do de ¢ em trés planos perpendi-
culares entre si passando por P, descreve o estado de tensao neste referido
ponto. Desta forma, adotam-se trés planos perpendiculares, gerados pelos ve-
tores unitdrios ez, ey € e, € entdo determinam-se trés vetores de tensdo que
estdo associados com cada direcdo

t(es) = toc€r+lyeey+t.ce, (A.21)
t(ey) = lyyes +lyyey + 1€, (A.22)
tle.) = te.ep+ty.e,+t.e. (A.23)

ou equivalentemente,
ttn) = ol.mn, (A.24)

onde o ¢ um tensor simétrico de segunda ordem denominado tensor tensio
de Cauchy denotado por

Ozx Oxy Ogzxz
o= |0y Oyy Oyl . (A.25)
Ozx Ozy Ozz
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O tensor tensdo de Cauchy, por vezes é chamado de tensor verda-
deiro pois € definido na configuragao instantanea do corpo (BITTENCOURT,
1999).

A.3.2 Tensor Tensdo de Engenharia

Para pequenos deslocamentos e deformagdes, a drea na configuragdo
inicial Ao confunde-se com a drea deformada A, isto é Ay ~ A, 0 mesmo
ocorre para gy =~ q. Desta forma, o vetor tensdo de engenharia t¥ é definido
semelhantemente a Eq. (A.20),

. Agqo dqo
E(p) — _
t¥(n) = A,la%om oAy~ dAy (A.26)
e
tf (n) = on (A.27)

onde o é conhecido como tensor tensio de engenharia.

A.4 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

O PTV € uma relagdo bdsica utilizada na formulagido de elemen-
tos finitos no intuito de desenvolver as equagdes de equilibrio em termos do
trabalho W. O termo virtual > encontra-se intimamente relacionado com o
deslocamento virtual du, que de acordo com Cook et al. (2001), ¢ uma mu-
danca imagindria e muito pequena na configuracdo do sistema, ndo violando
a compatibilidade ou as condi¢des de contorno.

Na configuragdo quase estdtica, este principio afirma que o traba-
lho realizado por uma forca real externa aplicada num ponto do corpo, so-
bre um deslocamento virtual e arbitrario do ponto, deve ser igual ao traba-
lho realizado pelas forcas internas em equilibrio com a forga real aplicada,
sobre o campo de deslocamentos em equilibrio com o deslocamento virtual
externo prescrito (MUAOZ-ROJAS, 2003). Resumidamente, quando o corpo
encontra-se em equilibrio a igualdade

5Wexl = 5VVim7 (A.28)

¢ satisfeita. O trabalho virtual interno 6 Wi, pode ser expresso utilizando di-
ferentes medidas de tensdo e deformagao energicamente conjugadas.

2 O operador virtual §, possui 0 mesmo significado de d para diferencial, entretanto por con-

vengdo, este simbolo € designado quando os deslocamentos sdo virtuais.
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APENDICE B - METODOS DE SOLUCAO ITERATIVO
INCREMENTAIS

Para a solug@o de problemas com algum tipo de ndo linearidade é
necessdria a utilizagdo de métodos iterativos incrementais. Na literatura sdo
propostos diversos destes procedimentos baseados nos mais variados tipos de
incrementos, tais como: Método de NR baseado em controle de carga (MCC)
ou por controle de deslocamentos (MCD), método de controle por desloca-
mentos generalizados (MCDG), método do comprimento do arco, método de
controle do trabalho, entre outros (CRISFIELD, 1991; YANG; KUO, 1994,
BELYTSCHKO, 1998; YANG; YAU, 2002). Este apéndice apresenta os mé-
todos MCC, MCD e MCDG, por serem os métodos implementados no soft-
ware ATENAS®© , utilizado para o desenvolvimento deste trabalho.

A condigdo para definir o método a ser utilizado estd relacionada
ao tipo de pontos criticos que a curva de equilibrio apresenta, pois o pro-
cedimento deve ser capaz de contornar as dificuldades numéricas que estdo
associadas com cada tipo. Desta forma, a escolha do método leva em consi-
deracdo suas caracteristicas de estabilidade. Para fins ilustrativos, considere a
representacdo das caracteristicas gerais de um sistema ndo linear através da
Fig. 64.

Figura 64 — Caracteristicas gerais de um sistema ndo linear.

A
—— Em carga

Ponto limite — — - Em descarga

: 5
Softening | <

Carreg.

Stiffening

Instivel,  Ponto limite Desloc.
~—LEstavel — ~—TFEstdvel—
Fonte: Produg@o do autor, 2015, baseado em Yang e Kuo (1994, p.495).

Dependendo do histérico do carregamento, a rigidez da estrutura
pode ser amolecida (softening) ou enrijecida (stiffness), o caminho do equili-
brio pode ser instdvel ou estdvel, e a estrutura pode estar num estdgio de car-
regamento ou descarregamento (YANG; KUO, 1994). Estes fendmenos estao
caracterizados pela ocorréncia de pontos criticos denominados pontos limites
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(ou pontos snap-through) e pontos snap-back nas curvas de deslocamento-
carregamento, sendo os principais responsdveis por apresentar dificuldades
numéricas associadas ao processo de solucao. Conforme Fig. 64, os pontos
snap-through ocorrem quando um maximo ou um minimo local é atingido na
curva de equilibrio, ou seja, quando a tangente nestes pontos é horizontal. Os
pontos snap-back, também conhecidos na literatura como furning points ou
pontos limites de deslocamento, ocorrem quando a tangente a curva € vertical.

Leonetal. (2011) afirma que muitos dos métodos baseados em incre-
mentos de carga ndo sio capazes de capturar o comportamento da curva além
dos pontos limites, produzindo um comportamento snap-through, conforme
ilustrado na Fig. 65a. Similarmente, muitos dos baseados no incremento de
deslocamento nao capturam o comportamento snap-back, ilustrado na Fig.
65b. Estas regides onde o método “ndo chega” podem ser de grande impor-
tincia para o analista. Assim, € necessario o uso de um método adequando
para cada situacdo ou um método capaz de sanar estas dificuldades, como
serd visto mais adiante.

Figura 65 — Comportamentos: (a) snap-through e (b) snap-back.

—— Descrito
— — - Nao descrito

snap-through

Carreg.
Carreg.

snap-back

Desloc.

Fonte: Producdo do autor, 2015.

A secdo B.1 apresenta o método iterativo incremental que servird de
base para introduzir os métodos MCC, MCD e MCDG nas Sec¢s. B.2 e B.3.
Para um estudo mais aprofundado sobre os métodos aconselha-se a leitura
dos trabalhos de Yang e Kuo (1994), Leon et al. (2011) e Leon et al. (2014).

B.I FORMULACAO ITERATIVA INCREMENTAL

Considere que o carregamento seja proporcional um fator de carga

p(p) = up, (B.1)
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desta forma € possivel descrever a equagdo de equilibrio na forma matricial
do problema néo linear por

Kg’iflAuiL = /ﬂ;bp + rijl (B.2)

onde KT refere-se a matriz de rigidez da estrutura, Awu o vetor incremento
do deslocamento, p o vetor de cargas nodais de referéncia, f o vetor forga
interna global e 7 o residuo definido conforme Eq. (2.13) no Cap. 2.

Os deslocamentos e os fatores de carga sdo calculados através das
contribui¢des aditivas de cada iteragdo

- .

u, = u,  +Au,, (B.3)
T .

I A AV (B.4)

Na i-ésima iteracdo do n-ésimo incremento o fator de carga € incre-

mentado por Ay, e o deslocamento resultante Au;, é determinado seguindo

a estratégia apresentada por Batoz e Dhatt (1979) apud Leon et al. (2014), no
qual o vetor incremento de deslocamento € decomposto em duas parcelas

Au;, = Ay Auay, + Aus, (B.5)
obtidas a partir da solugdo das seguintes equacdes

K7 Aui = p, (B.6)
K7 Ay, = v (B.7)

e adicionalmente a estas, outras equacdes especificas sdo estabelecidas pelos
diversos métodos existentes para avaliar a incognita adicional Ay,

B.2 METODO DE NEWTON-RAPHSON

O método de NR é baseado no simples conceito de aproximacao
linear. Este método € provavelmente um dos mais antigos (YANG; KUO,
1994). Ainda, de acordo com Belytschko (1998), € o mais utilizado e o mais
robusto para a solugdo de equagdes algébricas ndo lineares.

B.2.1 Controle de Carga

No MCC usual (ver Fig. 66) realiza-se o incremento de carga por
um valor constante apenas na primeira iteragdo ¢ = 1, enquanto nas iteragdes
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seguintes ¢ > 1 os incrementos de carga sdo nulos, ou seja, os carregamen-
tos restantes sao mantidos constantes '. Em termos do fator de carregamento
Apl,, define-se

i _ Jcte ,sei=1
AM"{O ,sei > 17 (B.8)

Figura 66 — Método de controle por carregamento.
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1 2 o
Up—1 u, u,

Fonte: Produzido pelo autor, 2015, baseado em Yang e Kuo (1994, p.524).

Ressalta-se que este método possui algumas limita¢des. Yang e Kuo
(1994) afirmam que este procedimento é unicamente indicado para estrutu-
ras em que a matriz de rigidez € positivo definida, pois torna-se instdvel na
ocorréncia de singularidade na matriz de rigidez ou na ocorréncia de pontos
limites na curva de carregamento-deslocamento, apresentando divergéncia no
processo incremental do método conforme ilustrado na Fig. 67. Neste caso é
possivel verificar que a divergéncia ocorre pois o incremento de carga ultra-
passa o ponto limite concebendo um ciclo fechado de tangentes. A divergén-
cia devido a existéncia de pontos limites, € em geral, um problema relacio-
nado com os métodos que compreendem o controle de carga. Similarmente,
os métodos que envolvem controle de deslocamento, por exemplo o MCD,
também podem sofrer divergéncia nos pontos snap-back.

' O MCC é caracterizado por um acréscimo constante de carga aplicado em cada passo incre-
mental, motivo pelo qual este procedimento recebe tal nomenclatura.
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Figura 67 — Divergéncia no ponto limite.

A

Carreg.

i
3

Pn—1f—" i

Desloc.

Fonte: Produzido pelo autor, 2015, baseado em Yang e Kuo (1994, p.525).

B.2.2 Controle de Deslocamento

A técnica do método de NR com controle de deslocamento MCD
(ver Fig. 68) foi desenvolvida originalmente por Argyris (1986) e depois mo-
dificada por outros, assim como Batoz e Dhatt (1979). Este método difere
do MCC pelo fato de que suas itera¢des s@o realizadas com deslocamento
constante. Com este método, deve-se prescrever uma componente do vetor
deslocamento em particular, por exemplo a ¢-ésima componente. Seja Au4’
o incremento do deslocamento na g-ésima componente associado com a -
ésima iteracdo. Esta condicdo de restricdo imposta pelo MCD pode ser ex-
pressa como segue

g _ Jcte sei=1
Au _{0 sei > 17 (B.9)

A partir da Eq. (B.5), a g-ésima componente do deslocamento pode
ser separada em duas partes onde p passa a ser uma incégnita adicional vari-
ando ao longo das iteragdes. Em termos do fator de carga Ay!,, tem-se

Aud .
_ Al set =1
Apin =4 “Agya (B.10)
— noosei>1
A’U,l(#

Este método € bastante ttil quando deseja-se passar por pontos li-
mites na trajetoria de equilibrio. Contudo, este método ndo captura comple-
tamente a trajetoria de equilibrio se o mesmo apresentar pontos snap-back
como visto na Fig. 65b.
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Figura 68 — Método do Controle por Deslocamento.
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Fonte: Produzido pelo autor, 2015, baseado em Yang e Kuo (1994, p.527).

Devido as deficiéncias de solugdo descritas anteriormente, apresenta-
se na proxima se¢do o MCDG, que é conhecido por contornar os problemas
envolvendo pontos criticos.

B.3 METODO DO CONTROLE POR DESLOCAMENTOS GENERALI-
ZADOS (GDC)

O MCDG foi proposto inicialmente por Yang e Shieh (1990) e de
acordo com Leon et al. (2014), ele tem sido amplamente utilizado para aplica-
¢des na mecanica estrutural, incluindo a andlise ndo linear do aco, concreto e
armagdes compostas de estruturas finas. Yang e Kuo (1994) descrevem ainda
fatores relevantes pelos quais garantem a superioridade deste sobre os demais
métodos iterativos incrementais.

No MCDG utiliza-se o pardmetro conhecido por Generalized Stiff-
ness Parameter (GSP), definido por

1
AuT’ . Auql

Aul) Al

(B.11)

para ajustar o sinal do parametro de carregamento com base na rigidez do
sistema. O GSP sera positivo para sistemas em stiffening e negativo para sof-
tening, conforme Fig. 69.
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Figura 69 — Generalized Stiffness Parameter utilizado em MCDG.

Y
[9)
5
Q
= @ Positivo
i~ ©Negativo
+
b &
Desloc.

Fonte: Produgdo do autor, 2015, baseado em Leon et al. (2011).

Deste modo, o incremento de carga na primeira iteracdo do n-ésimo
passo incremental € obtido por

Apy, = +Api(|GSP))*?, (B.12)

sendo Apl o incremento inicial (i = 1 e n = 1). Enquanto para as iteracdes
e incrementos subsequentes (¢ > 1 e n > 1) tem-se

Tl i
Auy . Augj,

i _ (B.13)
Aui, . Auil

Ap, =

)

Tl Tl _
onde A'u,po = A'u,p1 emn = 1.

O MCDG € um método de grande eficiéncia computacional e que
tem a capacidade de capturar o comportamento ndo linear de uma estrutura
contendo pontos limites ou pontos snap-back.
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APENDICE C - PROPRIEDADES ELEMENTARES DOS
NUMEROS COMPLEXOS

Este apéndice apresenta sucintamente as propriedades das fungdes
de uma varidvel complexa necessarias para esta pesquisa. O autor sugere 0s
trabalhos de Churchill (1975) e Greene (2006) para um estudo mais aprofun-
dado sobre o tema.

Inicia-se esta revisdo tendo como conhecido o conjunto dos nimeros
reais, denotado por R. Considere o conjunto R? = {(x,y);z € R,y € R}.
Os niimeros complexos C consistem do conjunto R? equipado com algumas
operagdes algébricas especiais definidas por

(@y)+(@y) = (@+2y+y) (€1
(z,9). (& y) = (w2’ —yy' 2y +ya’). (€2
Também, adota-se por convengdo que se o € R,

a.(z,y) = (a,0). (z,y) = (azx, ay). (C.3)

Todo nimero complexo z = (x,y) também pode ser escrito na
forma z = 2.1 + y.i com xz,y € R, ou z = x + iy. Assim, das leis da
adicdo e multiplicacdo vide Egs. (C.1) e (C.2) obtém-se,

(@ +iy)+ (@ +if) = (w+2)+ily+y) (C4)
(x+iy). (2 +iy') = (22’ —yy') +i(xy +ya'), (C.5)
observe que 7.7 = —1. Além disso, esta lei de multiplicagdo é consistente

com a multiplicagdo real introduzida pela Eq. (C.3). O nimero real = é co-
nhecido por parte real de z, denotado por z = Re z e, de forma semelhante,
y € chamado de parte imagindria de z denotado por y = Im z.

Nesta etapa torna-se importante introduzir o conceito de conjugado
complexo. O nimero complexo z = x — ¢y é por defini¢cdo o conjugado do
nimero complexo z = x + iy. A distdncia Euclidiana de (z,y) a (0,0) é
v/ 12 + y2 conhecida por médulo (ou valor absoluto) do ndmero complexo z
¢ denotada por |z|. Note que,

z.z=2>+y? = |2~ (C.6)
A seguinte Defini¢do e, na sequéncia, o Teorema, t€m como objetivo

relacionar os conceitos de analicidade (holomorfismo) com as equacdes tao
conhecidas de Cauchy-Riemann.



Definicao C.1. Uma funcdo complexa F : U C C — C ¢ dita ser analitica
em U se ela é definida e diferencidvel para todo z € U.

Teorema C.1. Para todos os pontos em que as fungdes reais u = u(z + iy)
e v = v(x + iy) possuam derivadas parciais de primeira ordem continuas e
satisfacam as equagoes

0 0 0 0
u_%v u__ % (C.7)
dr Oy dy Ox

a fungdo complexa F : U C— C, definida por F(z) = u(x + iy) + iv(z +
iy) € analitica. Estas equagdes sdo conhecidas por equagdes de Cauchy-
Riemann.



Neste trabalho realiza-se um abrangente estudo
visando a aplicagdo do método semi-analitico de
andlise de sensibilidade, utilizando variaveis
complexas, em estruturas trelicadas considerando
o comportamento ndo linear geométrico e
material. Tal pesquisa foca principalmente nos
problemas dependentes da trajetdria e no
tratamento adequado para a atualiza¢do das
variaveis internas

Orientador: Pablo Andrés Mufioz Rojas

Joinville, 2015
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