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A Matemdtica, como expressdo da mente humana,
reflete a vontade ativa, a razdo contemplativa, e o
desejo da perfeicdo estética. Seus elementos bdsicos
sdo a logica e a intuigdo, a andlise e a construcdo, a
generalidade e a individualidade. Embora diferen-
tes tradicées possam enfatizar diferentes aspectos, é
somente a influéncia reciproca destas forcas antité-
ticas e a luta por sua sintese que constituem a vida,
a utilidade, e o supremo valor da Ciéncia Matemd-
tica. (Richard Courant)






RESUMO

Nesse estudo apresentamos a teoria da convexidade para figuras geométricas e curvas no plano.
Iniciamos demonstrando os resultados fundamentais da geometria dedutiva, seguindo uma axi-
omatica criada para uso nas salas de aula do Ensino Médio. A axiomdtica que adotaremos sera
aquela proposta por Rezende e Queiroz (2008), que adota os axiomas do School Mathematics
Study Groups (SMSG). Os principais resultados sobre figuras convexas e estreladas serao for-
necidos e uma sequéncia de resultados sobre poligonos convexos serd demonstrada para depois
abordar os mesmos resultados e outros generalizados para poligonos ndo convexos. Nesse ul-
timo caso serd apresentada uma demonstracdo do Teorema da Curva de Jordan para poligonos.
Comparagdes entre 0s casos convexos € nao convexos serdo feitas. Apds os resultados sobre
poligonos, aplica-se a teoria no célculo de areas, centro de massa, problemas combinatdrios e
o problema da galeria de arte. Na sequéncia estuda-se as principais propriedades das figuras
e curvas convexas em geral, comparando novamente com figuras e curvas ndo convexas. Uma
demonstracdo de um teorema que encerra a discussao sobre o problema da galeria de arte sera
apresentada. Para finalizar estudaremos as curvas de largura constante e suas aplicagdes préti-
cas.

Palavras-chave: Convexidade, Curvas Convexas, Figuras Convexas, Poligonos Simples.






ABSTRACT

In this study we present the convexity theory for geometric figures and curves in the plane. We
begin by demonstrating the fundamental results of deductive geometry, following an axioma-
tic created for use in the high school classrooms. The axiomatic we will adopt will be that
proposed by Rezende and Queiroz (2008), who adopts the axioms of the School Mathematics
Study Groups (SMSG). The main results on convex and star-shaped figures will be provided
and a sequence of results on convex polygons will be demonstrated to then address the same
and other results generalized to non convex polygons. In the latter case a demonstration of the
Jordan Curve Theorem for polygons will be presented. Comparisons between convex and non
convex cases will be done. After the results on polygons, the theory applies in the calculation
of areas, center of mass, combinatorial problems and the problem of the art gallery. The main
properties of the convex figures and curves in general are studied, comparing again with figures
and non convex curves. A demonstration of a theorem concluding discussion on the art gallery
problem will be presented. Finally, we will study the constant width curves and their practical
applications.

Keywords: Convexity, Convex curves, Convex figures, Simple Polygons.
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1 INTRODUCAO

Um dos desafios da educacao matemadtica atual € apresentar essa importante drea do saber
como um corpo de conhecimentos util e em constante desenvolvimento. Na dimensdo da utili-
dade, quase sempre imediatista, corre-se o risco de reduzi-la a meras repeti¢cdes com intuito de
obter-se uma formacao técnica, porém sem conduzir ao pensamento critico e a autonomia. Por
outro lado, o desenvolvimento constante estd quase sempre associado a descobertas cientificas,
das quais sem o avanco da matematica também ndo progrediriam. Embora seja inquestionédvel
a importancia dessas duas nuances do esforco matemaético atual, essa ciéncia nao depende des-
ses aspectos para o seu desenvolvimento. Outros tempos ja houveram em que as descobertas
matematicas eram impulsionadas por mera contemplacao a sua beleza, sintese e pelo desejo de
obtencdo da perfeicdo estética, como Courant e Robbins (2000) nos deixa a pista na epigrafe
dessa dissertacdo. Acreditamos que o incentivo a uma cultura que contemple mais da beleza da
matemadtica possa, de forma voluntdria, impulsionar o interesse de nossos jovens ao seu apren-
dizado. O lugar ideal para isso € a escola e uma drea da matemadtica que pode possibilitar essa
transformacdo € a geometria. Apresentaremos nesse trabalho os aspectos mais importantes da
Teoria de Convexidade de Figuras Geométricas Planas, com intuito de contribuir na formagao
do professor do ensino bdsico na tarefa de apresentacdo da geometria de forma mais bonita e
interessante.

A teoria da convexidade das figuras planas e dos s6lidos, com métodos gerais de reso-
lucdo, teve seu inicio no final do século XIX, embora as figuras e poliedros ja tenham sido
estudadas, do ponto de vista geométrico, ha milénios. O problema classico da duplicacdao do
cubo, por exemplo, € anterior a Euclides de Alexandria, datado por volta de 427 A.E.C., con-
forme podemos pesquisar em Roque (2012, p.155). Com formulagdes simples e um forte apelo
a intuicdo a teoria da convexidade das figuras planas e dos sélidos pode ser apresentada junto
com a geometria euclidiana. Embora os resultados dessa teoria sejam, quase sempre, de formu-
lacdo acessivel e de rico significado geométrico, muitos s6 foram solucionados recentemente
e outros continuam ainda em aberto. Neste trabalho, de cardter introdutdrio, apresentaremos
os aspectos principais dessa teoria no contexto das figuras convexas, que sdo subconjuntos de
pontos do plano.

A nocdo intuitiva de convexidade, como algo relacionado a curvatura, estd presente em
vérias situacOes da natureza. O assunto surge em diversos fendmenos naturais com intimeras
aplicacdes a ciéncia e a tecnologia. Na matemadtica, os conjuntos convexos tém um carater unifi-
cador, tendo forte presengca em geometria, andlise, dlgebra linear e fazendo conexdes com outras

areas mais avancadas da matemdtica como a topologia. As defini¢cdes matematicas de conjuntos
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convexos quase sempre siao apresentadas usando a noc¢ao primitiva “entre” para segmentos de
retas, presentes nas teorias geométricas. Portanto, o conceito matemético de convexidade tem
sua fundamentacao na geometria. A primeira teoria axiomdtica da geometria, do ponto de vista
do formalismo moderno, foi proposta por David Hilbert (1862-1943) na obra Grundlagen der
Geometrie de 1899. Na axiomdtica de Hilbert, um dos seus cinco grupos de axiomas fora de-
senvolvido para dar sentido a essa noc¢ao: os axiomas de ordem. A no¢do de medida ndo surge
na Geometria de Hilbert. Porém, existem modelos aritméticos de geometria, tendo como base
os axiomas de Hilbert, nos quais os entes primitivos t€m uma interpretacao especifica ligada a
nogio de nimero. Os modelos aritméticos do plano (R?) e do espago (R?), sio exemplos de mo-
delos que satisfazem os axiomas geométricos da Geometria Formal euclidiana, via formalismo
de Hilbert. Essa ligacdo entre geometria e nimero faz com que a no¢do de convexidade esteja
com frequéncia na andlise matematica. A axiomatica de Hilbert apresenta um desenvolvimento
da geometria extenso e dificil, ttil para uso na ciéncia. Embora as dificuldades, a abordagem
sintética, isto é, sem uso de coordenadas, oportuniza ao estudante a necessidade de introduzir
a no¢do de continuidade. Em Zeitler (1990) vemos um desenvolvimento histérico de vérias
teorias de geometria como alternativa a axiomdtica de Hilbert. Uma dessas numerosas possi-
bilidades a axiomadtica de Hilbert apresentada na primeira metade do século XX, foi proposta
por Birkhoff em 1932. Este matemadtico propds uma formaliza¢do da geometria que permite o
uso de nimeros reais como ferramenta de medida. Aproveitando, com isso, a formalizacao dos
nimeros reais que ji havia sido desenvolvido por Richard Dedekind em 1872. Birkhoff forma-
lizou as no¢des de medida de segmento e angulo, o que equivale ao uso da régua (graduada)
e do transferidor. Com essa abordagem os numerosos axiomas de Hilbert foram reduzidos a
quatro, sendo que a desvantagem desse minimalismo é o longo trabalho de demonstracdo de
resultados. Para maiores detalhes o leitor pode consultar Birkhoff (1932).

Conforme Gelfand, Glagolieva e Kirillov (1981), a traducdo dos conceitos geométricos
para linguagem numérica, especialmente saber determinar numericamente a posi¢do de um
ponto no espaco, ja havia permitido que os soviéticos, nos anos 50 do século XX, langassem
satélites artificiais na Orbita terrestre no programa Sputinik. A geometria analitica, isto €, aquela
que faz uso de sistemas de coordenadas, permite que computadores sejam utilizados para a reso-
lucdo de problemas geométricos e para a investigacao de relacdes entre elementos geométricos
de qualquer natureza. Portanto, a abordagem analitica, por estar ligada a aplicacdes cientifi-
cas, e por sua vez, aos interesses politicos das na¢des desenvolvidas, era prioridade da maioria
dos pesquisadores em matemadtica na época da “guerra fria” periodo que durou de 1946 a 1980
aproximadamente.

Segundo Zeitler (1990), o ponto de partida das deliberagdes dos escritores de livros dida-

ticos escolares sdo condensagdes e simplificagdes das versdes universitarias do assunto. A forte
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influéncia do formalismo matematico, levaram os circulos universitarios das na¢des desenvol-
vidas a apresentarem a geometria escolar utilizando o método axiomdtico com axiomaticas
equivalentes as de Hilbert. Por outro lado, a geometria analitica, fortemente ligada as pesquisas
de ponta, trazia consigo para as salas de aula o formalismo dos vetores, espacos vetoriais, etc.
Essa énfase excessiva em estruturas e na formalizacdo expulsara a geometria visual e intuitiva
da escola. Levara consigo, a criatividade, inspiracao e a beleza das formas geométricas simples,
porque os professores ndo tinham treino em geometria: conheciam apenas espagos vetoriais
abstratos. O School Mathematics Study Group (SMSG) foi criado para desenvolver e imple-
mentar um curriculo matematico para a educacio primdria e secundéria. Esse grupo fazia parte
dos esfor¢os do governo americano para reformulacao da educa¢do em ci€ncias, uma vez que os
soviéticos haviam saido na frente na corrida espacial na época da guerra fria. Um dos resultados
do SMSG foi a proposta de um sistema axiomatico, tendo como base a axiomdtica de Birkhoff
(1932), porém com uma quantidade abundante de axiomas. Para os objetivos educacionais, isso
evitaria provar fatos 6bvios da geometria. Os 22 axiomas do SMSG tornaram-se o sistema de
axiomas predominantemente usado pelos professores dos EUA a partir dos anos 1960. Desen-
volvimento semelhante fora feito pelo gedmetra russo A.V. Pogorelov em seu livro “Geometria
elemental”, uma traducao para o espanhol do original russo, Pogorelov (1974).

Dentre as vérias axiomadticas existentes optamos por utilizar, no desenvolvimento de nosso
trabalho, os axiomas apresentados por Rezende e Queiroz (2008), que tem como base a axio-
matica do SMSG sendo que a representacdo brasileira de peso da axiomadtica de Pogorelov é
mostrada em Barbosa (2006).

Nos anos setenta do século XX, com o avango da Ciéncia da Computacdo, houve a neces-
sidade de discretizacdo da geometria para o uso de conjuntos finitos tais como pontos, segmen-
tos, tridngulos, tetraedros, em cdlculos a serem implementados por rotinas computacionais. Os
poligonos, por exemplo, estdo para a geometria discreta como os niimeros estdo para a aritmé-
tica. Segundo O’Rourke e Devadoss (2011), a triangularizacdo (decomposi¢ao de um poligono
por tridngulos) funciona como a fatoracdo de um ndmero inteiro em primos, porém sem a uni-
cidade. Nasce dessa necessidade, a Geometria Computacional, que junto com a Geometria
Discreta une dois ramos: o primeiro ligado as aplica¢des e o segundo as pesquisas tedricas em
matematica. A Geometria Discreta nessa €poca estava se desenvolvendo de forma impetuosa,
com aplicagOes em vdrias areas tedricas da matematica como Teoria dos Grafos, por exemplo.
A unido desses dois ramos novos fez a ligacdo ideal entre matematica e a computacao. Os algo-
ritmos computacionais da geometria computacional discreta geralmente enfatizam os aspectos
geométricos de um problema pratico e estdo fortemente ligados a intui¢do. Por essa razdo, apre-
sentam vdrias proposicdes acessiveis ao leitor ndo especializado em matemdtica, muitos desses

problemas ainda em aberto. Os aspectos matematicos tedricos da Geometria Discreta tém li-
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gacdo com a teoria das figuras e corpos. Por isso, muitos resultados atuais sobre poligonos e
poliedros foram descobertos por pesquisadores desse ramo.

A influéncia do movimento de formalizacdo da geometria e a €énfase na geometria analitica
discutida anteriormente, ainda reverbera nos nossos dias e influencia a educacdo. Uma das
acoes desenvolvidas no Brasil € a capacitacdo de professores em programas de aperfeicoamento
como o PROFMAT. Na filosofia do PROFMAT faz-se mister que o futuro mestre possa ter a
capacidade de apresentar temas com aproximacdes aos assuntos do ensino bésico, que extrapole
a sala de aula e instigue a curiosidade. Que seja bonito, interessante e desafiador. Zeitler (1990),
elabora uma lista dos temas em Geometria que podem ser usados em sala de aula com esse
intuito: geometria diferencial elementar, curvas de rolamento (como a cicloide, hipocicloide,
etc.), hélices, caustica (Optica), mosaicos, tesselacdes, topologia elementar, conjuntos convexos,
faixa de Mobius, Geometria de Minkowski, computadores em geometria, optimizagdo linear,
elementos de teoria da relatividade, etc. Para que a escola cumpra seu papel, deve, de vez
enquanto, desviar-se do caminho sistemético do curriculo. Nesses desvios, abrem-se novas
portas. Motivam-se alguns alunos para estudo do tema, despertam-se curiosidades em outros.
O estudo das figuras geométricas planas, em particular os poligonos simples, estd ligado a
fundamentagdo da geometria. Por essa razao, os resultados apresentados nesse trabalho podem
auxiliar os educadores em uma melhor compreensao dos temas ensinados e que fazem parte do
curriculo da educacdo bésica. Para além do curriculo existem aplicagdes da teoria das figuras
convexas no cédlculo de dreas e comprimento de curvas, centro de massa, tesselacdes e também
em problemas de anélise combinatdria, que fazem uso dos resultados bésicos sobre convexidade
e triangularizagdo de poligonos.

Em resumo, a apresentacdo da convexidade sobre essa Otica permite que se observe as
variadas aplicagdes da teoria das figuras e corpos convexos em outros ramos do conhecimento
e suas conexdes com outros conteidos vistos no ensino médio. A proposta de discussao sobre
a convexidade de figuras amplia os horizontes do ensino e também apresenta assuntos poucos
abordados no ensino médio, mas que podem ser apresentados nesse nivel por meio de suas
aplicacdes de maneira informal.

O objetivo principal desse trabalho € propor uma sequéncia de resultados formais da no-
¢do de convexidade para figuras geométricas planas e buscar aproximacodes desses resultados
obtidos com o ensino de geometria na educacdo béasica. O presente trabalho tem como objetivo
geral expor uma formaliza¢do do conceito de convexidade plana para poligonos simples e para

figuras geométricas planas em geral e como objetivos especificos:

a) Efetuar uma revisdo tedrica sobre convexidade plana;
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b) Apresentar uma axiomadtica para a geometria e, em particular, para o tratamento da convexi-

dade que se diferencia da apresentacdo dada em livros do ensino médio;
¢) Apresentar conexdes entre convexidade e andlise combinatdria;
d) Aplicar resultados de convexidade ao cdlculo de dreas e centro de massa.

Os principais textos dedicados a teoria da convexidade de figuras e sélidos sdo:

* Convex Figures and Polyhedra, Lyusternik (1966). Esse texto faz um desenvolvimento
introdutorio da teoria das figuras convexas. O objetivo principal do texto € a obtengdo de

resultados da teoria dos poliedros. O texto apresenta conexdes da teoria com a topologia.

* Convex Figures, Yaglom e Boltyanskii (1961). O livro, em forma de problemas com
respostas no final, traz um desenvolvimento extensivo da teoria das figuras convexas no

plano.

* Combinatorial Geometry in the Plane, Hadwiger e Debrunner (2015). Esse livro é uma
extensdo do segundo e segue a mesma linha. Novos e importantes resultados sdo apre-

sentados.

* Convex Polyhedra, Alexandrov (2005). A primeira edicao desse texto € de 1950 e é
referéncia no assunto. O texto € formal e sua leitura € dificil a leitores sem formacgao

especifica em matematica.

* Regular polytopes, Coxeter (1973). O autor faz uma apresentacao extensiva sobre os poli-
edros regulares incluindo, além dos resultados milenares outros recentes sobre o assunto.
Os politopos no plano sdo os poligonos e no espago os poliedros. Esse livro apresenta

uma generalizacao das ideias geométricas para espacos de dimensao maior do que trés.

Os dois primeiros textos sdo as referéncias principais dessa dissertacdo no tratamento
geral das figuras no plano.
A axiomadtica que adotaremos serd a adotada no livro: Geometria euclidiana plana e
construgoes geométricas, Rezende e Queiroz (2008) , que adota os axiomas do SMSG.
A metodologia de nosso trabalho consiste em uma pesquisa bibliografica, que segundo
Gil (2008, p.50):
A pesquisa bibliografica é desenvolvida a partir de material j4 elaborado, cons-
tituido principalmente de livros e artigos cientificos. Embora em quase todos
os estudos seja exigido algum tipo de trabalho desta natureza, hi pesquisas

desenvolvidas exclusivamente a partir de fontes bibliograficas. Parte dos es-
tudos exploratdrios podem ser definidos como pesquisas bibliograficas, assim
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como certo nimero de pesquisas desenvolvidas a partir da técnica de andlise
de conteddo. A principal vantagem da pesquisa bibliogréfica reside no fato de
permitir ao investigador a cobertura de uma gama de fendmenos muito mais
ampla do que aquela que poderia pesquisar diretamente.

O trabalho terd a seguinte organizacdo: O Capitulo 1 € composto por essa introdugao.
No Capitulo 2 apresentaremos os axiomas de Rezende e Queiroz (2008), que serdo usados nas
demonstracdes dos resultados principais da geometria. Resultados esses, que servirdo como
base para as demonstracdes subsequentes. Uma discussdo sobre a convexidade em angulos,
triangulos, e figuras obtidas por uma intersec¢do infinita de semiplanos serd apresentada. Esses
resultados serdo tteis em todo o trabalho.

No Capitulo 3 apresentaremos os resultados sobre convexidade para poligonos simples,
em duas etapas: Primeiro demonstrando os resultados, comumente obtidos nos textos de geo-
metria, sobre poligonos convexos (essa parte terd como base uma sequéncia de teoremas sobre
convexidade apresentados em Pogorelov (1974)). Depois obteremos resultados andlogos para
poligonos simples ndo convexos, levando em consideracio os resultados ja existentes. Estuda-
remos as dificuldades de obtencdo dos resultados dessa classe de poligonos e usaremos ferra-
mentas mais sofisticadas, como o Teorema Poligonal da Curva de Jordan.

No Capitulo 4 discutiremos a no¢do de drea em geometria, no contexto axiomaético, e
aplicaremos os resultados do Capitulo 3 para calcular dreas limitadas por poligonos e centro
de massa. Discutiremos aproximagdes das dreas dos poligonos por uma rede formada por qua-
drados e apresentaremos o caso especial dos poligonos reticulares, no qual o cdlculo da drea
reduz-se a um problema de contagem. Na demonstracao do Teorema de Pick utilizaremos uma
forma generalizada de triangulariza¢do na qual podem ser considerados pontos sobre os lados
ou no interior do poligono. Para finalizar serdo aplicados os resultados obtidos na resolucdo de
problemas combinatérios, os quais exigiriam um esfor¢co muito maior em sua resolu¢io caso
nao aplicdssemos o que fora discutido no Capitulo 3.

No Capitulo 5 serdo apresentados alguns resultados fundamentais sobre convexidade em
figuras geométricas planas em geral. Alguns resultados obtidos, nesse contexto, servirdo como
um novo olhar sobre 0s que obtemos nos capitulos anteriores. Outros serdo resultados gerais que
servirdo para compreensdo e relacdo da convexidade em conexdo com outros temas importantes
da matematica. Discutiremos o Teorema de Krasnoselskii, que expandird a discussao iniciada
no Capitulo 3 sobre o problema da galeria de arte para poligonos. Para finalizar esse Capitulo
tendo como base os resultados anteriores, discutiremos as curvas de largura constante, que tém
uma enorme aplicabilidade em situacdes préaticas.

Nas Consideracoes Finais apresentamos os resultados de nossa pesquisa, se 0s objetivos

foram alcancados e quais caminhos podem ser seguidos em trabalhos futuros.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos neste capitulo os primeiros resultados sobre convexidade envolvendo as
figuras geométricas elementares: tridngulos, feixes de semirretas, faixas, semiplanos, etc. A
partir de um resultado fundamental sobre interseccdes de conjuntos convexos, obtemos uma
classe maior de figuras, que podem ser obtidas como interseccdes de semiplanos, mesmo que
tenhamos uma quantidade infinita deles. Assim podemos mostrar que um disco, uma figura
limitada por uma elipse e outras tantas figuras com fronteira curvilinea, sdo conjuntos conve-
xos do plano. Para tal objetivo, teremos que desenvolver a infraestrutura bdsica da geometria
dentro da axiomdtica que escolhemos. Inicialmente exporemos as nota¢des que utilizaremos no
trabalho e apresentaremos alguns resultados iniciais. A seguir apresentaremos 0os axiomas que
utilizaremos para desenvolver a teoria de convexidade e na Secdo 2.2 abordaremos as figuras
convexas planas e apresentaremos o Teorema da Curva de Jordan.

Antes de iniciarmos com 0s primeiros axiomas e resultados expomos uma pequena revi-
s@o de literatura para situar o leitor no tema convexidade.

A predominancia de trabalhos académicos que falem sobre figuras convexas estd ligada
principalmente a problemas de algoritmos de optimiza¢do em geometria computacional. No
contexto pedagdgico os principais trabalhos sobre o assunto em Lingua portuguesa sio os ar-
tigos de Lima, colecionados em Lima (2007). Nesses artigos Lima fala sobre as propriedades
compartilhadas por poligonos convexos e ndo convexos. Desenvolve as nocdes de reentrancia e
saliéncia de vértices nos poligonos simples e o0 autor obtém conclusdes a respeito da importancia
do assunto e as conexdes com outras dreas mais avangadas da matemética. No artigo Teorema
da Galeria de Arte e Triangularizagdo de Poligonos, Correa e Ferreira (2009), € apresentado o
Teorema da Galeria de Arte e no problema da triangularizacdo € utilizada a teoria dos grafos
para a resolucdo do problema como em O’Rourke (1987). Em Figueiredo e Carvalho (1991),
no que se relaciona ao nosso trabalho existe um desenvolvimento da teoria do fecho convexo
e a teoria da triangularizagdo, tudo visto analiticamente. O objetivo desse texto nas palavras
do préprio autor € apresentar uma introdu¢do aos aspectos tedricos dos algoritmos geométricos
sem perder de vista a necessidade de implementé-los na pratica. O livro de Barbosa (2006) traz
alguns exercicios interessantes envolvendo a no¢ao de convexidade; alguns deles aparecerdo em
exemplos do nosso trabalho. Tem sido mais comum que o tema convexidade seja desenvolvido
teoricamente no contexto das funcdes convexas. No repositorio do PROFMAT a maioria dos
trabalhos ligado a convexidade foram escritos sobre esse ponto de vista. Esses trabalhos ndo

serdo tratados aqui porque estao fora do escopo de nossa discussao.
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Em O’Rourke e Devadoss (2011) discute-se sobre os problemas cldssicos da geometria
computacional: O Teorema da Galeria de Arte e o problema da triangularizacido de poligo-
nos. Esses problemas, resolvidos no contexto particular para o tratamento de algoritmos de
optimizagdo de rotinas computacionais, trazem ideias importantes sobre a compreensdo da no-
¢ao de convexidade para poligonos. Na sequéncia hda um desenvolvimento da nocao de fecho
convexo, que serd usada na demonstra¢do de um resultado importante deste trabalho. Relacdes
com a nocdo de drea e o Teorema de Pick sao também feitas. H4 um estudo detalhado sobre
um tipo de tesselagdo do plano conhecida como Diagramas de Voronoi. Esses diagramas tém
inimeras aplicagdes em diversas dreas do conhecimento. Em Courant e Robbins (2000) ha
uma demonstragao elementar do Teorema da Curva de Jordan Poligonal, que tera papel central
no desenvolvimento da dissertacdo. No artigo de Meisters (1975), Polygons have ears, fala-se
sobre os vértices salientes que sdo pontas, identificados como orelha nesse trabalho, que € a
notagdo tradicional da geometria computacional. Nesse mesmo contexto os vértices reentran-
tes s@o identificados como boca. Essa € uma tradugdo livre dos termos utilizados na lingua
inglesa. Em Shashkin (1989), no que tange a nossa pesquisa, nogdes topoldgicas bésicas sao
apresentadas com intuito de explicar a caracteristica euleriana no plano. Aplicagdes a conve-
xidade de poligonos simples e a no¢do de drea sdo desenvolvidas. H4 uma demonstracdo do
Teorema de Pick, relacionado a cdlculo de areas de poligonos cujos vértices estdo sobre uma
rede de pontos no plano. Nos referenciais que pesquisamos, a apresentagdo de uma sequéncia
maior de resultados sobre convexidade para poligonos é encontrada em Pogorelov (1974). O
matematico e educador russo, A. M. Yaglom fez contribui¢cdes ao tema convexidade em poli-
gonos no contexto das olimpiadas matemdticas em que problemas combinatdrios diversos sao
propostos. O famoso problema da triangularizacao de um poligono, proposto pela primeira vez
por Leonard Euler a Christian Goldbach em 1751, € resolvido em Yaglom e Yaglom (1987) de
uma forma muito mais atrativa e acessivel do que a resolugdo cldssica dada pelo matemaético
francés Eugene Charles Catalan em 1838. Para a resolugdo de Catalan veja Dorrie (1965). Um
estudo inicial a convexidade de figuras geométricas planas pode ser visto em Lyusternik (1966).
Para um desenvolvimento mais aprofundado do tema os textos Yaglom e Boltyanskii (1961) e
Hadwiger e Debrunner (2015) sdo as referéncias principais. Sobre as Curvas de Largura Cons-
tante o antigo texto Rademacher e Toeplitz (1957) traz um tratamento formal em um linguagem
acessivel ao tema, mostrando também resultados gerais sobre curvas convexas. O texto Gard-
ner (1991), uma coletanea de publicacdes do autor em uma coluna da Scientific American, traz
uma vis@o do assunto sobre o olhar da matemadtica recreativa. Em Honsberger (1970) hd uma

demonstracdo do Teorema de Barbier usando matematica acessivel ao leitor do ensino médio.
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2.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Conforme discutido na Introdugdo dessa dissertacdo, a axiomdtica da geometria que ado-
taremos serd a de Rezende e Queiroz (2008), que tem como base os axiomas de Birkhoff. Nessa
axiomatica os nimeros reais sao introduzidos nos axiomas de medida. A no¢ao de medida € de-
senvolvida, usando as propriedades dos nimeros reais, nos axiomas de medi¢cao de segmentos,
angulos e dreas. Nessa secao apresentaremos os axiomas que serdo mais usados, estabelecere-
mos notacoes, defini¢cdes e demonstraremos os primeiros resultados de nosso trabalho.

Os trés primeiros axiomas a seguir estao associados a no¢do primitiva de incidéncia.
Axioma 1. Dados dois pontos distintos, existe uma vinica reta que os contém.
Axioma 2. Em qualquer reta estdo no minimo dois pontos distintos.
Axioma 3. Existem pelo menos trés pontos distintos ndo colineares.

Os axiomas 4, 5 e 6 a seguir servem para caracterizar a medida de segmentos. Aqui

usam-se as propriedades dos nimeros reais.

Axioma 4 (Axioma da distancia). A cada par de pontos corresponde um vnico niimero maior

ou igual a zero, sendo que este niimero so € zero se os pontos forem coincidentes.
Esse nimero obtido através do Axioma 4 € chamado de distdncia entre o par de pontos.

Axioma 5 (Axioma da régua). Podemos estabelecer uma correspondéncia entre os pontos de

uma reta e os niimeros reais de modo que,

1. Cada ponto da reta corresponde a exatamente um niimero real.
2. Cada nuimero real corresponde a exatamente um ponto da reta.

3. A distdncia entre dois pontos é o valor absoluto da diferenca entre os niimeros corres-

pondentes.

O numero correspondente a qualquer ponto da reta é chamado coordenada do ponto.

Uma correspondéncia do tipo descrita no Axioma 5 € chamada de um sistema de coorde-
nadas para a reta. O nimero correspondente a qualquer ponto da reta é chamado coordenada do
ponto. Pelo item 3 do Axioma 5, a distancia entre os pontos A e B, de coordenadas a e b é dada
por AB = |a—b|.

Axioma 6 (Axioma de colocagdo da régua). Dados dois pontos A e B numa reta, pode ser
escolhido um sistema de coordenadas, de modo que a coordenada de A seja zero e a coordenada

de B seja positiva.
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Definicdo 2.1. Sejam A, B e C trés pontos colineares e distintos dois a dois. Se AB+ BC = AC,

dizemos que B estd entre A e C, o que denotamos por A x B xC.

Notamos que se A x B * C entdo também € C x B x A.

Na axiomédtica de Hilbert a nocdo entre para pontos da reta é primitiva. Aqui ela é de-
finida usando a no¢do de distdncia, constante no Axioma 4. O Axioma 5 relaciona a no¢do
de distancia com os nimeros reais. Uma vez definida a ordem para pontos de uma reta, seria
natural perguntar se essa ordem é compativel com a ordem de suas coordenadas, isto é, com a
ordem dos nimeros reais. Dizemos que o nimero real y estd entre os nimeros reais x e z quando
x<y<zouz<y<x. Ambos os casos sao denotados por x *y*z. Precisamente, queremos
saber se dados trés pontos A, B e C da reta r, com coordenadas x, y e z, serd A x B x C sempre
quando x *y * z. Essa compatibilidade, de fato, ocorre. A demonstracao dessa propriedade ndo

serd apresentada nesse trabalho, porém, poderd ser encontrada em Rezende e Queiroz (2008,
p.17).

Definicao 2.2. Sejam A e B pontos distintos.

1. O segmento de reta AB, ou simplesmente segmento AB, é definido como sendo o conjunto

dos pontos A e B, e dos pontos X tais que A x X x B.

2. A medida ou comprimento do segmento AB é definida como a distdncia entre os pontos A
e B, isto é, por AB.

—
3. A semirreta ou raio de origem A contendo o ponto B, a qual denotaremos por AB, é

definida como a unido dos pontos do segmento AB com o conjunto dos pontos X tais que

AxBxX. O ponto A é denominado a origem da semirreta.

Segmentos que tém a mesma medida sdo chamados congruentes. Denotaremos a con-
gruéncia entre dois segmentos AB e CD como AB = CD.

Seguindo nossa intui¢do, uma reta divide o plano em duas regides bem definidas. Para
passarmos de uma regido para outra, teremos que interceptar a reta ou deveriamos passar por
cima ou por baixo dela, usando a terceira dimensao. O contetido do préoximo axioma depende

de uma importante definicdo que enunciaremos a seguir.

Definicao 2.3 (Subconjunto do plano convexo). Um subconjunto do plano é dito convexo se o

segmento ligando quaisquer dois de seus pontos estd totalmente nele contido.

Axioma 7 (Axioma da separacdo do plano). Dada uma reta, os pontos que ndo pertencem a

reta formam dois conjuntos disjuntos tais que,

1. Cada um dos conjuntos é convexo.
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2. Se A pertence a um dos conjuntos e B ao outro, entdo o segmento AB intersecta a reta.

A seguir, na Definicao 2.4, vamos nomear os conjuntos caracterizados no Axioma 7 da
forma como estamos acostumados a ver nos livros de geometria. Também definimos o que

significa estar de um lado de uma reta para retas no plano.

Definicao 2.4. Os conjuntos determinados pelo Axioma 7 sdo chamados semiplanos e r é cha-
mada origem de cada um deles. Dizemos que reta a r separa o plano em dois semiplanos. Se
dois pontos estdo no mesmo semiplano de r dizemos que os pontos estdo do mesmo lado de r.
Se dois pontos estdo em semiplanos distintos, dizemos que os pontos estdo em lados opostos
de r. Chamaremos de semiplano fechado a unido de um dos dois semiplanos determinados por
uma reta r, com os pontos dessa mesma reta. Denotaremos os semiplanos por H, e H, e os

respectivos semiplanos fechados por E e ﬁz

Na sequéncia, mostraremos que os semiplanos fechados determinados por uma reta, tam-
bém sdo conjuntos convexos do plano. Para tal, usaremos alguns resultados elementares en-
volvendo interposi¢do de pontos e a no¢do de lados de uma reta caracterizada pelo Axioma 7.
As demonstracdes desses resultados serdo omitidas, mas podem ser encontradas em Pogorelov
(1974, p.20).

Exemplo 2.1. Considere uma reta r e uma semirreta, ndo contida em r, com origem em um

ponto O € r. Os pontos da semirreta, exceto O, estdo no mesmo lado da reta r.

Exemplo 2.2. Considere uma reta r e um segmento, ndo contido em r, com origem em um ponto

O € r. Os pontos do segmento, exceto O, estdo no mesmo lado da reta r.

Exemplo 2.3. Um semiplano fechado H com origem em uma reta r é um conjunto convexo. Na

Figura 2.1a pode ser vista uma representacdo de um semiplano fechado.

Com efeito, sejam dados dois pontos A, B € H.SeAeB pertencem a A, o Axioma 7
garante que AB C #. Dado que, H C 7, temos AB C H. Se A, B € r, AB C r e novamente
como r C ?[, temos AB C . Quando A € H e B € r, pelo Exemplo 2.2, 0 segmento AB, exceto
por B, estd do mesmo lado de A da reta r, ou seja, AB\ {B} C H. Dadoque Be r, H C He
rC ﬁ, concluimos que também nesse caso, AB C .

Para comecarmos a apresentar exemplos de conjuntos convexos no plano, precisamos

demonstrar o resultado abaixo.
Teorema 2.1. A intersec¢do de conjuntos convexos é um conjunto convexo.

Demonstragdo. Com efeito, seja (), Ar a interseccdo de uma familia de conjuntos convexos

(Ap)rer com indices em L. Sejam P e Q , pontos quaisquer dessa intersec¢do. Entdo P e Q
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pertencem a A; para todo A € L. Logo, PQ estd inteiramente contido em cada um dos A, pois
cada um deles ¢ convexo. Logo PQ estd inteiramente contido em (), ; Az € o resultado estd

demonstrado. L]

Percebemos que a familia pode conter uma quantidade infinita de indices, portanto a
interseccao de infinitos semiplanos ainda € um conjunto convexo. Veremos no Capitulo 5, que
em um sentido que serd discutido, toda figura plana convexa € uma interseccdo de finitos ou

infinitos semiplanos.

Exemplo 2.4. Duas retas paralelas determinam uma regido do plano, interseccdo de dois se-
miplanos, chamada faixa. A faixa entre as retas paralelas é um subconjunto convexo do plano.

(Veja Figura 2.1b).

Figura 2.1 — Semiplano fechado e faixa

(a) Semiplano Fechado (b) Faixa
Fonte: produgao do autor, 2018.

Antes de exibirmos os Axiomas de 8 a 11, de medicao de dngulos, precisamos das seguin-

tes definicoes.

Definicao 2.5 (Angulo). Define-se angulo a unido de duas semirretas que tém a mesma origem
e ndo estdo contidas na mesma reta. Se um dngulo é formado pelas semirretas AB e AC entdo
essas semirretas sdo chamadas lados do dngulo. O ponto A serd chamado vértice do angulo.

Representaremos o dngulo BAC por /BAC (Figura 2.2a).

Definicao 2.6 (Interior do angulo). Dizemos que o ponto P estd no interior do dngulo ZBAC ou
€ um ponto interior de Z/BAC se os pontos P e B estdo do mesmo lado da reta ﬁ e os pontos P
e C estdo do mesmo lado da reta ﬁ O interior do dngulo /BAC é o conjunto formado pelos
pontos interiores ao dngulo Z/BAC. O exterior de ZBAC é o conjunto dos pontos que ndo estdo

no angulo ZBAC e nem no seu interior (Figura 2.2b).
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Figura 2.2 — Angulo e interior do 4ngulo

(a) Angulo /BAC. (b) Angulo Z/BAC e seu interior.
Fonte: produc¢do do autor, 2018.

Definicao 2.7 (Triangulo). Dados trés pontos ndo colineares A, B e C define-se o tridngulo
ABC como o conjunto formado pela unido dos segmentos AB, AC e BC. Denotamos o triangulo
ABC por AABC. Neste caso, diremos que A, B e C sdo os vértices do AABC e que AB, AC e BC
sdo os lados do AABC (Figura 2.3a).

Definicao 2.8 (Interior e exterior de um tridngulo). Sejam o triangulo ABC e D um ponto ndo
pertence ao AABC. Diremos que D é um ponto interior do AABC se é um ponto interior dos
trés angulos do AABC. Se D ndo é um ponto interior, entdo é um ponto exterior do AABC. O
interior do triangulo ABC é o conjunto formado pelos pontos interiores de ABC e o exterior, o
conjunto formado pelos pontos exteriores ao tridngulo ABC. Nos referiremos a regido limitada
pelo triangulo ABC como sendo a unido do interior de ABC com o triangulo ABC (Figura 2.3b).

O exterior do triangulo ABC é o complementar do plano da regido limitada pelo tridngulo.

Figura 2.3 — Triangulo e interior de triangulo.
A A
8 A c B m C

(a) Triangulo ABC. (b) Tridngulo ABC e seu interior.

Fonte: produciao do autor, 2018.

Axioma 8 (Axioma da medida de angulos). A cada dngulo ZABC corresponde um niimero real
entre 0 e 180.

O ndmero correspondente ao axioma anterior € chamado de medida do angulo e serd

denotado por LABC. Dois angulos Z/BAC e ZEDF que t€ém a mesma medida sdo chamados
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congruentes. Denotaremos a congruéncia como ZBAC = ZEDF. Usaremos pela tradicdo, o

non

simbolo "°"chamado grau, apds o nimero que corresponde a medida para ser enfatizado que
trata-se de medida angular. O grau é uma medida adimensional e o seu uso nas axiomadticas
de régua-graduada e transferidor ndo € consensual: alguns autores utilizam outros suprimem o
simbolo.

N
Axioma 9 (Axioma da constru¢do do angulo). Seja AB uma semirreta contida na reta origem
de um semiplano H. Para cada niimero o, entre 0 e 180 existe exatamente uma semirreta 1:P>

com P em H, tal que £PAB = .

Axioma 10 (Axioma da adi¢do de angulos). Se D é um ponto interior do dngulo Z/BAC, entdo
£ABAC = £BAD + £DAC.

— —
Definicao 2.9 (Par linear). Se AB e AC sdo semirretas opostas e AD é uma outra semirreta,

entdo /BAD e /DAC formam um par linear.

Axioma 11 (Axioma do suplemento). Se dois dngulos formam um par linear, entdo sdo suple-

mentares ! .

Exemplo 2.5. O interior de um dngulo e o interior de um triangulo sdo conjuntos convexos.
O exterior do dngulo e o exterior do tridngulo ndo sdo conjuntos convexos. Com efeito, a
convexidade dos conjuntos segue do Teorema 2.1, pois o interior em ambos os casos sdo inter-
seccoes de conjuntos convexos. Quanto ao exterior, em ambos os casos, é possivel encontrar
dois pontos tais que o segmento correspondente ndo esteja inteiramente contido no respectivo

conjunto.

Em algumas aplicagdes, por exemplo, em trigonometria e na teoria geral dos poligonos
simples a ser desenvolvida no Capitulo 3, é importante estender a no¢do de angulo para incluir o
angulo de medida zero, o de medida 180° (o angulo raso), os angulos com medida entre 180° e
360° e o angulo de 360°. O angulo nulo € uma semirreta, o angulo raso é uma reta e seu interior
¢ um semiplano. O interior do angulo de medida 0° < o < 180° da Defini¢do 2.6, €, como
consequéncia da defini¢do, convexo. O interior de um angulo com medida 180° < a0 < 360° é
o complementar no plano de algum angulo com medida entre 0° e 180° e seu interior, portanto
nao é convexo.

—

Considerando um ponto P, interior a um angulo ZAOB da Defini¢do 2.6, a semirreta OP
estard inteiramente g)ntida, exceto pelo Vértice,_n>o intirior do angulo (veja Exemplo 2.1). Diz-

se que a semirreta OP esta entre as semirretas OB € OC. Assim, as semirretas que emanam de

O e estdo no interior de ZAOB formam um feixe de raios que cobre todo o interior de ZAOB

'Dois angulos sdo ditos suplementares quando a soma de suas medidas for igual a 180°.
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(Figura 2.4a). Um angulo raso, da mesma forma, é formado por um feixe de raios que cobre
todo um semiplano (Figura 2.4b). O angulo de 360° é formado por todas as semirretas que
emanam do ponto O e, portanto, cobrem o plano todo (Figura 2.4c).

Essa discussdo motiva a definicao seguinte.

Definicao 2.10 (Feixe convexo de raios). Um conjunto de raios (semirretas) emanando de um
ponto O é dito ser um feixe convexo de raios quando for uma semirreta, um par de semirretas

opostas, um angulo entre 0° e 180°, o dngulo raso ou o plano todo.

Figura 2.4 — Feixes de raios convexos.

(a) Um angulo de medida a, tal (b) Um angulo raso (c) O plano
que 0° < a0 < 180°.

Fonte: produg¢do do autor, 2018.

Na sequéncia serdo demonstrados, alguns resultados importantes como consequéncia do

Axioma 7, que serdo utilizados no Capitulo 3.
Teorema 2.2. Sejam A, B, e C pontos e r uma reta.

1. (Pasch Simples). Se A e B estdo em lados opostos de r e B e C estdo do mesmo lado de r,

entdo A e C estdo em lados opostos de r.

2. Se A e B estdo em lados opostos de r e A e C estdo em lados opostos de r, entdo B e C

estdo do mesmo lado de r.

Demonstracdo. Vamos demonstrar o item 1. Vamos supor que A e C estejam do mesmo lado de
r. Observe que, do Axioma 7, os pontos do plano que ndo estdo em r estdo em dois semiplanos
distintos e disjuntos H| e #,. Vamos admitir, sem perda de generalidade, que A estd em #j e
B em H,. Como A estd em Hj, entdo pela nossa hipétese inicial C estd em #,. Logo, B estéd
em 75 e C estd em #5. Assim, C estd em H, e em #, contrariando o fato de H] e %5 serem
disjuntos. A demonstracdo do item 2 € andloga a do item 1 e serd deixada a cargo do leitor. Veja

a Figura 2.5 para casos possiveis desse teorema. 0
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Figura 2.5 — Ilustra¢do do Teorema 2.2

B

(a) Pasch Simples. (b) item 2 do Teorema 2.2
Fonte: producédo do autor, 2018.

O Teorema abaixo, apresentado como axioma por Moritz Pasch em 1882, fora usado por
Euclides, como observara Pasch, sem prova. Ele surge na teoria de Hilbert como axioma. Em
tratamentos modernos da axiomdtica de Hilbert, como em Greenberg (2008), esse resultado €
apresentado também como teorema, consequéncia de um axioma de separagdo do plano, com

uma linguagem mais técnica.

Teorema 2.3 (Teorema de Pasch). Se A, B e C sdo pontos distintos e r é uma reta tal que um
ponto de AB pertence a r, entdo algum ponto de AC ou de BC pertence a r. Se, além disso,
nem A, B ou C pertencem a r, entdo somente um dos segmentos AC ou BC contém pontos

pertencentes ar.

Demonstragdo. Notamos que existem varios casos particulares: os pontos A, B e C podem ser
colineares; a reta r pode conter o lado AC ou BC; a reta r pode passar pelo vértice A ou B e ser
externa ao tridngulo, etc. Em cada um dos casos as condi¢des do Teorema ja estdo satisfeitas.
Demonstraremos 0 caso mais interessante: os pontos A, B e C ndo sdo colineares e a reta r corta
somente um ponto de AB entre A e B. Se r passa por C, o teorema estd demonstrado. Supondo
que r ndo corte C. Por hipétese, A e B estdo em lados opostos de r. Se A e C estdo do mesmo
lado de r, pelo item 1 do Teorema 2.2, B e C estdo em lados opostos de r. Portanto, r corta BC
e ndo corta AC. Se A e C estdo em lados opostos de r, pelo item 2 do Teorema 2.2, B e C estao

do mesmo lado de r. Nesse caso r corta AC e ndo corta BC (Figura 2.6). L]
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Figura 2.6 — Ilustra¢do do Teorema de Pasch.

C C

A B

Fonte: producao do autor, 2018.

Teorema 2.4 (Teorema do Travessdo). Seja D um ponto interior ao dngulo /BAC. A semirreta
_>

AD intersecciona o segmento BC.

Demonstracdo. Nas condi¢des do Teorema, dizemos que BC é um travessao do angulo ZBAC.
—
Seja o ponto E tal que E xA x B. Pelo Teorema de Pasch no triangulo CE B, concluimos que AD

corta BC ou EC (Figura 2.7).

Figura 2.7 — Ilustracdo do Teorema do Travessao.

B

Fonte: producao do autor, 2018.

— —

Mostraremos que AD nao corta EC. Primeiro mostraremos que AD ndo corta EC. Para
—

tal, notamos que E e B estdo em lados opostos de AC, logo D e E estdo em lados opostos de
— A d

AC. Daqui temos que todos os pontos de EC, exceto C, estio do mesmo lado de AC e esse
—>

lado é o oposto de D. A semirreta AD exceto em A, estd totalmente contida no mesmo lado de
D de A<—C> . Isso mostra que fﬁ) ndo corta EC. Agora mostraremos que E , a semirreta oposta a
A_D>, ndo corta EC nem BC. O ponto Y estd do outro lado de C de jﬁl—B> , portanto todos os pontos
de EC, exceto E, e todos os pontos de BC, exceto B, estdo do outro lado de E dos pontos de
E \{A}, impossibilitando que A—Y> corte EC ou corte BC. A unica possibilidade que restou, para
satisfazer o Teorema de Pasch, € que IB corte o segmento BC em seu interior. Isso demonstra

o teorema. ]

Na sequéncia estudaremos como os pontos do interior do angulo e do tridngulo se com-
portam por meio dos axiomas dados até agora. Os resultados que obtemos até o momento, por

ndo incluirem o axioma das paralelas, sdo validos em qualquer outra geometria. Diz-se que a
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geometria, sem o axioma das paralelas, € neutral. Muito se pode concluir da nossa intui¢ao ge-
ométrica (euclidiana) no contexto da geometria neutral. O primeiro exemplo em que a intuicao
geométrica poderia nos levar a um resultado errado estéd relacionado aos pontos interiores de

um angulo. Vamos comegar com um resultado vélido na geometria neutral.

—
Teorema 2.5. Seja ZABC um dngulo e D um ponto pertencente a reta AC. O ponto D estd no

interior de ZABC se, e somente se, D estd entre A e C.

A demonstracdo desse resultado € deixada ao leitor. Trata-se do uso adequado da nogao
entre para pontos de uma reta. Usa-se na demonstracdo os resultados dos Exemplos 2.1 e 2.2.
Para maiores detalhes veja Greenberg (2008).

Nao devemos cair na armadilha de achar que, por conta de nossos desenhos, com 0s

axiomas expostos até o momento e os Teoremas ja demonstrados, poderemos concluir que:

Todo ponto do interior do angulo estd em um segmento com extremos nos lados do dngulo.

Segundo Greenberg (2008, p.115) essa afirmacdo ndo € vélida na geometria hiperbdlica.
Porém, sabemos que na geometria euclidiana a afirmacdo em questdo € vélida. Logo, de onde
esse resultado provém? Em Andrade (2013, p.34) € dito que a referida proposicdo é um subs-
tituto ao quinto postulado de Euclides, ou suas formulag¢des equivalentes, que enunciaremos na
sequéncia.

Para encerrar a exposicdo dos axiomas, o Axioma 12 serd enunciado para completar a
lista até o Axioma 13. As defini¢des e discussdes referentes aos axiomas nao enunciados e nao

discutidos devem ser consultados em Rezende e Queiroz (2008).

Axioma 12 (19 caso de congruéncia de tridngulos). Dados dois triangulos ABC e DEF, se
AB=DE, /B= /E ¢ BC = EF, entdo NABC = ADEF.

Axioma 13 (Axioma das paralelas). Por um ponto ndo pertencente a uma reta dada, passa uma

tinica reta paralela a essa reta.

Portanto, ao aceitarmos o Axioma 13, nossos angulos se parecerdo com aqueles em que
nossa intui¢do nos guia. Antes de terminarmos essa discussio apresentaremos mais um resul-

tado que independe do Axioma 13.

Teorema 2.6. Se uma semirreta s emanando de um ponto externo do tridngulo NABC intersecta
o lado AB em um ponto entre A e B, entdo s intersecta um dos outros lados do triangulo. Se s
emana de um ponto interno do triangulo ABC, entdo ela intersecta pelo menos um dos lados e,

se ndo passa por um vértice, ela intersecta somente um lado.
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Demonstracdo. Supondo que a semirreta s tenha origem no ponto D, externo ao AABC e que
corte AB no ponto E, tal que A E xB. Se s passa por A ou B, l<)_>E coincide com ﬁ . Vamos
supor que A e B ndo pertencam a reta l<)—>E (Figura 2.8a). Pelo Teorema de Pasch a reta r, que
contém o raio s, corta um dos outros lados do tridangulo no ponto F'; sem perder em generalidade,
supomos que corte o lado BC. Mostraremos que o ponto F estd em s. Observamos que s :Djf ,
com D sendo ponto inicial de s e externo ao AABC, e o ponto E é a intersec¢do de s com o
lado AB. Por isso, D é externo a ZABC. Levando em conta que E e F estdo sobre os raios de
ZABC, pelo Teorema 2.5 s6 ha duas possibilidades para o ponto D: D+ E xF ou D+ F xE. Em
qualquer caso, F pertence a s e a primeira parte do Teorema estd demonstrada.

Para segunda parte do teorema, sejam D um ponto interno do AABC e s uma semirreta
emanando do ponto D. Como D € interno a ZABC, pelo Teorema do Travessao, B—D> corta AC
em um ponto E talque A% E xC. Se s estiver contlda em BE como lﬁ? U li?) ﬁ serd s —DB
ou s —DE Supondo que s ndo esteja contida em BE (Figura 2. 8b) No angulo Z/BAC = ZBAE,
BE corta os lados AB e AE. Pelo Teorema 2.5 todo ponto de BE interno a ZBAC esta entre B
e E, logo Bx D x E. Considerando os triangulos ABE e BEC, pelo Teorema de Pasch a reta que
contém s corta AB ou AE no ponto F e corta CE ou CB no ponto G. Nao pode ser F =A e
G = C, pois nesse caso a reta que contém s € igual a % Supondo que F #A e G # C. Areta
I?? cgta (E}ados_%e /ZBAC = ZFAG nos pontos F e G. Pelo Teorema 2.5 € F x D x G. Sabendo

que FG=DF | J DG, temos que s —DF ous —DG Em qualquer caso, s corta 0 AABC somente

em um ponto. Isso encerra a demonstracdo da segunda parte. [

Figura 2.8 — Ilustracdo do Teorema 2.6

A

(a) 1%parte da demonstragdo do Teorema 2.6  (b) 2¢ parte da demonstragao do Teorema 2.6

Fonte: produ¢do do autor, 2018.

Corolario 2.1. Dado um tridngulo ABC e uma reta r que passa por um ponto D interno ao
AABC. A reta r intersecta dois lados de um tridngulo e ndo passa por nenhum vértice ou

intersecta um vértice e o seu lado oposto.
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A demonstrac@o do Coroldrio 2.1 é uma consequéncia direta das conclusdes do Teorema
2.6. Com o Teorema 2.6 e seu coroldrio, demonstramos uma propriedade importante sobre os

triangulos, que no Capitulo 5 demonstraremos que € vélida para figuras convexas em geral:

Toda reta que passa por um ponto interior do tridngulo corta o tridngulo em exatamente dois

pontos.

Usando a préxima defini¢ao, exibiremos o primeiro exemplo de conjunto convexo, inter-

seccdo de infinitos conjuntos, que ja sabemos ser convexos.

Definicao 2.11 (Circulo e Disco). Um circulo I" com centro no ponto O e de raio r é definido
como o conjunto dos pontos P do plano tais que OP = r. O disco D associado a T, de centro
O e raio r, é o conjunto dos pontos tais que OP < r. Os pontos de T sdo os pontos de fronteira
de D. O conjunto dos pontos P tais que OP < r sdo chamados de pontos interiores a T e o
conjunto dos pontos P tais que OP > r sdo chamados de pontos exteriores a I. Quando for

necessdrio enfatizar o raio e o centro do circulo ou do disco, escreveremos I'(O,r) e D(O,r).

Exemplo 2.6. O circulo limita uma regido convexa do plano.

Sejam I'(O,r) um circulo de centro O e raio r e D(O,r) o disco associado. Para cada
M €T, a reta tangente a M define um semiplano #y, contendo o disco D. Afirmamos que
D = (\yrer Hu. Primeiro notamos que da forma como fora definido, D C #Hy para todo M,
portanto D C (\yyer Hu. Agora, seja N € (- Hu € supomos temporariamente que N ¢ D.
Consideremos o segmento ON; da forma como definimos N, ON > r. Pelos axiomas de medida,
existe P € ON, entre O e N, tal que OP = r, portanto P € I" (Figura 2.9a). A reta tangente a I” por
P deixa N em um semiplano e O em outro, de forma que N ¢ [ Meriﬁﬁw, pois D estd no mesmo
semiplano de O da reta tangente por P. Portanto, N € D. Isso mostra que D D (\ycr Hu €
a igualdade ¢ verificada. Para finalizar, ¢ s6 notar que (), #u € uma intersec¢do infinita de
conjuntos convexos, € pelo Teorema 2.1, € um conjunto convexo. Isso encerra a demonstragao.

Uma outra forma de mostrar a convexidade do disco, é perceber que a interseccdo de
todos os quadrados com lado de mesma medida, e que compartilham o mesmo centro, € um

disco (Figura 2.9b).
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Figura 2.9 — Convexidade do Disco

(a) Intersec¢do de infinitos semiplanos (b) Interseccdo de infinitos
quadrados

Fonte: producao do autor, 2018.

2.2 FIGURAS CONVEXAS NO PLANO

Na sec¢do anterior apresentamos alguns exemplos de subconjuntos convexos do plano. De
uma forma geral, na maioria dos livros de geometria, uma figura é definida como um subcon-
junto qualquer de pontos do plano. Em nosso trabalho, ndo adotaremos esse nivel de genera-
lidade. Atribuiremos o qualitativo “figura” a um tipo especifico de subconjunto do plano que,
selecionard dos subconjuntos gerais, aqueles de nosso interesse. Para determinarmos um con-
junto de pontos, damos uma regra que possibilite decidir rigorosamente se um ponto arbitrario
selecionado pertence ou ndo ao conjunto. Na reta, os exemplos de subconjuntos convexos sao
um unico ponto, um segmento, incluindo ou nio seus extremos, uma semirreta, incluindo ou
ndo sua origem e a reta toda. Esses sdo os chamados subconjuntos convexos unidimensionais.
No plano as situagdes sdo extremamente variadas. Primeiro notamos que se um subconjunto
convexo do plano contém trés pontos A, B e C nao colineares, entdo conterd todo o tridngulo
formado por esses trés pontos. Isso decorre do fato de que o tridngulo contém todos os pontos
do segmento AB e, portanto, todos os pontos dos segmentos conectando o ponto C com um

ponto do segmento AB (Figura 2.10), e portanto, contém todos os pontos do triangulo ABC.
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Figura 2.10 — Convexidade do Triangulo contido em uma Figura plana convexa.

//// / //// k “‘//////,.A

Fonte: producédo do autor, 2018.

Para o que segue, precisamos de uma defini¢ao.

Definicao 2.12 (Conjunto limitado). Um subconjunto do plano é limitado quando existe um

disco que o contém. Um subconjunto do plano que ndo é limitado é dito ser ilimitado.

Exemplo 2.7. Um triangulo, um disco sdo subconjuntos limitados do plano. O dngulo e as

faixas sdo subconjuntos ilimitados do plano.

Sobre nossas figuras planas, veremos que os pontos do plano poderdo ser divididos em
trés classes: pontos interiores, pontos exteriores e pontos de fronteira. Vamos definir esses

conceitos para subconjuntos arbitrarios do plano.

Definicao 2.13. Um ponto de um subconjunto A do plano é chamado de ponto interior de A4,
se é o centro de um circulo, com raio suficientemente pequeno, inteiramente contido em A.
Pontos interiores sdo, por exemplo, os pontos A e A’ da Figura 2.11. Um ponto é chamado
ponto exterior de A se é centro de um circulo que ndo contém nenhum ponto de 4. O ponto B
da Figura 2.11 é um exemplo de um ponto exterior. Finalmente, um ponto é chamado ponto de
fronteira de A se todos os circulos sobre o ponto contém pontos interiores e exteriores a 4. O

ponto C da Figura 2.11 é um exemplo de ponto de fronteira.

Figura 2.11 — Pontos interiores, exteriores e de fronteira.

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.
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Um ponto de fronteira pode pertencer ou ndo ao conjunto. Se desejdssemos estudar con-
juntos convexos arbitrarios, que ndo contenham necessariamente todos os pontos de fronteira,
entdo a formulacdo dos teoremas ficaria muito mais dificil, com excecdes e qualificacdes di-
versas tornando a discussdo pedante. Portanto, neste trabalho designaremos “figuras” aqueles

conjuntos que t€m, dentre outras que veremos, a seguinte propriedade:

Propriedade 1. Se um conjunto ® é uma figura, entdo todos os pontos de fronteira pertencem
aP.

Outra situagdo que serd proibida em nossas figuras, € a existéncia de conjuntos com pontos
isolados. Esse é o conteido da Propriedade 2. Antes, porém, vamos definir o que é ponto

isolado.

Definicao 2.14 (Ponto isolado). Um ponto A pertencente a um subconjunto ‘B do plano, diz

isolado do conjunto ‘B, se existe um disco centrado em A que ndo contenha nenhum outro ponto

de B, além de A.

Propriedade 2. Se A é um ponto de fronteira da figura ® e D é um disco com centro em A, que
pode ser tomado com raio arbitrariamente pequeno, entdo existem pontos interiores e pontos

exteriores de ® em D.

Um conjunto formado pela unido de um disco com um ponto A, fora dele, servem como
exemplo de um conjunto tendo a Propriedade 1, mas ndo tendo a Propriedade 2: o ponto A
¢ um ponto da fronteira deste conjunto; no entanto tem uma vizinhan¢a ndo contendo pontos
interiores do conjunto dado.

A Propriedade 3 abaixo, dentre outras situacdes, excluird os conjuntos como os anéis:
a parte do plano entre dois circulos concéntricos. Um anel tem sua fronteira consistindo de
duas curvas diferentes. Para enunciarmos a Propriedade 3, precisamos da importante definicdo

abaixo.

Definicao 2.15 (Curva). Um caminho ou curva de um ponto P a um ponto Q do plano é definido
como uma transformagdo continua X : [0,1] — R? tal que K(0) =P e K (1) = Q. Quando K
é injetiva o caminho é simples. Quando P = Q e K ¢ injetiva no intervalo (0, 1), dizemos que

a curva é simples e fechada ou uma Curva de Jordan.

Propriedade 3. A fronteira de ® consiste de uma curva simples, que é fechada quando ® é

limitada, e estende-se ilimitadamente quando ® ndo for limitada.

Intuitivamente, uma curva simples fechada pode ser representada como uma curva que

resulta de um movimento continuo do 1dpis em uma folha, e que ndo contenha auto-intersecoes.
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Porém, em casos especiais essa nocao intuitiva, pode ndo corresponder a nossas expectativas
experimentais: algumas curvas fractais, como a curva do floco de neve de Hoch, nao tém um
comprimento de arco finito. O que € mais estranho € que o comprimento de arco entre dois
pontos quaisquer ainda assim € infinito. Curvas que nao t€ém um comprimento de arco finito sdo
chamadas de curvas ndo retificaveis. Para o leitor saber mais sobre essa curva acesse Newns
(1956).

Diremos que a figura consiste do conjunto dos pontos interiores e dos pontos de fronteira.
Assim, um disco, por exemplo, é uma figura limitada pelo seu circulo. Para curvas simples

fechadas no plano segue o seguinte teorema

Teorema 2.7 (Teorema da Curva de Jordan). Toda curva simples fechada K divide o plano em
duas regioes (uma regido interior e outra exterior), das quais o interior é limitado e o exterior é
ilimitado. Isso significa que os pontos do plano que ndo pertencem a X _formam dois conjuntos

ou regioes R; e R, tendo as seguintes propriedades:

1. Dois pontos quaisquer que pertencem a mesma regido podem ser unidos por um caminho

que esteja inteiramente contido na regido dada e, portanto, ndo intersecta K.

2. Se A e B sdo dois pontos pertencentes a regioes diferentes, entdo cada caminho ligando

esses pontos intersecta a curva K

Este teorema justifica a expressdo: um ponto estd no interior ou no exterior de uma curva
simples fechada. O Teorema da Curva de Jordan torna possivel afirmar que toda figura fechada,
no senso da nossa defini¢do, isto €, que satisfazem as propriedades 1, 2 e 3, tem um conjunto
de pontos situados no interior de uma certa curva simples fechada e um conjunto de pontos
situados sobre essa curva. Nesses casos quando falamos em comprimento da curva ou a drea
da figura limitada pela curva, devemos restringir nossas curvas a curvas simples fechadas para
as quais esses conceitos estejam assegurados. A prova do Teorema da Curva de Jordan € muito
generalizada e dificil, no entanto, para poligonos pode ser demonstrada de forma relativamente
simples. Essa demonstracao serd apresentada no Capitulo 3.

A propriedade de ligacdo dos pontos por caminho, que tem o interior € o exterior das
Curvas de Jordan, € conhecida como conexidade por caminhos. Um subconjunto do plano é
chamado conexo se nao pode ser representado como uma unido de dois conjuntos abertos e
disjuntos. Demonstra-se em Topologia que todo subconjunto do plano conexo por caminhos €
conexo. Percebemos que para satisfazer as condi¢des do Teorema da Curva de Jordan, ambos,
interior e exterior devem ser conexos. Um conjunto conexo que tem seu complementar no
plano conexo é chamado simplesmente conexo. Portanto, o interior de uma Curva de Jordan é
simplesmente conexo. Para uma consulta sobre o que discutimos nesse pardgrafo o leitor pode

pesquisar Janich (1983).
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De acordo com as propriedades 1, 2 e 3, os pontos de fronteira formam uma reta, uma
curva ou uma poligonal. Esta curva, como vimos, € a fronteira da figura. Se uma curva simples
no plano € a fronteira de uma figura convexa, entdo esta curva € chamada de curva convexa. Se
a curva em questdo for fechada e formada por uma sucessdo de segmentos de reta conectados,
chamaremos a curva de poligono convexo. No Capitulo 3 daremos outras caracterizagdes para

poligonos simples convexos ou nao.
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3 POLIGONOS

Existe uma enorme variedade de subconjuntos limitados do plano, formados por uma
quantidade finita de segmentos conectados e com fronteira definida, que permitem que seja
possivel distinguir o interior e o exterior. Alguns desses subconjuntos podem ser formados por
mais de uma curva, nesse caso, poligonais (Figura 3.1a). Outros podem permitir que de um
unico vértice partam mais do que dois lados (Figura 3.1b), porém sempre partindo uma quanti-
dade par de lados de cada vértice. Podemos ter, vértices partindo do interior de algum dos lados,
como na Figura 3.1c. Ainda existe um outro grupo no qual os segmentos que formam a fron-
teira possam ter intersec¢des, que nao sejam em suas extremidades (Figura 3.1d). Percebemos
que com essas situagdes podemos perder a conexidade do exterior, uma das consequéncias do
Teorema da Curva de Jordan, isto é, existem buracos. Para cumprirmos as exigéncias de uma
figura, conforme o Capitulo 2, as figuras limitadas por poligonais precisam ser figuras simples.
Além do mais, cada um dos exemplos da Figura 3.1 sdo decompostos em uma quantidade finita
de figuras simples: essas figuras sao limitadas por poligonos simples (esta defini¢ao serd dada
adiante), conforme podemos ver em Shashkin (1989). E ainda, cada uma das figuras limitadas
por poligonos simples, podem ser decompostas em uma quantidade finita de figuras formadas
por poligonos convexos e, consequentemente, podem ser decompostas por tridangulos nao su-
perpostos, o que chamaremos de triangularizacdo. Portanto, por mais complicada que seja a
figura formada por uma quantidade finita de segmentos, ela pode ser triangularizada. Esse fato
¢ geralmente usado na axiomatiza¢do do cédlculo da drea do poligono, em substituicdo a um
Teorema mais profundo conhecido como Teorema de Boyai-Gerwien, que veremos no Capitulo

4 quando falarmos de érea.

Figura 3.1 — Conjuntos formados por uma quantidade finita de segmentos.

' gy

C
/ % ////,,,,
////////////////7/// ~,,/////7//A

(a) (b) (© (d)
Fonte: produg¢do do autor, 2018.

Podemos ter figuras limitadas por uma quantidade infinita de segmentos, por exemplo, as
limitadas por curvas fractais. A curva do floco de neve de Koch € um dos casos. Veja Figura 3.2

para o desenvolvimento dessa curva até a quinta iteragdo. Essa curva ndo tem um comprimento
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de curva finito e por isso € chamada de curva nio retificivel, embora possamos calcular a drea
limitada por ela. Essa curva satisfaz as condi¢des discutidas no Capitulo 2 para que seja a
fronteira de uma figura simples no plano, porém nao serd considerada por nés um poligono
por conter uma quantidade infinita de segmentos. Em Yaglom e Boltyanskii (1961) vemos que

curvas convexas sao sempre retificaveis.

Figura 3.2 — Floco de neve de Koch até a 5¢ iteracdo.

() (b)

(d ©)
Fonte: Ortiz (2013).

Uma grande quantidade de figuras limitadas que passam no crivo das exigéncias discu-
tidas no Capitulo 2, podem ter sua fronteira aproximada por poligonos. Até mesmo algumas
figuras com exterior desconexo e fronteira curvilinea podem ser decompostas em partes cone-
xas e aproximadas por poligonais. Assim, sua drea e comprimento de curva podem ser obtidos
por métodos do cdlculo diferencial e integral usando poligonos no processo. Essa é uma das
grandes utilidades dos poligonos na matematica.

O objetivo deste capitulo € mostrar uma sequéncia de resultados formais sobre poligonos
simples, iniciando dos poligonos convexos, e estendendo depois para todos os tipos de poligo-
nos simples. Nossa exposi¢cdo fard comparagdes de resultados entre os dois grupos e mostrara
as propriedades que se mantém quando passamos do caso convexo para o caso mais amplo dos
poligonos simples. Esse estudo € titil, pois no contexto da geometria ensinada para alunos da es-
cola bésica, € tradicionalmente comum a apresentacao dos resultados sobre poligonos somente
para 0s casos convexos e, as vezes, para os quadrildteros nao convexos.

Os poligonos conforme definiremos na sequéncia, estdo diretamente ligados aos funda-
mentos da geometria e relacionados a varias no¢des fundamentais da matematica em diversas
areas avancadas. Seu estudo aumenta a seguranca dos professores em sala de aula e os faz en-
tender o0s casos comumente omissos nos primeiros cursos de geometria. Evitando o excesso de
formalismo, pode-se mostrar esses aspectos aos alunos das escolas e para alunos de um primeiro

curso de geometria dedutiva de licenciatura em matematica, sem restrigoes.
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3.1 RESULTADOS GERAIS SOBRE POLIGONOS CONVEXOS E FIGURAS ESTRELA-
DAS.

Iniciamos apresentando uma classe importante de subconjuntos do plano, que comparti-

lham propriedades com os conjuntos convexos, sdo os subconjuntos estrelados do plano.

Definicao 3.1 (Subconjunto do plano estrelado). Um subconjunto U do plano é dito estrelado
relativamente a um ponto P quando, para todo ponto A € U, o segmento PA estd inteiramente
contido em U. Quando U for estrelado relativamente a todos os seus pontos, diremos simples-
mente que U é estrelado. O subconjunto do plano da Figura 3.3a é estrelado relativamente a
P, mas ndo a todos os seus pontos e o da Figura3.3b é estrelado relativamente a todos os seus

pontos.

Figura 3.3 — Conjuntos Estrelados.

(a) Um subconjunto do plano estrelado (b) Subconjunto do plano estrelado.
relativamente ao ponto P.

Fonte: produc¢do do autor, 2018.

Exemplo 3.1. Um conjunto convexo U é estrelado relativamente a qualquer um de seus pontos.

Com efeito, seja P € U arbitrario. Mostraremos que U € estrelado relativamente a P.
Para qualquer A € U, AP C U, pois U é convexo. Dado a escolha arbitraria de P, U é estrelado

relativamente a qualquer um dos seus pontos.

Exemplo 3.2. Se um conjunto U é estrelado relativamente a todos os seus pontos, entdo U é

convexo.

Para demonstrar isso, sejam A,B € U. Como U é estrelado relativamente a todos os seus
pontos, serd em particular a A. Logo AB C U e U é convexo.
Problemas associados a visibilidade e iluminacdo estdo ligados a conjuntos convexos e

estrelados. Seja ® uma figura plana e A € ® fixado. Dado B € @ se o segmento AB esta contido
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em P, o ponto A cobre o ponto B. Se ® € estrelado relativamente a P, entdo P cobre todos os
pontos de @, diremos que P cobre ®. Se ® for uma figura convexa, qualquer ponto P € ® cobre
a referida figura. Logo, para problemas de visibilidade e iluminagdo os conjuntos convexos sao
preteridos aos que sdo estrelados relativamente a apenas alguns de seus pontos. Uma pergunta
surge naturalmente, quando consideramos ® uma figura arbitraria: Quantos pontos sdo sufici-
entes para cobri-la? Quantos pontos sdo necessarios para cobri-la? Responderemos algumas
questdes relacionadas para poligonos simples no Capitulo 4 e no Capitulo 5.

No final do Capitulo 2 iniciamos a caracterizacdo de uma das no¢des mais importantes

desse trabalho: a de poligono simples. Continuaremos aquela discussao.

Definicao 3.2 (Poligonal). Sejam Ay,..., A, pontos distintos do plano tomados nessa ordem. A
poligonal ndo fechada com vértices nesses pontos é definida como o conjunto dos segmentos
A1Ay, ArAs,..., Ay_1A,, chamados lados da poligonal. Se n > 3 e A,A| também é um lado, a
poligonal é denominada fechada. A poligonal se denomina simples se seus lados ndo contiguos

ndo possuem pontos em comuns. Veja as Figuras 3.4 e 3.5.

Figura 3.4 — Poligonais nio fechadas

A, A, n

(a) Poligonal nao fechada (b) Poligonal ndo fechada simples

Fonte: produc¢ao do autor, 2018.

Percebemos que ao percorrer os lados da poligonal fechada de n pontos na ordem em que
os pontos foram dados, a partir de qualquer um de seus pontos, voltaremos ao ponto original
depois de percorrer n lados.

Queremos obter um tipo especial de poligonal simples fechada a qual daremos o quali-
tativo de poligono. A definicdo de poligonal ndo impede que tenhamos lados com a mesma
extremidade contidos na mesma reta. Na Figura 3.5b os lados A;_1A; e AjA;+| tem a mesma

extremidade A; e estdo contidos na mesma reta, pois os trés pontos sdo colineares.
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Figura 3.5 — Poligonais fechadas

—0
ar A Ay
(a) Poligonal fechada (b) Poligonal fechada simples

Fonte: produciao do autor, 2018.

O item 2 da Definicao 3.3 excluird esse caso indesejado.
Definicao 3.3 (Poligono). Um poligono é uma poligonal fechada na qual:
1. Cada vértice ¢ extremidade de dois lados;

2. Dois lados com a mesma extremidade ndo pertencem a uma mesma reta.

O poligono serd chamado de poligono simples se satisfizer a seguinte condi¢do:
3. Nenhum par de lados se intersecta, exceto em seus vértices.
A Figura 3.6 mostra um exemplo de um poligono simples arbitrario.
Figura 3.6 — Poligono Simples

Ay

Fonte: producao do autor, 2018.

Atribuimos nomes aos poligonos de acordo com sua quantidade de lados. Uma lista inicial
desses nomes contém o triangulo, quadrilatero, pentdgono, hexdgono e o heptdgono, que sdo os
poligonos com 3, 4, 5, 6, e 7 lados respectivamente. Uma lista maior pode ser consultada em
Barbosa (2006, p.41). Os adjetivos equildtero ou equidngulo sao atribuidos aos poligonos com

todos os lados com mesma medida ou todos os angulos com mesma medida. Quando todos os
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lados forem congruente e também todos os angulos forem congruentes o poligono € dito regular.

Na Figura 3.7 temos exemplos de poligonos equildteros e equiangulos.

Figura 3.7 — Poligonos Simples equildteros e equiangulos.

(a) Hexdgono equiangular (b) Pentdgono equildtero

Fonte: produc¢ao do autor, 2018.

A ordem dos vértices na defini¢cdo de poligono € importante no tipo de poligono que ire-
mos obter. Um exemplo disso estd dado na Figura 3.8 abaixo. A poligonal fechada AjAgA4A2A7A5A3
forma um heptdgono simples regular, ao passo que a poligonal AjAyA3A4AsAA7 forma um
heptdgono estrelado regular, que ndo € simples, pois contém auto intersec¢des. Esses poligonos

estrelados terdo importancia no Capitulo 5 quando estudarmos as figuras de largura constante.

Figura 3.8 — Poligonal fechada e ordem dos vértices

A

6 Ag

A, Ag

(a) Heptagono simples regular. (b) Heptagono estrelado regular.
Fonte: produgdo do autor, 2018.

Concentraremos nosso estudo nos poligonos simples. Os poligonos simples sdo curvas
simples no plano que satisfazem as trés propriedades das figuras planas elencadas no Capitulo 2.
Portanto, um poligono simples € a fronteira de uma figura plana e podemos sempre identificar

os seus pontos interiores e exteriores. Uma figura plana € a unido do conjunto dos pontos
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interiores com o conjunto dos pontos de fronteira. Usaremos a notacdo geral & para a figura
plana limitada pelo poligono simples P.
Lembrando da defini¢do de curva convexa que damos no Capitulo 2, registraremos na

sequéncia a importante defini¢do de poligono convexo.

Definicao 3.4 (1¢ defini¢do de Poligono Convexo). Um poligono simples P é convexo se limita

uma figura convexa plana .

Definicao 3.5 (Reta de apoio). Diz-se que r é uma reta de apoio do poligono P quando P
tem pelo menos um ponto em comum com r e estd contido inteiramente em um dos semiplanos

fechados determinados por r.

Exemplos de reta de apoio podem ser vistas na Figura 3.9a e 3.9b. Quando a reta de
apoio contém uma quantidade finita de pontos, esses serdo somente vértices. Quando tiver uma
quantidade infinita de pontos, conterd pelo menos um lado (faca desenhos dos casos que nao
estdo presentes na Figura 3.9). Um exemplo de uma reta que ndo € uma reta de apoio pode ser

visto na Figura 3.9c.

Figura 3.9 — Retas de Apoio

S

(a) Contendo apenas um vértice (b) Contendo um lado todo (c) t ndo € uma reta de apoio
Fonte: producao do autor, 2018.

Teorema 3.1. Toda figura plana limitada por um poligono convexo é uma intersecg¢do de um

ntimero finito de semiplanos.

Demonstragdo. Seja AijA,...A, um poligono convexo. Mostraremos que a figura ®, limitada
pelo poligono convexo AjA,...A, é uma intersec¢do de um nimero finito de semiplanos. Para
tal, mostraremos que toda reta que contém um dos lados do poligono em questdo é uma reta
de apoio dele. De fato, vamos supor, sem perda de generalidade, que a reta Aﬁz, que contém
o lado A1Aj3, néo é uma reta de apoio de AjA,...A,. Sejam M um ponto entre A} e Ay e H,
e 5 os semiplanos determinados pela reta Aﬁz. Escolhemos um ponto B pertencente a ®
em H; e um ponto C pertencente a ® em #, (Figura 3.10). Pela convexidade de ® todos os
pontos da figura limitada pelo triangulo A; MC pertencem a ®, analogamente todos os pontos da

figura limitada pelo tridngulo AjMD pertencem a ®. Logo, A{M estd contido no interior de ¢
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e assim os pontos entre A| e M ndo s@o pontos de fronteira de ®, o que € uma contradicao, pois
AIM C A1A; e A1A; € um lado do poligono AjA;...A,. Quando dizemos que os pontos entre
A1 e M s@o interiores a @ vem do seguinte: A;M € uma diagonal interna do quadrildtero A BMC
e o interior de A|BMC € composto pelos interiores dos triangulos A;BM e A{CM e pelos pontos
de A1M, exceto por A e M. Logo, qualquer circulo suficientemente pequeno centrado no ponto

P, entre A1 e M encerrard pontos somente de P. I Dessa forma Ajz € uma reta de apoio
do poligono A1A;...A, e o mesmo resultado vale para todos os lados do poligono AjA; ... A,.
Portanto, a figura ® estd contida em cada um dos semiplanos, cuja fronteira contém um dado
lado de A1A>...A,. A interseccdo de todos os semiplanos € a figura ®. Isso era o queriamos

demonstrar. O]

Figura 3.10 — Ilustragdao do Teorema 3.1

Fonte: produc¢do do autor, 2018.

Tendo como base a demonstracido do Teorema 3.1, podemos formular uma nova defini¢ao
de poligono convexo, que concorda com a maioria dos textos de geometria e € equivalente

aquela dada na Definicdo 3.4.

Definicao 3.6 (2¢ defini¢do de Poligono Convexo). Um poligono ‘P é convexo se cada reta que

contém um de seus lados é uma reta de apoio de P.

!Esses detalhes fazem parte do contetido do Lema 3.1 que veremos na sequéncia.
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Nota. Nem toda interseccdo de semiplanos € limitada, embora seja sempre convexa. De
outra forma, toda regido limitada que for a intersec¢do de semiplanos tem um poligono como
fronteira.

No Capitulo 2 apresentamos os primeiros exemplos de figuras convexas planas. Dentre
os quais o primeiro exemplo de poligono simples: o tridngulo. Estudaremos na sequéncia o
quadrilatero simples. Antes precisaremos definir precisamente o que é um angulo interno de
um poligono. Seja A um vértice de um poligono simples P. Pela Definicao 3.3, partem desse
vértice dois lados. Tracemos um circulo suficientemente pequeno em A (resp. B) de tal forma
que esse circulo intersecte somente os lados que partam de A (resp. B) nos pontos A; e Aj
(resp. B e Bj), conforme Figura 3.11. Consideraremos um percurso de um ponto mével P
no referido circulo no sentido anti-horario a partir do ponto Ay (resp. Bji). Sem perder em
generalidade, vamos supor que P comece o percurso entrando no interior do poligono. O ponto
moével permanecerd no interior do poligono até alcancar o ponto A; (resp B;), quando mudara de
regido, passando a estar agora no exterior. O conjunto dos pontos percorridos por P no interior
do poligono determina um arco. O angulo correspondente a esse arco € o angulo interno. Na
Figura 3.11 temos duas situacdes a distinguir: o dngulo no vértice A € menor do que 180° e o

angulo no vértice B € maior do 180°.

Figura 3.11 — Angulo interno de um poligono

Fonte: producao do autor, 2018.

Devemos notar que nos vértices de um poligono simples convexo ndo podemos ter, de
acordo com a Defini¢ao 2.10, angulos internos maiores do que 180°. Pelo item 2 da Defini¢cao
3.3 também ndo podemos ter um angulo interno de 180°, pois nesse caso teriamos lados con-
tiguos contidos na mesma reta. Para finalizar, ndo poderiamos ter um vértice com um angulo
interno de 360°, pois dessa forma esse vértice seria um ponto interior a . Com base nessa

discussdo, apresentamos a importante Defini¢ao 3.7.
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Definicao 3.7 (Vértices convexos e reflexos). Um vértice de um poligono simples, com o angulo
interno medindo o, é convexo quando seu angulo interno mede 0° < o0 < 180°. Quando 180° <

o < 360° o vértice é chamado de reflexo.

Portanto, um poligono convexo ndo pode ter um vértice reflexo. Porém, se um poligono
simples tiver todos os seus vértices convexos, 0 mesmo serd convexo? A resposta é sim, mas
ndo € trivial. Veremos isso na Se¢do 3.3 quando demonstrarmos o Teorema 3.15.

Os quadrilateros que nos interessam sdo os quadrildteros simples, aos quais identificare-
mos até o fim dessa discussdo simplesmente como quadrildteros. Podemos distinguir os qua-
drilateros em duas classes: aqueles que suas diagonais tem um ponto comum € 0s que iSso nao
acontece (Figura 3.12a e 3.12b, respectivamente). Vamos estudar esses casos. Antes vamos a

uma defini¢do.

Definicao 3.8 (Diagonal de um poligono). Uma diagonal de um poligono simples é um seg-
mento que une dois vértices ndo consecutivos. Quando uma diagonal estd totalmente contida

na figura limitada pelo poligono, a diagonal é dita interna.
Teorema 3.2. Cada vértice de um quadrildtero convexo estd no interior do dngulo oposto.

Demonstragdo. Um angulo € oposto a outro em um quadrilatero convexo quando seus vértices
nao sdo adjacentes. Considere o vértice D do quadrilatero convexo ABCD da Figura 3.12a.
Mostraremos que D estd no interior de ZABC. Como ABCD ¢ convexo, sabemos que CD esta

— —
contido no mesmo lado de AB; em particular C e D estdo do mesmo lado de AB. Analogamente,

— —
AD esta do mesmo lado de BC e em particular os pontos A e D estdo do mesmo lado da reta BC.
As duas conclusdes particulares mostram que D estd no interior do ZABC como queriamos. A

demonstracao para os outros vértices é andloga. [

Figura 3.12 — Tipos de quadrilateros

B

(a) Quadilatero convexo (b) Quadrilatero nao convexo

Fonte: producido do autor, 2018.

Teorema 3.3. As diagonais de um quadrildtero convexo tém um ponto em comum. Em outras

palavras, se um quadrildtero ABCD é convexo entdo suas diagonais se cortam.
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Demonstragcdo. Suponha que ABCD seja um quadrilatero convexo. Pelo Teorema 3.2, o ponto
D esté no interior do ZABC. Portanto, pelo Teorema do Travessdo, a semirreta ﬁ) corta o
segmento AC em um ponto M (Figura 3.13a). Outra aplicacdo do Teorema do travessdao no
vértice C, que estd no interior do ZDAB, mostra que a semirreta TC corta o segmento BD em
um ponto N. Supomos que M e N ndo sejam o mesmo ponto. Entdo M e N seriam dois pontos

— — — —
distintos pertencentes a reta AC e a reta BD. Pelo Axioma 1 (Capitulo 2), as retas AC e BD
seriam a mesma € os pontos A, B, C e D seriam colineares. Isso € impossivel, pois ABCD é um
quadrildtero. Portanto, M = N. Como M pertence a diagonal BD e a diagonal AC, as diagonais

se intersectam, como queriamos demonstrar. O]

Figura 3.13 — Ilustracdo do Teorema 3.3

>

B B

() (b)
Fonte: produc¢do do autor, 2018.

Teorema 3.4. Se as diagonais de um quadrildtero tém um ponto em comum, entdo o quadrild-

tero é convexo.

Demonstragdo. Consideramos as diagonais AC e BD do quadrilatero ABCD que tem em comum
o ponto M (Figura 3.13a); ambas as diagonais estdo do mesmo lado da reta B , (com excec¢ao
dos pontos A e B), pois compartilham o mesmo ponto M. Logo, pelo Exemplo 2.2, os pontos
C e D estao do mesmo lado da reta E Da mesma forma, a reta E deixa os pontos B e C
do mesmo lado, l<)—C>', os pontos A e B e <B—C:, os pontos A e D. Portanto, pela Definicao 3.6, o

quadrilatero ABCD ¢ convexo, como queriamos demonstrar. [

Os Teoremas 3.3 e 3.4 sdo reciprocos, portanto, podemos concluir que: um quadrildtero
é convexo se, e somente se, suas diagonais se cortam.

Continuando nossa discussao, seja ABCD um quadrilatero convexo. Escolhendo uma das
diagonais, por exemplo, BD, o interior de ABCD ficara divido em dois tridngulos que comparti-
lham a diagonal BD. O interior de ABCD estd contido no interior de cada um de seus angulos,

que por sua vez sdo todos convexos. Veja a Figura 3.13. Vamos supor que ABCD ndo seja
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convexo. Para tal, é suficiente termos apenas uma reta suporte de um dos lados deixando os
dois vértices restantes em lados opostos, conforme a segunda definicdo de poligono convexo
(Defini¢do 3.6). Vamos supor que AHB deixe os pontos C e D em lados opostos. O segmento CD
deve cortar ITB> em um ponto P em um dos prolongamentos de AB. Vamos supor que A * B x P,

conforme sugere a Figura 3.14.

Figura 3.14 — Quadrilatero ndo convexo.

\
\ \

Fonte: produg¢ao do autor, 2018.

Pelo Exemplo 2.2 os segmentos AC, exceto o ponto A, e o segmento BD, exceto o ponto
B, estdo em semiplanos distintos da reta B , confirmando o que ja demonstramos: as diagonais
ndo se cruzam. O ponto B € interno ao triangulo ACD. O segmento AC € um travessao do angulo
ZADC, portanto a semirreta lﬁ? corta o segmento AC em um ponto Q, tal que D x Bx Q. Com
isso concluimos que:

—
1. Os pontos A e C estdo em lados opostos da reta BD.

—
2. Os pontos B e D estdo do mesmo lado da reta AC.

Continuando nossa andlise, o segmento AD € um travessao do angulo ZACD. Portanto,
—

pelo Teorema do Travessdo, a semirreta CB corta AD em um ponto R, tal que C*x B*R.

Disso temos que,

—
3. Os pontos A e D estdo em lados opostos da reta BC.

Do que foi exposto, também se conclui que,
—
4. Os pontos B e C estdo do mesmo lado de AD e os pontos A e B estdo do mesmo lado de
—

CD.

Pelo Teorema da Curva de Jordan, o quadrilatero simples separa os pontos do plano em
duas regides, o interior, que € limitado e o exterior ilimitado. Pelo item 4 o interior do poli-
gono deve estar no interior do angulo ZADC. O vértice B é comum aos lados que “quebram” a

convexidade do poligono. O angulo convexo em B, ndo contém o vértice D, portanto a regido
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do interior desse angulo € ilimitada, ndo podendo ser o interior do quadrildtero. Assim sendo,
o angulo ZABC, interno ao quadrildtero, € maior do que 180°, portanto € reflexo. A unido das
figuras limitadas pelos tridngulos ABD e CBD, formam o interior do quadrilatero ABCD e a
diagonal interna BD divide o interior em dois tridngulos disjuntos justapostos. Desta forma es-
tabelecemos o seguinte resultado que usaremos com frequéncia nas demonstracdes por indugao

desse Capitulo:

Lema 3.1. O interior de um quadrildtero simples sempre pode ser decomposto em dois tridn-

gulos ndo justapostos por uma diagonal interna.

Como vimos, no caso convexo, quaisquer uma das diagonais pode ser usada para fazer a
decomposicao, logo hd duas decomposi¢des diferentes. Quando o quadrildtero ndo for convexo
existird apenas uma decomposicdo, pois apenas uma diagonal € interna (Figura 3.15). Adian-

tando o conteudo da Definicao 3.9, chamaremos esse tipo de decomposi¢ao de triangularizacdo.

Figura 3.15 — Triangulariza¢do de um quadrilatero.

(a) Quadrilatero convexo (b) Quadrilatero ndo convexo
Fonte: produgdo do autor, 2018.

3.2 POLIGONOS SIMPLES CONVEXOS.

Nesta se¢do demostraremos uma sequéncia de resultados classicos sobre poligonos con-
vexos da forma como sdo apresentados nos cursos de geometria. Esses teoremas t€m como
principal referéncia a exposicdo de Pogorelov (1974). Comegamos com um teorema util que

serd usado na demonstracdo de alguns resultados.

Teorema 3.5. Se os extremos de uma poligonal se acham em diferentes semiplanos de uma reta

r, entdo a poligonal corta a reta r.

Demonstragdo. Deslocando-se ao longo da poligonal do ponto inicial até o final, encontramos
dois vértices consecutivos que estdo em semiplanos diferentes da reta r ou um vértice ndo
extremo sobre a reta, pois se assim ndo fosse, toda a poligonal estaria de um tunico lado da

reta r (Figura 3.16). No primeiro caso o lado da poligonal que contém os vértices consecutivos



60

corta a reta r e no segundo caso a poligonal corta r no vértice ndo extremo. Isso demonstra o

teorema. O]

Figura 3.16 — Ilustracdo do Teorema 3.5

Fonte: produgéo do autor, 2018.

O préximo Teorema limita o nimero de intersec¢des de uma reta com um poligono. A
caracterizacdo completa das interseccdes de retas e figuras convexas planas quaisquer serd es-

tudada no Capitulo 5.

Teorema 3.6. Se uma reta tem trés pontos em comum com um poligono convexo, entdo essa
reta contém um dos lados. Em outras palavras, se uma reta tem trés pontos em comum com um

poligono convexo, entdo essa reta é uma reta de apoio do poligono.

Demonstracdo. Sejam A, B e C trés pontos que pertencem a uma reta r € a um poligono con-
vexo. Suporemos, sem perder em generalidade, que B esteja entre A e C. O ponto B pertence
a um dos lados do poligono. Afirmamos que esse lado pertence a reta r. Pois se assim ndo
fosse, a reta de apoio do lado que contém o ponto B, separaria os pontos A e C, contrariando a
convexidade do poligono. Logo, o lado do poligono que contém o ponto B, estd contido na reta

r. Isso encerra a demonstracgao. [

Uma conclusdo que obtemos do Teorema 3.6 € a seguinte:

Se uma reta r ndo é uma reta de apoio do poligono, entdo r pode cortar o poligono em:

nenhum ponto, um ponto ou dois pontos.

Definicao 3.9 (Decomposicdo Poligonal e Triangulariza¢do). Uma decomposicdo poligonal de

um poligono ‘P é uma colegdo finita de poligonos Py, P, ..., P, cuja unido é P, de modo que
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a intersecgdo de dois tais poligonos ou é vazia, ou é um vértice comum ou um lado comum
a ambos. Uma decomposicdo triangular, chamada de triangularizacdo, é uma decomposicdo

poligonal do poligono P formada por triangulos com diagonais internas que ndo se cortam.

Teorema 3.7. Uma diagonal de um poligono convexo o decompde em outros dois poligonos

convexos menores que estdo em diferentes semiplanos da reta de apoio da diagonal.

Demonstragdo. Seja o poligono convexo P :A1A;...A, e adiagonal A1A,. Segundo o Teorema
3.6, a reta de apoio da diagonal AjA, ndo tem mais pontos em comum com o poligono do
que os pontos Aj € Ay, pois essa reta ndo € uma reta de apoio de . Por consequéncia, em
virtude do Teorema 3.5, a poligonal AjA; ... A, estd inteiramente contida em um dos semiplanos
determinados pela reta A1A,, (Figura 3.17). Posto que, o poligono inicial se encontra em cada
um dos lados das retas de apoio AjAz, A»A3, etc., o poligono de p lados Py : AjA; ... A, possui
a mesma propriedade. Portanto, P, € convexo. Analogamente demonstra-se que o poligono de

n—p+2lados P : ApA, ... AsAL € também convexo.

Figura 3.17 — Demonstracao do Teorema 3.7

1
Fonte: producao do autor, 2018.

—
Na sequéncia notamos que a semirreta A1A:

— —
* Estd no mesmo semiplano da reta A1A, que contém a semirreta A1A»;

< —
* Estd no mesmo semiplano da reta AjA; que contém a semirreta A1A,,.

—
Isso significa que a semirreta AjA, € interna ao dngulo ZA,AA;. Pelo Teorema do Tra-
—

vessdo a diagonal A>A,, corta a semirreta AjA,. Portanto, os pontos A, e A, estdo em diferentes
<
semiplanos da reta AjA,. Concluimos com essa discussdo que os poligonos P € P, estdo em

diferentes semiplanos da reta A1A,. Para concluir basta percebemos que P tem p lados com
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3<p<n—1.0poligono P temn— p+2ladoscom 3 <n—p+2<n—1. Portanto, p < n
e n— p < neos dois poligonos P, e P> da decomposi¢ao tem quantidade de lados menores do
que P. 0

Teorema 3.8 (Triangularizacdo dos Poligonos Convexos). Todo poligono convexo de n lados,
com n > 4, pode ser triangularizado em n — 2 tridngulos. O niimero de diagonais de cada

decomposicdo é n — 3.

Demonstracdo. Usaremos o principio de indu¢ao matemaética sobre o nimero n de lados. Quando
n =4, ja vimos que a decomposi¢do € possivel no final da Secdo 3.1 (Lema 3.1). Supondo que
o teorema seja vdlido para todos os poligonos com um nimero de lados menor do que n. De-
vemos mostrar que o teorema € valido para todos os poligonos com n lados. Para tal, seja P
um poligono convexo com n lados. Sejam A e B dois vértices quaisquer nao consecutivos de P.
Pelo Teorema 3.7 a diagonal AB decompde P em dois poligonos convexos contiguos e disjuntos
‘P1 e P, de ny e np lados respectivamente. tal que ny < n, ny < ne ny+ny =n+ 2. Pela hip6tese
de indugdo P; fica decomposto em n| — 2 tridngulos e P> em ny — 2 tridngulos. Logo, P fica
dividido em (ny —2) + (np —2) = (n; +nz) —4 = n— 2 tridngulos. O nimero de diagonais da
decomposic¢ao de P; € n; — 3 e o nimero de diagonais da decomposi¢ao de P, é ny — 3. Portanto,
o nimero total de diagonaisde P € (nj —3)+(ny—3)+1=(n1+ny)—5=(n+2)-5=n-3.
Acrescentamos 1, porque AB € lado de P, e P> e diagonal de . Com isso encerramos a de-

monstragao. [

Na Figura 3.18 vemos as 14 formas de triangularizar o hexdgono regular (convexo). No
Capitulo 4 aprenderemos a calcular o nimero de triangularizacdes para um poligono convexo

com um numero qualquer de lados.

Figura 3.18 — Triangularizacdo do hexdgono regular.

VP PNILR
[AXNNP@@:

Fonte: produg¢ao do autor, 2018.

Definicdo 3.10 (Angulo externo). Um dngulo externo de um poligono P é um dngulo formado

por um dos lados do poligono e pelo prolongamento de um lado adjacente. Cada vértice da
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origem a dois dngulos externos, dependendo da escolha do lado que serd prolongado. Os dois
dangulos externos de um dado vértice sao congruentes, pois sdo opostos pelo vértice. Conforme

podemos ver para os vértices A, convexo, e B, reflexo, do poligono da Figura 3.19.

Figura 3.19 — Angulo externo

F -

Fonte: produg¢do do autor, 2018.

Nos vértices convexos, o angulo externo fica no exterior do poligono. Ja nos vértices
reflexos, no interior. Veremos na proxima se¢do que a medida do angulo externo em um vértice

reflexo é negativa em um sentido que elucidaremos mais adiante.

Teorema 3.9. A soma dos dngulos internos de um poligono convexo de n lados é S; = (n —

2)180° e a soma dos dngulos externos independe de n e é igual a S, = 360°.

Demonstragdo. Do Teorema 3.8 € possivel triangularizar um poligono convexo em n — 2 trian-
gulos. A soma dos angulos internos de um tridngulo € igual a 180°. Cada angulo interno ZA
do poligono convexo é a soma dos angulos dos tridngulos da decomposi¢ao que t€ém o vértice
A. Por outro lado, cada angulo de um tridngulo € parte (ou o angulo todo) de um angulo do
poligono. Portanto, a soma dos dngulos internos do poligono € igual a (n —2)180°; denomina-
remos este nimero por S;, ou seja S; = (n —2)180°. Quanto a segunda parte, a soma do angulo
interno com um dos externos, em cada vértice, € a; +¢; = 180°. Notando que os dois angulos
externos em um dado vértice sdo congruentes, pois sdo opostos pelo vértice, podemos escolher
qualquer um deles. Somando todos os vértices obtemos > - (a;i+e;) = i ai+y i ei. O
primeiro somatério, da primeira parte da demonstragéo, é (n —2)180°. Substituindo obtemos
% ei=2-180° =360°, como queriamos. O

Exemplo 3.3 (Angulos no poligono regular). Podemos concluir do Teorema 3.9 que o poligono

. . L (n=2)180°
convexo regular tem seus angulos internos guats a ————

360°
P

e os dngulos externos, iguais a
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Os dois teoremas seguintes justificam alguns resultados que sdo obtidos pelo processo de
célculo de limites na obten¢do de comprimento de curvas aproximadas por poligonos, calculo

de dreas de figuras convexas e outras aplicacoes.

Definicao 3.11. Sejam P; e ‘P> dois poligonos convexos e | e ®,, respectivamente, as figuras
convexas limitadas por esses poligonos. Diremos que o poligono P se encontra no interior do

poligono P se &1 C P,.

Teorema 3.10. Se um poligono convexo P| pertence ao interior de outro poligono convexo P,
o perimetro de Py ndo é maior do que o perimetro de P>. Se o poligono ‘P, ndo coincide com

‘P>, seu perimetro é menor do que o de ‘P».

Demonstracdo. Tragamos uma reta r que contenha um dos lados de P (Figura 3.20). O poli-
gono P; estd de um lado da reta. Podem acontecer duas situagdes. O poligono P> estd em um
lado da reta r ou existem pontos do poligono P que estdo em lados diferentes da reta r. No
primeiro caso, escolhemos outro lado de ;. Se o poligono P, estiver novamente em um lado
de r, escolhemos o terceiro lado. Se essa situacdo acontecer em todos os lados de P, entdo
P = P. No segundo caso, a reta r corta o poligono P, em dois pontos A e B. Com efeito,
sejam C e D dois pontos de P, que se encontram em lados opostos da reta r. Os pontos C e
D dividem P, em duas poligonais. Pelo Teorema 3.5 cada uma dessas poligonais corta a reta
r. A reta r divide /, em dois poligonos. Seja ) aquele que estd no mesmo semiplano de r do

poligono P;.

Figura 3.20 — Ilustragdo do Teorema 3.10

D

Po

Fonte: produc¢ao do autor, 2018.

O poligono ) contém em seu interior o poligono P;. Mostraremos agora que o perimetro
de € menor do que o perimetro #5. Com efeito, para passar do poligono P, para o poligono

(& devemos substituir a poligonal sobre P, do mesmo lado de C da reta r, pelo segmento
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AB que une seus extremos. A soma das medidas dos lados da poligonal é maior do que o
comprimento do lado, como consequéncia da desigualdade triangular. Esse ultimo resultado
pode ser visto em Pogorelov (1974, p.42). Escolhendo um outro lado de (, obtemos um outro
poligono 3 que contém P; e tem perimetro menor do que ;. Como @ tem perimetro menor
do que P, o poligono (3 tem perimetro menor do que ?>. Em n etapas obtemos o poligono
Qu+1 = P, contido no interior de P>, e com perimetro menor do que Y. Portanto, se o poligono

P1 ndo coincide com P, seu perimetro é menor do que o de P». Isso demonstra o teorema. [

Definicao 3.12. A poligonal simples aberta y: A1A>...A, se chama convexa se existe o po-
ligono simples P : A1A;, ... A, e este for convexo. Uma poligonal Y : A1ALAL .. A, envolve a
poligonal convexa Y se ambas as poligonais estdo situadas no mesmo semiplano da reta A1A,

e a poligonal ¥ ndo contém pontos interiores do poligono P (Figura 3.21a).

Figura 3.21 — Poligonais convexas.

A1 A

(a) A poligonal ¥ envolve y (b) Tustragdo do Teorema 3.11
Fonte: produg¢do do autor, 2018.

Teorema 3.11. O comprimento da poligonal Y que envolve a poligonal convexa Y é maior ou
igual do que ao comprimento da poligonal . Se as poligonais néo coincidem, Y tem compri-

mento maior.

Demonstracdo. Tracemos a reta r por um dos lados da poligonal y. Deslocando-se ao longo da
poligonal Y de seu ponto inicial A a seu ponto final B, marquemos o primeiro e o tltimo ponto
da poligonal ¥ pertencentes a reta r (Figura 3.21b). Sejam C e D estes pontos. Substituimos a
parte de C a D da poligonal ¥ pelo segmento CD. A poligonal assim obtida também envolve
a poligonal y e seu comprimento é menor que ou igual ao de Y. Se o comprimento da poligo-
nal obtida for menor do que o de Y, ela possuird pontos situados a diferentes lados da reta r.
Realizando esta operacdo em todos os lados da poligonal ¥, obtemos, no fim desse processo, a
poligonal V. Resulta disso, como no Teorema 3.10, que o comprimento da poligonal Y é maior
que ou igual ao de . Se a poligonal Y ndo coincide com 7y, seu comprimento é maior. Isso

encerra a demonstragao. 0
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3.3 POLIGONOS SIMPLES CONVEXOS E NAO CONVEXOS.

Nessa se¢do apresentaremos alguns resultados que generalizam os que desenvolvemos na
Secao 3.2 somente para poligonos convexos. Sempre que possivel faremos comparacdes entre
casos convexos € ndo convexos. O objetivo principal dessa apresentacdo € destacar as propri-
edades que se mantém em ambos os casos e demonstrar resultados altamente intuitivos que
os professores frequentemente utilizam como exemplos em suas aulas, geralmente recorrendo
para os desenhos. O Teorema da boca (Teorema 3.15), € um exemplo, que desde muito cedo na
escola € ensinado como sindbnimo de poligono convexo. Iniciamos com uma demonstracao do
Teorema da Curva de Jordan para poligonos. Esse teorema € conhecido por ser um dos teore-
mas fundamentais da matematica e por ser altamente intuitivo. A sua demonstracdo € bastante
elaborada em sua forma geral, no entanto, para poligonos a prova € elementar. Fundamental na
matematica, esse teorema foi formulado e provado pelo matemaético francés Camille Jordan em
1882. Apresentaremos a demonstracdo que consta em Courant e Robbins (2000, p.306), porém

com mais detalhes e comentarios.

Teorema 3.12 (Teorema da Curva de Jordan Poligonal). Qualquer poligono simples ‘P divide
o plano 11 em duas classes disjuntas de pontos, ndo situadas em ‘P, dos quais P é a fronteira
comum. As duas componentes de Il sdo o interior de P, que ¢é limitado e o exterior ilimitado.
Qualquer poligonal ligando um ponto do interior a um ponto do exterior de ‘P, corta ‘P em pelo
menos um ponto. Dois pontos quaisquer da mesma classe podem ser unidos por uma poligonal

que ndo corta ‘P.

Nota. A dltima afirmacio do Teorema 3.12, conforme discutimos no Capitulo 2, é uma
propriedade topoldgica chamada de conexidade por caminhos. Se estivéssemos considerando
poligonos com “furos”, haveriam pontos da mesma componente (interior ou exterior) que nao
poderiam ser ligados por uma poligonal, ou qualquer outra curva continua. Para uma introdugao

a esses aspectos, no contexto dos poligonos, o leitor pode ler Shashkin (1989).

Demonstracdo. Seja uma reta r no plano ndo paralela a qualquer dos lados de P. Desde que P
tem uma quantidade finita de lados, isso é sempre possivel. Definimos duas classes 4 e B de

pontos do plano tais que:

* Um ponto A € A4 se um raio com ponto inicial em A, paralelo a r, corta P um nimero par

de vezes;

* Um ponto B € B se um raio com ponto inicial em B, paralelo a r, corta Z um nimero

impar de vezes;
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Dois pontos tem a mesma paridade quando pertencem a mesma classe.

Quando o raio passa pelos vértices temos duas situagdes especiais a considerar:

1. Quando os lados do poligono no vértice que o raio passa estdo do mesmo lado do raio,

ndo contamos essa situagdo como um corte (veja os vértices R; na Figura 3.22a);

2. Quando os lados do poligono no vértice que o raio passa estdo em lados opostos do raio,

contamos essa situacdo como um corte (veja os vértices S; na Figura 3.22b).

Mostraremos inicialmente que todos os pontos de um segmento de reta que ndo corta P tem a
mesma paridade. Imagine o ponto P deslocando-se de M para N no segmento MN. Conforme o
ponto P move-se no segmento MN os raios que emanam de P na dire¢do escolhida vao varrendo
dois conjuntos contidos em uma faixa no plano nos dois semiplanos determinados pela reta MN.
Como o segmento MN nao corta P, a quantidade de cortes somente pode mudar quando um raio

passar por um vértice. Entdo vamos analisar essa passagem pelos vértices com cuidado.

Figura 3.22 — Varredura de vértices

(a) Segmento interno (b) Segmento externo

Fonte: producao do autor, 2018.

Quando um raio passa por um vértice do tipo 1, logo apds a varredura passar pelo vértice,
a quantidade de cortes aumenta ou diminui em dois. Na Figura 3.22a nos vértices Ry e R3
acrescenta-se dois cortes e no vértice Ry a quantidade de cortes diminui dois. Quando um raio
passa por um vértice do tipo 2 a quantidade de cortes ndo € alterada (sdo os vértices S; da Figura
3.22b). Isso mostra que a paridade ndo muda quando a varredura passa pelos vértices. Portanto,
se o ponto M € 4 (respectivamente ‘B), entdo todos os pontos do segmento também pertencerao
a A (respectivamente B). Como consequéncia do que fora demonstrado, qualquer poligonal
ligando um ponto A € A4 a um ponto B € B deve cortar P. Porque se assim nao fosse a paridade
de todos os pontos do caminho e, em particular, de A e B seriam a mesma.

Mostraremos agora que dois pontos quaisquer da mesma classe podem ser unidos por um
caminho poligonal que ndo corta . Sejam A e B os dois pontos. Se o segmento AB ndo corta P,

esse segmento é o caminho que queriamos. De outro modo, sejam A’ € B’ o primeiro € o tltimo
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ponto de intersec¢do de AB com P, respectivamente. Construimos o caminho come¢ando em
A ao longo do segmento AA’, em seguida, desviando um pouco antes de A’ e seguindo bem
préximo ao longo de P até que P retorne a AB em B’. A poligonal volta, entdo ao segmento AB

e estd bem préxima de B', conforme Figura 3.23.

Figura 3.23 — Ilustracdo do Teorema 3.12: Conexidade.

,//// B B
/ o

A poligonal obtida volta a AB entre B’ ¢ B. Com efeito, percebemos que para dois pontos

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.

R e R’ suficientemente préximos um do outro, mas em lados opostos de algum lado de P tem
paridade diferente, porque o raio partindo de R cortard  em um ponto a mais do que o raio

passando por R’ (Figura 3.24).

Figura 3.24 — Paridade de pontos proximos ao lado de um poligono.

Fonte: produgéo do autor, 2018.

Como a poligonal construida volta ao segmento AB em algum ponto muito proximo de
B’ sem cortar o poligono P, para que a paridade seja mantida ela deverd voltar ao segmento AB

entre os pontos B’ e B. Isso conclui a demonstra¢do do teorema. 0

Notamos que o lado externo do poligono pode agora ser identificado com a classe A4, uma

vez que, se percorrermos uma distincia suficiente ao longo de qualquer raio na direcio fixada
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chegaremos em um ponto C no qual além dele ndo haverd nenhuma interseccdo com A4, de
modo que todos os pontos além de C tem paridade zero. O lado interno de P € a classe ‘B.

Na sequéncia demonstraremos que todo poligono simples, a exemplo dos convexos, po-
dem ser triangularizados. Esse resultado tem importantes consequéncias e intimeras aplicacgoes.
Apesar de a demonstracao ser relativamente f4cil, normalmente ndo € apresentada nos livros de

geometria escolar. Com esse objetivo em mente, demonstraremos o resultado seguinte.
Lema 3.2. Todo poligono simples com mais de trés lados tem pelo menos uma diagonal interna.

Apresentaremos a demonstracao de Golovind e Yaglom (1981) que € bastante direta, in-
tuitiva e que pode ser aplicada no Ensino médio. O leitor pode obter outra demonstragao em
O’Rourke e Devadoss (2011, p.4).

Demonstragdo. Sejam A, B e C trés vértices consecutivos do poligono simples P. Do vértice B
tracemos na parte interna de P, até cortar o poligono pela primeira vez, todos os raios possiveis
de modo que o angulo interno ZABC esteja coberto pelos raios. Enfatizamos que estamos
considerando a parte dos raios até encontrar o primeiro obstidculo, como se fossem raios de luz

que encontram uma parede (Figura 3.25).

Figura 3.25 — [lustracdo do Lema 3.2.

(a) Os raios terminam no mesmo lado do poli- (b) Os raios ndo terminam no mesmo lado do po-
gono. ligono.

Fonte: Produzido tendo como base Golovind e Yaglom (1981, p.20).
Isso garante que estamos considerando somente segmentos internos ao poligono. Pode-
mos ter duas situagdes:

1. Todas os raios terminam no mesmo lado do poligono. Nesse caso a diagonal AC divide

nosso n-dgono em um poligono simples de n — 1 lados e um triangulo (Figura 3.25a).

2. Nem todos raios terminam em um mesmo lado. Neste caso um dos raios termina em um
vértice M do poligono e a diagonal BM o dividird em dois poligonos de menor nimero
de lados (Figura 3.25b).

Com o discutido, o lema esta assim demonstrado. L]
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Teorema 3.13 (Triangularizacdo de um poligono simples). Todo poligono simples com mais de
trés lados pode ser triangularizado em n — 2 triangulos. O niimero de diagonais da divisdo é
n—3.

Lembrando da Defini¢do 3.9, uma triangularizacido de um poligono simples é uma decom-
posicao desse poligono em tridngulos por diagonais internas que ndo se cortam. Note que este
¢ um resultado mais geral que o fornecido no Teorema 3.8, pois aquele é védlido para poligonos

convexos e este para quaisquer poligonos simples.

Demonstragdo. A demonstracio serd feita por inducio. Para os quadrildteros ja vimos que o
teorema € valido no Lema 3.1. Suponhamos que o teorema seja vdlido para todos os poligonos
com ndmero de lados menor do que n. Seja P um poligono com n lados. Pelo Lema 3.2, esse
poligono tem uma diagonal interna. Essa diagonal interna divide P em outros dois poligonos
Q; e @ com menor quantidade de lados do que 2. Pela hipétese de indugdo, os poligonos Q;
satisfazem o teorema. Agora procedendo como no Teorema 3.8 podemos concluir a demonstra-

cao. [

Antes do proximo resultado, apresentaremos algumas definicdes importantes sobre a clas-

sificacdo dos tipos de vértices de um poligono simples qualquer.

Definicao 3.13 (Vértice e diagonal principal). Diz-se que um vértice A; de um poligono simples
‘P é um vértice principal quando a diagonal A;_1A;1 intersecta P somente em seus extremos.

A diagonal em questdo é chamada de diagonal principal.

Definicao 3.14 (Ponta e orelha). O vértice principal B do poligono simples ‘P é chamado de
ponta %> quando a diagonal B j—1Bjy1 estd inteiramente contida na figura limitada por P. O
tridngulo Bj_1B;B 1, contido na regido limitada por ‘P, é chamado de orelha do poligono P
(Figura 3.26a).

Definicao 3.15 (Boca). O vértice principal C; do poligono simples P forma uma boca, quando

a diagonal C;_1Cjy1, exceto pelos seus pontos extremos, estd inteiramente contida no exterior

de P. O triangulo C;_C;Ci;1 € a referida boca (Figura 3.26b).

Aa "

2ou ponta da orelha, do inglés "tip ear".
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Figura 3.26 — Vértices principais: orelha e boca

Bj+1
Ci+1
B
Ci-1
B,
(a) O AB;_1B;Bj1 é uma ponta. (b) O AC;_1C;Ci—+1 é uma boca.

Fonte: produc¢do do autor, 2018.

A préxima defini¢do englobara os vértices de P que ndo sdo principais. Isso significa dizer
que no interior do triangulo formado por trés vértices consecutivos de P, podem ter vértices de
P.

Definicao 3.16 (Vértice saliente). Um vértice D; de um poligono simples P diz-se um vértice
saliente quando é possivel escolher um ponto P| no interior do segmento D;_1D; e outro ponto
P> no interior do segmento D;Dj| de modo que o segmento P\ P, esteja contido na figura

limitada por P (Figura 3.27).

Se o vértice D; for uma ponta, entdo € um vértice saliente e os pontos D;_1 e Dy ja
satisfazem as condi¢des da Defini¢do 3.16. Quando o vértice saliente ndo for ponta, P| e P»

devem ser suficientemente préximos a D; 3. A Figura 3.27b mostra um exemplo deste fato.

Figura 3.27 — Vértices salientes.

(a) Vértice saliente que € uma ponta. (b) Vértice saliente que ndo é uma ponta.

Fonte: produg¢do do autor, 2018.

30 que queremos dizer com suficientemente préximo nesse caso é que os pontos P; e P> devem estar tdo
préximos de D; de tal forma que o AD;P; P, ndo contenha nenhum vértice de P.



72

Definicao 3.17 (Vértice reentrante). Um vértice E; de um poligono simples P que ndo é saliente
é dito ser um vértice reentrante. Isto significa que para qualquer pontos P no interior de E; 1 E;
e qualquer ponto Q no interior de E;E; 1, o segmento PQ ndo estd inteiramente contido na

figura limitada por P. Exemplos de vértices reentrantes sdo mostrados na Figura 3.28.

Figura 3.28 — Vértices reentrantes.

(a) Vértice reentrante que forma uma boca. (b) Vértice reentrante que nao forma uma boca.

Fonte: produg¢ao do autor, 2018.

Os tridngulos de uma triangulariza¢do podem ter 1, 2 ou 3 diagonais internas de P como
lados. Os tridngulos que t€ém uma diagonal interna e dois lados, concordando com a Defini¢do
3.14, sdo orelhas. O préximo teorema garante a existéncia de orelhas em todos os poligonos. In-
tuitivamente, isso significa que podemos montar ou desmontar um poligono qualquer incluindo

ou retirando “orelhas” em cada etapa e obtendo um poligono novo.

Teorema 3.14 (Teorema das duas orelhas %). Todo poligono simples tem pelo menos duas ore-

lhas disjuntas.

Demonstracdo. Dado um poligono P de n lados, pelo Teorema 3.13 existe uma triangulariza¢ao
de P em n — 2 tridngulos. Cada um dos n lados de P pertence a um desses tridngulos. Usando
o principio das casas dos pombos interpretando os “tridngulos como casas” e os “lados como
pombos” hé dois tridngulos com dois lados de P cada um. Os vértices comuns a esses dois

lados s@o, cada um, uma ponta distinta de P. O]

Quando um poligono P ndo é convexo, em vdrias situacOes € util obter, caso exista, a
menor figura convexa que contenha a regido & limitada por . Com menor figura convexa
que contém @, queremos nos referir a figura convexa conv(®) que contém @ e estd contida

em qualquer outra figura convexa @' que contenha ®. De outra forma, a figura conv(®), é a

“Em inglés "Two ears theorem".
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interseccdo de todas as figuras convexas que contenham ®. No Capitulo 5 mostraremos que,
para toda figura &, limitada por uma curva simples fechada X, é possivel obter essa figura,
chamada de Fecho Convexo. De uma forma geral, sempre € possivel obter o fecho convexo de
qualquer conjunto limitado, finito ou infinito, de pontos. Concentraremos nossa atencao nas
figuras, que sdo os conjuntos de pontos de interesse nessa dissertacao.

Denotaremos o fecho convexo de um conjunto qualquer de pontos do plano § por conv(S).
A obtencdo do fecho convexo para um conjunto de pontos, oferece vérias aplicagdes, conforme
podemos ler em O’Rourke e Devadoss (2011, p.33, traducdo nossa) “Existem intimeras aplica-
¢oes prdticas na obtengdo do fecho convexo, incluindo detecgdo de colisoes, Sistemas de Infor-
macdo Geogrdfica (SIG) e padrdes de reconhecimento.” Para poligonos, € suficiente considerar
o fecho convexo do conjunto formado pelos seus vértices. Dessa forma, podemos visualizar
o fecho convexo com um experimento. Imagine que os vértices sejam tachinhas fixas em um
plano. Envolvemos toda a regido com um eléstico de latex fino e soltemos esse eldstico (Figura
3.29). Ele ficard esticado em algumas tachinhas, minimizando a distancia entre elas. A regido

interna delimitada pelo eldstico mais o contorno que ele forma, € o fecho convexo do poligono.

Figura 3.29 — Fecho convexo de um poligono.

Fonte: produc¢do do autor, 2018.

E possivel mostrar que o fecho convexo de um poligono P é o poligono de menor drea que
contém ‘P. Esse poligono coincide com o poligono convexo de menor perimetro que contém P.
A demonstragao desse fato serd omitida e o caminho para tal pode ser obtido nos exercicios de
O’Rourke e Devadoss (2011, p.36).
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Teorema 3.15 (Teorema da boca °). Exceto para poligonos convexos, todo poligono simples

tem pelo menos uma boca, ou seja, um vértice reentrante principal.

Demonstracdo. Consideremos o fecho convexo do conjunto ¥ dos vértices de P. Sendo que

P ndo é convexo, existem lados de conv(‘V) que ndo sdo lados de P.

Figura 3.30 — [lustragdo do Teorema 3.15.

A

[+1

Fonte: producdo do autor, 2018.

Pode acontecer duas situagdes: O lado de conv() que ndo estd em P cobre uma boca
de P e o teorema estd demonstrado, como A;A; | na Figura 3.30. A outra situacdo acontece
quando o lado de conv(‘V) que nédo pertence a P cobre um “bolso” que se fecha nesse lado
de conv(). Esse bolso é outro poligono que se fecha no lado de conv(%) ©. Vamos provar
que cada um desses poligonos formados tem pelo menos uma boca. Considere o bolso fechado
no lado de conv(’) de vértices A; e A; conforme Figura 3.30. Forma-se o poligono simples
Kij:AiAiy1...Aj_1A;. Pelo Teorema 3.14, hd pelo menos duas orelhas nio sobrepostas em K;;.
Por ndo haver sobreposi¢do, ndo ocorrem pontas simultaneamente em A; € A;. Portanto, pelo
menos uma orelha deve ocorrer em Ay com i < k < j. Obviamente uma orelha de K;; € uma

boca de P. Isso demonstra o teorema. O]

Para o que segue, discutiremos a nocdo de circulagdo. As ideias que apresentaremos

foram baseadas em Lyusternik (1966), para isto vamos necessitar da nocio de vetor /. Dado um

SEm inglés "One mouth Theorem"

®Dado que o fecho conv(®) da regido ® limitada por P nio coincide com @, parte da fronteira de ® estard no
interior de conv(®).

7Vamos admitir que o leitor ja possua um conhecimento bésico sobre vetores do plano.
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ponto interno O do poligono convexo P, todos os pontos de P podem ser conectados por um
vetor contido em seu interior 8. Um ponto mével M sobre o poligono pode mover-se em dois
sentidos. O vetor 0—]\>4 muda de posi¢do quando M varre o poligono. O sentido anti-horario é
aquele que corresponde ao sentido de rotagdo positivo do vetor OTd . Representando cada lado
do poligono por um vetor que preserva o sentido de percurso do ponto M ao varrer o poligono,

obtemos um diagrama de circulagao do poligono, conforme Figura 3.31.

Figura 3.31 — Diagrama de circulacao do poligono.

Fonte: produgdo do autor, 2018.

Continuando nossa discussao, ja vimos que todos os lados de P estdo sobre uma reta de
apoio de P. Podemos distinguir nessa reta o lado em que se encontra o interior de . Antes

vamos a uma defini¢do.

Definicao 3.18. Um vetor é chamado de normal externo ao poligono P em um ponto A de um

dos lados se for perpendicular a reta suporte do lado e for dirigido para fora de P.

Nos pontos de P que ndo sdo vértices, hd somente uma direcdo e sentido para a normal
externa, portanto existe apenas um vetor normal externo unitario. Nos vértices podemos ter
uma infinidade de vetores normais externos, pois o angulo externo a /B, o ZABC da Figura
3.32, contém todas as semirretas que geram todas as retas suportes pelo ponto B. Os vetores

normais externos estao todos contidos no angulo oposto a B, conforme Figura 3.32.

8Dois pontos A e B estio conectados por um vetor no plano, quando, geometricamente, A é a origem do vetor
e B ¢ a extremidade do vetor.
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Figura 3.32 — Vetores normais a um poligono.

Cc

P

Fonte: producédo do autor, 2018.

Quando o percurso for no sentido anti-horario, em cada ponto M do percurso, identifica-
mos o lado esquerdo de M como aquele contrario ao sentido do vetor normal externo no ponto
M. Logo, o interior do poligono P estard sempre a esquerda de M. Quando M atinge o vértice
A1, sua orientacdo gira por um angulo 0| para a esquerda de sua trajetéria anterior. Pois, caso

girasse a direita o vértice A seria um vértice reflexo (Figura 3.33a).

Figura 3.33 — Circulacdo no poligono convexo.

(@) (b)
Fonte: produg¢ao do autor, 2018.

Continuando o percurso, em cada vértice o ponto mével M muda a sua trajetéria a es-
querda por um angulo menor do que 180°. Finalmente, no vértice A,, o ponto mével gira para
esquerda por um angulo o, e retorna ao lado que havia comegado. Os angulos de giro oy, ..., 0,
sdo os angulos externos e correspondem aos giros da reta suporte sobre os lados de a; até ay,
(Figura 3.33a). Quando o ponto mével volta ao lado original, a reta suporte completard uma

revolugdo inteira, portanto, o) + ...+ o, = 360°. Para vermos esse aspecto de outra forma,

imagine um ponto O do qual parta todos os vetores unitarios OL;, OL;, ..., OL,, paralelos aos



77

vetores suportes dos lados. Percorrendo o circulo unitdrio obtido no sentido anti-horario, inici-
ando do ponto L, passa-se pelos pontos L, L3,..., L, nessa ordem até retornar ao ponto L.
No final do processo terd sido feito exatamente um percurso ao longo do circulo unitério (Fi-
gura 3.33b). Notamos que cada giro a esquerda no poligono corresponde a um giro no sentido
anti-hordrio no circulo unitdrio.

Uma construc@o andloga pode ser feita para poligonos nao convexos. Escolhemos um
sentindo de percurso do ponto mével M no poligono e analisamos o giro de um lado, visto
como um vetor, para estar na direcdo do outro. O sentido escolhido serd aquele em que no
ponto moével M localiza-se o interior a esquerda. Na Figura 3.34a temos um quadrildtero ndo

convexo com vértices Ay, Ay, A3 e A4 e um percurso no sentido anti-horario. Correspondendo a

esses pontos no circulo unitdrio estdo os pontos L1, Ly, Lz e L4. Os vetores OL1, OLa, 0L§ e OLQ
sdo paralelos aos vetores dos lados A4A 1, A1A>, A2Az e A3A4 respectivamente. Ao circuito do

ponto M sobre o quadrildtero correspondera um circuito ao longo do circulo unitdrio associado.

Figura 3.34 — Circulacdo no quadrildtero ndo convexo.

(a) (b)
Fonte: produg¢éo do autor, 2018.

Assim como no caso convexo, cada giro a esquerda corresponde a um giro no sentido anti-
horério no circulo unitdrio. Quando o ponto mével M chega no vértice A4, esse experimenta um
giro a direita, correspondendo um giro no sentido hordrio no circulo unitdrio. Algebricamente,
cada giro no sentido horério corresponde a um angulo de medida negativa. No final do circuito,
como o ponto movel retorna a posi¢do original, a soma das contribui¢des é novamente igual a
360°. Diferente do caso convexo, no caso nao convexo o ponto mével percorreu mais do que
uma volta até voltar a posi¢do original. Intuitivamente, nos poligonos convexos 0s giros nos
vértices nao sdo muito acentuados. No final cada pequeno giro contribui para no final somar-se

a exatamente uma revolucio completa. Nos poligonos ndo convexos (pelo menos naqueles com
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uma quantidade pequena de lados), haverd vértices com mudancas fortes de direcdo, como os
vértices A| e Az da Figura 3.34a. Essas contribui¢cdes forcardo o ponto mével a mover-se a
direita em algum outro vértice.

Depois dessa discussao vamos demonstrar o ultimo teorema desse capitulo.

Teorema 3.16. A soma dos angulos internos de um poligono simples qualquer de n lados é

(n—2)180° graus e a soma dos dngulos externos ndo depende de n e € igual a 360° graus.

Demonstragdo. Do Teorema 3.13 € possivel triangularizar um poligono em n — 2 tridngulos.
Lembrando que a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180° graus, demonstra-se a pri-
meira parte. Quanto a segunda, a soma dos angulos interno e externo, percorrendo os vértices
no sentido anti-hordrio, é o; + o, = 180° para todo vértice do poligono. Para os vértices re-
flexos, o, < 0° e o; > 180°, mas ainda se tem o; + o, = 180° (Veja a Figura 3.34). Somando
todos os vértices, obtemos 2?21 o; + 2?21 o, = n-180°. O primeiro somatério, da primeira
parte da demonstragdo, é igual a (n —2)180°. Substituindo, obtemos » .\ ; &t = 2-180°, como

queriamos demonstrar. 0

Finalizamos esse capitulo resumindo algumas propriedades obtidas compartilhadas por

poligonos simples convexos ou ndo.

* Todo poligono simples, seja convexo ou nao, pode ser triangularizado;

* O nimero de diagonais de uma triangularizacao ndo muda e € sempre igual a n — 2;
* A soma dos angulos internos de um poligono é sempre (n—2) - 180°;

* A soma dos angulos externos de um poligono € sempre igual a 360°;

* Em um circuito no sentido anti-hordrio, sempre se vé€ o interior do lado esquerdo (essa é

uma propriedade das figuras em geral);

* Um poligono convexo nao tem vértices reflexos. Reciprocamente, se podemos concluir

que um poligono simples nao tenha vértices reflexos, o mesmo € convexo;

* Em um circuito no sentido anti-hordrio, em um poligono convexo, sempre se gira a es-
querda nos vértices. Reciprocamente, quando se gira a direita pelo menos uma vez em

um vértice, podemos concluir que o poligono ndo é convexo;

* Um poligono qualquer sempre tem, pelo menos, duas orelhas (que podemos pensar como
folhas de uma arvore). Isso significa que podemos desmontar um poligono, comegando
a retirar os tridngulos externos em cada etapa. Isso deixa claro que os tridngulos de uma
triangularizacdo sdo as unidades minimas de formagao dos poligonos e, em um certo

sentido, de todas as figuras planas;
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* Fixando um ponto qualquer de uma figura limitada por um poligono convexo, todos os
outros pontos da figura sdo visiveis. Logo, toda figura limitada por um poligono convexo

¢é estrelada.

Algumas perguntas nao respondidas:

* Qual a quantidade de triangulariza¢des que podem ser obtidas em um poligono convexo?

(Veja Figura 3.18 para o caso do hexdgono).

* Qual o menor numero de pontos de uma figura limitada por um poligono simples ndo
convexo para cobri-lo por completo? Esse resultado depende da “geometria” do poligono

simples ndo convexo?

* Nos casos em que hd mais do que uma triangularizacdo, existem algumas melhores do

que outras para algum objetivo?

Essa e outras questdes serdo discutidas nos Capitulos 4 e 5.
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4 APLICACOES E APROXIMACOES A SALA DE AULA

Nesse capitulo iremos em um primeiro momento discutir a formalizacdo do conceito de
area na geometria e sua relacdo com a triangularizacdo de um poligono. O conceito de drea é
um dos mais importantes da matemética e € discutido com toda sua generalidade em um campo
da matemadtica chamada de Teoria da Medida e Integracdo. Pretendemos discutir somente as
ideias relacionadas ao nosso tema, sem muito detalhamento, pois o tema € vasto. O foco, além
da discussdo formal, € propor atividades interessantes que possam ser aproveitadas por profes-
sores nas escolas. Com igual propésito discutiremos a nogdo de centro de massa. O conceito de
triangularizacdo, mais uma vez, se tornard importante no desenvolvimento das ideias. Aplica-
remos os resultados do Capitulo 3 na resolug¢do de problemas combinatoérios, que sem as ideias
discutidas se tornariam extremamente laboriosos. Por fim, estenderemos a discussao sobre o

Problema da Galeria de Arte.

4.1 AREA, CONGRUENCIAS E SEMELHANCAS.

Sdo das civilizacdes da antiguidade os primeiros registros do uso da geometria para o
calculo de dreas. A importancia da demarcagdo de terras pelos egipcios € o registro tradicio-
nal difundido dessa primeira utilidade. E razoavel dizer que figuras congruentes tenham mesma
area, isto é, sdo equivalentes. Também € razoavel dizer que duas figuras sio equivalentes quando
pudermos cortar uma delas em um nimero finito de partes de tal forma que possamos reagru-
par essas partes para obter a segunda. As figuras obtidas por cortes, conforme discutimos, sao
chamadas equidecomponiveis. Essa razoabilidade vem do fato de as figuras serem formadas
por partes respectivamente congruentes. Portanto, figuras equidecomponiveis tém iguais areas,
significando intuitivamente que ocupam uma mesma por¢do do plano. Esse método de decom-
posicdo, que ja constava nos Elementos de Euclides (300 A.E.C), era usado para reagrupar as
partes decompostas de uma figura para que resultasse em outra figura mais simples, da qual
ja se conhecia a drea. Euclides ndo mensurava a drea através de uma medida. Por essas ra-
z0es, percebemos que as figuras congruentes estdo no centro da discussdo sobre dreas. Em um
sentido intuitivo, figuras congruentes no plano podem ser obtidas uma da outra por superposi-
cdo. O infortinio dessa nocdo é que figuras planas congruentes obtidas por reflexao necessitam
da terceira dimensdo para que o movimento, sem deformacdo, leve uma figura a outra. No
formalismo geométrico tradicional e nos livros bdsicos de geometria, na maioria dos casos a

congruéncia é apresentada somente para os triangulos estudando os casos de congruéncia. Uma
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vez estabelecido os critérios de congruéncia de tridngulos, em alguns desses livros didéticos a
congruéncia € generalizada para os poligonos, como em Baldor (2004).

Os pintores medievais, preocupados em aumentar o realismo de suas pinturas, desenvol-
veram técnicas € maquinas capazes de captar a esséncia de uma imagem tridimensional em uma
tela. Pintores como Leonardo da Vinci (1452-1519) e Albrecht Diirer (1471-1528) conheciam
técnicas de perspectiva e usavam maquinas na elaboracdo de algumas de suas telas. Uma curi-
osa maquina usada por Diirer, conhecida como méquina de perspectiva, era composta de uma

moldura de vidro quadriculada na qual o artista via o que iria pintar em perspectiva (Figura 4.1).

Figura 4.1 — Mdquina de perspectiva de Albert Diirer.

(b) Visdo do artista.
Fonte: Orosz (2009).

A ideia de congruéncia estd presente nesse método de pintura. Na Figura 4.1b, o artista
v€ uma imagem congruente da sua modelo em perspectiva. O uso dos quadros ajudava a manter
as propor¢des da modelo, segundo o ponto de vista do artista.

Na sequéncia apresentaremos as definicdes formais de semelhanca e congruéncia para

podermos continuar nossa discussao.
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Defini¢ido 4.1 (Semelhancga e Isometria). Sejam ® e @' figuras planas e r um niimero real po-
sitivo. Diz-se que ® e @' sdo semelhantes, com razdo de semelhanca r, quando existe uma
correspondéncia biunivoca 6 : ® — @', de pontos de ® em pontos de ®', com a seguinte pro-
priedade: Se X e Y sdo pontos quaisquer de ® e X' = 6(X), Y' = o(Y), entdo X'Y' = rXY.

Uma semelhanga entre duas figuras planas de razdo 1 é dita ser uma isometria ou congruéncia.

Uma isometria € sempre uma composicao de reflexdes, rotagdes e translacdes. Uma se-
melhanga € sempre uma composicdo de uma homotetia com uma isometria.

Para nossa figura mais simples, o triangulo, do ponto de vista particular da geometria
elementar, dois tridngulos sdo ditos serem semelhantes se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre os vértices de tal forma que angulos correspondentes sejam congru-
entes e lados correspondentes sejam proporcionais. Os tridngulos serdo congruentes se os lados
e os angulos correspondentes forem congruentes. Pode ser mostrado que as defini¢des gerais
e particulares de semelhanca e congruéncia para os triangulos concordam. Veja Lima (2009).
Também € possivel mostrar que se pudermos estabelecer uma correspondéncia entre os vérti-
ces A; <+ B; dos poligonos P : A1Ay...A, e P> : B1B;...B, com seus vértices dispostos no
sentido anti-hordrio, de tal forma que angulos e segmentos correspondentes sejam congruentes,
entdo os poligonos sdao congruentes. Portanto, considerando uma triangularizacdo de P e a
mesma triangularizacdo com os pontos homdélogos em P, os tridngulos da decomposi¢ao serdo
congruentes. Intuitivamente, um poligono pode ser desmontado pelos triangulos de uma trian-
gularizagdo arbitraria e montado em outra posicao como pec¢as de um quebra cabega. O niimero
de quebra-cabecas como esses € igual ao nimero de triangulagdes possiveis do poligono. Na

Figura 4.2a, o lado AB do poligono P, foi transportado para a posi¢do A’B’ da Figura 4.2b.

Figura 4.2 — Copiando um poligono por triangularizagao.

(a) Poligono 7. (b) Poligono P, cépia de P;.
Fonte: produgéo do autor, 2018.
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Sobre A’B’ fora construido o tridngulo A’B'C’ congruente ao tridngulo ABC. Repete-
se a operagdo ao tridngulo ACF obtendo o tridngulo A’C'F’ congruente a ACF. Continua-se
transportando os tridngulos, um a um, e no final do processo o poligono obtido € congruente ao
original da Figura 4.2.

Em alguns livros de geometria elementar a congruéncia dos tridngulos de uma decompo-
sicdo, dispostos da mesma maneira, € usada como defini¢ao de congruéncia de poligonos. Em

Baldor (2004, p.78, traducdo nossa) o autor define:

Definicao 4.2 (Poligonos congruentes - Baldor). Dois poligonos sdo congruentes se podem
decompor-se em igual niimero de tridngulos respectivamente iguais e dispostos do mesmo

modo.

Para o propésito do livro, estudantes da escola basica, uma definicdo como essas, além
de ser de facil compreensdo, € altamente intuitiva. No citado texto, poligonos sao definidos de
forma equivalente a defini¢do dessa dissertacao, incluindo poligonos simples ndo convexos.

Tratamento andlogo podemos dar a semelhancga de poligonos. Com os angulos em corres-
pondéncia ciclica conforme discutimos, se cada tridngulo da decomposi¢do de P; é semelhante
ao correspondente tridngulo em P, podemos concluir que os poligonos sdo semelhantes, con-
forme podemos pesquisar a demonstracdo em Birkhoff e Beatley (2001, p.62). Isso inspira um
método para ampliar ou reduzir uma figura usando poligonos, conforme Figura 4.3. Desenha-
mos uma poligonal contornando a figura que queremos ampliar. Quanto maior a quantidade de
pontos, maior a precisdo. Agora, com o poligono resultante e uma triangularizacdo, dispomos
os tridngulos semelhantes da mesma forma e todos com a mesma razdo de semelhanga. Uma
vez obtido o poligono semelhante ampliado, os contornos curvilineos da figura modificada, sdo
preenchidos. Na Figura 4.3 ampliamos o original a uma escala de 1,5 usando poligonais e

triangularizacdo.

Figura 4.3 — Ampliando ou reduzindo uma figura

Fonte: Adaptado de Birkhoff e Beatley (2001, p. 63).
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Voltando a discussdo sobre dreas, conforme vimos anteriormente, dois poligonos equide-
componiveis tem mesma area. A reciproca dessa afirmagao é conhecida como o Teorema de

Boyai-Gerwien, que apresentaremos na sequéncia.
Teorema 4.1 (Boyai-Gerwien). Dois poligonos que tém mesma drea sdo equidecomponiveis.

Uma demonstracio desse resultado pode ser vista em Boltyanskii (1981). No Teorema
de Boyai-Gerwien, entende-se como poligono, ndo somente aqueles formados por poligonais
simples fechadas, mas também a unido de figuras justapostas e disjuntas limitadas por poligo-
nais fechadas. Portanto, qualquer figura que seja equidecomposta por tridngulos justapostos e
disjuntos. Isso inclui figuras com exterior desconexo como aquelas da Figura 3.1.

Mas, afinal o que € 4rea de uma figura plana? Primeiro vale a pena salientar que s faz
sentido calcular a drea de figuras geométricas ou unido dessas, no sentido que damos nessa
dissertacdo: figuras limitadas por uma curva fechada simples. Para Euclides, conforme j4 dis-
cutimos, a drea entre duas figuras era dita ser igual se as figuras fossem equidecomponiveis. No
nosso sistema axiomatico, a situagao nao € muito diferente, exceto pelo fato de associarmos um
nimero real a toda figura mensurdvel: a area € formalizada com axiomas de medida. Postula-
se a medida da drea do quadrado e a igualdade de dreas de tridngulos congruentes. A 4rea é,
pois, sempre uma comparacdo com a drea do quadrado unitério, intuitivamente: quantas vezes
o quadrado unitdrio cabe na figura em questdo. Embora tenhamos definido implicitamente uma
unidade de drea, o quadrado unitdrio, axiomatizar a drea para um quadrado qualquer, como em
Rezende e Queiroz (2008), evita as discussdes sobre comensurabilidade e incomensurabilidade
do lado do quadrado com a unidade de medida de segmentos. Uma discussao completa da co-
mensurabilidade e incomensurabilidade do lado do quadrado com a unidade pode ser vista em
Lima (2009). Com intuito de esclarecer o conceito matematico de area, a definiremos conforme

Batista (2004).

Definicao 4.3 (Definicao de area.). A drea de uma regido ® delimitada por uma ou vdrias

curvas fechadas simples é um niimero real positivo A(®) satisfazendo as seguintes condigdes:

1. Duas regides congruentes possuem a mesma drea.

2. Se duas regioes | e P, se intersectarem no mdximo por pontos em sua fronteira, isto é,

sua intersec¢do ndo possui pontos interiores, entdo A(®1 +P,) = A(P1) +A(Py).

3. A drea de um quadrado cujo lado mede uma unidade de comprimento é igual a uma

unidade de drea.

Assumindo por meio de um axioma a validade da area do quadrado como sendo o qua-
drado da medida de um lado, para todas as outras figuras deve ser demonstrado por equidecom-

posicdo a equivaléncia a drea de um quadrado, que j4 sabemos calcular. Para figuras curvilineas,
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um processo limite deve ser considerado: fazendo aproximacdes sucessivas por dreas que ja co-
nhecemos, quase sempre poligonos.

Algo importante a ser notado é que em Rezende e Queiroz (2008, p.106), nosso livro
base para axiomdtica da geometria, as regides poligonais convexas sdo assumidas como de-
compostas por regides triangulares e as regides poligonais ndo convexas sdo assumidas como
decompostas por uma ou mais regides convexas. Esse mesmo aspecto do nosso modelo de ge-
ometria pode ser visto em outra axiomatica semelhante a nossa. Em Barbosa (2006, p.175) o
autor afirma que “Uma regido poligonal é a unido de um niimero finito de regioes triangulares
que duas a duas ndo tém pontos interiores em comum.”. Portanto, para ambos os autores, uma
regido poligonal, isto é, a regido limitada por um poligono, é a mesma considerada no Teorema
de Boyai-Gerwien. Implicitamente, esse importante teorema € usado na formalizacdo da no-
¢do de area em geometria elementar. Nos dois textos a triangularizacio €é usada sem maiores
observacdes. As definicdes de poligono e regido poligonal discordam: o conceito de regido
poligonal inclui figuras com fronteiras diferentes de poligonos simples, podendo até ter exterior
desconexo, em outras palavras, conter furos.

Uma consequéncia do Teorema de Bolyai-Gerwien € a equicomplementagdo de poligonos

(poligonos no sentido mais amplo, conforme discutido depois do Teorema de Boyai-Gerwien).

Definicao 4.4 (Equicomplementacio). Dois poligonos sdo ditos equicomplementdveis se existir
um conjunto de poligonos congruentes que justapostos as figuras originais resultam em poligo-

nos congruentes.

Usando o Teorema de Boyai-Gerwien demonstra-se que “dois poligonos de dreas iguais
sdo equicomplementdveis.” Veja uma demonstracdo desse resultado em Boltyanskii (1981,
p-20).

Como exemplo de aplicagcdo da equicomplementa¢do, demonstraremos o famoso Teorema

de Pitdgoras:

Teorema 4.2 (Pitdgoras). A soma das dreas dos quadrados construidos sobre os catetos de
um tridngulo retangulo ABC, com o dngulo ZACB reto, é igual a drea do quadrado sobre a
hipotenusa. Na Figura 4.4: A(I) = A(II) +A(III).
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Figura 4.4 — Teorema de Pitdgoras

11T

Fonte: producido do autor, 2018.

Demonstracdo. Os quadrados I e os quadrados II e III tomados conjuntamente podem ser com-
plementados com quatro tridngulos congruentes ao triangulo retangulo ABC. O resultado dessa
equicomplementa¢do vemos na Figura 4.5. Em ambos os casos obtemos um quadrado com

lados medindo a soma dos catetos do triangulo ABC.

Figura 4.5 — Demonstrando o Teorema de Pitdgoras por equicomplementacao.

117

17

Fonte: produg¢do do autor, 2018.

Como a equicomplementariedade resulta em equivaléncia, A(I) = A(II) +A(III) e o Te-

orema de Pitdgoras estd demonstrado.

]

Tracando diagonais internas a um poligono, podemos decompor o seu interior em triangu-
los. Caso as diagonais da decomposi¢ao ndo se interseccionam no interior do poligono, tem-se,
conforme ja definimos no Capitulo 3, uma triangularizacdo. A triangularizacio € a decompo-
sicdo em tridngulos por diagonais internas que minimiza a quantidade de tridngulos (Figura
4.6).
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Figura 4.6 — Decomposi¢des de um poligono por tridngulos.

(a) Uma triangularizacdo. (b) Decomposi¢do com diagonais internas cortando-se
no interior do poligono

Fonte: producao do autor, 2018.

Pelo fato de minimizar a quantidade de tridngulos, a triangularizacdo € a decomposicao
mais usada para o célculo da drea do poligono, do centro de massa, etc. Por ndo haver intersec-
¢oes no interior do poligono, a triangularizagdo foi util na demonstragdo da soma dos angulos
internos de um poligono nos Teoremas 3.9 e 3.16. No capitulo anterior mostramos que todo
poligono admite, pelo menos, uma triangularizacdo. Para calcular a drea de um poligono, por
mais complicado que seja, escolhemos uma triangularizacdo e calculemos as dreas dos trian-
gulos individuais. Caso o poligono tenha algum angulo reto, podemos aproveitd-lo em algum

triangulo para facilitar o calculo da area (Figura 4.7).

Figura 4.7 — Calculando a drea de um poligono.

A

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.
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Figura 4.8 — Célculo da area do poligono usando uma rede retangular.
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(a) Aproximacdo da drea do poligono. (b) Refinamento.

Fonte: producao do autor, 2018.

Nos casos discutidos conheceremos as medidas de todos os lados dos tridngulos. O cél-
culo da drea em fung¢do dos lados do triangulo € um resultado milenar conhecido como “Férmula

de Heron”, atribuida ao matemadtico grego Heron de Alexandria (10 — 80 E.C.).

Teorema 4.3 (Férmula de Heron). A drea de um triangulo ABC em funcdo das medidas de seus

respectivos lados a, b e ¢ é dada por A= \/p(p—a)(p—b)(p—c) em que p = “+IZ’+C é o seu

perimetro.

Para demonstracdes das expressoes da drea do tridngulo, consulte Dolce e Pompeo (2005,
p.329).

A darea de um poligono pode ser aproximada incluindo no plano uma rede retangular
formada por quadrados unitdrios. Conta-se a quantidade de quadrados inteiramente contidos
no interior do poligono. O erro cometido serd igual a soma das dreas das partes internas dos
quadrados que estdo parcialmente contidos no interior do poligono. Podemos refinar esse pro-
cedimento dividindo cada quadrado da rede em quadrados menores. O erro no calculo da drea
diminui com os refinamentos. Veja a Figura 4.8.

Um caso importante acontece quando todos os vértices do poligono simples estdo sobre

pontos da rede. Um poligono como esses € chamado de poligono reticular (Figura 4.9).
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Figura 4.9 — Um poligono reticular.
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Fonte: produg¢éo do autor, 2018.

O célculo da édrea do poligono reticular pode ser reduzido a contagem de pontos da malha
sobre o poligono e no seu interior. Um problema de cdlculo de drea é, entdo, reduzido a um
problema de contagem. Para apresentarmos esse resultado designaremos por i a quantidade de
pontos da malha no interior do poligono simples P e por b 0 nimero de pontos da rede em P
(na fronteira) !. O teorema seguinte atribuido a Georg Alexander Pick (1859-1943) nos ensina

como calcular a 4rea nesse caso particular.

Teorema 4.4 (Teorema de Pick). A drea limitada por um poligono ‘P cujos vértices sdo pontos
de uma rede é dada pela expressdo i +b/2 — 1, em que i é o niimero de pontos da rede no

interior de ‘P e b é o niimero de pontos sobre ‘P.

Pick fez contribui¢des importantes a Anélise e a Geometria Diferencial. Foi morto por
volta de 1943 no campo de concentracdo nazista de Theresienstadt, localizado atualmente na
Reptiblica Tcheca. O Teorema que leva seu nome foi publicado em 1899.

Na Figura 4.10 temos uma rede retangular com quadrados unitdrios de lem. Ha 120
pontos no interior do poligono P e 7 pontos de fronteira, portanto a area de P é A(P) = 120+
7/2—1=122,5cm>.

b do inglés boundary.



91

Figura 4.10 — Aplicag¢ao da Férmula de Pick.

Fonte: producédo do autor, 2018.

Para continuarmos a discussdo, precisamos de uma defini¢ao.

Definicao 4.5 (Triangulos primitivos). Um tridngulo em uma malha retangular diz-se primitivo
quando ndo contém nenhum ponto da malha em seu interior e os vinicos pontos de fronteira do

tridngulo sdo seus vértices (Figura 4.11).

Figura 4.11 — Triangulos Primitivos

LT

Fonte: producao do autor, 2018.

Demonstraremos o Teorema de Pick em duas etapas:

1. Demostraremos que todo tridngulo primitivo tem drea 1/2;

2. Demonstraremos que todo poligono simples pode ser decomposto em 2i+ b — 2 tridngulos

primitivos.
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A primeira parte terd como base o que fora discutido em Liu (1979).

Seja ABC um triangulo primitivo e ADBE o menor retangulo que o contém. Como o
retangulo € minimal, cada um dos seus quatro lados devem passar por um vértice de ABC.
Logo, o principio das casas dos pombos for¢a as figuras a compartilharem pelo menos um
vértice. Além do mais, um dos lados do tridngulo deve ser uma diagonal do retangulo, pois caso
nao fosse haveriam pontos da rede, diferentes de A, B e C na fronteira de ABC ou pontos da rede
no interior de ABC, contrariando o fato de ABC ser primitivo (faca desenhos para visualizar essa
situacdo). Obtemos a configuracdo da Figura 4.12 na situagdo mais geral o possivel, onde AB é

a diagonal do retangulo EBDA.

Figura 4.12 — Tridngulos Primitivo: demonstrando o Teorema de Pick

A D

F B

Fonte: produc¢do do autor, 2018.

Tragamos perpendiculares a BE e AE por C, respectivamente. Consideremos um sistema
de coordenadas perpendiculares com origem no ponto E. Sejam p e g as coordenadas de F' e B

nesse sistema e r e s as coordenadas de G e A respectivamente. Teremos,

i(EBDA) = (q—1)(s—1)

Como ABC nao contém outros pontos além de A e B temos,

i(EBA) = i(EiDA) _ (- 1)2(5 1)

Temos também,

l(ACG): (p—l)(s—r—l).
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Logo, i(EBA) — i(BCF) — i(ACG) = pr, pois ABC ndo contém pontos de rede em seu
interior. Obtemos, com isso,
(g=D6=1 (g=p=-10=1) (-1@=r=1)

2 N 2 - 2 P

Simplificando essa dltima equagdo obtemos,

qgs—ps—qr=1. 4.1)
Finalmente, podemos calcular a drea de ABC,
gs (g—p)r p(s—r)

A(ABC) = A(EBA) ~ A(BCF) ~ A(ACG) ~ A(EFCG) = - — == = = — —pr.

Simplificando e usando 4.1, obtemos,

gs—ps—qr 1
2 2

Isso completa a parte 1 da demonstracdo do Teorema de Pick.

A(ABC) =

Para a parte 2 teremos que, em um certo sentido, generalizar a no¢do de triangularizacao
dos poligonos simples. Primeiro consideraremos vértices virtuais, isto €, pontos no interior dos
lados do poligono considerados também como vértices. Seja um poligono P com k; vértices e
ko vértices virtuais. Vimos no Capitulo 3 que cada triangularizagdo de P o decompde em k; — 2
triangulos. Cada vértice virtual transforma um tridngulo da triangularizacdo em dois outros,
aumentando em 1 a quantidade de tridngulos. Na Figura 4.13a o vértice virtual A decompde
o tridngulo BCD da triangularizagdo em dois outros. Considerando todos os vértices virtuais,
a triangularizacdo terd (k; —2) +ky = (k; +k2) —2 = b —2, onde b é a quantidade total de

vértices, virtuais ou ndo, sobre os lados de P (Figura 4.13b).
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Figura 4.13 — Triangulariza¢do de um poligono simples com vértices virtuais.

B A

(a) Um vértice virtual sobre o lado BC. (b) Exemplo de triangularizacdo com vértices
virtuais.
Fonte: produg¢éo do autor, 2018.

Consideraremos na sequéncia que existam pontos no interior do poligono P, que serdo
também usados para obter uma triangularizagdo. Teremos duas situagdes: quando os pontos
estdo no interior dos tridngulos da triangularizag¢do considerada, ou quando estio sobre o interior
das diagonais da triangularizacdo. Na Figura 4.14a o ponto A estd no interior de um tridngulo
da triangularizacao e o ponto B estd sobre uma diagonal.

Quando acontece a primeira situagdo, o ponto interno € ligado aos vértices do tridngulo
em que o ponto se encontra. O tridngulo original serd decomposto em trés tridngulos menores e
serdo acrescentados dois tridngulos a mais na contagem. Na Figura 4.14a o ponto A, decompde
o respectivo tridngulo em trés triAngulos menores.

Quando acontece a segunda situacdo, ligamos o ponto em questdo aos vértices opostos dos
dois triangulos da triangularizacdo que tem a referida diagonal como lado (o ponto B da Figura
4.14a). Cada triangulo serd decomposto em dois tridngulos. Serdo acrescentados 2 tridngulos

no nimero total de triangularizacdes para cada ponto no interior das diagonais.



95

Figura 4.14 — Triangularizacao de um poligono simples com pontos internos.

7
g
=

(a) Pontos internos (b) Exemplo de triangulariza¢do com pontos internos.

Fonte: producao do autor, 2018.

Portanto, os pontos internos acrescentardo mais 2i tridngulos na triangularizagao inicial,
onde i € a quantidade de pontos internos ao poligono P.
Considerando as contribui¢des dos vértices virtuais e dos pontos internos, teremos nessa

triangularizagcdo generalizada o resultado a seguir.

Teorema 4.5 (Generalizacdo da Triangularizacdo). Um poligono simples com b vértices, virtu-

ais ou ndo, e i pontos internos, pode ser triangularizado em 2i+ b — 2 tridngulos.

Voltando aos poligonos reticulares, notamos que sempre € possivel triangularizar o poli-
gono simples da forma como discutimos. Para tal, consideremos os pontos da malha no interior
de P e os pontos da malha sobre o poligono, que ndo sao vértices. Esses ultimos serdo os

vértices virtuais. Veja a Figura 4.15 para um exemplo.
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Figura 4.15 — Triangularizando um poligono reticular.

\7/4

Fonte: producédo do autor, 2018.

Usando o Teorema 4.5, teremos 2i + b — 2 tridngulos primitivos. Logo, a drea limitada
pelos poligono reticular é dada por A(P) = %(21’ +b—-2)=i+ g — 1. Com isso demonstramos
a segunda parte do Teorema de Pick e finalizamos sua demonstracao.

Atividades em sala de aula com o Geoplano podem ser mediadas para exemplificar o Te-
orema de Pick. O Geoplano é um tabuleiro, feito geralmente de madeira, consistindo de uma
malha de quadrados de mesma dimensdo. Sobre os vértices dos quadrados sdo feitos furos nos
quais inserem-se pinos, que ficam com um sobressalto de aproximadamente 2c¢m quando co-
locados nos furos. Sobre os pinos sdo colocados elasticos tensionados que formam poligonos.
Uma alternativa ao geoplano tradicional é o geoplano virtual. A Figura 4.16 mostra um exem-
plo de utilizacdo de um projeto de um software de cddigo aberto chamado Wolfram CDF. Esses
projetos usam dindmica computacional para clarificar conceitos em ciéncias, tecnologias, arte,
matematica, finangas e varios outros campos do saber. O Wolfram Demonstrations Projects
contém em sua pigina na internet uma plataforma com uma quantidade expressiva de projetos,
criados por especialistas em diversas dreas, com grande aplicabilidade em salas de aula. Acon-

selhamos os professores de ensino médio o uso dessa ferramenta em suas aulas de matematica.
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Figura 4.16 — Geoplano virtual

Pick's Theorem

number of corners | 6
random seed |
B = border points = 16

I = interior points
Bi2+1-1 = 16/2+13-1 = 20

Fonte: Jr (2018).

Analisando a Figura 4.16, podemos fazer uma estimativa da drea contando os quadrados
que estdo completamente contidos na regido poligonal. Na sequéncia, devem ser feitas compa-
racOes entre o valor aproximado da drea e o obtido pela Féormula de Pick. Formas de justificar
a formula devem ser incentivadas pelo professor. Dessa forma, trabalhando com uma rede de
quadrados, podemos apresentar o conceito de drea para poligonos. Usando o Teorema de Pick,
podemos exemplificar mais casos até que fique claro as principais propriedades da nocao de

area.

4.2 CENTRO DE MASSA

Uma importante nocao fisica com vérias aplicagdes praticas € a de centro de massa de
uma figura. Por exemplo, na mecanica, o movimento de um sistema de duas particulas pontuais
de massas m e m, pode ser analisado como um movimento de uma particula de massa mj + m»
que segue a trajetoria do centro de massa das particulas. Embora a complexidade do sistema
das duas particulas possa ser grande, olhando para o centro de massa, tudo se passa como se o
movimento fosse somente de uma particula. Aprendemos desde cedo que uma criangca maior em
uma gangorra deve deslocar-se em direcdo ao fulcro, enquanto a crianca menor se afasta para
que a gangorra se mantenha em equilibrio. A situagdo de equilibrio estatico € logo atingida pelas
criangas e € aquela em que o fulcro € o centro de massa do sistema. Mantemos esse experimento
em mente, porém desprezando a gangorra e considerando apenas as particulas com massas m; €

my ocupando as posigdes Pj e P». O centro de massa localiza-se no ponto G, entre os pontos P; e
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P>, dado pelo Principio de Equilibrio de Arquimedes, que € a seguinte condi¢cdo: md; = mada,
onde d| e d> sdo as distancias dos pontos P; e P, a G (veja Figura 4.17a). Considerando um
sistema de coordenadas para a reta por P; e P>, do qual P; tem coordenada x1, P, coordenada x;

e G coordenada xg, teremos mj(xg —x1) = ma(xp —xg) €

mixi1 +moxy
Xg=——"2=.
mi +myp

Essa equacdo mostra que a coordenada do centro de massa ¢ a média ponderada das

coordenadas das particulas, em que os “pesos” sdo as massas de cada particula.

Figura 4.17 — Principio de equilibrio de Arquimedes

P, G P,
my . d L ] mo
1
P G P,
m, @ & @ n.
4 d :
(a) Principio de equilibrio com duas particulas. (b) Principio de equilibrio com trés particulas.

Fonte: produg¢do do autor, 2018.

Interpretando o Principio de equilibrio por meio de um sistema de coordenadas para

m1P1 —|—m2P2
mi+my

Py = (x1,y1) € P, = (x2,y2). Substituindo em G uma particula de massa m; + my, poderemos

, . — — =
o plano, em uma linguagem vetorial, temos m;GP; +myGP, = 0, em que G =

considerar uma terceira particula, conforme Figura 4.17b na qual aplicaremos novamente o

Principio de equilibrio de Arquimedes para obter

7 e
(m1 —|—m2)GlG—|—m3GP3 =0,

_>
(my+my)(G— G/) +m3(P3—G)= 0,
Substituindo o valor de G e resolvendo a equagdo vetorial, obtemos o centro de massa G’ para

o sistema de trés particulas,
_ mPi+myPy +m3Ps

my +my +m3

G/

Nao € dificil perceber que a ordem de escolha das particulas ndo importa. Generalizando para
n particulas no plano, procedendo da mesma forma obtemos as equacdes para as coordenadas

do centro de massa G,
Z?zl Xil; Z?:1 yim; ' 4.2)

Se as massas forem iguais as equacdes acima tornam-se,



99

Z?:lxi Z?:l)’i
Z?:l n’ Z?:l n

Consideramos na sequéncia, uma figura & feita de uma chapa delgada (de espessura des-

4.3)

prezivel), na qual queremos calcular o centro de massa. Da forma como fizemos anteriormente,
fixamos um sistema de coordenadas e dividimos o interior em pequenos retangulos R; com pon-
tos em seu interior de coordenadas (x;,y;). A massa de cada retdngulo pode ser aproximada
pela fungdo de densidade como p(x;,y;)A(R;), em que A(R;) é a drea do retdngulo R;. Por-
tanto, uma aproximacao para o centro de massa, baseando-se nas equacdes 4.2 seria dada pelas

coordenadas,

Y1 %ip(xi,yi)A(R;) > i1 YiP(xi, i) A(R:)

S Pxi,yi)A(R) o P yi)A(Ry)
Se a chapa for uniforme, isto €, a densidade for constante, obtemos uma aproximac¢do

4.4)

para o centro de massa dada por

>ie1 XiA(R:) > i1 ViA(R))
AR Do AR

Tomando o limite nessas aproximagdes obtemos, quando as integrais existem, as conhe-

4.5)

cidas férmulas para o célculo das coordenadas do centro de massa. O leitor pode ver em Gui-
dorizzi (2008, p.101) uma apresentacao desses resultados.

Na sequéncia iremos discutir como calcular o centro de massa de uma chapa delgada
homogénea que tem a forma de um poligono. Faremos compara¢des com o cédlculo do centro
de massa de um sistema composto por massas iguais localizadas sobre os vértices do poligono.
Para o tridngulo P;P,P; da Figura 4.18a, o centro de massa das particulas sobre os pontos P;
e P, é o ponto médio Q de P;P,. Considerando agora o centro de massa de uma particula de
massa 2m posicionada em Q e a terceira particula de massa m em P3. O centro de massa estara,
portanto, a 2/3 de P; e a 1 /3 de M (Figura 4.18a). Considerando uma chapa triangular delgada
e uniforme, podemos imagina-la como composta de pequenas fatias retangulares paralelas a um
dos lados, conforme podemos ver na Figura 4.18b. Os centros de massa das fatias estdo sobre a
mediana do lado correspondente, de onde podemos concluir que o centro de massa do tridngulo
estd sobre essa linha. Imaginando o mesmo processo considerando outro lado, percebemos que

o ponto também estard sobre a outra mediana.
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Figura 4.18 — Centro de massa do tridngulo.

P
P3 %
Q a X N
y4 AV .
y4 A .
y4 AV —~
y4 AV
L A —
y4 AV —
@& o —0
P>

(a) Massas iguais sobre os vértices (b) Chapa delgada uniforme

Fonte: producédo do autor, 2018.

Portanto, o ponto de encontro das medianas é o centro de massa da chapa delgada uni-
forme triangular. Da geometria elementar sabemos que esse ponto € o baricentro e, novamente,
estd em cada mediana a 2/3 do vértice e a 1/3 do lado oposto. Isso quer dizer que o centro de
massa do sistema de particulas de mesma massa sobre os vértices de um tridngulo é o mesmo
de uma chapa uniforme feita sobre o mesmo triangulo.

Questionamos se para os poligonos com um nimero maior de lados, a determinaciao do
centro de massa do sistema de massas iguais sobre o vértice, continuard sendo igual ao da chapa
delgada homogénea formada pelo mesmo poligono. Vamos estudar o quadrilétero.

Para o caso das particulas, consideraremos o quadrildtero simples P;P,P3P4 e os pontos
médios de seus lados. Constitui um exercicio facil para o leitor mostrar que os pontos médios
formarao um paralelogramo. Esse resultado € conhecido como Teorema de Varignon, devido
ao matematico Francé€s Pierre Varignon (1654-1722). O ponto de encontro das diagonais do
paralelogramo de Varignon, pela simetria do problema, € o centro de massa do sistema (Figura
4.19).

Figura 4.19 — Centro de massa do quadrildtero: caso convexo

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.
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Para a chapa delgada homogénea, um Teorema devido a Ferdinand Wittenbauer (1857-
1922), diz que o centro de gravidade da figura &, limitada pelo quadrilatero ABCD, é obtido
trisseccionando cada lado e prolongando os segmentos formados pelos pontos obtidos que es-
tdo mais proximos do vértice. Com essa constru¢cdo obtemos o paralelogramo de Wittenbauer
MNPQ, conforme Figura 4.20. O ponto de encontro das diagonais do paralelogramo de Wint-
tenbauer é o centro de massa da chapa. Na mesma Figura 4.20 mostramos o ponto Q, centro
do paralelogramo formado pelos pontos médios dos lados de ABCD. Vemos que os pontos nao

coincidem.

Figura 4.20 — Paralelogramo de Wittenbauer

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.

Portanto, para o quadrildtero, os centros em questao ndo sao obtidos da mesma forma.
As dificuldades apresentadas mostram que ndo € tdo facil obter matematicamente o centro de
massa de uma regido homogénea qualquer limitada por um poligono. Uma alternativa € usar
uma triangularizacdo do poligono. Esse processo passaremos a descrever na sequéncia. Antes,
porém, mostraremos um exemplo de uso do centro de massa na obtencdo de uma propriedade

interessante dos hexagonos.

Exemplo 4.1. Seja ABCDEF um hexdgono convexo qualquer, podendo ser irregular. Con-
sideremos os baricentros A', B, C', D', E', F' dos triangulos FAB, ABC, BCD, CDE, DEF,
EFA, respectivamente. Forma-se um outro hexdgono convexo A'B'C'D'E'F’ tal que A'B || E'D/,
B'C' |E'F' e C'D' || F'A’. Além disso, A'B' = E'D/, B'C' = E'F', C'D' = F'A’. Por analogia

as propriedades do paralelogramo, A'B'C'D'E'F' é chamado de parexdgono ou parhexdgono

(Figura 4.21). Os resultados apresentados nesse exemplo podem ser consultados em Kasner e

Newman (1994).
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Figura 4.21 — Baricentro e o parexagono

D

Fonte: produgdo do autor, 2018.

Aplicaremos o que discutimos para obter o centro de massa de um poligono de cartolina.
A Figura 4.22 mostra um tal poligono e uma de suas triangulariza¢des. Escolhemos uma trian-
gularizacdo que tenha tridngulos com lados maiores e numeramos cada um deles. Localizamos
o baricentro de cada tridangulo e consideraremos um sistema de coordenadas ortogonais com

centro no baricentro do tridangulo nimero 4, conforme Figura 4.22.

Figura 4.22 — Centro de massa de um poligono de cartolina

Fonte: producido do autor, 2018.

A Tabela 4.1 mostra as coordenadas dos baricentros juntamente com as medidas dos lados

e a area de cada um dos triangulos.
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Tabela 4.1 — Dados dos tridngulos do poligono da Figura 4.22

Ii(cm) | la(cm) | I3(cm) | Area(cm®) | Coordenadas do centro de massa
T; 5,30 4,40 4,10 8,79 (—5,00;—0,65)
B | 3,60 | 400 | 530 | 7.0 (—4,15,1,20)
Ty | 7.20 | 400 | 3,70 | 491 (—2,50;2,70)
Ty | 1250 | 720 | 7.25 | 22,65 (00)
Ts | 12,50 | 7,40 | 11,70 42,38 (2,60;2,60)
Ts | 7,40 4,35 4,10 7,54 (2,00;7,00)
1; 6,55 4,05 5,50 11,10 (8,70;5,50)
g | 11,70 | 9,90 6,55 3241 (8,00;1,6)
To | 550 | 450 | 4,40 9,62 (11,40;5,15)
70 | 5,95 5,25 4,60 11,61 (9,80;—0,70)
Til| 720 | 490 | 455 | 11,00 (0,2;3,90)

Fonte: Produg¢do do autor.

O célculo do centro de massa do poligono recai no célculo do centro de massas pontuais
localizadas nos baricentros de cada tridngulo e com massa igual a massa de cada triangulo,
de acordo com as equacOes 4.5. Portanto, cada coordenada do centro de massa do poligono €
dada pela média ponderada das coordenadas dos baricentros com “pesos” iguais a drea de cada
triangulo. Usando os dados da Tabela 4.1, obtemos

> i1A(T) =8,79+7,204+4,91+22,65+42,38+7,54411,104+32,414+9,62+ 11,61 +
11,0 =169,21.

i1 %A(T) = (—5,0) - (8,79) + (—4,15) - (7,20) + (—2,50) - (4,91) + (0) - (22,65) +
(2,60)-(42,38)+(2,00)-(7,54)+(8,70)-(11,10)+(8,00)-(32,41)+(11,40)-(9,62)+(9,80)-
(11,61)+(0,20)-(11,00) = —43,95—29,88 —12,28+0-+ 110,19+ 15,08 +96,57+259,28 +
109,67+ 113,78 + 2,20 = 520, 66.

> i1 ViA(T;) = (—0,65)-(8,79)+(1,20)-(7,20)+(2,70) - (4,91)+(0) - (22,65)+(2,60) -
(42,38)+(7,00)-(7,54)+(5,50)- (11,10)+(1,6)-(32,41)+(5,15)-(9,62) + (—0,70)- (11,61) +
(—3,90)-(11,0) = —5,71 +8,64 + 13,26 + 0+ 110,19+ 52,78 + 61,05 + 51,86 + 49,54 —
8,13 —-42,90 = 290,58

Portanto,
520,66
6= 16921~ 10
290,58
_ 0
Y6 = 16921 17

O centro de massa G(3,10;1,72) estd marcado na Figura 4.23 no interior do tridngulo nimero

5, o que € bastante intuitivo.
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Figura 4.23 — Localizagao do centro de massa de um poligono.

Fonte: produc¢ao do autor, 2018.

Com essa técnica podemos obter uma aproximacdo do centro de massa de uma figura
qualquer usando uma aproximagao poligonal. Uma situagdo interessante sobre centro de mas-
sas com aplicabilidade em salas de aula de Ensino Médio € a obtencao do centro demogréfico de
um estado ou pais. Tecnicamente, o centro de massa da distribui¢io do sistema de pontos cons-
tituidos por todos os habitantes do territério. A massa de cada habitante é considerada igual,
para que o problema se torne geométrico, e as pessoas estardo concentradas na sede de cada
prefeitura. Obviamente, o centro demogréfico ird diferir do centro de massa do mapa (Portanto,
os experimentos com fios de prumo, comumente feitos nas salas de aula, ndo poderiam ser usa-
dos! Somente as técnicas matemdticas que discutimos). Obtendo dados de recenseamento ao
longo de décadas, e calculando o centro demografico para cada conjunto de dados, seriamos ca-
pazes de tirar conclusdes interessantes relacionadas a migragdes, condi¢des sdcios econdmicas,
densidade populacional, etc. Os dados levantariam questdes a serem verificadas, que poderiam
nos revelar situacdes anteriormente despercebidas em uma andlise preliminar. Sugerimos esse
tipo de atividade pela riqueza de informagdes que geraria e por seu carater interdisciplinar. Para

ter uma ideia de como executar essa tarefa, o leitor pode ler S4 e Rocha (2012, p.92).

4.3 PROBLEMAS COMBINATORIOS E O TEOREMA DA GALERIA DE ARTE.

Nessa se¢do iremos apresentar problemas de geometria combinatdria que serdo resolvidos
usando o conhecimento que adquirimos no Capitulo 3. Discutiremos o ndimero possivel de
triangularizagdes de um poligono convexo e estimaremos o nimero de triangulariza¢des de um

poligono qualquer. Fecharemos a secdo com a demonstragdo do Teorema das Trés Cores, um
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belo Teorema de Geometria Combinatdria que facilitard significativamente a demonstracdo do
Teorema da Galeria de Arte. O Teorema da Galeria de Arte nos dard uma condicdo suficiente
sobre a quantidade minima de guardas para cobrir uma Galeria de Arte, conforme discutiremos.
No Capitulo 5 estudaremos um tipo de poligono, ndo necessariamente convexo, que € estrelado
relativamente a um ponto. Para esse tipo de poligono € necessdrio apenas um guarda para
cobrir uma galeria de arte. Iniciamos com um problema de contagem dos pontos de encontro

de diagonais de um poligono convexo.

Problema 4.1. Em quantos pontos as diagonais de um poligono convexo P de n lados se en-

contram se ndo hd trés delas intersectando-se dentro de P?

Sejam A1, Az, Az e A4 quaisquer vértices de P enumerados, com ordem de enumeracdo de
acordo com o sentido de percurso anti-horario e ® a regido limitada por P. Asretas Aj1A;, A2A3,
A3A4 e A4A1 ou sdo lados de P ou sdo diagonais. A reta AjA, divide o plano em dois semiplanos,
um dois quais, #, contém os vértices Az e A4. A interseccdo de ® e #; é convexa, por serem
ambos os conjuntos convexos. Repetindo o processo com os outros trés lados, concluimos
que A1A2A3A4 é um quadrildtero convexo com diagonais AjA3 e A»A4. A diagonal AjAz ird
intersectar a diagonal A»A4, (Teorema 3.3), e ndo hd outros pares de diagonais de ? unindo

esses quatro pontos do n-dgono, por causa da convexidade de AjA2A3A4 (Figura 4.24).
Figura 4.24 — Ilustragdo do problema 4.1

Ay

Ay

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.

Ao associar cada conjunto de quatro vértices de P ao ponto de encontro das diagonais
do quadrilatero convexo formado, obteremos uma correspondéncia biunivoca entre 0os pontos
da intersec¢do de diagonais de P e o conjunto formado por cada grupo de quatro vértices de
P. Portanto, o nimero de pontos de intersec¢do das diagonais de P € igual ao nimero de
formas que podemos escolher quatro dos n vértices de P, isto €, o nimero de combinacdes de

n elementos tomados quatro a quatro, que € igual a
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4 1-2:3-4

Isso era o que queriamos resolver.

(n) _n(n=1D(n=2)(n=3)

No capitulo 3 mostramos que todos os poligonos simples podem ser triangularizados. A
pergunta que segue ao problema da triangularizagdo € a seguinte: Dado um poligono simples
qualquer, de quantas formas podemos triangularizd-lo? Para um quadrilatero convexo o Lema
3.1 nos informa que ha duas triangularizacdes e para um ndo convexo apenas uma. Na Fi-
gura 4.25 apresentamos dois tipos de pentdgonos que admitem apenas uma triangularizagdo. O
hexdgono convexo tem 14 tipos diferentes de triangularizagcdes, conforme Figura 3.18. Com
esses exemplos, podemos perceber que o nimero de triangulariza¢des nao depende da quanti-
dade de vértices reflexos. Veremos que para um poligono convexo de n lados hd uma férmula
fechada para o nimero de triangularizacdes em fun¢do de n. Porém, para poligonos nao conve-
xos, segundo O’Rourke e Devadoss (2011), € ainda um problema em aberto para a matematica
identificar poligonos com determinadas caracteristicas que levam a férmulas fechadas para o

numero de triangularizacdes em fungdo dessas caracteristicas.

Figura 4.25 — Pentdgonos que admitem apenas uma triangularizagcao

Fonte: produc¢do do autor, 2018.

No préximo problema resolveremos o problema mais facil de calcular a quantidade de

triangularizacdes em funcdo do nimero de lados para os poligonos convexos.

Problema 4.2 (Problema de Euler da triangularizagcdo). De quantas formas um poligono con-

vexo de n lados pode ser triangularizado?

Leonhard Euler propds esse problema em 1751 para o matematico Christian Goldbach.
Segundo Dorrie (1965, p.21), Euler afirmou que em sua resolu¢do empregara um processo de
indugdo que se tornara muito laborioso. Mostrando que, apesar da aparéncia, esse problema

apresenta dificuldades significantes em sua resolucdo quando aplica-se inducdo diretamente.
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Mostraremos como obter uma equacdo de recorréncia para o caso e a resolveremos de uma
forma mais simples do que a cléssica, utilizando os nimeros de Catalan (veja essa demonstra-
cdo em Dorrie (1965)). A resolucdo que apresentaremos consta em Yaglom e Yaglom (1987).
Denotaremos por 7;, o nimero possivel de triangularizacdes do poligono convexo P de n lados.
Nos casos mais simples n = 4,5 e 6 obtemos os nimeros de divisdes Ty =2, 75 =5 e Ty = 14.
Mesmo ndo havendo triangularizacdo no sentido de nossa defini¢do, convencionaremos que
T, = T3 = 1 (essa escolha evita discussdes de casos particulares como os que aparecem na Fi-
gura 4.26b e Figura 4.26¢). Deduziremos uma equagao de recorréncia para 7, em funcdo de 7>,
Ts, - -+, T,—1. Selecionamos um lado de P, por exemplo, AjA;. Quando P é decomposto em
triangulos, este lado ocorre em um dos tridngulos e os vértices restantes podem ser um dos Ay,
3 <k < n. Na Figura 4.26 mostramos as possibilidades como AjA, pode estar em um tridngulo

da decomposi¢do, dependendo da escolha de k.

Figura 4.26 — Ilustracdo do Problema de Euler.

(a) (b) (©
Fonte: producao do autor, 2018.

A diagonal A»Ag, quando existe (veja Figura 4.26a), divide P em dois poligonos convexos
um dos quais € o poligono AjA3 - --Ag. Este poligono pode ser dividido em tridngulos de 7j_
formas, pois tem k — 1 vértices. Similarmente a diagonal AjA; divide P em dois poligonos
convexos menores um dos quais € 0 AgAxy1 -+ -AnA1, que pode ser dividido em 7, formas.
Claramente essa € uma decomposicdo de P no qual ocorre o triangulo AjAAy. Portanto, o
nimero de decomposi¢des de P nas quais esse tridngulo ocorre € Ty - T,,_;1o. Atribuindo a k

os valores de 3 até n e somando, obtemos

Ih=Dhh 1+t - +Th2T3+ T 117 (4.6)

Considerando um poligono convexo de n+ 1 lados, obtemos de forma andloga,

i1 =L+ +TT, -+ T, 1 T3+ 1,13,
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T — 2T, =TT +TuT 2+ + T 1. 4.7)

Agora, calculamos o niimero de decomposi¢des de P nas quais a diagonal A1A; aparece.
Essa diagonal divide P no k-dgono AjA;---Ayx e no (n—k+2)-dgono AyAg,1---AzA;. O pri-
meiro desses dois poligonos pode ser decomposto em tridngulos de 7; formas e o segundo de
T,k formas. Logo, o nimero de decomposi¢des de P que tem a diagonal AjA; € igual a

Ti T, 112 € a soma das decomposicdes que tem todas as n — 2 diagonais que partem de A é

BT+ Ty o+ -+ Ty 2Ty + T, 1 Ts. (4.8)

Fazendo os mesmos célculos para cada um dos outros vértices, obtemos o mesmo valor da
equagdo 4.8. Como cada diagonal aparece em duas dessas somas, uma em cada um dos vértices
da diagonal, a soma do nimero de decomposi¢des que envolve cada uma das diagonais, vistas

separadamente, é

n
2

Nessa soma contamos mais do que o nimero total de decomposicdes do n-dgono. No

(BT +TaTh 2+ + T, 2Ty + T, 1 T3). (4.9)

Teorema 3.8 o nimero de diagonais que figuram em cada decomposi¢do é n — 3, portanto em

4.9, cada decomposic¢ao foi contada n — 3 vezes. Assim sendo,
n

2
Substituindo a equagio 4.6 em 4.10 obtemos, 5 (7,41 — 27,) = (n — 3)T;, de onde chega-

(BT +TaTy o+ 4+ T, 2Ty +T,1T3) = (n—3)T,,. (4.10)

mos na equagao de recorréncia,

2(2n—3)

Th1 = Ty, (4.11)

paratodon >3 e T3 =1. Vemos que 73 =1, T4:%, T5:24;5T4, Tn:%ﬂ,_l.

Multiplicando as equagdes e simplificando, obtemos a solucao do problema de Euler,

. _2"72.3.5...(2n—5)
" (n—1)!

Como primeiro exemplo, confirmamos o nimero de triangularizacdes do hexdgono regu-

(4.12)

lar, T = 14, que comentamos no Capitulo 3 e mostramos na Figura 3.18.
Agora que sabemos que os poligonos convexos de n lados tém uma quantidade de triangu-
larizacdes T, que depende do nimero n de lados, mostraremos que os poligonos ndo convexos

de n lados tem sempre uma quantidade menor de triangularizagdes.
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Problema 4.3. Seja P um poligono com n vértices. O niimero T, de triangularizagdes de P
satisfaza 1 < T, <T,, em que T, é o niimero de triangularizagées de um poligono convexo com

n vértices.

Na discussdo que antecedeu o Problema 4.2, vimos que existem poligonos com exata-
mente uma triangularizagdo, portanto 1 < 7;,. Para o limite superior, seja  um poligono qual-
quer com n vértices rotulados em ordem. Seja Q um poligono convexo também com n vértices
rotulados similarmente. Cada diagonal interna de P estd em correspondéncia com uma diagonal
(interna) de Q. Se duas diagonais de P ndo se cruzam, entdo dado que Q é convexo, também
ndo se cruzardo em Q. Portanto, cada triangularizacdo de P determina uma triangulariza¢do
em Q, ambas com n — 3 diagonais. Portanto P ndo pode ter mais triangulariza¢des do que Q,
que pelo problema 4.2 é T,,. Isso era o que queriamos.

O seguinte problema, conhecido como Problema da Galeria de Arte, foi proposto por

Victor Klee em 1973:

Problema 4.4 (Problema da Galeria de Arte.). Qual o niimero minimo de guardas suficientes

para cobrir o interior de uma Galeria de Arte com n paredes?

Nesse problema um guarda é considerado um ponto (guardas considerados estaciondrios)
e uma planta de uma Galeria de Arte um poligono simples. Qualquer ponto P, da regido ®
limitada por um poligono P, cobre um ponto Q, quando o segmento PQ estd inteiramente
contido na regido, conforme discussdo da introducdo do Capitulo 3. Esse problema pode ter

uma formulacdo equivalente em termos de iluminagao:

Problema 4.5 (Problema da Iluminacdo.). Qual a quantidade minima de lampadas suficientes

para iluminar o interior de um museu com n paredes?

O Problema da Galeria de Arte foi resolvido por Vaclav Chvétal em 1975. Chvatal pro-
vou que sdo suficientes |n/3]| guardas para cobrir um poligono simples qualquer de n lados.
Notando que a condi¢do nao € necessaria, pois para um poligono convexo um guarda cobre
toda a regido limitada pelo poligono.

Na Figura 4.27 temos um poligono simples com 12 lados e cada ponto que cobre uma
orelha do poligono ndo cobre a outra. Nesse caso particular é necessdrio ter | 12/3] = 4 pontos

para cobrir o poligono. Pelo resultado de Chvétal, concluimos que esse nimero € suficiente.



110

Figura 4.27 — Problema da galeria de arte

Fonte: produc¢ao do autor, 2018.

A resolugdo que faremos para o Problema da Galeria de Arte ndo serd a mesma proposta
por Chvétal. Sera apresentada uma atribuida a Steve Fisk, proposta em 1978 e considerada
uma das mais simples e elegantes. Ela usa o Teorema da Trés Cores que apresentaremos na

sequéncia.

Teorema 4.6 (Teorema das trés cores.). Para cada poligono simples e cada uma das suas trian-
gulagoes, os vértices do poligono podem ser coloridos por trés cores para que cada triangulo

da triangulagdo tenha os vértices coloridos por cores diferentes.

Demonstragdo. Provaremos o teorema por inducdo sobre o numero n de vértices do poligono.
Para n = 3, o teorema € trivialmente vélido. Supomos que o teorema seja vélido para qual-
quer poligono com n — 1 vértices. Considere um n-agono P qualquer com uma triangularizagao
qualquer. Pelo Teorema 3.14, essa triangularizacdo tem uma orelha com uma ponta no vértice
V;. Ao removermos esse tridngulo do poligono P, obtemos um poligono P’ com n — 1 vérti-
ces Vi,---,Vi_1,Vji1,--+,V,, com sua triangulariza¢do induzida pela triangularizagio de . Pela
hipétese de indugdo, os vértices de P’ podem ser coloridos por trés cores diferentes. Se conside-
rarmos agora o poligono P, vemos que todos os seus vértices estdo coloridos, exceto o vértice
V. O vértice V; € um vértice de apenas um tridngulo da triangulariza¢do de P, o tridngulo-
orelha V;_1V;V; 1. Os dois vértices restantes V;_1 e V;; jd estdo coloridos por duas cores,
portanto podemos atribuir a terceira cor ao vértice V; e obtemos assim a colora¢do adequada
para P (Figura 4.28). Isso demonstra o Teorema.

[
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Figura 4.28 — Teorema das trés cores

J
Vi

Fonte: producédo do autor, 2018.

Teorema 4.7 (Teorema da Galeria de arte.). Sdo suficientes |n/3| guardas para cobrir qualquer

poligono simples de n lados, onde |-| é a fung¢do menor inteiro.

Demonstracdo. Sejam dados um poligono P simples de n lados e uma de suas triangulari-
zacdes. Pelo Teorema das Trés Cores os vértices de P podem ser coloridos por trés cores de
forma que cada tridngulo da triangularizacdo tenham vértices com cores diferentes. Certamente,
vértices de uma unica cor guardam todos os tridngulos, portanto guardam todo o poligono P.
Se associarmos a cor escolhida ao menor nimero de vértices necessdrios para guardar todo
o poligono, precisamos de ndo mais do que |n/3| guardas para cobrir todo o poligono. Isso

demonstra o teorema. L]

Uma condi¢ao necessdria para a resolucao do Problema da Galeria de Arte nao é tao sim-
ples quanto a suficiéncia. Resolveremos no Capitulo 5 para um caso ndo trivial uma condi¢do
necessdria para esse problema.

Abordamos aqui, apenas algumas aplica¢gdes da convexidade que podem ser utilizadas na
educacgdo basica, porém existem vdarias outras que podem ser utilizadas como, por exemplo, as
curvas de largura constante que serdo vistas no proximo Capitulo. No Capitulo 5 ampliaremos
mais um pouco o estudo do tema convexidade, revisitando, de certa forma, a convexidade em

figuras geométricas planas.
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5 CONVEXIDADE REVISITADA

Nesse Capitulo estudaremos a convexidade em qualquer figura geométrica plana que ca-
racterizamos no Capitulo 2: figuras limitadas por uma curva fechada simples. Nossa exposi¢ao
terd como referéncia principal o livro Convex Figures de Yaglom e Boltyanskii (1961). Na
Secdo 5.1 encerraremos a caracterizacdo das figuras planas iniciadas no Capitulo 2, de forma
qualitativa, dentro do contexto da Topologia Geométrica, que € um dos ramos avancados da
matematica que trata desse assunto. Depois apresentaremos as principais propriedades das fi-
guras e curvas convexas. Na Secdo 5.2 apresentaremos o importante Teorema de Helly, com
vdrias aplicagdes em diversos ramos da matemética. O Teorema de Helly serd usado para de-
monstrar o Teorema de Krasnoselskii, que encerrard a discussao sobre o problema da galeria de
arte. Na discussao sobre o Teorema de Helly, mostraremos alguns resultados interessantes para
exemplificar seu uso e exporemos alguns problemas relacionados em aberto para a matematica.
A apresentacdo de resultados da matematica ainda nio resolvidos envolvendo linguagem e teo-
rias simples como a que estamos desenvolvendo, ajuda a mostrar o quao viva a matematica &,
que resultados de fécil exposi¢do podem resistir ao tempo. Encerraremos o capitulo com uma
aplicacdo importante na Secao 5.3: as curvas de largura constante. Essas curvas além de serem
exemplos interessantes da matematica, t€ém inimeras aplica¢des praticas. Nossa intui¢cdo a res-
peito dessas curvas, acostumados que somos com 0 exemplo mais comum na pratica, o circulo,
pode nos levar a conclusdes equivocadas. Discutiremos esses aspectos nessa tltima se¢do desse

capitulo.

5.1 PROPRIEDADES GERAIS DAS CURVAS CONVEXAS.

No Capitulo 2 apelamos a intui¢cdo do leitor, sugerindo um movimento continuo de um
lapis em uma folha de papel, para explicar o que € uma curva simples. Pretendemos aqui apro-
fundar essa no¢ao e terminarmos a caracterizagcao das curvas no plano. Na geometria euclidiana
estamos interessados em transformacoes de figuras que mantém propriedades métricas invaria-
veis, tais como, as congruéncias, semelhancas, homotetias, que mantém medidas de segmentos
ou angulos invaridveis. No contexto da geometria projetiva, segundo Courant e Robbins (2000,
p.278), um grupo ainda maior de propriedades sdo invariantes sobre transformagdes projetivas.
Percebemos que de uma forma geral, as figuras com que lidamos nesse trabalho, quando com-
paradas umas com as outras, ndo mantém propriedades como essas invaridveis. Mas, entdo,

existem algumas propriedades que persistem a transformacgdes tao drasticas como aquelas que
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transformam um disco em uma figura limitada por um poligono (Figura 5.1b ) ou em uma figura

limitada por uma curva simples fechada qualquer (Figura 5.1¢)? A resposta é sim!

Figura 5.1 — Transformagdes do disco via homeomorfismo.

(a) Disco (b) Figura com fronteira poligonal (c) Figura qualquer

Fonte: producédo do autor, 2018.

Para motivarmos uma definicao formal, apelaremos novamente a intuicdo. Imagine que
o disco da Figura 5.1 seja feito de borracha, que possa ser esticado sem se romper € que nao
seja possivel colar nenhum ponto sobre outro. Uma transformacdo desse tipo ¢ chamada de
deformacdo continua. As deformacdes continuas estabelecem uma relagdo biunivoca entre
pontos de duas figuras. Percebemos que ndo rasgar e ndo colar significam que os pontos que
estdo proximos na figura inicial manter-se-ao proximos na figura final. Isso motiva a seguinte

defini¢do formal.

Definicao 5.1 (Homeomorfismos). Uma transformagdo f : A — B é chamada de homeomor-
fismo se for bijetiva e bicontinua, i. e., tanto f quanto f~' sdo fungdes continuas. Se existe um

homeomorfismo entre dois conjuntos A e B eles sdo ditos homeomorficos.

A condic¢do de continuidade estd associada a ideia intuitiva de ndo rompimento e a condi-
¢do de bijetividade a ndo possibilidade de um ponto ser colado sobre o outro.

Pode ser demonstrado que uma curva simples fechada %, no sentido da Defini¢do 2.15,
é um subconjunto do plano homeomérfico ao circulo unitario ' = {(x,y) € R? | x> +y> = 1}.
Da mesma forma, toda figura plana limitada por uma curva fechada simples ¢ homeomorfica ao

disco unitario associado a S!.

Exemplo 5.1. Um anel, isto é, a regido limitada entre dois circulos concéntricos é homeo-
morfico ao subconjunto do plano da Figura 3.1a. No espaco, todo poliedro é homeomdrfico a
esfera. Os corpos sdo definidos como quaisquer figuras homeomorficas a esfera. Mais exemplos
de corpos: um elipsoide, um cilindro limitado com suas bases, etc. Em outra classe homeomor-
fica no espacgo estd o toro. Intuitivamente, é a superficie de uma camara de ar de pneu de carro
(Figura 5.2).

A Figura 5.2a mostra um circulo, isto é, uma curva fechada simples 'y sobre a superficie

do toro que ndo a separa em duas regides conexas, como no Zeorema da Curva de Jordan, que
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vale para o plano euclidiano. Para facilitar a interpretacio, imagine o corte transversal sobre o

toro na Figura 5.2b. A curva obtida no corte transversal € o circulo em questao.

Figura 5.2 — Curva fechada simples sobre a superficie toroidal.

(a) Toro (b) Seccao transversal sobre o Toro

Fonte: producao do autor, 2018.

A topologia € um ramo da matemadtica dedicado ao estudo das propriedades invariantes
via homeomorfismos. Duas figuras homeomorficas sdo copias uma da outra do ponto de vista
topoldgico. Para o que segue em nosso trabalho, essa discussdo € suficiente. Para o leitor
que quer iniciar-se nesse ramo, que unifica vdrias ideias e técnicas da matematica avangada,
sugerimos os livros: Intuitive Combinatorial Topology, Boltyanskii e Efremovich (2001) e From
Geometry to Topology, Flegg (2001). Esses livros apresentam uma visao intuitiva e introdutdria
as ideias topoldgicas via geometria.

Agora que discutimos 0s aspectos relevantes sobre curvas e figuras no plano, no que se-
gue, apresentaremos uma sequéncia de resultados sobre as figuras convexas. No final dessa
secdo saberemos caracterizar as figuras convexas de vdrias formas diferentes daquela apresen-

tada na Definicdo 2.3.

Teorema 5.1. 1. Se A e B sdo pontos interiores de uma figura convexa ®, entdo todos os

pontos do segmento AB sdo pontos interiores a P.

2. Se A é um ponto interior e B é um ponto de fronteira de uma figura convexa ®, entdo

todos os pontos do segmento AB, exceto B, sdo pontos interiores de P.

3. Se A e B sdo pontos de fronteira de uma figura convexa ®, entdo um dos casos acontece
exclusivamente: todos os pontos do segmento AB sdo pontos de fronteira de ®, ou todos

os pontos de AB, exceto A e B, sdo pontos interiores de P.

Demonstragao. 1. Sejam A e B pontos interiores a . Da defini¢cdo de pontos interiores,

ha dois circulos I" e I, inteiramente contidos em @, cujos centros sdo respectivamente
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os pontos A e B. Sejam MN e PQ as tangentes exteriores comuns a I' e I". Como
® é convexa, toda a figura “curvilinear” MNQP pertence a ® !. Consequentemente,
todo ponto C do segmento AB € centro de um certo circulo em que todos os seus pontos
pertencem a . Este circulo estd inscrito na figura MNQP, conforme podemos ver na

Figura 5.3a.

2. Substituindo o circulo I'" pelo ponto B, a prova € andloga a fornecida no item 1 e serd

omitida (Figura 5.3b).

Figura 5.3 — Ilustracdo do Teorema 5.1, itens 1 e 2.

> .',/
7

.

(a) Tustracdo do item 1 (b) Tlustragdo do item 2
Fonte: produg¢ao do autor, 2018.

3. Sejam A e B dois pontos de fronteira de uma figura convexa ®. Se o segmento AB pode
consistir inteiramente de pontos de fronteira de ® (Figura 5.4a) entdo acontece o primeiro
caso deste item do teorema. Vamos supor que exista um ponto C € AB tal que C € interior
a ®, entdo, de acordo com o item 2, todos os pontos dos segmentos CA e CB, exceto por
A e B sdo ponto interiores a ¢ (Figura 5.4b). Isso demonstra o segundo caso desse item

do Teorema.

A figura curvilinear a qual nos referimos é uma interseccio de quatro figuras convexas: dois discos e dois
semiplanos, de acordo com a Figura 5.3a. Portanto é uma figura convexa que contém o segmento AB.
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Figura 5.4 — Ilustragdo do Teorema 5.1, item 3.

A

B

(a) Tlustracdo do item 1 (b) Tlustragdo do item 2
Fonte: producao do autor, 2018.

]

Teorema 5.2. Toda reta passando por um ponto interior de uma figura convexa ® corta a
fronteira de ® em ndao mais do que dois pontos. Se ® for limitada, entdo toda reta passando

por pontos interiores da figura P, corta a figura em exatamente dois pontos.

Demonstragdo. Seja @ uma figura convexa, O um ponto interior de ® e r uma reta passando
por O. Desde que a reta r € um conjunto convexo, sua intersec¢do com P é um segmento, uma
semirreta, ou toda a reta r. Se a intersec¢do € um segmento de extremidades A e B, entdo A e B

sdo pontos de fronteira de ® (Figura 5.5a); portanto, a reta r contém dois pontos de fronteira de
P.

Figura 5.5 — Ilustracdo do Teorema 5.2.

(a) r corta a fronteira de ¢ (b) r nio corta a fronteira de ®

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.

Se a intersec¢do de uma reta ' passando por O for uma semirreta de origem A’, entdo o

seu ponto inicial A’ é o dnico ponto de fronteira da figura ® na reta (pela convexidade de ®).
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Finalmente, se toda a reta r estd contida na figura (Figura 5.5b) entdo ndo ha nenhum ponto da
fronteira de ® na reta r. Portanto ¢ € uma faixa, um semiplano ou o plano todo. Se a figura @
¢ limitada, entdo a intersec¢do com a reta r € limitada, e, portanto, ¢ um segmento. Logo, toda
reta r que passa por um ponto interior da figura limitada & contém exatamente dois pontos de
fronteira dessa figura. Mostramos que em qualquer caso, se a reta r passa por um ponto interior

de ®, entdo a reta r corta a fronteira de & em no maximo dois pontos. O]

Teorema 5.3 (Reciproco do Teorema 5.2). Se toda reta passando por um ponto interior de uma

figura limitada corta a fronteira da figura em dois pontos, entdo a figura é convexa.
Demonstragdo. Nosso Teorema é equivalente a sua versdo contrapositiva:

Para toda figura ndo convexa limitada ®, existe uma reta que corta a fronteira da figura em

mais do que dois pontos.

Faremos uma demonstracao direta da formulag@o contrapositiva do teorema.
Seja @ uma figura ndo convexa limitada. Nesse caso, pode-se encontrar dois pontos A e
B da figura @, tal que o segmento AB ndo esteja inteiramente contido em ®. Seja C um ponto

do segmento AB ndo pertencente a ® (Figura 5.6a).

Figura 5.6 — Ilustragcdo do Teorema 5.3.

(@) (b)
Fonte: producao do autor, 2018.

Podemos sempre assumir que A € um ponto interior a ®. De fato, se A fosse ponto de
fronteira de ® e se A’ fosse um ponto suficientemente proximo de A, entdo o segmento A'B
também conteria pontos exteriores a figura ® (Figura 5.6b). Assim sendo, assumimos que A
seja um ponto interior a ®. No segmento BC ha um ponto de fronteira P; da figura ® (que
pode coincidir com B), ja que B pertence a @ e C ndo pertence a . No segmento AC h4, da

mesma forma, um ponto de fronteira P> da figura ®, pois A pertence a ® e C ndo pertence a P.
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H
Finalmente, se prolongarmos o segmento AB além de A, obtemos uma semirreta AD que emana

do ponto interior A da figura ®. Nessa semirreta hd também um ponto de fronteira P; da figura
®, pois ® € uma figura limitada. Entdo, na reta pelo ponto interior A da figura ® h4 pelo menos

os trés pontos de fronteira Py, P, e Pz de ®. Isso era o que desejdvamos demonstrar. O

Como consequéncia do que fora demonstrado nos Teoremas 5.2 e 5.3, podemos formular

uma nova defini¢do de figuras convexas valida para figuras limitadas.

Definicao 5.2 (2¢ defini¢do de figuras convexas limitadas). Uma figura limitada é chamada
convexa, se toda reta passando por um ponto interior da figura corta a fronteira da figura em

dois pontos.

Na sequéncia iremos generalizar para figuras convexas em geral a definicdo de reta de

apoio, que definimos para poligonos no Capitulo 3.

Definicao 5.3 (Reta de apoio). Seja ® uma figura plana. Uma reta | é chamada de reta de
apoio de ® se | contiver pelo menos um ponto de fronteira de ® e se toda a figura @ estd em

um dos lados determinados por l.

Conforme vimos, a reta que contém um lado de um poligono convexo € uma reta de apoio
do poligono. Uma tangente a um circulo também € uma reta apoio. Uma reta de apoio pode
ter um Unico ponto ou um segmento inteiro em comum com uma figura convexa limitada. Se a

figura convexa € ilimitada, a reta de apoio inteira pode pertencer a figura.

Exemplo 5.2. Uma reta de apoio | de uma figura convexa ®, deve conter pontos de fronteira
e nunca pode conter pontos interiores. Pois, se tivesse um ponto interior A da figura, um
circulo pequeno centrado em A conteria pontos interiores em ambos os lados de | (Figura
5.7a). Reciprocamente, se uma reta ndo contém pontos interiores da figura convexa ®, entdo
toda a figura deve estar do mesmo lado de 1. Pois se assim ndo fosse, bastaria tomar um ponto
interior qualquer A de ® e se algum ponto B (ponto interior ou ponto de fronteira) da figura
estivesse do outro lado de |, entdo o ponto A e também o ponto de interseccdo da reta | com
o segmento AB seriam ambos pontos interiores a ®, contrariando o fato de a reta ndo conter

pontos interiores da figura ® (Figura 5.7b).
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Figura 5.7 — Ilustragdo do Exemplo 5.2

ey 4

(a) (b)
Fonte: produg¢éo do autor, 2018.

Teorema 5.4. Para cada direcdo dada por uma reta podemos tracar exatamente duas retas

paralelas, que sdo retas de apoio de uma figura convexa limitada.

Demonstracdo. Seja ® uma figura convexa limitada e r uma reta, que fixard uma direcao no
plano. Seja A4 o conjunto formado por todas as retas paralelas a » que passam por um ponto
da figura convexa limitada ®. Todas essas retas cortam uma perpendicular arbitrdria a direcdo
dada em um conjunto convexo unidimensional (Figura 5.8). Com efeito, sejam A e B dois
pontos quaisquer da interseccao de A4 com a reta perpendicular e C um ponto entre A € B. As

paralelas por A e B cortam P nos pontos M e N respectivamente.

Figura 5.8 — Ilustracdo do Teorema 5.4

hL

A Y d
cl )
B

P
2
/ 7
% /4
N Iy

Fonte: producao do autor, 2018.

Da geometria elementar, sabemos que a paralela por C cortard o segmento MN em um
ponto P entre M e N. Da convexidade de &, P pertence a ®. Isso mostra que C pertence
também a intersec¢cdo de 4 com a perpendicular. Portanto, essa interseccdo é um conjunto uni-
dimensional convexo limitado, pois ® € limitado e, por isso, € um segmento. Logo, o conjunto

de todas as retas paralelas a uma dada dire¢do, passando pelos pontos de ® € uma faixa. As
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retas extremas /1 e [, dessa faixa, que sao interseccdoes com pontos de fronteira, sdo duas retas

de apoio paralelas a dire¢do dada (Figura 5.8). Isso demonstra o teorema. [

O Teorema 5.4 é valido para qualquer figura limitada, convexa ou ndo. Sua demonstragao
depende do Teorema da Curva Limite e pode ser consultado em Yaglom e Boltyanskii (1961,
p-100).

Para uma figura convexa ou ndo, existe uma direcdo em que a distincia d entre o par
de retas de apoio paralelas, perpendiculares aquela direcdo, é maxima dentre todas as outras
dire¢cdes. Héa também outra na qual a distAncia d’ é minima. Para o circulo essa distincia
¢ constante. Para um retangulo, a dire¢cdo de médxima distancia é a perpendicular a uma das
diagonais e a de minima € a direc¢do paralela ao par de lados maiores. Para uma elipse a direcdo

de méxima distancia é a do eixo maior e a de minima, a do eixo menor (Figura 5.9).

Figura 5.9 — Largura e diametro: alguns exemplos

dl

g

Fonte: produciao do autor, 2018.

Definiremos na sequencia alguns termos importantes que serdo usados com frequéncia na

dissertagdo.

Definicao 5.4 (Diametro e largura). Chama-se didmetro de uma figura limitada ¥ a distdncia
mdxima entre os pontos da figura. Chama-se largura de Y em uma dada direcdo a distdncia
entre as retas de apoio perpendiculares a referida direcdo. Chama-se largura de Y a menor

distdancia entre retas de apoio paralelas.

Observacao. No Apéndice 1 de Yaglom e Boltyanskii (1961, p.100) demonstra-se a exis-
téncia de dois pontos em ¥ com distdncia mdxima em uma figura limitada. Também demonstra-
se a existéncia de duas retas de apoio de ¥ com menor distancia, dentre todos 0s outros pares

de retas de apoio.

Teorema 5.5. Duas retas de apoio paralelas de uma figura limitada convexa que estdo a md-
xima distancia uma da outra contém, cada uma, um vnico ponto de fronteira da figura. Nessas

condicdes, o segmento sobre esses dois pontos de fronteira é perpendicular as retas de apoio.
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Demonstragcdo. Sejam [y e I duas retas de apoio paralelas a @ em que a distancia entre ambas
tem um valor maximo entre todos os pares de retas paralelas de apoio a ®. Sejam A| e A, dois
pontos de fronteira de ® pertencentes a /1 e [, respectivamente. Afirmamos que o segmento
A1A, € perpendicular as retas /1 e ;. Pois se assim ndo fosse, a distancia entre /1 e [, seria
menor do que o comprimento do segmento AjA, (Figura 5.10a) e, assim sendo, menor do que
a distancia entre duas retas de apoio /| e [} de ® que sdo perpendiculares a AjA,. Isso contraria

a hipotese.

Figura 5.10 — Ilustracdo do Teorema 5.5

I A

la

(a) (b)
Fonte: producédo do autor, 2018.

Desde que A e A, sdo pontos arbitrarios da fronteira de &, pertencentes a [ e I, res-
pectivamente, segue da perpendicularidade de AjA; a /1 e [, que nem /; ou /; podem ter um
segmento em comum a . Na Figura 5.10b, por exemplo, A;A} somente serd perpendicular a I,
se A5, = A,. Em outras palavras, cada uma das retas contém exatamente um ponto de fronteira
de &.

[

Agora, relacionamos o didmetro com a distancia mdxima entre retas paralelas nas figuras

convexas.

Teorema 5.6. A maior distdncia entre dois pontos de uma figura convexa é igual a maior

distancia entre duas retas de apoio paralelas.

Demonstragdo. Sejam & uma figura convexa e /1 e [, duas retas de apoio paralelas em que a
distancia entre ambas atinge um valor maximo d. Consideremos os pontos A € A comuns a ® e
aly e [, respectivamente. Do Teorema 5.5, AjA, € perpendicular as retas /1 e /. O comprimento
de AjA; € igual a d (Figura 5.11a). Assim sendo, temos que mostrar que a distancia entre

quaisquer dois pontos de ® nio pode exceder o valor d. Se A e B sdo dois pontos de P e
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se m e n sdo as retas de apoio perpendiculares a AB (Figura 5.11b), entdo o comprimento do
segmento AB ndo excede a distancia entre m e n, que, por sua vez, nao é maior do que d.

Consequentemente, o comprimento de AB ndo pode ser maior do que d. 0

Figura 5.11 — Ilustracdo do Teorema 5.6

() (b)
Fonte: produc¢do do autor, 2018.

Finalizamos a caracteriza¢ao do didmetro de uma figura convexa com o teorema seguinte.

Teorema 5.7. Se A e B sdo dois pontos de uma figura convexa ®, cuja distancia d entre ambos

atinge um valor mdximo, entdo as retas por A e B perpendiculares a AB, sdo retas de apoio de

P.

Demonstracdo. Construimos duas retas de apoio n e m a figura convexa @, perpendiculares ao
segmento AB. Toda a figura ® estd contida na faixa entre n e m (podemos nos basear na Figura
5.11b novamente). Portanto, o segmento AB de comprimento d e perpendicular a n e m esta
inteiramente contido na faixa. Pelo Teorema 5.6, a distancia entre n e m ndo pode exceder d,
portanto as retas n e m devem passar pelos pontos finais A e B do segmento. Isso encerra a

demonstracao. [

Observacao. O Teorema 5.5, 5.6 e 5.7 sdo validos para quaisquer figuras limitadas, con-

vexas ou ndo. A demonstracdo desses resultados pode ser consultadas em Lay (1982).

Vimos no Capitulo 2 que um feixe convexo de raios pode ser um raio, um par de raios
formando uma reta, um angulo (menor do que 180°), um semiplano, ou o plano inteiro. Seja @
uma figura convexa e seja O um ponto de fronteira de ®. A partir de O consideramos todos os
possiveis raios que passam por qualquer outro ponto de . Obtemos um feixe de raios partindo
do ponto O. Vamos mostrar que esse feixe de raios € um feixe de raios convexos.

Com efeito, sejam O_A> e O? dois raios, com A e B pertencentes a ®. Como todos os

pontos C entre A e B sdo também pontos pertencentes a P, o raio O? também pertence ao feixe.
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Entdo, todos os raios do angulo ZAOB cortam o segmento AB. Isso mostra que o feixe de raios
€ convexo (Figura 5.12a). O feixe de raios obtidos desta forma nio pode ser um tnico raio nem
um unico par de raios formando um angulo de 180, pois assumimos no Capitulo 2 que uma
figura ndo € um conjunto unidimensional. Agora, mostraremos que o feixe ndo pode preencher
o plano todo. Se, de fato, os raios preenchessem todo o plano, entdo poderiamos escolher entre
eles dois pares de raios opostos, OA, OB, e OC, OD, tais que os pontos A, B, C e D fossem
pontos da figura convexa ® (Figura 5.12b).

Figura 5.12 — Feixes de raios convexos

2
‘f""",,
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I

Y

(a) (b)
Fonte: producao do autor, 2018.

Entdo ® conteria todo o tridngulo ABC, pois contém os pontos ndo colineares A, B e C.
Conteria o quadrilatero convexo ACBD no qual o ponto O é o ponto de encontro das diagonais.
Logo, O seria um ponto interno de ®, ndo podendo ser um ponto de fronteira de ®. O feixe
de raios considerado, portanto, forma ou um semiplano ou um angulo menor do que 180°.
Analisaremos cada um dos casos.

Quando o feixe forma um angulo de 180° (Figura 5.13), o ponto O é chamado um ponto
regular da curva convexa X que limita a figura ®. A reta ¢ que limita o semiplano é uma reta
de apoio da figura ®, pois todos os pontos de P estdo nos raios do nosso feixe e, assim sendo,
estdo em um dos lados de 7. A reta ¢ € a Unica reta suporte de @ no ponto O, uma vez que,
qualquer outra reta [/ por O contém raios de nosso feixe e, portanto, pontos de ® (Veja Figura

5.12a). A reta ¢ é chamada a tangente a curva convexa X no ponto O.
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Figura 5.13 — Ponto regular e tangente a curva convexa.

Fonte: producédo do autor, 2018.

Quando o feixe de raios forma um angulo menor do que 180°, o ponto O é chamado
um ponto singular da curva convexa X que limita ®. Na Figura 5.14, todos os pontos de ®
estdo no interior do Angulo MON; portanto toda reta [ passando pelo vértice do Angulo MON’,
adjacente a MON, € uma reta de apoio ®. Os raios OM e ON sdo chamados as semi tangentes,
ou tangentes de um lado, a curva convexa X no ponto O. As semi tangentes estdo contidas nas
retas de apoio limites da figura, no sentido que qualquer outra além delas terdo um de seus raios

no interior do 4ngulo MON'.

Figura 5.14 — Ponto singular e semi tangentes a uma curva convexa.
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Fonte: produg¢éo do autor, 2018.
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Os pontos singulares, intuitivamente formam cantos no interior da figura, por essa razao
também sdo chamados de pontos de canto 2, Podemos, dessa forma, definir angulo interno a

curva convexa X, nos pontos singulares.

Definiciio 5.5 (Angulo interno e 4ngulo externo a uma curva convexa). Com a mesma notagdo
dos pardgrafos precedentes, chamamos o dngulo ZMON, de medida A\MON = @, de dngulo
interno ou simplesmente dngulo, da curva convexa K, ou da figura ®, no ponto O. O dngulo
/MON' de medida AMON' = 180 — o é chamado dngulo externo a curva K, ou da figura P,

no ponto O.

Exemplo 5.3. Todos os pontos de um poligono convexo, exceto os vértices, sdo regulares. As
tangentes desses pontos sdo as retas de apoio dos lados do poligono. Os vértices de um poli-
gono convexo sdo pontos singulares e, para cada vértice O, as retas de apoio dos lados corres-

pondentes, sdo semi tangentes do poligono no ponto O (Figura 5.15).

Figura 5.15 — Pontos regulares e singulares no poligono convexo.

0o

Fonte: producao do autor, 2018.

Com essa discussao, podemos concluir que através de cada ponto de uma curva convexa
X, que limita uma figura convexa &, passa pelo menos uma reta de apoio. A reciproca desta

proposicao estd no teorema seguinte.

Teorema 5.8. Se através de cada ponto de fronteira de uma figura limitada passar pelo menos

uma reta de apoio, entdo a figura é convexa.

Demonstragdo. Tal como fora feito no Teorema 5.3, demonstraremos a versao contrapositiva

do Teorema 5.8. Mostraremos que toda figura ndo convexa tem um ponto de fronteira no qual

Ac "

2do inglés "corner points"
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ndo pode passar uma reta de apoio. Seja ® uma figura ndo convexa limitada e dois pontos A e
B pertencentes a @ tal que AB nao esteja inteiramente contido em ®. Isso quer dizer que existe
um ponto C, entre A e B, tal que C ¢ ®. Assim como justificamos na demonstra¢do do Teorema
5.3, podemos sempre assumir que A seja um ponto interior a . Usando os mesmos passos da
demonstracdo do Teorema 5.3, obtemos a Figura 5.4a. Demonstraremos que o ponto P» daquela
constru¢do € um ponto da fronteira de ® que nao pode passar uma reta de apoio. Com efeito, a
reta jﬁ por P> ndo é uma reta de apoio, pois passa pelo ponto interior A. Nenhuma outra reta
por P, é uma reta de apoio, uma vez que os pontos A e B de ® estdo em diferentes lados da reta

AB. Isso encerra a demonstracao. [

O Teorema 5.8 também € vdlido para figuras convexas ilimitadas. Como o foco de nossas
discussdes sdo as figuras convexas limitadas, o referido teorema ndo serd estendido a esses
Ccasos.

Das discussoes precedentes podemos formular uma nova definicao de figuras convexas

limitadas.

Definicao 5.6 (2¢ defini¢do de figuras convexas limitadas). Uma figura limitada é chamada

convexa se através de cada ponto de fronteira passa pelo menos uma reta de apoio.

Seja @ uma figura convexa limitada e X sua fronteira. Escolhemos na curva X o sentido
de orientacdo anti-hordrio, conforme fizemos para poligonos convexos no Capitulo 3. A exem-
plo do que discutimos naquele capitulo, movendo-se na curva neste sentido, a figura ® sempre
fica a esquerda (Figura 5.16a). Concordando com esse aspecto, devemos escolher sentidos nas
retas suportes, como por exemplo a reta suporte / da Figura 5.16b, tais que o interior da figura
esteja sempre a esquerda. Neste caso, duas retas suportes paralelas /; e /; da figura convexa
& tem sentidos opostos e cada vetor do plano corresponde a uma dire¢cdo de um par de retas

paralelas.
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Figura 5.16 — Orientacdo de percurso em uma curva

(a) (b)
Fonte: produgéo do autor, 2018.

Se X € um poligono, esta defini¢do de orientacdo permite-nos falar de sentido de orien-
tacdo dos lados do poligono, conforme discutimos no Capitulo 3. Se um vetor do plano nao
corresponde a direcao de um lado do poligono, correspondera a um par de retas de apoio para-
lelas sobre dois vértices do poligono e, ainda assim, cada direcao corresponde a um par de retas

de apoio paralelas.

Definicao 5.7. Dizemos que n pontos A, B, C, ---, P de uma figura ® estdo arranjados em
ordem ciclica se, quando a fronteira X da figura ® é percorrida no sentido anti-hordrio, esses
pontos estdo na ordem dada. Veja Figura 5.17. Se os pontos A, B, C,---, P da curva K sdo

arranjados ciclicamente, entdo o poligono ABC - - - P ¢ dito ser inscrito na curva K.

Figura 5.17 — Poligono inscrito a uma curva convexa

/ B
A
Fonte: producado do autor, 2018.

Teorema 5.9. Todo poligono inscrito em uma curva convexa limitada é convexo.

Demonstracdo. Consideremos um lado qualquer AB do poligono ABC...P inscrito na curva
X fronteira da figura convexa ®. Os pontos A e B dividem a curva X em dois arcos X e %3

(Figura 5.18). De acordo com a Defini¢do 5.7, de poligono inscrito, todos os vértices restantes



129

C,..., Pestdo em um desses dois arcos; digamos que seja X>. O segmento AB forma com o arco
%, uma curva convexa K *. A referida curva € a fronteira de uma das duas figuras convexas em
que P foi dividida pela reta AB (essas figuras sdo convexas, pois sao intersec¢oes de & com um
semiplano em que a reta AB divide o plano). A reta AB € uma reta de apoio da curva convexa
K*; logo o arco %3 e com isso todos os pontos C,..., P estdo do mesmo lado de AB. Segue
deste fato que toda reta suporte do poligono ABC...P é uma reta de apoio e este poligono é

convexo, como queriamos demonstrar. L]

Figura 5.18 — Ilustracdo do Teorema 5.9

hirnrrrayrers 7
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Fonte: produg¢do do autor, 2018.

Para o teorema seguinte poderemos considerar “vértices virtuais” em um poligono. Essa
ideia j4 fora discutida no Capitulo 4. Para entendermos o que isso quer dizer, considere a curva
convexa da Figura 5.19 e o poligono inscrito Py P, - - - P,. O ponto P> ndo é, efetivamente um vér-
tice de um poligono, pois estd contido no segmento Py P; que é um lado. Considerando vértices

desse tipo, a formulacao e solucdo do Teorema 5.10 e de outros resultados serdao simplificadas.

Figura 5.19 — Vértices virtuais no poligono inscrito a uma curva convexa.

Fonte: producdo do autor, 2018.

Teorema 5.10 (Reciproco do Teorema 5.9). Se todo conjunto de n pontos de uma curva limitada

K compreende os vértices de um poligono convexo, entdo a curva é convexa.
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Demonstragcdo. Supondo que a figura @, limitada pela curva X, satisfazendo as hip6teses do
Teorema, nao seja convexa. Usaremos uma vez mais a constru¢do do Teorema 5.3. Seja a
reta CD, que passa pelo ponto C e por um ponto D, interior a ®, ndo pertencente a reta AB
(Figura 5.20). Consideremos todos os pontos Q da referida reta que tem a propriedade de o
segmento DQ pertencer inteiramente a ¢. Esses pontos formam um conjunto convexo, a saber
o segmento Q10», que nao intersecta a reta AB. Entdo um dos dois pontos Q1 ou O, digamos
01, tem a menor distancia da reta AB e estd no interior do triangulo P; P,(Q;. Consequentemente,
os pontos Py, P>, Q1, Q> ndo sdo vértices de um quadrilatero convexo, contrariando a hipétese.

Isso € suficiente para demonstrar o teorema. [

Figura 5.20 — Ilustragdo do Teorema 5.10.

Fonte: produc¢ao do autor, 2018.

Percebemos que da demonstracao do Teorema 5.10, precisamos unicamente requerer que
dado quaisquer quatro pontos da curva X, esses sejam os vértices que formam um quadrildtero
convexo, (no sentido discutido na discussdo que precede o referido teorema), para garantirmos
a convexidade da curva K.

Apresentaremos um belo resultado sobre a soma de angulos nos pontos irregulares em

uma curva convexa, que generaliza o estudo que fizemos para os poligonos simples no Capitulo
3.

Teorema 5.11. Se uma curva convexa limitada tem um niimero finito de pontos irregulares,
entdo a soma dos dngulos externos é no mdximo igual a 360°. Se a soma de todos os dngulos

externos é exatamente 360°, entdo a curva é um poligono convexo.

Demonstragdo. Sejam X, X», ---, X, todos os pontos irregulares da curva X, escritos em or-
dem ciclica. Entao o poligono X X5 - - - Xj, estd inscrito na curva X . A medida do angulo interior
no ponto X; da curva X € no minimo igual a medida do angulo no vértice X; do poligono

X1X5--- X, (Figura 5.21a). Isto significa que o angulo exterior no ponto Xj; da curva X € no
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maximo igual ao dngulo exterior no vértice X; do poligono X1 X5 - --X,,. Entdo a soma de todos
os angulos exteriores dos pontos irregulares da curva X nao excede a soma dos angulos exte-
riores do poligono convexo X1 X5 - --X,,. Como vimos no Capitulo 3, esta soma € igual a 360°.
Consideremos, agora, que a curva X seja diferente do poligono convexo X1X;---X,. Nessa
condi¢do, existe um ponto X’ da curva que ndo pertence ao poligono (Figura 5.21b). Numera-
mos os pontos irregulares da curva X junto com X’ para que tenhamos Xi, Xo, - -, X,;, X’ nesta
ordem. Consideraremos o poligono inscrito X; X5 ---X,X’. A soma dos angulos exteriores dos
pontos irregulares da curva X nao € maior do que a soma dos angulos exteriores nos vértices
X1, X2, -+, X,, do poligono X1 X - -- X, X’. Como a soma dos dngulos nos pontos irregulares de
X1X;---X,X' é igual a 360° — o, onde o € o Angulo exterior no ponto X', a soma dos angulos
exteriores de X nos pontos irregulares ndo excede 360° — . Portanto, se a curva X ndo é um
poligono convexo, entdo a soma dos dngulos exteriores nos pontos irregulares € menor do que

360° e o teorema esta demonstrado. O]

Figura 5.21 — Ilustracdo do Teorema 5.11

K

Fonte: producédo do autor, 2018.

Podemos estender a primeira proposi¢ao do Teorema 5.11 quando a figura convexa tem
um ndmero infinito de pontos irregulares. No entanto, a prova desta proposi¢ao requer conhe-
cimentos de andlise matematica e ndo serd feita aqui. Maiores detalhes podem serem vistos em
Yaglom e Boltyanskii (1961).

Se n retas suportes direcionadas /1, [»,- - -, [,, da figura convexa ® sdo dadas e se Iy, Iy,
-+, I, sdo os correspondentes semiplanos a esquerda dessas retas (Figura 5.22), entdo P esta
contido em cada um desses semiplanos e estd, portanto, contido na intersec¢ao deles. Se esta
intersec¢do € limitada, entdo serd um poligono, que estd circunscrito a figura ® (ou a curva de

fronteira X).
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Figura 5.22 — Poligono circunscrito a uma curva convexa.

Fonte: producao do autor, 2018.

Segue que um poligono circunscrito a uma figura convexa € sempre convexo. Os lados do
poligono circunscrito sdo segmentos contidos nas retas /1, [»,- - -, [,. No entanto, pode acontecer
que trés ou mais dessas n retas suportes passarem por um Unico ponto P da fronteira de . Nesse
caso P é certamente um ponto irregular (Figura 5.23). Nessa situacdo, o poligono circunscrito
tem menos do que n lados. Vamos, no entanto, considerar um tal poligono como tendo um
ou mais lados de comprimento nulo, que sao lados que se degeneram em um unico ponto,
e tendo n lados. Esses lados de comprimento nulo t€ém direcdes definidas: as dire¢des das cor-
respondentes retas de apoio. Assim sendo, podemos falar de n angulos interiores ou n angulos
exteriores do poligono circunscrito, independentemente de ter ou ndo lados de comprimento

nulo.

Figura 5.23 — Lados no poligono circunscrito a uma curva convexa.

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.



133

Por comprimento de uma curva convexa X e drea da figura ® das quais X € a fronteira,
entendem-se como o valor limite dos perimetros, ou das areas, dos poligonos inscritos em ®
cujos lados se tornam indefinidamente pequenos. De outra forma, podemos usar os poligonos

circunscritos em que os angulos exteriores se tornam indefinidamente pequenos (Figura 5.24).

Figura 5.24 — Aproximacdes poligonais a uma curva convexa X

Fonte: producao do autor, 2018.

Da forma como foi definido, percebemos que cada poligono inscrito pertence ao interior
de um poligono circunscrito fixo escolhido arbitrariamente. Como os poligonos sdo todos con-
vexos, de acordo como o Teorema 3.10, cada poligono inscrito tem perimetro menor do que
um poligono circunscrito escolhido arbitrariamente. Da mesma forma, escolhendo arbitraria-
mente um poligono inscrito, todo poligono circunscrito tem perimetro menor do que o poligono
inscrito escolhido.

Aumentando o nimero de lados dos poligonos, obtemos uma sequéncia de poligonos
P1,P2s -+ sPn, INSCritos € com perimetro crescente e outra sequéncia de poligonos Py ,P,,---,P,
circunscritos e com perimetro decrescente. Seja A = {s;;s; é o perimetro do poligono p;} e
B = {S;;S; é o perimetro do poligono P;}. Da conclusdo do pardgrafo anterior, infB < SupA e
SupA <infB. Logo, infA = SupB. Esse nimero € o perimetro da curva X_. Basta mostrar que
esse limite realmente existe. Nao faremos essa demonstracdo aqui.

Discussao andloga pode ser feita para a definicdo da drea de uma figura ® limitada por

uma curva convexa '](:

5.2 TEOREMA DE HELLY E SUAS APLICACOES.

O objetivo principal desta secao € obter uma condi¢do necessdria e suficiente para o Pro-
blema da Galeria de Arte para um tipo de poligono, nao necessariamente convexo, que satisfaz
determinada condi¢do. O Teorema de M. A. Krasnoselskii sera demonstrado usando o Teorema

de Helly, um resultado interessante com aplicagdes em varios ramos da matematica.
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Teorema 5.12 (Teorema de Helly). Se um niimero finito ou infinito enumerdvel de figuras con-
vexas planas, limitadas sdo dadas tal que cada trés delas tenham um ponto em comum, entdo

existe um ponto que pertence a todas as figuras.

A demonstragdo desse resultado para uma quantidade finita e infinita de figuras convexas
pode ser vista em Yaglom e Boltyanskii (1961). Somente é necessdrio exigir a limitagdo das
figuras convexas no caso de haver uma quantidade infinita de conjuntos convexos. Diversas
variagdes do teorema para dimensdes maiores do que dois podem ser consultados em Kelly e
Weiss (2009).

Para ganharmos familiaridade com o Teorema de Helly, apresentaremos alguns exemplos

de sua aplicacdo.

Exemplo 5.4. Sejam n pontos dados no plano tal que cada trés deles podem ser encerrados em
um circulo de raio 1. Nessas condigdes, todos os n pontos podem ser encerrados em um circulo

de raio 1.

De fato, temos que mostrar que existe um ponto O do plano, que serd o centro do circulo
desejado, cuja distincia de todos os dados pontos ndo é maior do que 1. Em outras palavras,
existe um ponto O do plano que pertence a todos os circulos de raio 1 sobre os pontos da-
dos. Sejam Ay, Ay, ---, A, pontos nas condi¢des do enunciado do Exemplo 5.4. De acordo
com o Teorema de Helly, é suficiente mostrar que quaisquer trés desses circulos em questao
intersectam-se. Em virtude da hipétese do exercicio, quaisquer trés pontos podem ser encerra-
dos em um circulo de raio 1 (Figura 5.25). O centro X desse circulo € um ponto que pertence aos
trés circulos unitdrios centrados nos pontos A;_1, A;, A;j;+1 e, dessa forma contém esses pontos.

Isso demonstra o resultado.

Figura 5.25 — Ilustracdao do Exemplo 5.4

-
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Fonte: produg¢éo do autor, 2018.
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Exemplo 5.5 (Teorema de Jung para n pontos). Sejam dados n pontos no plano tal que cada

par desses pontos estdo a uma distancia de no mdximo 1, um do outro. Nessas condicdes todos

os pontos podem ser encerrados em um circulo de raio \%
Para resolucao sera suficiente mostrar que quaisquer trés dos pontos dados podem ser

encerrados em um circulo de raio % Dai usando o Exemplo 5.4, seguird imediatamente, que

L
7

Vemos que nenhum lado do tridangulo ABC, formado por quaisquer trés dos n pontos, €

todos os pontos podem ser encerrados em um circulo de raio

maior do que 1. Se este tridngulo € obtuso ou reto, entdo ele estard completamente encerrado
pelo circulo, que € construido sobre o maior lado do triangulo como um diametro (Figura 5.26).
O raio deste circulo ndo é maior do que 1/2 e é, portanto, menor do que \/Lg Se o triangulo
ABC ¢ acutangulo, entdo o raio r da circunferéncia circunscrita ndo pode ser, da mesma forma,
maior do \/Lg Com efeito, pelo menos um dos angulos deste triangulo, digamos A, € maior do
que ou igual a 60°. Portanto, o lado BC, € uma corda de um arco com medida 120° < o < 180°
na circunferéncia circunscrita do tridngulo ABC. Aplicando a lei dos senos, a corda de um arco
de 120° tem comprimento rv/3. Assim sendo, BC > r-+/3, e desde que BC <1, segue que
3 <1edissor< \/Lg

Figura 5.26 — Ilustra¢do do Teorema de Jung

Caso obtuso Caso reto Caso acutangulo

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.

Voltaremos a discussdo sobre retas de apoio, didmetro e largura que iniciamos na Sec¢ao
5.1. Embora nao possamos obter retas de apoio em todos os pontos de uma figura limitada
Y qualquer, existem em W retas de apoio em infinitos pontos da fronteira. Outro aspecto im-
portante € que nas figuras convexas limitadas, em pontos regulares, as retas de apoio sempre
coincidem com as tangentes a figura naquele ponto, conforme vimos na Secao 5.1. Em figuras
ndo convexas a existéncia da tangente nao é garantia de existéncia da reta de apoio, como po-

demos ver na Figura 5.27. A reta tangente ¢, pelo ponto de fronteira A, ndo é uma reta de apoio.
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A reta s € uma reta tangente no ponto B e, também € uma reta de apoio. Ambos os pontos sao

pontos regulares da figura.

Figura 5.27 — Retas de apoio e tangentes.

Fonte: produgéo do autor, 2018.

Definicao 5.8 (Fecho convexo de uma figura limitada). O conjunto de todas as retas de apoio
de uma figura ¥, convexa ou ndo, forma uma figura convexa P, pois é uma interseccdo de

semiplanos (Figura 5.28). Essa figura é chamada de fecho convexo de V.

Figura 5.28 — Fecho convexo de uma figura ndo convexa.

v

(a) figura ndo convexa V. (b) figura ®: Fecho convexo de .

Fonte: produc¢ao do autor, 2018.

A figura @ é a menor figura convexa que contém W. Para provar isso, primeiro notamos
que toda reta de apoio do fecho convexo @ € também uma reta de apoio da figura ndo convexa
Y. De fato, se uma reta de apoio / da figura ® ndo for uma reta de apoio de ¥ (Figura 5.29),
entdo movendo [/ paralelamente a si propria até tocar a fronteira de W obteriamos uma reta de
apoio /; da figura . A reta [ estaria inteiramente contida no semiplano limitado pela reta /
no qual W estd; portanto, pela defini¢do de fecho convexo, a reta [ ndo poderia ser uma reta de

apoio de P.
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Figura 5.29 — Fecho convexo e retas suportes.

Fonte: produg¢do do autor, 2018.

Por outro lado, dado uma figura convexa @ que contenha ¥, uma reta de apoio qualquer
dessa figura ou € uma reta de apoio de ®, ou contém, no mesmo semiplano de ¥ a reta de
apoio a @ paralela aquela de @’ (deslizando a reta de apoio de @, até tocar ¥, como fizemos
anteriormente). Portanto, ® C ®.

Notamos na Figura 5.28 que as partes que foram preenchidas para formar o fecho, tem
uma fronteira formada por segmentos de retas. Pois, se fosse uma outra curva, ® ndo seria a
menor figura convexa que contém V.

Dada uma direcdo, imagine duas retas mdveis paralelas m e [, perpendiculares a dire-
cdo dada, suficientemente afastadas para que a faixa que elas determinam contenham a figura.
Aproximando essas retas até que cada uma delas apenas toquem a figura, encontramos o par de
retas de apoio paralelas m’ e I’ a essa dire¢do. A largura nessa dire¢io € a distAncia entre essas

retas de apoio paralelas. A Figura 5.30 ilustra o que foi discutido.

Figura 5.30 — Largura de uma figura a uma dada direc¢ao.

[

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.
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Para finalizar, relembramos o Teorema 5.6, vilido para uma figura simples qualquer, que
o diametro de uma figura coincide com a maior distancia entre pares de retas de apoio paralelas.

Depois dessa digressao, voltamos ao nosso assunto. O Teorema de Jung pode ser de-
monstrado para um conjunto infinito de pontos. Se o conjunto de pontos for uma figura, ndo
necessariamente convexa, entdo o Teorema Jung pode ser formulado como segue:

Teorema 5.13 (Teorema de Jung). Toda figura plana, ndo necessariamente convexa, de didme-

tro 1 pode ser encerrada em um circulo de raio \%

Pode-se mostrar também que essa aproximacio do Teorema de Jung nao pode ser me-
lhorada. Com isso queremos dizer que existem figuras convexas de didmetro 1 nas quais nao
podem ser cobertas por um circulo de raio menor do que \/Lg Porém, mostra-se que toda figura
de diametro 1 pode ser coberta por uma hexdgono regular inscrito em um circulo de raio \L@
para tal leia o Capitulo 3 de Yaglom e Boltyanskii (1961).

Nesse contexto, seria natural perguntar-se sobre a existéncia da figura de menor area
possivel que possa cobrir uma figura de didmetro unitdrio. Adiantamos que existe e ainda nao €
o hexagono descrito acima. Esse interessante problema derivado do Teorema de Jung, proposto

por Lebesgue em 1914, segue com sua solu¢do desconhecida.

Problema em aberto 1. Encontre uma figura de menor drea que cubra toda figura de diametro

1 (isto é, a menor figura ®, dentro da qual, toda figura de diametro 1 podem ser colocadas).

O problema consiste, portanto, em encontrar a menor drea e qual a forma da figura. A
existéncia de tal figura é demonstrada, usando o “Teorema da Curva Limite”, constante em
Yaglom e Boltyanskii (1961, p.100). Desse mesmo teorema também se demonstra que existe
a figura de maior drea que possa ser encerrada em toda figura convexa de largura unitaria. Essa

questdo também segue em aberto.

Problema em aberto 2. Encontre a figura de maior drea que possa ser encerrada em toda

figura convexa de largura 1.

Uma aproximacao ao Problema em aberto 2, é conhecida como o Teorema de Blaschke, o
s ‘ P |
qual afirma que toda figura convexa de largura unitdria contém um circulo de raio 3.
Agora que ganhamos experiéncia com o uso do Teorema de Helly, esse teorema serd usado
para resolver o problema mais importante dessa secao: O Teorema de M. A. Krasnoselskii. Esse
teorema nos d4 uma condi¢do necessdria para o Problema da Galeria de Arte discutido no

Capitulo 3 para um tipo especial de poligonos que satisfaz uma determinada condigdo.

Teorema 5.14 (Teorema de Krasnoselskii). Se para cada trés pontos A, B, C de um poligono
arbitrdario K existe um ponto M tal que todos os trés segmentos MA, MB, MC estdo inteira-

mente contidos no poligono, entdo existe no interior de X um ponto O tal que todo segmento
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conectando O a um ponto do poligono K também estd inteiramente contido no interior do

poligono.

A Figura 5.31 ilustra a situagdo. O teorema diz que se ao escolher arbitrariamente trés
pontos do poligono, existir um ponto interno ao poligono do qual os trés pontos da fronteira sdo
visiveis, entdo existird um ponto interno ao poligono do qual todos os pontos do poligono, sdo

visiveis.

Figura 5.31 — Poligono estrelado relativamente a um ponto.

(@) (b)
Fonte: producao do autor, 2018.

Portanto, nas condi¢des desse teorema, sempre podemos encontrar um ponto O, no qual

o poligono seja estrelado relativamente a O.

Demonstracdo. Seja K um poligono qualquer com o sentido de orientagdo anti-hordrio, isto
¢, a orientacdo em que ao percorrer X nesse sentido, na vizinhanga de cada lado, os pontos
exteriores de X estdo a direita e os pontos interiores a esquerda. Seja AB um lado do poligono
que se encontra sobre a reta de apoio /. Assumimos que / tem o0 mesmo sentido de orientagio do
lado AB do poligono X e denotamos por A o semiplano a esquerda de /. Devido a concordincia
dos sentidos de orienta¢des do lado AB e de [, H também € o semiplano esquerdo do lado AB
do poligono X (Figura 5.32).
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Figura 5.32 — Sentido de orientagdo: lados e retas suportes de X.

Fonte: producdo do autor, 2018.

Provaremos que existe um ponto O comum a todos os semiplanos esquerdos dos lados do
poligono X . Considerando o Teorema de Helly, sera suficiente mostrar que quaisquer trés dos
semiplanos esquerdos tém um ponto em comum.

Sejam Hi, #5, H; trés semiplanos esquerdos a trés lados arbitrdrios do poligono X e Ay,

A, Az pontos nos correspondentes lados (Figura 5.33).

Figura 5.33 — Teorema de Krasnoselskii: Ponto M comum a #H,, #, e H.

Fonte: produg¢do do autor, 2018.

Pela hipétese do teorema, existe um ponto M tal que os segmentos A|M, AoM e AsM

encontram-se dentro do poligono X. Disso segue que quando os trés lados mencionados sdo
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percorridos, o ponto M estd do mesmo lado dos pontos interiores de X, ou seja, a esquerda.
Assim, o ponto M estd em todos os trés semiplanos esquerdos H,, 5 e H;.

Pelo Teorema de Helly existe um ponto O comum a todos os semiplanos esquerdos dos
lados do poligono XK. Provaremos que O é um ponto que satisfaz a tese do nosso Teorema, isto
€, o poligono X ¢ estrelado relativamente ao ponto O. Primeiro mostraremos que O estd no
interior de K. Supondo que O esteja no exterior do poligono X e que X € o ponto de fronteira
de X que estd mais proximo de O (o ponto X pode ser um de varios pontos que estdo a menor
distancia de 0). Assim, exceto por X, o segmento OX encontra-se inteiramente no exterior de
XK. Se o ponto X fosse um vértice do poligono X (podendo coincidir com A), entdo poderia
ser escolhido um ponto (suficientemente préximo a X) em um dos dois lados desse vértice do
poligono (Figura 5.34). Assim sendo, se O estd no exterior de X, entdo pode ser encontrado
um ponto X de X, que ndo seja um vértice, tal que exceto por X, o segmento OX esteja no
exterior de K. Se AB € o lado em que o ponto X estd, entdo O estd do mesmo lado de AB dos
pontos exteriores do poligono, isto é, a direita. Isso contraria o fato de O pertencer a todos os
semiplanos esquerdos do poligono X e, particularmente, ao semiplano esquerdo # do lado AB.

Portanto, o ponto O estd no interior de X.

Figura 5.34 — Teorema de Krasnoselskii: O Ponto O € interno a &

Fonte: producao do autor, 2018.

Falta mostrar que o segmento inteiro OC esta dentro de X, para qualquer ponto C do
poligono X . Supondo que isso ndo acontega, isto €, que exista um ponto C do poligono X tal
que no segmento OC exista um ponto M fora do poligono X. Seja P o ponto de intersec¢ao do

segmento CM, mais proximo de M, com a fronteira do poligono X (Figura 5.35).
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Figura 5.35 — Teorema de Krasnoselskii: O segmento OC esta dentro de &

Fonte: produgao do autor, 2018.

Se P nao for um vértice do poligono X e AB for o lado em que o ponto P estd, entdo
o ponto O estd do mesmo lado de AB de M, isto €, no mesmo lado do ponto exterior M do
poligono X, ou seja, a direita do lado AB. Isso contradiz o fato de o ponto O pertencer a todos
os semiplanos esquerdos do poligono X. Se P € um vértice de X, entdo em cada um dos lados
ligados ao vértice P, um ponto P’ pode ser encontrado (suficientemente préximo de P) que nido
¢ um vértice do poligono X e tal que no segmento OP’ existe um ponto M’ fora do poligono X
(Figura 5.36). Seguindo os mesmos passos da demonstragdo da primeira parte (quando P nao
¢ um vértice do poligono X) para P’, concluirfamos novamente que O estd em um semiplano

direito de um dos lados de X.

Figura 5.36 — Teorema de Krasnoselskii: O ponto P € um vértice de X

///

Fonte: producdo do autor, 2018.

Portanto, o segmento unindo um ponto C do poligono X com o ponto O estd dentro de K

€ o teorema esta demonstrado. O]

Observacao. O Teorema de Krasnoselskii € valido também para figuras planas quaisquer.

A prova no caso geral € basicamente a mesma, exceto pelo fato que para uma quantidade infinita
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de semiplanos o Teorema de Helly pode ndo valer. Mas se limitarmos a figura com um circulo
suficientemente grande, a interseccao entre os semiplanos e o circulo geram figuras convexas
limitadas. Assim, para uma quantidade infinita de figuras convexas limitadas pode-se aplicar o

Teorema de Helly.

5.3 CURVAS DE LARGURA CONSTANTE.

A roda € umas das mdquinas simples que esteve presente nas civilizagdes, desde épocas
remotas. Existem evidencias de sua apari¢do hd mais de 4 mil anos antes da Era Comum. O
segredo do sucesso € a eficiéncia na transmissdo do movimento, transmitindo para o eixo a forca
aplicada em sua borda, em contato com o chdo. Para que a altura do eixo nao mude, enquanto o
movimento acontece, € necessario que o eixo esteja acoplado no centro da roda. Assim, a carga
permanece na horizontal. Portanto, a simetria central € essencial para o funcionamento da roda.
Quando a carga for muito grande os eixos das rodas podem deformar-se ou quebrar-se. Para
esses trabalhos mais pesados, rolos cilindricos podem ser tteis. Os cilindros que ficam para trés
sdo trazidos para frente para que a carga tenha um movimento horizontal continuo. A carga nao

se move nem para cima e nem para baixo (Figura 5.37).

Figura 5.37 — Usando cilindros para transporte de cargas

OCWWMCS

Fonte: producao do autor, 2018.

Perguntamos o que realmente € necessdrio para que a carga ndo se mova para cima e
para baixo enquanto se desloca? A maioria das pessoas responderam que é o didmetro da
seccdo transversal do cilindro. Todos os cilindros devem ter a mesma sec¢do. Continuando,
perguntamos se dd para construir cilindros para esse tipo de trabalho com seccdes diferentes
do circulo. A resposta é, quase sempre, ndo. Olhando um pouco melhor para os cilindros,
vemos que o que ndo muda € a largura da seccdo transversal. Como vimos na se¢do anterior,
a largura de uma figura numa dada direcdo € a distancia entre as duas retas suportes paralelas,
perpendiculares aquela dire¢do. Uma figura que tenha a mesma largura, qualquer que seja

a direcdo, pode ser a seccdo transversal de um cilindro a ser utilizado no trabalho descrito.
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Veremos que existe uma infinidade dessas curvas. Temos aqui um bom exemplo de como a

intui¢do pode nos levar a conclusdes precipitadas.

Definicao 5.9 (Definicdo de Curva de Largura Constante.). Uma curva K serd uma curva de
largura constante h, se a largura da curva (ou da figura que a curva limita) for a mesma em

todas as direcoes.
Demonstraremos na sequéncia o importante fato.
Teorema 5.15. Toda curva de largura constante é convexa.

Demonstragdo. Primeiro notamos que dado que a largura da curva X, que limita a figura &
¢é constante, a largura é maxima em todas as direcOes. Pelo Teoremas 5.5, que € vélido para
todas as figuras, convexas ou ndo, toda reta de apoio tocard a curva em apenas um ponto.
Demonstraremos que & coincide com o seu fecho convexo e €, portanto, uma figura convexa.
Supondo que a figura ® ndo coincida com o seu fecho convexo. Chamaremos de X’ a curva
que limita o fecho. Existird em X’, conforme discutimos na se¢@o anterior, um intervalo de reta

que fechard um bolso limitado por uma parte de X, conforme Figura 5.38.

Figura 5.38 — Ilustragdo do Teorema 5.15.

Fonte: produg¢ao do autor, 2018.

Contido nesse intervalo estd uma reta de apoio do fecho convexo, e por sua vez, da fi-

gura ®. Essa reta de apoio tocard @ em pelo menos dois pontos, contrariando o Teorema 5.5.
Portanto, ® coincide com o seu fecho convexo.

]

Para comecarmos, iremos construir a curva de largura constante mais simples, nomeada
de Tridngulo de Reuleaux em homenagem a Franz Reuleaux (1829- 1905). Reuleaux foi um

respeitado engenheiro mecanico e professor. Filho de industriais, ajudou a desenvolver uma
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série de mecanismos simples. Devido a suas contribui¢cdes nessa drea, é considerado o pai da
cinemadtica moderna. O Tridngulo de Reuleaux era uma curva ja conhecida dos matematicos,
mas foi Reuleaux o primeiro a demonstrar suas propriedades de largura constante. A constru-
cao desse tridngulo curvilineo € facil. De um tridngulo equilatero ABC, tracamos um arco BC

centrado em A e raio AB. Construimos, analogamente, mais trés arcos AC ¢ AB (Figura 5.39).

Figura 5.39 — O triangulo de Reuleaux.

B

A C

Fonte: produg¢do do autor, 2018.

No triangulo de Reuleaux, todo par de retas de apoio paralelas tem um ponto em contato
com um dos vértices e outro com o arco oposto. A largura é, dessa forma, igual a0 comprimento
dos lados do triangulo equildtero. Escolhemos dois pares de retas de apoio paralelas, perpen-
diculares. Suas interseccdes formam um quadrado que circunscreve a curva. Como a largura é
constante, conseguimos girar confortavelmente o tridngulo curvilineo dentro do quadrado (Fi-
gura 5.40). Essa € uma propriedade que todas as curvas de largura constante compartilham. E

de forma reciproca, toda curva que tenha essa propriedade € uma curva de largura constante.

Figura 5.40 — Triangulo de Reuleaux girando dentro de um quadrado.

B B B

Fonte: produciao do autor, 2018.

Embora o tridngulo de Reuleaux limite uma figura com alto grau de simetria, ele nao

tem simetria central. O centro do tridngulo ABC (ponto preto na Figura 5.40) € o centroide
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da figura limitada pela curva (ou centro de gravidade de uma chapa homogénea que tem a
forma dessa figura, conforme discutimos no Capitulo 4). O centroide gira em torno do centro
do quadrado (ponto azul na Figura 5.40) percorrendo uma curva. Percebemos também que os
cantos do tridngulo de Reuleaux tracam um caminho que passa bem proximo de cada vértice.
Intuitivamente, cada um dos vértices parece percorrer um arco circular nos cantos e o centroide
um circulo em torno do centro do quadrado. Pode ser demonstrado que nao € isso que ocorre.
Os vértices percorrem um quadrado com cantos arredondados formados por arcos elipticos. O
centroide também percorre um quadrado com cantos arredondados por arcos elipticos (Figura

5.41). Para uma demonstracdo desses fatos o leitor pode ler Gleiftner e Zeitler (2000).

Figura 5.41 — Movimento dos vértices e do centroide do tridngulo de Reuleaux dentro do
quadrado.

parameter I 142

Ve

i

Fonte: Boucher (2018).

Em 1914 um engenheiro inglés chamado Harry James Watts inventou uma broca rotativa
capaz de fazer furos quadrados arredondados nos cantos, usando a propriedade descrita acima.
A broca foi produzida a partir de um tridngulo de Reuleaux. As partes concavas fornecem os

cortes nas bordas e a saida das aparas (Figura 5.42).
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Figura 5.42 — Broca capaz de perfurar furos quadrados.

Fonte: Gardner (1991, p.214).

A dificuldade técnica da confecc¢ao dessa broca fora a constru¢ao de um mandril com um
movimento excéntrico capaz de acompanhar a variacao do centro da broca (o centroide da figura
limitada pelo tridngulo de Reuleaux). Watts criou o mandril excéntrico e patenteou a inveng¢ao
em 1917. Discutiremos sobre o centro das curvas de largura constante nessa secao.

Com o mesmo principio de construgdo do tridngulo de Reuleaux, obtemos outras curvas
de largura constante, tendo como partes arcos de circulos. Comecamos com o pentidgono de
largura A. Com centro no ponto B, tracamos um arco de raio 4 e marcando os pontos A e C.
Agora, do ponto C, tragamos um arco de raio 4 que passara por B, e marcamos o ponto D (Figura
5.43). Para encerarmos o ciclo, o ponto E seré escolhido para que esteja simultaneamente nos

arcos centrados em D e em A, ambos também com raio #.

Figura 5.43 — Pentagono de Reuleaux.

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.

Agora notamos que a partir de todo poligono regular com quantidade de lados impares,

pode-se construir um poligono estrelado com as diagonais que ligam um vértice as extremidades



148

de seu lado oposto. Como o poligono € regular, cada uma dessas diagonais é congruente. Na

Figura 5.44, do heptdgono regular ABCDEF G estrelado forma-se a curva de largura constante

com os mesmos vértices. Todos os arcos dessa curva sdo congruentes.
Figura 5.44 — Curva de largura constante a partir do heptdgono estrelado regular.

F

E
Fonte: produgéo do autor, 2018.

Agora, o heptdgono A'B'C'D'E'F'G’ ndo € regular, mas forma um heptdgono estrelado

equilatero. A curva formada pelos respectivos arcos também ¢é de largura constante (Figura

5.45).

Figura 5.45 — Curva de largura constante a partir do heptdgono estrelado equilatero.

Fl

Fonte: produg¢ao do autor, 2018.

Isso sugere que qualquer poligono convexo com quantidade impar de lados, que gere
um poligono estrelado equildtero, é a base para a constru¢do de curvas de largura constante

formadas por arcos de circunferéncia. De fato, € isso que ocorre. Para podermos concluir
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1$s0, mostraremos que esse tipo de poligono curvilineo de largura constante tem um lado impar
de lados. Em uma curva qualquer de largura constante formada por arcos de circunferéncia,
marcamos um canto e o seu correspondente lado oposto. Na Figura 5.46 o canto A corresponde

ao lado (arco) oposto BC em um enedgono curvilineo.

Figura 5.46 — Enedgono curvilineo de largura constante

B

A

Fonte: produc¢do do autor, 2018.

Para uma curva qualquer formada, percorrendo a curva no sentido hordrio, a partir de A,
passaremos por um lado, depois por um canto, e assim por diante, alternativamente até que
possamos passar por um canto antes de chegar ao lado oposto BC. Ao todo, teremos passado o
mesmo numero, digamos n, de lados e cantos para ir do canto inicial A para o seu lado oposto
BC (sem contar A e BC). Agora, se comegarmos novamente de A e percorrermos a curva no
sentido anti-hordrio, passaremos novamente por n lados e n cantos antes de alcancar o lado BC,
uma vez que, oposto a cada canto no primeiro caminho, hd um lado no segundo caminho , e
em frente a cada lado do primeiro caminho, hd um canto no segundo (Figura 5.46). Juntando o
vértice e o0 arco oposto a contagem havera 2n + 1 cantos e 2n + 1 arcos no poligono curvilineo.

As curvas obtidas dessa forma, quando formadas por poligonos estrelados regulares, sao
chamadas sugestivamente de Poligonos de Reuleaux, pois sao uma generalizagao do tridngulo
de Reuleaux. Notamos que essas curvas t€ém pontos de canto (pontos irregulares).

Vamos, a partir de cada uma delas obter outra curva com pontos de canto menos apon-
tados. Embora, intuitivamente elas parecerdo serem curvas regulares de largura constante >,
ainda assim os pontos de encontro dos arcos sdo pontos irregulares (Figura 5.47 ). Para ob-
termos essas figuras, em cada vértice de um poligono curvilineo prolongamos as diagonais por

uma medida constante. Depois, em cada vértice tracamos arcos com raio igual a soma da largura

3 As curvas regulares nessa dissertagdo sio aquelas que nio contém pontos de cantos (pontos irregulares). Do
ponto de vista da Andlise Matemética as curvas de classe C', isto é, curvas nas quais a sua parametrizagio tem
derivada em todos os pontos.
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da figura anterior com a medida do prolongamento. Na Figura 5.47, temos esse procedimento

no tridngulo de Reuleaux e no heptagono curvilineo.

Figura 5.47 — Curvas de largura constante: arredondando os cantos.

(a) Arredondando o tridingulo de Reule- (b) Arredondando o pentdgono de Reuleaux
aux

Fonte: produg¢ao do autor, 2018.

Essa nova construcdo sugere uma generalizagdo. Com uma quantidade qualquer de retas
em posigdo geral 4, comecamos tragando um arco A/IA\Z com centro no ponto de encontro das
respectivas retas. Na reta que contém o ponto A, trace o préximo arco, € assim por diante. Se
estiver correto a curva se fechard no final. Deixamos para o leitor mostrar que a curva obtida
dessa forma também € de largura constante. Na Figura 5.48 um exemplo de figura de largura

constante construida pelo “Método das retas cruzadas”, maiores detalhes em Gardner (1991).

Figura 5.48 — Método das retas cruzadas.

Fonte: producao do autor, 2018.

“4Diz-se que um conjunto de retas no plano estio em posicio geral se quaisquer trés delas ndo tenham um ponto
em comum.
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Até o momento construimos curvas de largura constante formadas apenas por arcos de
circunferéncia: e todas tinham pontos de cantos. Construiremos uma curva de largura constante
a partir de um arco de elipse. Seja a semi elipse de eixo maior medindo AB = 8cm e eixo
menor 4cm (Figura 5.49). Considerando que a largura da elipse na dire¢do do eixo maior é 8cm,
inscrevamos o arco eliptico ACB no quadrado MNOP, tal que C seja ponto médio de MN. O
ponto D, médio de PO, € perpendicular a normal CD ao arco eliptico no ponto C. A reta PO
€ a tangente no ponto D a curva que iremos obter. Analogamente, para todos os pontos Q do
arco ACB, marcamos o ponto Q" a 8cm na dire¢do da normal, no sentido do interior da elipse.
O ponto Q' pertence a curva e a reta perpendicular a normal no ponto Q' serd a tangente a curva
no ponto Q'. Assim obtemos uma curva regular em todos os pontos ¢ de largura constante. A
Figura 5.49 mostra uma plotagem de varios pontos da curva. Se confeccionarmos uma régua de
8cm, usando os dois lados dela, desenhamos vdrias tangentes a curva na parte inferior. Depois

desenhamos a envoltdria dessas tangentes: ela serd um esbogo da nossa curva.

Figura 5.49 — Curva de largura constante regular.
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Fonte: produc¢do do autor, 2018.

Como construimos, a curva da Figura 5.49 nao tem pontos irregulares: todos os pontos
tém uma unica tangente. O leitor pode pesquisar em Gardner (1991) ou Rademacher e Toeplitz
(1957) para saber mais sobre o método que usamos acima para obten¢do de curvas de largura
constante a partir de um pedago de curva convexa aberta.

Para encerrar a apresentacdo e demonstrarmos alguns teoremas, mostraremos outras apli-

cacoes interessantes das curvas de largura constante. As moedas da Inglaterra de 20 e 50 pencils
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sd@o um belo exemplo, com seus contornos em forma de poligonos de Reuleaux. As maquinas de
moedas identificam qual moeda foi inserida pela largura. Sendo que os poligonos de Reuleaux
tem drea menor do que o circulo de mesma largura, moedas com essa forma economizam mate-
rial (Figura 5.50). Os motores Wankel, que ao invés de pistdes usam um rotor em forma de um
triangulo de Reuleaux. Um motor de quatro tempos com uma mecanica bastante simplificada.

Para mais informagdes sobre o motor Wankel veja Cole (1972).

Figura 5.50 — Moedas da Inglaterra.

Fonte: produg¢do do autor, 2018.

Essa motivacdo suscitou vdrias perguntas interessantes. Qual a curva com canto mais
pontiagudo? Além do circulo existem outras curvas de largura constante com simetria central?
Existe alguma relacdo geral para o cilculo do comprimento de arco de uma curva de largura
constante? Qual curva de largura constante limita a menor drea? E qual limita a maior? Inicia-
remos agora com alguns resultados formais.

Deixamos como desafio ao leitor, a comprovacdo de que o comprimento de arco do trian-
gulo de Reuleaux € 1t - &, onde 4 € o diametro da curva. Os angulos, em cada canto da curva, s@o
de 120° e a 4rea limitada pela curva é de %g -h? 20,7048 - h*. Comparando com o circulo
de mesma largura, o comprimento de arco € o mesmo e a drea é de ”Thz ~ 0,7854 - h?, portanto
maior do que a do tridngulo de Reuleaux.

Vamos calcular o comprimento de arco para um poligono curvilineo de largura cons-
tante qualquer. Suporemos que o referido poligono tenha 2n — 1 lados. Denotamos os angulos
Apik—1ArAn+k POT @, onde A, k1 € Apik s30 0s Vértices opostos do vértice Ay (Figura 5.51).
Dessa forma, o angulo central correspondente ao arco unindo os pontos A, 1x—1 € A,k € Q.
Como a curva € de largura constante, ela é formada por 2n — 1 arcos de raio A, equivalente a um

arco central total medindo @ + @ +--- 4+ ©2,—1.

Se pudermos provar que @1+ @2+ - - -+ @2,—1 = 180°, entdo seguird que o comprimento de

nossa curva é igual ao comprimento de um semicirculo de raio h, a saber Tth.
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Figura 5.51 — Comprimento de arco para um poligono curvilineo de largura constante.

SO
S

N
N
S

N
SS
R
SN
NN
NN

S

Fonte: producédo do autor, 2018.

Agora, vejamos que na soma dos angulos de todos esses tridngulos os angulos @1, @y, - - -,
(2,1 foram contados, cada um, trés vezes. Além do mais, teremos incluido na soma todos os
angulos internos do poligono A1A; - --A,—1 (veja a Figura 5.51). Entdo, a soma dos dngulos de
todos esses tridngulos € igual & soma dos angulos de um poligono de (2n — 1) lados mais duas
vezes @1+ @y + - - + @2,—1. Assim sendo,

(2n—1)-180° = [(2n— 1) —2]- 180° +2(Q1 + @2+ - + @2p_1),
de onde,
Q1+ @2+ -+ @21 = 180°.
Portanto, podemos concluir que o comprimento de arco de qualquer poligono curvilineo
de largura constante / € Tth.

Esse resultado nos dd uma pista de que possa valer para toda curva de largura constante.
De fato, € valido.

Teorema 5.16 (Teorema de Barbier). Toda curva de largura constante tem comprimento T - h.

Nao faremos uma demonstracdo desse resultado. Na referéncia Honsberger (1970) consta
uma demonstracio elementar desse Teorema, que segue a filosofia dessa dissertagdo: demons-
tracdes elementares a moda sintética. Para quem busca algo mais aprofundado, encontrard em
Voloch (1987) uma demonstracdao usando “os elementos” da Geometria Diferencial cléssica.

Em Yaglom e Boltyanskii (1961) € apresentada outra demonstracdo elementar.
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Sejam dois pontos quaisquer A e B de uma curva de largura constante 4. Considerando
as retas de apoio perpendiculares ao segmento AB, percebemos que AB ndo pode exceder h.
Conforme ja discutimos, uma reta de apoio de uma curva de largura constante ndo pode ter mais
do que um ponto de contato com a curva e uma corda que une os pontos de contato de duas retas
de apoio paralelas € perpendicular a essas retas e tem comprimento /. Esses resultados serdo

usados nas demonstragdes dos teoremas que seguirao.

Definicao 5.10 (Curvas de diametro constante). Curvas planas com a propriedade de a distan-
cia entre quaisquer dois pontos da curva ndo excede uma certa quantidade h, e tais que para
cada ponto da curva existe outro ponto da curva a uma distancia h dessa curva, sdo chamadas

de curvas de didmetro constante.

Do que fora discutido, toda curva de largura constante é também uma curva de didmetro
constante. Reciprocamente, toda curva de didmetro constante ¢ também uma curva de largura
constante. Para mostrar isso, consideremos uma direcao arbitrdria e uma reta, perpendicular a
essa dire¢do, que deixe a figura ®, de didmetro constante 4, inteiramente em um de seus lados.
Movemos a reta, aproximando da figura até que apenas a toque em um ponto A. Pela defini¢do
de curva de diametro constante, existe um outro ponto B da curva distante d de A. Como d € a
distancia maxima entre os pontos da figura, nessas retas ndo pode haver outros pontos da figura
cuja distancia seja d. Logo, cada par de retas de apoio paralelas toca a curva em apenas um
ponto, AB é perpendicular as correspondentes retas de apoio paralelas. Portanto, em qualquer
direcdo, a largura € igual ao diametro da curva e ® € de largura constante. Assim sendo, ndo
precisamos estudar curvas de diametro constante; elas s@o idénticas as curvas de largura cons-
tante. Por essa razdo, chamamos de didmetro da curva de largura constante o segmento que une

os pontos de contato A e B as duas retas de apoio paralelas perpendiculares a uma dada dire¢do.

Teorema 5.17. Quaisquer dois didmetros de uma curva K de largura constante devem intersectar-
se no interior ou na curva. Se eles se intersectam na curva, entdo o ponto de intersecg¢do A é
um ponto de canto da curva, e o dngulo exterior da curva em A é maior do que ou igual ao

angulo entre os dois didmetros.

Demonstragdo. Supondo que os didmetros AD e BC intersectam-se no exterior da curva ou sao
paralelos (Figura 5.52a). Entdo eles sdo os lados de um quadriltero inscrito ABCD. Como a
soma dos angulos de um quadrilatero € 360°, pelo menos um dos angulos, A, B, C, D é maior
do que ou igual a 90°; suponha que seja D. Entdo AC > h, pois AD = h e AC > AD (opde-se
ao maior angulo no tridngulo ACD). Isso contradiz o fato de X ser de largura constante. Se
dois diametros AB e AC se intersectam no ponto A da curva X, (Figura 5.52b), entdo as retas

[y e I pelo ponto A, e perpendiculares a AB a AC respectivamente, sdo retas suportes da curva
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conforme discussdes que precedem esse teorema. Assim, passa por A mais do que uma reta

suporte e, assim sendo, A é um ponto de canto.

Figura 5.52 — Intersec¢@o de diametros nas curvas de largura constante.
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Fonte: producao do autor, 2018.

Por dltimo, se o angulo BAC € «, entdo o angulo entre as retas /1 e I, € também a. O

angulo exterior em A é, portanto, maior do que ou igual a o, como queriamos demonstrar. [

Teorema 5.18. O circulo é a vinica curva de largura constante com um centro de simetria.

Demonstracdo. Seja K uma curva de largura constante com centro de simetria O. E facil ver
que todos os didmetros de X passam por O. Supondo que o didmetro AB de X ndo passasse
por O. Consideremos os pontos A’ e B’ pertencentes a X, simétricos em relagido a O (Figura
5.53). Os tridngulos AOB e A’OB’ seriam congruentes e disso, AB ¢ A’B’ seriam congruentes
e paralelos. Como nenhum par de pontos da curva de largura constante é maior do que AB,
da convexidade de K e do Teorema 5.6, o segmento A’B’ simétrico a AB com respeito a O

também seria um didmetro de K. Entdo os didmetros AB e A’B’ seriam paralelos, contrariando

o Teorema 5.17.
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Figura 5.53 — Ilustragao do Teorema 5.53.
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Fonte: producédo do autor, 2018.

Assim sendo, todos os diametros de X passam por O. Por causa da simetria de X, cada
diametro deve se bissectado por O. Portanto X € um circulo de raio % e centro O e 1sso encerra

a demonstracao do teorema. [

Teorema 5.19 (Curvas de largura constante e pontos irregulares). Se uma curva de largura
constante h tem um ponto de canto, entdo um dos arcos da curva é um arco circular de raio
h. Reciprocamente, se algum arco da curva de largura constante h é um arco de um circulo de

raio h entdo a curva tem um ponto de canto.

Demonstragcdo. Sejam A um ponto de canto de uma curva X de largura constante h, e AM e AN
os raios tangentes a X por A (Figura 5.54). Tracamos os segmentos AB e AC, perpendiculares
aos raios AM e AN, respectivamente, cada um de largura /. Finalmente, tracamos um arco BC
de raio h sobre o ponto A. Provaremos que todos os pontos do arco BC pertencem a X. Seja
D um ponto qualquer do arco BC. Tracamos o segmento AD e denotamos por [ a reta por A
perpendicular a AD. A reta [ € uma reta suporte da curva dada, uma vez que ambos 0s raios
AM e AN estdao do mesmo lado de I. Como / € uma reta suporte, € A € seu ponto de contato
com a curva, o segmento AD de comprimento /4 deve ser um didmetro da curva. Assim, o ponto
D estéd na curva e, pelo mesmo argumento, todos os pontos do arco BC pertencem a curva. Se
o angulo exterior no ponto de canto A € o, entdo o arco BC corresponde ao angulo central o
(Figura 5.54).
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Figura 5.54 — Ilustra¢do do Teorema 5.19

Fonte: produg¢éo do autor, 2018.

Reciprocamente, supondo que um arco BC de uma curva de largura constante 4 € um
arco circular de raio & (Figura 5.54) e centro A. Tracamos as tangentes /| e [, ao arco BC em
B e C respectivamente. Entdo, /] e [, sdo retas suportes da curva com pontos de contato B e
C. Os segmentos AB e AC sao perpendiculares a /1 e [ e t€m comprimento #4; isto €, AB e AC
sdo diametros da curva. Assim, A é um ponto comum a dois didmetros e pertence a X e pelo

Teorema 5.17, A é um ponto de canto de X. O

Teorema 5.20. O dngulo interior em um ponto de canto A de uma curva de largura constante
€ maior do que ou igual a 120°. A vnica curva de largura constante em que um ponto de canto

tem um angulo interior de 120° é o tridngulo de Reuleaux.

Demonstracdo. Seja A um ponto de canto de uma curva de largura constante 4. Se o angulo
no ponto de canto A fosse menor do que 120°, o angulo exterior em A seria maior do que 60°.
Entdo a curva de largura constante teria um arco de raio 4 que corresponde a um angulo maior
do que 60° (Figura 5.55). Assim, o comprimento da corda unindo os pontos finais deste arco
seria maior do que &, o que € impossivel. Portanto, o angulo interior em A ndo pode ser menor
do que 120°.

Agora supondo que o angulo interior no ponto de canto A da curva de largura constante &
seja 120°. Entdo a curva tem um arco de raio /4 cujo angulo central BAC € 60° (Figura 5.55), e

o triangulo ABC € equilatero.
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Figura 5.55 — Ilustragao do Teorema 5.20

Fonte: producéo do autor, 2018.

Uma vez que BC = h, BC é um didmetro. As retas /1 e [ por B e C perpendiculares a
BC sdo retas suportes, desde que a distancia entre elas € ~. Uma vez que, AB e BC também
sdo didmetros com o ponto de fronteira B em comum, pelo Teorema 5.17 o ponto B também
¢ um ponto de canto. Isso significa que o arco AC de raio h sobre B, unindo A e C, pertence
inteiramente a curva. Da mesma forma o arco de raio 4 sobre C, unindo A e B, também pertence
a curva. Os trés pontos dados assim formam um Tridngulo de Reuleaux, como queriamos

demonstrar. O]

Para finalizar, apresentaremos o teorema abaixo também sem demonstragao.

Teorema 5.21. Dentre todas as curvas de largura constante o circulo tem a maior e o tridngulo

de Reuleaux a menor drea.

A demonstracdo desse Teorema pode ser vista em Yaglom e Boltyanskii (1961).
Concluimos essa se¢ao resumindo os fatos mais importantes sobre curvas de largura cons-

tante:

* A “ponta mais aguda” dentre todas as curvas de largura constante sdo as do tridngulo de

Reuleaux e s6 aparecem nele: os angulos de canto medindo 120°;
* Para uma largura fixa, todas as curvas tém o mesmo comprimento de arco;

* A tnica curva de largura constante com simetria central é o circulo. Por isso o circulo € a

unica solugdo para transporte de carga acoplado pelo eixo. A roda € insubstituivel!

Deixamos as seguintes propriedades para o leitor pesquisar: Seja um tridngulo de Reule-
aux visto como uma figura de rolamento. Ao rolar, o centroide da figura percorre uma curva

senoidal, conforme podemos ver na Figura 5.56.
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Figura 5.56 — Triangulo de Reuleaux e as senoidais

Fonte: producdo do autor, 2018.

Se criarmos uma bicicleta com “rodas” em forma de tridngulo de Reuleaux, para que
o eixo acoplado no centroide ndo se movimente para cima e para baixo, como nas bicicletas

comuns, que forma deve ter o piso?
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos nesse trabalho resultados sobre convexidade no plano dentro do contexto
da geometria dedutiva escolar. Embora muitos dos resultados discutidos sdo apresentados nor-
malmente no contexto de disciplinas mais avancadas, conseguimos apresentar resultados ndo
triviais usando linguagem que ndo exija tantos pré-requisitos. Alguns dos resultados perten-
cem a dreas técnicas da matemadtica, como o “Teorema da boca” (Teorema 3.15) que surge na
Geometria Computacional. Levando em conta seu alto valor pedagdgico, ndo identificamos
nos referenciais tedricos pesquisados, textos pedagdgicos que apresentem esse resultado. Para
esse e outros poucos resultados apresentados nessa dissertacao, tentamos fazer a transposi¢cao
didética, da linguagem técnica do qual esses resultados pertencem, para a linguagem pedago-
gica escolar. Os outros tantos resultados pertencem naturalmente a exposi¢ao escolar a muito
tempo. Como podemos ler, por exemplo, na recente tradugdo para o inglés do antigo cldssico da
geometria francesa “Lessons in Geometry: Plane Geometry” de Jacques Hadamard ( Hadamard
(2008)) que contém muitos dos resultados expostos no Capitulo 3. Sobre as propriedades gerais
das figuras e curvas convexas, resgatamos um pouco da prodigiosa escola russa e seu sucesso
na apresentacdo da matemadtica. Copiados e reinventados por outras na¢des mundo a fora, o
modelo de apresentacdo dos matemadticos-pedagogos russos nos tem muito a ensinar. Sobre
nosso tema, podemos continuar pesquisas em varios caminhos. No contexto das figuras e cur-
vas planas, a exploracdo de problemas isoperimétricos, as A-curvas e outras curvas que podem
“rolar” dentro de outras. A aplicacao “intuitiva” do Teorema do Valor Médio (cldssico teorema
apresentado nas disciplinas de célculo diferencial e integral) a teoria das curvas proporciona
resultados interessantes. A apresentacdo das propriedades geométricas das cOnicas obtidas pela
geometria dedutiva, conforme fizemos nessa dissertacdo, descortinam propriedades surpreen-
dentes dessas curvas. Curvas essas que sao expostas nos nossos livros, em quase sua totalidade,
utilizando o método de coordenadas, resumindo a meras apresentagdes de equacdes sem mostrar
suas propriedades geométricas. Alguns resultados sobre as curvas de largura constante, que nao
foram demonstrados, abrem mais um caminho de continuidade desse estudo. A apresentacdo
da geometria no nivel que expomos, acreditamos que possa ser utilizado as no¢des qualitativas
da topologia geométrica. Estudos feitos por Jean Piaget mostram que os desenhos geométricos
das criangas comegam por construir relacdes primitivas de proximidade, separagdo, ordem e
fronteira, tipicos da topologia, ao invés de relacdes métricas e projetivas como normalmente
poderiamos imaginar (Veja Piaget e Inhelder (1956)). A forma como apresentar esses temas na
geometria elementar € um caminho de estudo interessante. O estudo de propriedades andlogas

para o espaco €, dentre todas, o mais natural dos caminhos. Muitos dos resultados apresentados
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ndo tém seus andlogos a trés dimensdes. Como principal exemplo a triangularizacdo. Nao é
possivel, em todos os casos fazer uma decomposi¢ao de um poliedro por meio de tetraedros.
O estudo das possibilidades de decomposicao de poliedros por meio de tetraedros € ainda um
problema em aberto para a matemadtica. Pelos motivos explanados, achamos que a pesquisa
apresentou resultados favordveis e abriu ideias para novas pesquisas originais, que possam fu-
turamente representar algum progresso na forma como a matematica vem sendo apresentada e

ensinada no Ambito da geometria.
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Nesse estudo apresentamos a teoria da convexidade para figuras
geomeétricas e curvas no plano. Iniciamos demonstrando os resultados
fundamentais da geometria dedutiva, seguindo uma axiomatica criada para
uso nas salas de aula do Ensino Médio. A axiomatica que adotaremos sera
aquela proposta por Rezende e Queiroz (2008), que adota os axiomas do
School Mathematics Study Groups (SMSG). Os principais resultados sobre
figuras convexas e estreladas serdao fornecidos e uma sequéncia de
resultados sobre poligonos convexos sera demonstrada para depois abordar
0s mesmos resultados e outros generalizados para poligonos ndao convexos.
Nesse ultimo caso sera apresentada uma demonstracdao do Teorema da
Curva de Jordan para poligonos. Comparagées entre 0s casos convexos e nao
convexos serao feitas. Apds os resultados sobre poligonos, aplica-se a teoria
no calculo de areas, centro de massa, problemas combinatérios e o problema
da galeria de arte. Na sequéncia estuda-se as principais propriedades das
figuras e curvas convexas em geral, comparando novamente com figuras e
curvas nao convexas. Uma demonstracao de um teorema que encerra a
discussao sobre o problema da galeria de arte sera apresentada. Para
finalizar estudaremos as curvas de largura constante e suas aplicacdes
praticas.
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