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RESUMO

Este texto apresenta uma proposta de atividade para o ensino de sequéncias numéricas no
Ensino Basico e Superior, focando na formacéo inicial dos professores utilizando fractais como
exemplos de aplicagdo. Para isso, a autora buscou em duas bibliotecas virtuais producoes
relacionadas a sequéncias numeéricas e geometria fractal, além de verificar se algum texto
estabelecia uma relagéo direta entre esses temas. Adicionalmente, consultou-se a Base Nacional
Comum Curricular para identificar as competéncias e habilidades associadas a sequéncias e
analisou-se como esse assunto é abordado em colecGes de livros didaticos do Ensino Bésico e
do Ensino Superior. Para compreender como a tematica é abordada em um curso de formacao
de professores de matematica, examinou-se o Projeto Pedagodgico do Curso e os Planos de
Ensino das disciplinas de Céalculo Diferencial e Integral 1l e Analise Real, bem como suas
bibliografias, do curso de Licenciatura em Matemética da Universidade do Estado de Santa
Catarina. Além disso, com o propdsito de integrar tecnologias dindmicas, foram analisadas e
modificadas trés atividades disponiveis na comunidade do GeoGebra, para que os alunos
pudessem visualizar mais iteracdes dos fractais e conferir os resultados. Com base nos dados
coletados, desenvolveu-se uma proposta didatica que relaciona sequéncias e fractais utilizando
materiais fisicos e digitais. Ela foi pensada para trés modelos de fractal, o Triangulo e o Tapete
de Sierpinski e a Arvore de Pitdgoras. Com materiais manipulaveis espera-se que os alunos
respondam trés blocos de perguntas, o primeiro relacionado as formas geradas a cada iteracdo
e 0 comprimento dos lados dessas geometrias, 0 segundo tratando do perimetro e o terceiro da
area. A proposta foi aplicada, como piloto, na disciplina Laboratério de Ensino de Matematica
IV e, apesar dos dados coletados ndo serem analisados nesse trabalho, a aplicacdo levantou
importantes reflexdes sobre tempo de aplicagdo e postura do professor quanto aplicador. Com
essa proposta, espera-se motivar os educadores a implementarem diferentes metodologias em
sala de aula e oferecer aos alunos uma aplica¢do pratica do que € ensinado teoricamente em
aulas de matematica.

Palavras-chave: Geometria Fractal, Sequéncias Numeéricas, Materiais Manipulaveis,
GeoGebra, Proposta de atividade.



ABSTRACT

This text presents a proposed activity for teaching numerical sequences at both Basic and
Higher Education levels, focusing on the initial preparation of teachers using fractals as
application examples. To this end, the author explored two virtual libraries for productions
related to numerical sequences and fractal geometry, in addition to verifying whether any texts
established a direct relationship between these themes. Additionally, the Base Nacional Comum
Curricular was consulted to identify the competencies and skills associated with sequences, and
an analysis was conducted on how this topic is addressed in collections of textbooks for Basic
and Higher Education. To understand how the subject is approached in a teacher training course
for mathematics, the Projeto Pedagdgico do Curso and the Plano de Ensino for the subjects
Differential and Integral Calculus 1l and Real Analysis, as well as their bibliographies, from the
Mathematics Teaching Degree course at the Universidade do Estado de Santa Catarina were
examined. Furthermore, with the purpose of integrating dynamic technologies, three activities
available in the GeoGebra community were analyzed and modified so that students could
visualize more iterations of the fractals and verify the results. Based on the collected data, a
didactic proposal was developed that relates sequences and fractals using physical and digital
materials. It was designed for three fractal models: the Sierpinski Triangle and Carpet, and the
Pythagoras Tree. With manipulable materials, it is expected that students will answer three sets
of questions: the first related to the shapes generated at each iteration and the lengths of the
sides of these geometries, the second addressing the perimeter, and the third the area. The
proposal was applied as a test run in the course Laboratorio de Ensino de Matematica 1V, and
although the collected data is not analyzed in this work, the application raised important
reflections on application time and the teacher's posture as an implementer. With this proposal,
it is expected to motivate educators to implement different methodologies in the classroom and
offer students a practical application of what is theoretically taught in mathematics classes.

Key words: Fractal Geometry, Numerical Sequences, Manipulable Materials, GeoGebra,
Proposal Activity.
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1 INTRODUCAO

Professores e alunos enfrentam dificuldades ao longo dos processos de ensino e
de aprendizagem de matematica que, segundo Gervazio (2017), podem acarretar um
desgaste dos profissionais de ensino e a evasao dos alunos. Dessa forma, existem
defensores de formas de ensino diferentes da aula tradicional, afirmando que
metodologias diferenciadas podem despertar um maior interesse por parte dos alunos.
Uma dessas metodologias diferenciadas serias as denominadas ativas, que definidas como
“estratégias de ensino que t€m por objetivo incentivar os estudantes a aprenderem de
forma autobnoma e participativa” (Parand, 2024), tendo como exemplo a Aprendizagem
Baseada em Projeto. Para Yared (2023) as metodologias ativas sdo mais que apenas um
método, sdo diversas ferramentas para que o professor desperte a reflexdo e a geracao de
ideias em seus alunos. Foi pensando em como estimular os alunos a aprenderem
matematica que surgiu a ideia desse trabalho.

Tendo isso em mente, o tema de sequéncias numéricas foi escolhido devido a
interesses pessoais da autora e como anseio em buscar alternativas para ensinar esse
contetdo, explorando aplicagdes com problemas contextualizados e que usem
metodologias diferentes em sala, como materiais concretos e aplicativos no GeoGebra,
para exemplificar esse assunto. 1sso porque, ao longo de estagios e conversas com
académicos, os alunos relatam ndo terem uma noc¢éo inicial do assunto e dizem ser um
tema dificil e sem aplicacdo. Com o propoésito de superar essa barreira inicial de
dificuldade enfrentada pelos estudantes e buscando despertar seu interesse com o uso de
materiais manipulaveis, surgiu a ideia de apresentar a Geometria Fractal na sala de aula
e, por meio dela, introduzir conceitos de sequéncias numéricas.

Assim, para compreender melhor qual era a base matematica fornecida aos alunos
a respeito de sequéncias numéricas foi realizada uma andlise de como esse assunto €
abordado na Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Tendo visto como a BNCC
propde a introducao sobre o tema aos alunos da Educacao Basica, buscou-se compreender
como os materiais didaticos apresentam esses contetidos na pratica. Importante ressaltar
que a busca inicial na BNCC se fez relevante visto que ela é utilizada atualmente como
parametro pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) que “compreende um

conjunto de ag¢Bes voltadas para a distribuigcdo de obras didaticas, pedagdgicas e literarias,
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entre outros materiais de apoio a pratica educativa, destinados aos alunos e professores
das escolas publicas de educacdo basica do Pais” (Brasil, 2024). Assim, todos os
referenciais produzidos a partir da sua homologacao devem cumprir, pelo menos, com 0s
conteudos por ela indicados. Portanto, com o foco de analisar como os alunos da educagéo
basica estdo aprendendo a respeito de sequéncias numeéricas e quais as estratégias
didaticas utilizadas, foi feita nessa pesquisa uma selecdo e analise de livros didaticos que
se baseiam na BNCC.

Pensando na formag&o de professores, a partir da leitura de livros didaticos do
Ensino Basico buscou-se, no Projeto do Curso (PPC) de Licenciatura em Matemaética da
UDESC-CCT, quais eram o0s materiais utilizados no Ensino Superior. Isso para
compreender qual a preparacdo dada aos profissionais em formacéo para tratar do tema
de sequéncias numericas. Assim, foram selecionados livros das disciplinas de Calculo
Diferencial e Integral Il (CDI Il) e Analise Real (ARE), matérias nas quais, segundo o
PPC, o contetdo ¢ estudado. Com isso, foram selecionados livros da bibliografia basica
da ementa dessas disciplinas para serem analisados.

Além disso, para compreender o que estava sendo publicado a respeito do ensino
de sequéncias numéricas foi feita uma pesquisa em duas bibliotecas virtuais, 0 Acervo
Capes e a Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagbes (BDTD). A partir dos
resultados dessa pesquisa foram selecionados artigos e dissertacdes para leitura e analise
inicial. Vendo entdo a necessidade da busca mais detalhada pelo ensino de sequéncias por
meio de fractais foi feita outra pesquisa, nas mesmas bibliotecas, com novos resultados
que serdo abordados na Secédo 4.1 do Capitulo 4.

A partir da analise da BNCC, de coletaneas de livros didaticos e dos artigos e
dissertacGes lidos, foi desenvolvida uma proposta didatica para apresentar aos alunos
algumas aplicacGes do contetdo de sequéncias numéricas estudado em sala de aula. Para
isso, em colaboracdo com o laboratério Fabrica da Matematica (FAB3D), da UDESC,
foram produzidos materiais concretos com a tecnologia da impressdo 3D e com o objetivo
de que os alunos os utilizassem na realizacdo de situagcdes problemas que foram pensadas
para ajudar na formalizacdo e generalizacdo de conceitos matematicos como na
elaboracdo de uma lei de formacdo para as sequéncias numéricas, com foco em que 0s
alunos percebam gue elas levam a progressdes numeérica.

A pesquisa se justifica por tratar ndo apenas do uso de metodologias ativas, mas
também por considerar que, a partir de debates e exercicios que instigam diferentes

formas de resolucdo, os alunos possam identificar e reconhecer padrdes, levando entéo a
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uma formalizacdo com rigor matematico esperado no Ensino Médio. Isso vai ao encontro
do que diz a BNCC ao estabelecer como uma das competéncias gerais para a Educacao
Bésica:
Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das ciéncias,
incluindo a investigagdo, a reflexdo, a analise critica, a imaginacéo e a
criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipéteses, formular e

resolver problemas e criar solug@es (inclusive tecnoldgicas) com base nos
conhecimentos das diferentes &reas (Brasil, 2018, p.9).

Dessa forma, o objetivo geral desse trabalho € propor uma atividade que auxilie o
professor no ensino de sequéncias a partir da geometria fractal, com o uso de materiais
manipulaveis. Para alcan¢é-lo, foram estipulados os seguintes objetivos especificos:

e Revisar a BNCC, bem como livros didaticos do Ensino Béasico formulados
a partir da implementacdo da BNCC e o Projeto Pedagdgico do Curso de
Licenciatura em Matematica, da UDESC-CCT, para compreender como é
abordado o conteudo de sequéncias numericas em cada uma das esferas de
ensino, desde a Educacdo Bésica até a Superior.

e Analisar a literatura a respeito das tematicas abordadas e verificar em
acervos virtuais a producdo académica desenvolvida sobre o assunto de
sequéncias numéricas e a sua relacdo com a geometria fractal.

e Propor atividades didaticas que, a partir do uso de modelos concretos e
aplicativos dindmicos de fractais, os alunos possam chegar na formulacéo
das leis de sequéncias que descrevem esses fractais e, através disso,
permitam estabelecer um conceito intuitivo de limite.

Com esses objetivos pretendemos responder a pergunta “De que forma € possivel
integrar materiais concretos e digitais no estudo de sequéncias numeéricas,
contextualizando com a geometria fractal?”.

Esse trabalho esta estruturado em seis capitulos. O primeiro é essa introducdo, que
apresenta o que sera discutido a seguir, bem como 0s objetivos e aspectos metodoldgicos.
O segundo é o referencial tedrico, onde abordamos com mais profundidade os conceitos
e definicdes de sequéncias numeéricas e da geometria fractal. No terceiro capitulo
descrevemos que foi utilizada a metodologia com foco na abordagem qualitativa no
levantamento e analise de artigos, dissertagdes e livros didaticos. No quarto capitulo é
abordado o uso de materiais manipulaveis, tanto concretos quanto digitais, no ensino,
com foco em matematica. O quinto capitulo trata do levantamento de literatura,

aprofundando sobre as leituras dos materiais didaticos utilizados no Ensino Basico e
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Superior, para compreender como o tema de sequéncias numéricas é abordado ao longo
da vida académica dos alunos. Com esses resultados, no capitulo seis, apresentamos uma
proposta de atividade didatica que visa abordar o tema de sequéncias numéricas a partir
da geometria fractal, com o uso de materiais concretos. Por fim, no Gltimo capitulo, serdo
feitas as considerac@es finais desse trabalho. Ao final do texto constam como apéndices

a proposta de atividades e os slides para a introducdo da aula introdutoria do conteudo.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Esse capitulo ird abordar os temas de sequéncias numeéricas e geometria fractal,
com o objetivo de trazer um maior aprofundamento sobre esses temas. A partir disso, uma
proposta de ensino de sequéncias numeéricas por meio da geometria fractal sera elaborada,

tendo como foco de aplicagdo alunos do Ensino Medio.
2.1 SEQUENCIAS NUMERICAS

No século I11a.C. Aristoteles escreve os paradoxos de Zendo de Eleia, no seu livro
intitulado Fisica, e um dos mais famosos ficou conhecido como Aquiles e a Tartaruga.
Na narrativa o veloz herdi aposta uma corrida com uma tartaruga, dando-lhe como
vantagem os primeiros dez metros. Quando Aquiles atinge a marca dos dez metros a
tartaruga conseguiu andar mais um metro. Assim, que ele percorre esse um metro, Aquiles
percebe que a tartaruga caminhou 0,1 metro e ele segue perseguindo-a (Figura 1). Com
isso, se considerarmos que 0 espaco € infinitamente divisivel, sempre haverd uma
distancia entre o heroi e a tartaruga, tornando impossivel que ele a alcance. Com essa

histdria, podemos perceber que a distancia entre Aquiles e a tartaruga é dividida por dez
a cada nova iteracdo, pois no inicio tinhamos 10 metros, depois % = 1 m, depois % =

0,1 m e assim sucessivamente, como representado na Figura 1. Dessa forma, podemos

1 1 1

ver uma relacdo decrescente nos valores das distancias: 10,1, —,—,—,
10° 100" 1000

.-+ (Cerqueira,

2013).
Figura 1: Aquiles e a Tartaruga

]
L4l

&

Fonte: Matos, 2018.
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Outros estudiosos famosos se dedicaram a pensar em questdes similares, como
por exemplo, Leonardo de Pisa, conhecido hoje como Fibonacci. Ele estabeleceu a
seguinte questdo: “Num patio fechado, coloca-se um casal de coelhos. Supondo que, em
cada més, a partir do segundo més de vida, cada casal da origem a um novo casal de
coelhos, ao final de um ano, quantos casais de coelhos haverd no patio?” (Cerqueira,
2013, p. 16). Nesse cenario, no primeiro e no segundo més teriamos um casal de coelhos,
ja no terceiro seriam dois casais, no quarto seriam 3 e no quinto seriam 5. Assim, se
observarmos bem, podemos perceber que o nimero de casais de coelhos do més que se
deseja saber é sempre a soma da quantidade existente nos dois meses anteriores, ou seja,
teriamos 1,1,2,3,5,8,13,21, ... casais de coelhos com o passar dos meses.

O que vemos acima, e que foi objeto de estudo desses pensadores, é o que hoje
denominamos como sequéncia huméricas. De maneira intuitiva, podemos dizer que uma
sequéncia é uma lista de nameros escritos em uma ordem definida (Stewart; Clegg;
Watson, 2023) e que as sequéncias sao finitas quando o seu numero de termos for finito
ou infinitas caso contenham infinitos termos. Essa é uma ideia simplificada, de maneira
rigorosa, conforme lezzi e Hazzan (2004), podemos definir as sequéncias finitas como
uma funcdo n — a,, onde cada nuimero n natural que respeite a condicdo
(1 < n <i),sendo i um natural fixo, estd associado a um a,, real. J4 as infinitas sdo “uma
funcdo n ~ a,, a valores reais, cujo dominio é um subconjunto dos nimeros naturais [...]
do tipo {n €N | n > ¢}, em que q é um natural fixo” (Guidorizzi, 2023, p. 1), sendo a,, 0
termo geral da sequéncia, pois representa o valor que assume no natural n, sendo esse n
denominado indice.

Para lezzi e Hazzan (2004) o principal interesse matematico em sequéncias
numeéricas se deve a propriedade que define que os termos sucessores devem obedecer a
uma regra, que é conhecida como lei de formacdo. Eles ainda afirmam que essa lei pode
aparecer de trés formas: férmula de recorréncia, expressando cada termo em funcéo da
sua posicdo ou pela propriedade dos termos. A formula de recorréncia é aquela onde sdo
dadas duas regras, uma que permite identificar o primeiro termo e outra para obter cada
termo seguinte a partir do anterior. Considere a seguinte sequéncia:

a, =2ea, =a,_,+5Vne€{234,5,}
Podemos ver que, a partir do primeiro termo, podemos obter os demais termos da
sequéncia:

a1=2,
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a,=a, 1+5=a;+5=2+5=7,

a3 =az_1+5=a,+5=7+5=12,
A, =04 1+5=a3;+5=12+5=17,
as =as_1+5=a,+5=17+5 =22,

ou seja, temos a sequéncia b = {2,7,12,17,22, -+ }.

Quando expressamos cada termo de uma sequéncia em funcdo da sua posi¢ao
dizemos que, dada uma sequéncia a,, 0 seu termo geral ira depender apenas de n. Isso
pode ser visto quando pensamos em um numero que faz parte do conjunto de todas as
poténcias positivas de 3:

a, =3",VneN,

ou seja,
a, =31=3,
a,=32=9,
az = 33 =27,
a, = 3* =81,

assim, temos a sequéncia ¢ = {3,9,27,81, --- }.

Por fim, quando falamos de uma sequéncia em que a lei de formacéo se baseia na
propriedade de seus termos estamos falando que cada termo pode ter uma caracteristica
especifica, como ser um numero primo. Por exemplo, se pensarmos em uma sequéncia
onde cada termo é igual ao numero de divisores inteiros de seu indice, teriamos:

D) ={-11}=a, =2,

D(2) ={-2,-1,1,2} = a, =4,
D33)={-3,-1,13}=>a;=4

D(4) ={-4,-2,-1,1,24} > a, =6,

Outro ponto importante para o estudo de sequéncias infinitas € estudar se o termo
geral tende, se aproxima de algum ndmero, conforme n vai assumindo valores cada vez
maiores. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 1: Considere a sequéncia cuja lei de formacéo é

1 (1111

=—>=|=-,-,=,—,... |, VN EN.
an 2TL 2J4P8P16I )P n



17

Ao analisarmos seus termos, podemos ver que, quanto maior é o valor de n, menor
serd o termo da sequéncia, entdo se tomarmos um n “muito grande” o enésimo termo
dessa sequéncia estara proximo de zero. Em termos matematicos, isso significa que o
limite dessa sequéncia € zero. Dessa forma, uma nocao intuitiva de limite seria dizer, para
esse caso, que os termos da sequéncia tendem a zero quando o valor de n tende ao infinito.
Nesse caso, 0 zero seria o limite da sequéncia. Para o caso geral, diz-se que o limite de
a,, quando n tende para infinito, é igual a L (Stewart; Clegg; Watson, 2023), que é

representado por lim a, =L ou simplesmente lima, =L, pois ndo existe

n—+oo o

ambiguidade sobre qual limite esta-se calculando quando se refere a limite de sequéncias
infinitas.

Agora tratando com maior rigor, mas mantendo a analogia anterior, podemos
expressar a proximidade entre os termos a, e L por meio do valor absoluto entre a
distancia desses nimeros, ou seja, por |a, — L|. Portanto, quando dizermos que a,, esta
proximo de Lisso significa que o valor absoluto serd sempre menor do que qualquer
namero positivo &, por menor que seja, desde que o indice n seja grande o suficiente
(Avila, 2006, p.87). Assim, podemos definir que “uma sequéncia (a,) tem um limite L
se, dado &€ > 0, é possivel obter um niimero natural n,, tal que |a,, — L|< & quandon > n,.

Nesse caso indica-se lim a, = L e diz-se que a sequéncia converge para L” (Iezzi;
n—-+oo

Hazzan, 2004, p.37). Na Figura 2 vemos como isso poderia ser representado
graficamente, sendo os pontos vermelhos os termos da sequéncia e a reta em azul o limite
para o qual ela tende. Caso a sequéncia possua limite, ela ¢ denominada convergente, caso
contrario é dita uma sequéncia divergente (Stewart; Clegg; Watson, 2023).

Figura 2: Representacdo Gréafica de Limite de uma Sequéncia

=
(]
0 4+
a4
-

Fonte: Stewart; Clegg; Watson, 2023, p.669

Retomando o Exemplo 1, temos que de fato lim a,, = limzin

= 0, pois dado ¢ >

0, temos que
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1 1 1
Ian—LI <€c>|2_n_0|<8<:|2_n| <€@2—n<€.
Assim, escolhendo n, € N de modo que ny > i (que existe, pois, 0 conjunto dos
nameros naturais é ilimitado no corpo dos nimeros reais), temos que

1 1 1
n>n0=>2—n<£<a<£,
provando o resultado pela definicdo de limite.
Uma classe importante de sequéncias divergentes sdo as que crescem

arbitrariamente, nesse caso diz-se que seu limite é infinito e escreve-se lim a, = +oo.

n—-+oo

Formalmente, de acordo com Stewart; Clegg; Watson (2023), dizemos que o limite
infinito implica que, para todo nimero real positivo M, ira existir um inteiro N tal que, se

n > N, entdo a, > M.
Exemplo 2: O limite da sequéncia infinita com termo geral a,, = 2™ € infinito.

De fato, sabemos que 2 > 1, logo ao multiplicar ambos os lados por 2™ teremos que
2"+l > 2 Agora, temosque 2 > 1 + h, paraqualquer h € Rcom0 < h < 1, entdo pela
desigualdade de Bernoulli * teremos que 2™ > 1 + nh. Assim, para que 2™ seja maior do
que qualquer valor real M, basta tomarmos um nimero natural n, de forma que 1 + nh >

. M-1
M, ou seja, n > —.

Com relagdo aos termos da sequéncia podemos dizer que se a,, < a,41, para todo
n>1,0useja sea; < a, < as < -, entdo essa sequéncia sera crescente, se a,, < ap41
entdo a sequéncia sera ndo-decrescente. Agora, se a, > a, .1, paratodo n > 1, ou seja,
sea; > a, > az > -+, entdo essa sequéncia sera decrescente e se a,, = a,; ela serd ndo-
crescente. Denominamos de mondtona a sequéncia que seja crescente, ndo-decrescente,
decrescente ou nado-crescente (Stewart; Clegg; Watson, 2023). Vejamos a seguir alguns

exemplos.

Exemplo 3: A sequéncia do Exemplo 2, com termo geral a,, = 2™, é crescente.

De fato, temos que a,, = 2" < 2-2" = 2"1 = ¢, ., paratodon € N.

1 Denominada em homenagem ao matematico Jacques Bernoulli (1654-1705). A desigualdade indica
que se x é um numero real tal que x = —1 e n é um nimero natural, entdo (1 + x)™ > 1 + nx (Silva,
2019).
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Observando seus primeiros termos é possivel perceber essa relacdo (apesar de precisar

ser justificada para o caso geral):

a, =2 =2,
a, = 2% = 4,
a; = 23 =8,
a, = 2* = 16,

a . 1
Exemplo 4: A sequéncia do Exemplo 1, com termo geral a,, = 7 € decrescente.

1

1 1 1
De fato, temos que a,, = 7> 5 on = Juet = Gn+1, Para todon € N.

Observando seus termos pode-se perceber essa relagdo (apesar de precisar ser justificada

para o caso geral):

Q Q
IN) [aN

Il I
N 2]

Il I
-P_II—‘ N__IH

Q

N

|
N N

B

|
[N © |~
ox_l" !

Exemplo 5. A sequéncia constante € definida como a,, = c, paratodon € N, sendo ¢ um
numero real fixo. Essa sequéncia é simultaneamente ndo-decrescente e ndo-crescente e

tal que lim a,, = c se for infinita.

De fato, temos que a, = ¢ = a, 1, paratodon € N.
. . A= 1 .
Ainda, analisando os termos da sequéncia do Exemplo 1, para a,, = pr também

podemos ver que, a cada iteracédo, 0s seus termos sdo a metade do valor do termo anterior,

Ou seja, 0s seus termos tém valores cada vez menores, observamos que 0S seus termos
serdo sempre menores ou iguais do que % e maiores do que zero, isso significa que essa
sequéncia ¢ limitada. De maneira geral, “Uma sequéncia (a,,) sera dita limitada quando o
conjunto dos seus termos for limitado, isto €, quando existirem numeros reais a € b tais

que a < a, < b, para todo n € N” (Cerqueira, 2013, p.15). A sequéncia pode ser

limitada inferiormente quando existir a < a,, paratodon € N e limitada superiormente



20

quando a,, < b, paratodon € N. Consequentemente, uma sequéncia limitada € limitada
inferior e superiormente e serd ilimitada caso no tenha limitante inferior ou superior.

Dessa forma, no Exemplo 3, podemos ver que os valores dos termos da sequéncia
estdo aumentando, ou seja, ndo ha nenhum valor menor do que 2, que é o termo inicial da
sequéncia. Assim, podemos dizer que essa sequéncia € limitada inferiormente. E
observando o Exemplo 2, temos também que essa sequéncia é ilimitada superiormente.
Também podemaos perceber que, no Exemplo 5, os valores dos termos da sequéncia ndo
aumentam nem diminuem, sendo assim dizemos que ela é limitada.

No estudo de sequéncias, temos alguns teoremas importantes que serao
necessarios para as analises que se seguirdo, mas vale ressaltar que o objetivo desse
trabalho ndo é fazer uma profunda andlise no contetdo de sequéncias, mas sim trazer
aplicacdes praticas para sala de aula. Dessa forma, os teoremas serdo citados sem suas
demonstracBes, mas caso o leitor tenha interesse, todos elas podem ser encontradas no

livro Curso de Analise, volume 1, do autor Elon Lages Lima (Lima, 1992).

Teorema 1: Toda sequéncia convergente € limitada.

. . 1
Analisando novamente os exemplos anteriores, no Exemplo 1, onde a, = —

2n’
podemos ver que essa sequéncia é convergente, portanto, é limitada. O mesmo ndo ocorre
com o Exemplo 2, a, = 2™, em que temos uma sequéncia ndo limitada, portanto

divergente.

Teorema 2: Toda sequéncia mon6tona limitada é convergente.
Do mesmo modo, vemos que a sequéncia do Exemplo 1, por ser decrescente e

limitada € convergente, ja a do Exemplo 2, é crescente e ilimitada, entdo ndo convergente.

Teorema 3: Sejam (a,,) e (b,) sequéncias convergentes, com lim a,, = L e limb,, = M,

e seja (c,) uma sequéncia divergente, entdo temos que:

b) asequéncia (k - a,,) é convergente paratodo k € R e lim(k - a,) = k- L;

ii) a sequéncia (a,, + by, € convergente e lim(a, £ b,) =L + M,

(a,-b,) =L-M;

v) a sequéncia (kc,) é divergente paratodo k € R, k # 0;
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vi) a sequéncia (c,, + b, € divergente.

Algumas sequéncias costumam ser estudadas no Ensino Médio, como € o caso das
Progressdes Aritméticas e Geométricas. Uma Progressdo Aritmética (PA) “¢é uma
sequéncia numérica em que cada termo, a partir do segundo, é obtido pela adi¢do do termo
anterior a uma constante r, chamada de razdo da progressdo.” (Bonjorno; Giovanni
Junior; Sousa, 2020, p. 123). Como por exemplo, a sequéncia a,, = 3n — 1, 0u seja, a, =
(2,5,8,11,14,...), percebemos, por indugdo, entdo que essa sequéncia € uma PA porque
ela pode ser escrita como a,, = a,_; + 3 paran > 2.

Progressao Geométrica (PG) ¢ “toda sequéncia de nimeros ndo nulos em que cada
termo, a partir do segundo, é igual ao anterior, multiplicado por uma constante chamada
de razdo (q) da progressdo.” (Bonjorno; Giovanni Junior; Sousa, 2020, p.132). Por

exemplo, as sequéncias dos Exemplos 1 e 2, que sdo PG’s. De fato, no exemplo 1 temos

1
que a, = — =

(1111 1 ne1
2n

== ),ou seja, vemos que a,, = ==X . Da mesma forma, no
2°4°8716" 32 2

exemplo 2 temos que a,, = 2™ = (2,4,8,16,32, ...), o que nos leva a PG a,, = a,_; - 2.
O proximo exemplo caracteriza varias PG’s e trata sobre a sua monotocidade e

convergeéncia.

Exemplo 6: Dado g € R,com q > 0 e g # 1, a sequéncia infinita com termo geral a,, =

q™ é uma PG. Além disso, se g € (0,1), entdo a sequéncia é decrescente e limitada, logo

convergente. Se g > 1 ela é crescente e ilimitada superiormente, portanto divergente.

De fato, se g € (0,1), entdo (¢q™) é decrescente, pois0 < g < 1eq™ > 0, logo,
0<g<1=>0<qg™l<q™VneN.

E consequentemente também é limitada (inferiormente por zero e superiormente por 1).

Portanto, pelo Teorema 2, a sequéncia € convergente. Na verdade, liin q™ = 0, de fato,

dado £ > 0 temos que
In (g)
In (q)

Como o conjunto dos nimeros naturais € ilimitado no conjunto dos nimeros reais, temos

lq" — 0| <eoeq"<een-ln(g)<in(e) on>

In (&)
n(q)

que dado € > 0, existe n, € N tal que ny > logo

Agora, para g > 1 teremos que (q™) é crescente, pois

q>1=q"1>q" VvneN.
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Ainda, sendo g > 1, existe h > 0 tal que g =1+ h. Entdo, pela desigualdade de
Bernoulli temos:
q" =1+ h)">1+nh > nh.

Assim, dado K € R, K > 0, temos, novamente pelo fato do conjunto dos numeros
. pe . . ., . . K
naturais ser ilimitado no conjunto dos numeros reais, que existe n, € N tal que n, > o

logo para todo n > n,, teremos q™ > nyh = K, ou seja, a sequéncia é ilimitada
superiormente. Portanto, pelo Teorema 2, é divergente.

Outro exemplo importante de sequéncia é a que soma os termos finitos de uma
PG.

Exemplo 7: Dado g € R, com g > 0 e g # 1, considere a sequéncia com termo geral

n
xn=1+q+q2+q3+~-+q"_1=Zqi‘1.

i=1
Escrevendo alguns dos termos temos:

x, =1,

x,=1+4q,

x3=1+q+q>%

xs =1+q+q*+q5

Como essa sequéncia esta sempre somando um termo positivo, temos que ela é crescente
e consequentemente limitada inferiormente pelo seu primeiro termo x; = 1. Pelo
Exemplo 6, temos que a,, = g™ é uma PG, entdo a sequéncia (x,,) é a soma dos n
primeiros termos da PG com razéo q.
Observemos que o termo geral,
Xxp=14+q+q*+q>+-+q"1,

pode ser escrito de outra maneira. Multiplicando a expresséo acima pela razéo g, temos
que

X q=q+q*+q¢+-+q" +q"
Agora subtraindo essas expressdes obtém-se,

n

1-gq
1-q°

xn(l—q)zl—qnﬁxnz

Com essa nova expressao para (x,), com os resultados do Exemplo 6 e com o Teorema

A+ 7 . 1
3, tem-se que para q € (0,1) essa sequéncia é convergente e lim x,, = -0 enquanto para
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q > 1 ela é divergente, pois é a diferenca entre uma sequéncia convergente, a sequéncia

constante (ﬁ) e uma divergente multiplicada por uma constante ndo nula (ﬁ . q").
Com os resultados (exemplos e teoremas) dessa secdo teremos condicBes para
explorar e discutir as atividades didaticas que propomos no capitulo 6. O tema de
sequéncias € muito mais amplo e como referéncia o leitor pode consultar Guidorizzi
(2023), Stewart; Clegg; Watson (2023), Lima (1992) entre outros.
Na proxima sec¢do serd tratado sobre a geometria fractal que é a fonte de exemplos

para as atividades que propomos.
2.2 GEOMETRIA FRACTAL

Para Boyer e Merzbach (2012) é dificil de mensurar qual foi a origem da
matematica, visto que sua utilizacdo parece ser mais antiga do que a prépria escrita. Dessa
forma, temos conhecimento da matematica de cerca dos Gltimos seis milénios e, ao longo
de todo esse tempo, nenhum livro foi tdo divulgado e amplamente conhecido como Os
Elementos, de Euclides de Alexandria (século Il a.C.).

Por volta de 300 a.C. foi escrito o livro Os Elementos, um dos muitos publicados
por Euclides, que conta com treze capitulos, seis sobre geometria plana elementar, trés
sobre teoria dos numeros, um sobre incomensuraveis e 0s demais sobre geometria
espacial (Boyer e Merzbach, 2012). Esse livro serviu, ao longo dos dois milénios que se
seguiram a sua publicacdo, como uma referéncia do que é considerado geometria. Por
iss0, que a area de estudos que vemos nas aulas de matematica é denominada Geometria
Euclidiana.

Com isso, buscamos representar objetos do mundo real por meio de formas
geomeétricas, como quadrados, triangulos e circulos. Para Lesmoir-Gordon, Rood e Edney
(2014) essas formas sdo raramente encontradas na natureza, sendo superficies uniformes
uma excecao e nao a regra. Para ele, quando os cientistas observam o mundo através da
Geometria Euclidiana, eles ndo o estdo observando de uma forma intuitiva e teriam ai um
problema, problema esse que pode ser resolvido se mudarem essa perspectiva de
observagao.

Essa mudanca de perspectiva viria na metade do século XIX, com mateméticos
como Weierstrass (1815-1897) e Von Kock (1870-1924), modelando o que eram

chamados inicialmente de “monstros” ¢ que acreditavam tratar-se de formas sem grande
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valor cientifico (Valmorbida, 2018). Foi apenas na década de 1960, com o advento da
computacdo, que esses “monstros” vieram a ter aplicagdes, principalmente para descrever
curvas. Desse modo, por meio dos seus estudos, Benoit Mandelbrot (1924-2010) ousou
pensar que essas novas formas, compostas por irregularidades, se pareciam muito mais
com a natureza do que os poligonos até entdo utilizados, pois “Nuvens nao sdo esferas,
montanhas ndo séo cones, linhas costeiras ndo séo circulos, cascas de arvores ndo sao
suaves € nem o raio se propaga em linha reta” (Mandelbrot, 1983, p. 4). Foi no seu livro
“The fractal geometry of nature” que foi cunhado, pela primeira vez, o termo geometria
fractal, sendo a palavra fractal inspirada na palavra latina fractus, que significa irregular
ou quebrado.

Com isso, ao tentar definir um fractal o que fazemos, em geral, é descrever a sua
principal caracteristica, pois eles sdo formas cujas partes sdo semelhantes ao todo, ou seja,
quando repartimos um fractal ele ainda mantém a sua forma original, seja ela um
quadrado, triangulo ou circulo (Barbosa, 2005). Por ser tdo relevante, essa propriedade é
denominada autossimilaridade ou autossemelhanca, e sua definicdo acaba sendo
autoexplicativa pelo seu nome, mas € importante ressaltar que ela nos garante, por
exemplo, que em um plano, os angulos correspondentes sdo iguais, 0s segmentos mantém
a sua proporcdo e as figuras que sdo replicadas mantém as caracteristicas do todo. A

Figura 3 apresenta um exemplo de autossemelhanca.

Figura 3: Autossemelhanca em galhos de arvore
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Fonte: Assis et al., 2008.
E importante ressaltar, porém, que essa caracteristica s6 é obtida no que
chamamos de fractais matematicos, ja que na natureza, aplicando o rigor matematico, isso

ndo acontece (Valmorbida, 2018). Como podemos ver na Figura 4a, temos uma
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representacdo real de duas galaxias que estdo em processo de colisdo e, na Figura 4b,

como seria caso essas galaxias fossem representadas por um fractal matematico.

Figura 4: Fractal gerado com a colisdo de duas galéxias

a) Fractal Natural b) Fractal Matematico

&

Fonte: Nasa, 2013.

Quando falamos na repeticdo de padrées existente em um do fractal, o que estamos
tratando é do resultado de cada nova iteracdo ocorrido. Segundo o dicionario Oxford
(2024), iteracao € o “processo de resolucdo de uma equacdo mediante operagdes em que
sucessivamente o objeto de cada uma € o resultado da que a precede”. Dessa forma, vemos
que as respostas obtidas em cada iteracdo do processo vao gerar geometrias semelhantes
a inicial, mantendo assim um padrdo. Isso pode ser visto, segundo Mandelbrot (1983), ao
analisarmos um litoral, como, por exemplo, na Figura 5a do rio Nilo, no Egito, pois ao
olharmos os detalhes (5b) podemos ver que ao dar zoom em uma imagem, 0s desenhos

se mantém, mudando apenas a escala (5c¢), efeito que ele denomina de cascata.

Figura 5: Costa do rio Nilo
a) Rio Nilo b) Ramificacdes do rio c) Zoom na ramifigagéo
& : %S : e A 30 A DU g : A ) "7 )

el
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Outra propriedade importante dos fractais € a sua dimensdo. As geometrias
convencionais podem ser diferenciadas como unidimensional, que sdo as linhas,
bidimensional, sendo as superficies, e os sdlidos que sdo tridimensionais. Existem ainda
dimensdes maiores, que podem ser representadas graficamente apenas por meio de
projecdes bi ou tridimensionais, ja que ndo somos capazes de visualizar mais do que trés
dimensGes. A dimensdo caracterizada pela forma como o conjunto ocupa o espago é

chamada de dimenséo topoldgica e sempre é representada por um nimero inteiro.

Uma caracteristica importante dessas dimens6es é que elas ndo dependem nem
da forma nem do tamanho da figura: uma linha é unidimensional, seja ela reta
ou curva; uma superficie é bidimensional, seja ela plana, esférica ou de
qualquer outra forma, e qualquer que seja a sua extensdo. (Serra; Karas, 1997,
p. 14).

A dimensdo usada para caracterizar fractais esta relacionada com o espaco que
uma figura ocupa (Serra; Karas, 1997). Vejamos essa ideia com um exemplo. Na Figura
6, temos a curva de Koch, cuja construcdo tem inicio com um segmento de reta que é
dividido em trés outros segmentos de mesmo tamanho. A partir disso, 0 segmento médio
é substituido por um triangulo equilatero que teve a base removida. Com isso, para as
préximas iteracdes, 0 processo é repetido para cada segmento de reta. Dessa forma, a cada

passo realizado € possivel perceber que trés segmentos sdo substituidos por outros quatro,

ou seja, 0 comprimento total esta sendo multiplicado por % a cada iteracdo. Sabendo que

.. ~ S R .
o0 limite de uma progressao geomeétrica de razéo € infinito (como visto no Exemplo 6),

temos que o comprimento da figura final para qual a sucessdo tende serd infinito (Assis
et al., 2008).

Tendo entdo uma curva complexa como essa, que possui um numero infinito de
passos, podemos dizer que, devido a essa infinidade de detalhes, ela “ocupa mais espago”
do que uma linha tradicional, portanto deve ter uma dimensdo maior do que um, mas
também ndo é o suficiente para ser considerada de dimensdo dois. Dessa forma, a
dimensdo fractal “¢ uma quantidade fracionaria, representando o grau de ocupagdo da
estrutura no espaco que a contém.” (Assis et al., 2008 p. 1). Para Mandelbrot (1983),
dimensdo D de um fractal é maior do que a sua dimensdo euclidiana e menor do que a
dimensao euclidiana do espaco em que ele esta inserido. Assim, a curva de Koch é um
fractal de dimenséo euclidiana um e esta contida no plano, que tem dimensao dois, logo,

sua dimensdo é um nimero fracionario entre 1 e 2.
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Figura 6: Fractal curva de Koch

INIGIADOR GERADOR
ITERACAD 1 ITERACAD 2

Fonte: Sedrez, 2012.
Existe uma férmula para calcular a dimensao dos fractais, mas isso excede o

proposito deste texto. O leitor interessado em tal férmula pode consultar Assis et al.
(2008), Serra e Karas (1997), Mandelbrot (1983), entre outros.

Sendo assim, podemos dizer que as principais propriedades dos fractais sdo a
autossimilaridade, a capacidade de iteracdo e a sua dimensdo, que se comporta de forma
diferente da dimensdo euclidiana. Essas séo as caracteristicas dos fractais mais
conhecidos, mas existem outros tipos de fractais. Os que se assemelham aos que vimos
acima sdo denominados fractais de iteracdo, pois a cada nova iteracdo existe uma regra
fixa de substituicdo. Os fractais de relagdo de recorréncia, como o fractal de Lyapunov
(Figura 7a) e, por fim os fractais aleatorios, que sdo gerados por processos estocasticos,
como o fractal do voo de Lévy (Figura 7b) (Mandelbrot, 1998).

Figura 7: Outros fractais
a) Fractal de Lyapunov b) Fractal do voo de Lév

Fonte: Github, 2020. Fonte: Gala, 2024.
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Com isso, podemos utilizar fractais para trabalhar diferentes aspectos da
matematica em sala de aula. Assim, bem como Dante e Viana (2021) trazem em seus
livros, Barbosa (2005) defende o uso da Geometria Fractal em sala de aula, pois segundo
ele por meio dos fractais é possivel fazer relacdo com diversas outras ciéncias, tratar do
belo e do artistico em conjunto com a matematica e sanar as lacunas deixadas pela
Geometria Euclidiana, principalmente quando pensamos em questfes voltadas para a
natureza.

No préximo capitulo iremos abordar a metodologia aplicada nesse trabalho. Para
isso, falaremos sobre o que é uma pesquisa com abordagem qualitativa e apresentaremos

a definicdo de levantamento de literatura.
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3 METODOLOGIA

A metodologia desse trabalho caracteriza-se como uma pesquisa de abordagem
qualitativa, pois “o ambiente natural ¢ fonte direta para coleta de dados, interpretacdo de
fendomenos e atribuicao de significados” (Prodanov; Freitas, 2013, p.128). Inicialmente
fizemos um levantamento de literatura que “é um apanhado geral sobre os principais
documentos e trabalhos realizados a respeito do tema escolhido, abordados anteriormente
por outros pesquisadores para a obtencdo de dados para a pesquisa” (Prodanov; Freitas,
2013, p. 80). Essa pesquisa foi dividida em varias etapas, sendo elas: dois momentos de
busca em banco de dados por trabalhos correlatos; andlise da BNCC do Ensino
Fundamental e Médio; analise de livros didaticos do Ensino Basico ao Ensino Superior;
e elaboracédo da sequéncia de atividades.

As pesquisas nos bancos de dados por trabalhos correlatos foram realizadas no
portal de periddicos da CAPES e na Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacfes
(BDTD). Num primeiro momento, foi visto o que j& havia sido produzido na academia a
respeito do ensino de sequéncias numeéricas, para num segundo momento, analisar se a
Geometria Fractal estava sendo utilizada no ensino de sequéncias.

No primeiro momento a pesquisa em ambos 0s bancos de dados utilizou como
palavra-chave “sequéncias numéricas” ¢ foi realizada em outubro de 2023. Os critérios
de inclusdo utilizados foram que os artigos e dissertagcbes trouxessem uma revisao
bibliografica sobre sequéncias numéricas ou aplicagcdes com diferentes metodologias para
serem implementadas em sala de aula.

No portal da Capes foram aplicados os filtros de data de 2010 até 2023, pois
buscou-se obter resultados mais recentes. e de periddicos revisados por pares, sendo no
total encontrados cento e trés artigos, dos quais oito foram selecionados a partir da leitura
do titulo e do resumo, porém desses oito, trés ndo foram encontrados, pois 0s links
disponibilizados ndo eram compativeis com o artigo apresentado ou ndo eram mais
validos. Ainda foi feita a busca por esses artigos nas revistas nas quais eles foram
publicados, mas os sites ndo possuiam uma ferramenta de busca que permitisse, a partir
do volume, encontrar o artigo desejado. Com relacdo a BDTD foi aplicado o filtro
“Matematica - Estudo e ensino” que gerou 35 resultados, dos quais trés dissertagcdes foram
selecionadas com os mesmos critérios de leitura para saber se havia relacdo com o tema

dessa pesquisa.
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No segundo momento, em marco de 2024, foi feito um novo levantamento nas
bibliotecas virtuais da Capes e da BDTD, agora com o uso do descritor “sequéncia
numérica e fractal”. Na Capes a busca retornou quatro resultados, sendo dois deles iguais
e um com erro na editoragdo das formulas matematicas, tendo muitos termos sobrepostos,
tornando incompreensivel a identificacdo do que ele propde, entdo na pratica restaram
apenas dois resultados, sendo um ja analisado anteriormente a partir da primeira busca.
Na BDTD foram obtidos vinte e um resultados, dos quais trés falavam sobre o uso de
fractais na educacéo.

Com relagéo aos livros didaticos, a escolha foi pautada na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) com o foco de que fosse analisado o material de um mesmo autor
sobre as sequéncias numeéricas ao longo do Ensino Fundamental e Médio, a fim de
perceber como ele iria discorrer sobre esse conteudo. O autor escolhido foi José Ruy
Giovanni Janior, que é graduado em Licenciatura em Matematica pela Universidade de
Séo Paulo (USP) e trabalha como autor de livros didaticos desde 1990, na editora FDT.
As colecOes de livros analisadas foram “A Conquista da Matematica” para Ensino
Fundamental I e II e “Prisma” para o Ensino Médio, ambas publicadas pela editora FDT,
entre os anos de 2018 e 2020, dessa forma elas estdo atualizadas com a BNCC e com o
Programa Nacional do Livro Didatico (PNDL).

Seguindo o mesmo critério, o autor Luiz Roberto Dante também foi escolhido.
Ele é graduado em Matemaética pela Universidade Estadual Paulista Julio de Mesquita
Filho (UNESP), Mestre em Matemaética pela USP e Doutor em Educacdo Matematica
pela Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo (PUC/SP). Desde o final da década
de 1980 trabalha como livre docente na UNESP e, em 2010, iniciou com a publicacéo de
livros didaticos, que hoje compdem 3 colecbes, a Apis, para os anos iniciais do Ensino
Fundamental, a Telaris para os anos finais e a Matematica Contexto e Aplicacdes para 0
Ensino Médio, todas publicadas pela editora Atica.

Da mesma forma, foi escolhida a autora Thais Marcelle Andrade. Ela é formada
em Licenciatura em Matematica, especialista em Educacdo Matematica pela
Universidade Estadual de Londrina (UEL), tendo atuado como professora no Ensino
Fundamental em redes publicas e privadas de ensino. Ela é autora da colecdo de livros
para Ensino Fundamental Anos Iniciais “Crianga Vida” e para os anos finais “Jornada
Novos Caminhos”, ambos da editora Saraiva e, para Ensino Médio “Matematica

Interligada” da editora Scipione.
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Para analisar o conteldo de sequéncias numéricas previsto no curso de
Licenciatura em Matematica, da Universidade do Estado de Santa Catarina (UDESC), do
Centro de Ciéncia e Tecnologias (CCT) de Joinville, foram analisados o Projeto do Curso
e as Ementas das disciplinas de Analise Real (ARE) e Calculo Diferencial e Integral Il
(CDI 1I). A partir das Ementas foi possivel obter uma série de referéncias de livros
utilizados na bibliografia de cada curso e os escolhidos para a analise foram aqueles que,
baseado em as minhas experiéncias pessoais e conversas com demais académicos ao
decorrer do curso, com mais frequéncia s@o utilizados nas aulas de ARE ou CDI 1l e que
tratavam de alguma forma o tema de sequéncias, sendo eles Stewart; Clegg; Watson
(2023), Guidorizzi (2023) e Lima (1992).

A partir da andlise do levantamento de literatura e dos livros didaticos foi dado
inicio & elaboragdo das atividades didaticas. Com o intuito de inserir materiais
manipulaveis e aplicativos dindmicos foi realizada uma pesquisa de materiais disponiveis
na comunidade do GeoGebra. Nessa busca foram usadas as palavras “fractal”,
“Sierpinski” e “Menger” (a busca no GeoGebra ndo mostra o nimero de objetos de
aprendizagem relacionados), os resultados obtidos foram analisados e escolhidos alguns
aplicativos para serem feitas adaptagfes com o objetivo de serem usados na sequéncia de
atividades.

A fim de sintetizar os dados mencionados acima, foi construido o Quadro 1.

Quadro 1: Resultado da revisdo nos bancos de dados

Buscas Acervo Capes BDTD
Busca 1 103 resultados — 8 selecionados 35 resultados — 3 selecionados
Busca 2 4 resultados — 1 selecionado 21 resultados — 3 selecionados

Fonte: Autora, 2024

Todas essas analises resultaram na elaboracdo de uma proposta de atividade
didatica, com o propdsito de auxiliar o professor no ensino de sequéncias numericas, a
partir de exemplos praticos da geometria fractal. Essa proposta foi pensada para trés
diferentes modelos de fractais: o Tridngulo e o Tapete de Sierpinski e a Arvore de
Pitagoras. Uma aplicacdo teste foi realizada na disciplina de Laboratério do Ensino de
Matematica 1V, mas a analise e discusséo desses resultados ndo constam nesse trabalho,
apenas algumas reflexdes importantes que vieram com a aplicacao.

No seguinte capitulo abordamos brevemente os materiais manipulaveis, os quais
propomos usar como elemento facilitador e motivador para a aprendizagem de sequéncias

numeéricas.
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4 MATERIAIS MANIPULAVEIS

Nesse capitulo iremos abordar materiais manipulaveis, que sdo aqueles que o
estudante pode sentir, movimentar ou tocar (Matos; Serrazina, 1996). Para Lorenzato
(2009) qualquer material que possa vir a ser util nos processos de ensino e de
aprendizagem €é considerado um material didatico, como um giz ou um livro. Dessa
forma, para o autor, quando pensamos em um material didatico manipulavel podemos
pensar em dois tipos de materiais: os estaticos e os dindmicos. Os estaticos sdo aqueles
que ndo possibilitam modificac6es, sendo mais voltados para visualiza¢cdes em 3D, ja 0s
dindmicos permitem que transformacdes sejam feitas pelos alunos.

Outra funcdo importante desses materiais é a capacidade de tornar concreta uma
ideia abstrata. Para Montessori (2017), essa € uma potencialidade ao se trabalhar com
criangas que ainda estdo aprendendo a abstrair. Ela afirma que “o material revela a
inteligéncia caminhos que, sem ele, seriam inacessiveis nessa idade” (Montessori, 2017,
p.183). Isso vai ao encontro do que diz Lorenzato (2009) quando afirma que o material
sozinho ndo € a garantia de um bom ensino, pois ele deve ser bem empregado por meio
de um planejamento docente que estimule a atividade mental dos alunos.

Voltando o olhar para um dos principais documentos que norteiam a educacéo no
pais, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), nela ha indicacdes do uso de materiais
manipulaveis para o ensino de matematica nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental. Por
exemplo, a habilidade EFOIMAO07 indica que o aluno deve “compor e decompor niimero
de até duas ordens, por meio de diferentes adigdes, com o suporte de material
manipulavel, contribuindo para a compreensdo de caracteristicas do sistema de
numeracdo decimal e 0 desenvolvimento de estratégias de calculo” (Brasil, 2018). Isso
ocorre até o quarto ano, onde é citado diretamente 0 uso de materiais manipulaveis para
problemas de agrupamento. A partir do quinto ano os alunos séo instigados a utilizar,
além dos materiais concretos, também materiais digitais, como forma de motivar 0s
alunos em sala de aula.

Nos primeiros topicos da BNCC, ao falar sobre os direitos de aprendizagem na
Educacdo Infantil, é abordada a questéo de explorar tecnologias e uma das competéncias
especificas a ser desenvolvida no Ensino Fundamental é utilizar ferramentas e processos
matematicos, podendo ser uma tecnologia digital, para resolver e modelar problemas do
dia a dia em diferentes areas do conhecimento. Dessa forma, pode-se ver que o foco do

material manipulavel sai do concreto para 0 mundo digital, trazendo para sala de aula
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softwares e/ou aplicativos que auxiliem o professor. Entretanto, Borba, Silva e Gadanibis
(2018) recordam que é importante que ocorra uma adaptacéo para aplicacao de atividades
digitais, de forma a explorar a0 maximo esses recursos, com foco pedagdgico e que
realmente seja algo que acrescente na formacao do estudante.

Um dos mais conhecidos softwares da area da Educacdo Matematica é o
GeoGebra (Figura 8), pois além de disponibilizar calculadoras 2D e 3D para a construcao
de formas geomeétricas ele também conta com recursos da comunidade, onde professores
do mundo todo podem criar objetos de aprendizagem e deixa-los disponiveis para que
outros educadores apliqguem em suas salas de aula. O software foi criado em 2001 por
Markus Hohenwarter e consolidou seu espaco entre professores e académicos por ser uma
plataforma dindmica que pode ser utilizada em todos os niveis de ensino e permite a
combinacdo de grandes areas da matematica, como geometria, algebra, estatistica e
calculo (Borba; Silva; Gadanibis, 2018).

Figura 8: GeoGebra 3D
& Cacuadoa3d ~ <

Fonte: Autora, 2024.

Uma das finalidades do GeoGebra, segundo Alves (2012), é complementar as
situaces de ensino, proporcionando resolucdes de atividades investigativas que ndo
seriam viaveis em um contexto de ensino limitado ao uso de lapis e papel. Isso porque,
para Oliveira et al. (2021), as aulas tradicionais se apoiam em técnicas de reproducéo que,
em muitos casos, € desprovida de significado para os alunos. Nesse sentido, 0 GeoGebra,
por meio das suas ferramentas, contribui para que o aluno compreenda conceitos e
propriedades e desenvolva uma compreensdo global desses temas (Carlos, 2017). Isso
acontece porque o software conta com diferentes registros de representacdo de um mesmo

objeto, segundo Carlos (2017) e isso é benéfico justamente porque, por exemplo, ao
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digitar no Campo de Entrada a equacdo de uma circunferéncia o retorno dado sera a
representacdo geométrica dessa circunferéncia, permitindo que o aluno relacione a
questdo algébrica com a geomeétrica.

4.1 MATERIAIS PARA A PROPOSTA DE APLICACAO

Com o propo6sito de ensinar o conteddo de sequéncias numéricas a partir da
geometria fractal foram desenvolvidos materiais manipulaveis, tanto estaticos quanto
dindmicos. Vamos falar um pouco sobre eles e sobre o processo de construcao que levou
aos materiais utilizados na proposta.

A fim de proporcionar a visualizacdo de conceitos abstratos para o concreto,
desenvolvemos trés modelos finitos de fractais, e algumas de suas iteragcdes, com apoio
de tecnologia de impressdo 3D. Nas Figuras 9, 10 e 11 podemos ver um exemplo do
Triangulo e Tapete de Sierpinski, respectivamente, e da Arvore de Pitagoras. Vale
informar que, para esses materiais concretos, 0 nimero de iteracdes fica limitado a
resolucdo da maquina de impressao 3D.

Figura 9: Fractal Tapete de Sierpinski

Fonte: Acervo do FAB3D, 2024.

Figura 10: Arvore de Pitagoras

Fonte: Acervo do FAB3D, 2024.
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Figura 11: Tetraedro e tridangulo de Sierpinski

Fonte: Acervo do FAB3D, 2024.

Com relacdo aos materiais dindmicos, os mesmos fractais que foram
confeccionados com a impressora 3D também possuem uma versdo digital no software
GeoGebra. O processo de criagdo das atividades iniciou com uma pesquisa na biblioteca
do GeoGebra, que foi feita a partir do nome de cada fractal. A ferramenta de pesquisa e
selecdo do site ndo apresenta o numero de resultados obtidos qualquer possibilidade de
algum tipo de filtro, como por data, entdo a selecéo foi feita manualmente, abrindo cada
arquivo e avaliando se seria ou ndo interessante para os objetivos desse trabalho. Por fim,
trés aplicativos foram selecionados e, a partir da sua concepcéo inicial, foram feitas
alterac@es, visando torné-los mais completos para auxiliar os alunos a conferirem suas
respostas. Na Figura 12 temos o aplicativo do tridngulo de Sierpinski antes das
modificaces.

De maneira geral, os aplicativos que encontramos na comunidade do GeoGebra
eram apenas contemplativas, sem nenhuma outra fungdo além de observar as
modifica¢cBes ocorridas a cada iteragdo. Para a aplicacdo foram adicionados nos
aplicativos dos trés fractais, campos onde o usuario consegue ver, variando de acordo
com as iteracOes e a medida do lado escolhido para a forma geométrica inicial, 0 nimero
de formas geométricas criadas, o perimetro e a area de cada uma, como podemos ver na
Figura 13, para o triangulo de Sierpinski. Isso foi feito para que, a medida que os alunos
forem respondendo as perguntas das atividades, possam utilizar o software para

verificacdo dos céalculos.
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Figura 12: Aplicativo antes das modificacfes
Sierpinski Triangle

Autor: Cojocari Ludmila, Steve Phelps

Tépico: Trigngulos equilateros, Geometria Fractal, Tridngulos Semelhantes

Make the Sierpinski Triangle with n = 3

©

Fonte: Ludmila, Phelps, 20242,

ra
La

Espera-se que esses materiais auxiliem nos processos de ensino e de aprendizagem
de sequéncias numéricas. Uma possibilidade para o futuro seria complementar o material
disponivel no GeoGebra, tornando pulblicas as perguntas que sdo feitas na proposta
apresentada no capitulo 6, fazendo com que essas atividades possam ser utilizadas por
outros professores que usam materiais da comunidade do GeoGebra.

A partir das construcGes dos fractais no aplicativo do GeoGebra podemos entender
melhor o que Carlos (2017) diz quando afirma que ele possibilita mais formas de
representacdo para que alunos visualizem um mesmo conceito. Assim, a proposta
desenvolvida se baseou em tal potencialidade, trazendo uma descri¢cdo de como gerar 0s
fractais, um material concreto com algumas iteraces e um aplicativo no GeoGebra com

uma representacdo digital que permite maior dinamicidade e mobilidade na sala de aula.

2 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/yksp78cm>.
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Figura 13: Aplicativo depois das adaptacdes

Triangulo de Sierpinski
Autor Vitéria Zambrano, Steve Phelps, Cojocari Ludmila

Topico: Tridngulos equildteros, Geometria Fractal, Tridngulos Semelhantes

O tridngulo de Sierpinski leva esse nome em homenagem ao matematico polonés Wactaw Franciszek Sierpinski, que percebeu algumas propriedades desse
fractal. Sua construgdo se da a partir de um triangulo equilaterc inicial onde, a cada iteragdo, sdo encontrados os pontos médios do triangule e unidos até
formar um tridngulo central que & desprezado (Valmorbida, 2018). Dessa forma, a cada nova iteragdo, o tridngulo maicr & divido pelos mencres. Observe as

etapas no aplicative abaixo.

Escolha um valor para o lade do tridngula (L) e mova ¢ seletor n para mudar o nimero de iteragdes. Depois observe o resultado do fractal na figura ao lads.

Selecionando cs marcadores vocé tera, a cada iteragdo, o nimero de tridngulos e o perimetro € a area de cada tridngulo.

L=40

=7

=2

|:| Numero de tridngulos a cada iteragao
D Resultado do perimetro para cada tridngulo

E] Resultado da drea de cada tridngulo

A

. A:f‘e.
Sl 8 8 A 8

ra
La

Fonte: Zambrano, Ludmila, Phelps, 20243,

3 Disponivel em: <https://www.geogebra.org/m/wéczmu8m>.
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5 ANALISE DA PRODUCAO CIENTIFICA E DE LIVROS DIDATICOS

A fim de compreender como o tema de sequéncias numéricas e estudado pelos alunos
ao longo da Educacéo Basica e, também, verificar qual a producdo existente a respeito do
ensino de sequéncias numeéricas, foi realizado um levantamento de bibliografia. Esse
capitulo sera separado em tdpicos que irdo se aprofundar em cada um desses diferentes

momentos da pesquisa.

5.1 ANALISE DE ARTIGOS E DISSERTACOES

O capitulo 3 descreveu como foram realizadas as pesquisas que levaram aos
materiais que serdo analisados. Cada texto a seguir foi lido de maneira integral e pontos
relevantes como seus objetivos, a sua metodologia e os resultados serdo detalhados ao
longo desse documento.

Iniciando pelos artigos encontrados na primeira pesquisa no portal de periédicos
da CAPES, o primeiro ¢ de Thais Regina Miranda Martins, com o titulo “Perspectivas da
avaliacdo formativa e o estudo de sequéncias numéricas” e foi publicado pela revista
“Com a Palavra o Professor” (Martins, 2019). O objetivo do artigo era discutir o tema de
sequéncias para contribuir com futuras pesquisas a esse respeito. Para tanto, a
metodologia aplicada pela autora foi a de levantamento de literatura, por meio da qual ela
selecionou seis dissertacdes disponiveis no Instituto Brasileiro de Informacao em Ciéncia
e Tecnologia (IBICT) que tinham relagdo com os temas estudados. A partir da leitura
desses textos ela identificou a necessidade de desenvolver atividades com os alunos que
promovam o estudo de sequéncias numeéricas, para auxiliar no desenvolvimento do
raciocinio ldgico e intelectual dos estudantes. Assim, a autora indica algumas propostas
de aprendizagem do Caderno do Professor, material disponibilizado pelo do programa
S&o Paulo Faz Escola, da Secretaria de Educagéo do Estado de S&o Paulo.

O segundo artigo foi publicado na Revista do Instituto GeoGebra de S&o Paulo e
se intitula “Sequéncias e Conjecturas com o GeoGebra”, de Crispiniano de Jesus Gomes
Furtado (Furtado, 2018). Com o objetivo de explorar recursos do software GeoGebra, 0
texto se divide em duas secdes, a primeira apresenta a implementacao de trés atividades
praticas com o uso do GeoGebra no estudo de sequéncias, onde é feito uma avaliacdo
técnica preliminar e sdo descritas as sequéncias de Collatz e de Fibonacci. Ja a segunda

secdo analisa a opinido dos alunos e professores ap6s a realizacdo das atividades.
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Conforme os resultados obtidos, pode-se notar que todos os participantes avaliaram o
GeoGebra como uma boa ferramenta para o estudo de sequéncias e a maioria gostou das
atividades realizadas. O texto inclusive indica outras propostas que poderiam dar
continuidade as tarefas idealizadas pelo autor.

O terceiro artigo, “O software GeoGebra como aporte para o Ensino de
Matematica e aplica¢do em sequéncias numéricas”, é de autoria de Oliveira et al. (2021).
Também publicado na Revista do Instituto GeoGebra de Séo Paulo, é descrito como um
estudo exploratério de cunho qualitativo com o foco no uso de tecnologias em
metodologias ativas para o ensino sequéncias, em especifico o uso do software GeoGebra,
e como isso pode ter um carater modificador no ambito do ensino. Para isso, 0 artigo
aborda dois problemas sobre sequéncias numéricas e explica de forma detalhada as suas
resolugdes, justificando que essa “situagdo didatica oportuniza o desenvolvimento
de um raciocinio inferencial partindo de um pensamento intuitivo” (Oliveira et al.,
2021). Dessa forma, os autores concluem que as atividades propostas no texto podem
instigar nos alunos um comportamento mais ativo, visto que a intera¢cdo com o software
visa internalizar conceitos e verificar as relacfes existentes entre as sequéncias e 0s
objetos de estudo.

Os dois Ultimos artigos dessa pesquisa inicial, selecionados no portal de periddicos
da Capes, trazem uma abordagem com o foco em interligar os assuntos de sequéncias
numéricas e fractais, que vem ao encontro da nossa proposta de pesquisa. O artigo
“Sequéncias Numéricas e Fractais: Uma Conexao Possivel”, de José Carlos Pinto Leivas
e Béarbara Regina da Silveira Batista (Leivas; Batista, 2020), publicado pela revista
Poésis, € um recorte de uma pesquisa de mestrado, com cunho qualitativo e cujo objetivo
foi observar as influéncias do uso de fractais para licenciandos em matematica que eram
introduzidos ao conteudo de sequéncias. Para isso, foram realizadas atividades com trés
professores de matematica de uma instituicdo de Ensino Superior privada. A primeira
atividade era um questionario de carater diagnéstico para dar inicio a construcdo do Floco
de Neve de Koch a partir das orientacdes dadas pelos autores. Apos, 0s participantes
deveriam preencher uma ficha com algumas questdes sobre o tema que levariam a lei de
formacéo de uma sequéncia. Com isso, Leivas e Batista (2020) concluem que a utilizagéo
de fractais possibilitou a revisdo de diversos conteidos e expandiu o pensamento dos
futuros professores sobre a utilizacdo desses recursos em sala de aula.

O artigo “A Geometria dos Fractais no ensino de Progressdes Geométricas” tem

uma tematica semelhante, mas voltada para o Ensino Médio. Publicado pela Scientia Cum
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Industria, por Morgana Bozza, Laurete Zanol Sauer e Valquiria Villas Boas Gomes
Missell, o artigo apresenta os resultados da aplicacdo de atividades que relacionam
fractais e progressdes geométricas, em forma de oficina, com uso do software GeoGebra
como aporte tecnoldgico (Bozza; Sauer; Missel, 2016). A oficina iniciou com uma breve
explicacdo a respeito da metodologia ativa, Aprendizagem por Questionamento, para
indicar aos participantes que desenvolveriam as atividades de uma forma diferente da
usual, esperando que fossem eles mais ativos no processo de aprender um novo contetdo.
Na sequéncia, os participantes assistiram um video introdutério sobre fractais e, com o
auxilio de um roteiro de perguntas, os pesquisadores mediaram um debate a respeito dos
temas apresentados no video. Depois, os alunos foram separados em grupos para a pratica
de criacdo de um fractal a partir da dobradura de um papel. Assim, os alunos deveriam
ser capazes de relacionar o fractal com progressdes geométricas chegando a uma
formalizagdo do conceito, para entdo dar inicio a outra atividade, referente & construgdo
da curva de Koch no papel e depois, no GeoGebra, a do Floco de Neve de Koch. Apds,
os alunos tiveram um tempo para pesquisar outros fractais e a oficina se encerrou com a
realizacdo de questfes de vestibulares. Dentre os resultados, os alunos apontaram que a
utilizacdo da metodologia ativa permitiu que eles fossem mais ativos no processo de
aprendizagem e aprendessem novas estratégias de estudo.

Partindo para as analises de dissertacdes, a primeira analisada foi “Um estudo
sobre séries e sequéncias” da pesquisadora Ana Cecilia Sanches Cerqueira (Cerqueira,
2013). Ele apresenta a teoria de sequéncias e séries numericas, bem como propde
atividades para professores do Ensino Médio a respeito do tema. Para isso, 0 texto é
dividido em trés partes principais. Na primeira ele define sequéncias, na segunda séries e
na terceira ela apresenta o que estava sendo abordado no Ensino Médio e sugestfes de
aplicacOes para o professor. A parte inicial € um bom material para os alunos utilizarem
em estudos complementares, pois ela apresenta de forma sucinta e direta as defini¢bes e
demonstracOes a respeito de sequéncias e séries, como sequéncias de Cauchy e critérios
de convergéncia de uma série, como também traz exemplos e exercicios com a aplicacdo
de sequéncias.

Na terceira secdo a autora traz algumas propostas pedagogicas sobre o tema de
Progressdes Aritméticas e Geométricas a partir de problemas contextualizados ou ludicos.
A primeira aborda o tema de matematica financeira e tem por objetivo, a partir de
definicBes ja estabelecidas sobre progressdes aritméticas, discutir o conceito de juros

simples. J& a segunda é sobre o paradoxo de Aquiles e a Tartaruga, que tem como
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propdsito introduzir o conceito intuitivo de limite de uma sequéncia. A terceira é sobre a
Lenda da Criacdo do Xadrez, que apresenta aos alunos o crescimento exponencial de uma
progressdo geométrica. Com o objetivo de mostrar que fun¢Bes senos e cossenos podem
ser limites de certas somas infinitas é proposta uma atividade de Tabela de Senos e
Cossenos. Por fim, a atividade NUmero de Euler busca apresentar esse nimero como
limite de uma série, como alternativa a definicdo padrdo dada por livros didaticos, que
expressam 0 nimero como a base do logaritmo natural. Dessa maneira, a dissertacdo
cumpre 0s objetivos que propostos ao tratar do tema de sequéncias e séries numéricas e
apresentar propostas de atividades didaticas. O texto ndo indica se alguma das atividades
propostas foi implementada.

A segunda dissertagdo, “Sequéncias numéricas como desencadeadoras do
conceito de convergéncia: episoédios de resolugdo de tarefas” de Nélvia Santos Ramos
(Ramos, 2017), tem por objetivo discutir como a organizacdo de tarefas propostas pelos
livros didaticos da disciplina de Calculo Diferencial e Integral (CDI) podem ser adaptadas
de forma que contribuam para a aprendizagem dos alunos. A autora se respalda em outras
pesquisas para defender uma reestruturagdo do curso de CDI que, por meio da resolucao
de tarefas, teria inicio em sequéncias para construir no¢des intuitivas de derivadas, a partir
do estudo de sequéncias as diferencas, e a aplicacdo de somas parciais para desenvolver
uma nocdo intuitiva de integral, visto que os alunos ingressam no Ensino Superior com
uma visao discreta da matemaética e isso pode acarretar dificuldades de aprendizagem em
CDI. Dessa forma, a resolucéo de tarefas busca auxiliar o aluno na constru¢do do seu
conhecimento, visto que a autora cita que os professores da disciplina relatam que os
alunos costumam memorizar métodos de resolucdo ao invés de entender os conceitos
aplicados nos exercicios.

A dissertacdo tem como metodologia a Design Research e a resolugéo de tarefas
como ferramenta para alcancar seus objetivos. As tarefas propostas ndo eram imutaveis,
ou seja, se o professor percebesse que o resultado que buscava ndo havia sido obtido,
novas tarefas poderiam surgir ou a que havia sido aplicada poderia ser alterada para novas
aplicacdes. Inicialmente sdo propostas quatro tarefas, que ao longo da aplicagao sofreram
desdobramentos e geraram outras duas subtarefas. Na primeira tarefa os alunos deveriam
analisar qual agéncia de publicidade traria mais consumidores para a sua empresa. O
objetivo era que os alunos pudessem perceber o crescimento de cada empresa como uma
progressao aritmética, uma geométrica e uma estavel, para assim chegar ao conceito de

convergéncia de sequéncia. A segunda tarefa era composta por questfes a respeito de
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diferentes sequéncias para que, por meio das discussdes e resolugdes das questdes, 0s
estudantes pudessem debater sobre crescimento, decrescimento, alternancia, sequéncia
limitada e subsequéncias. Dessa tarefa surgiu uma tarefa intermediaria com o foco
auxiliar no entendimento dos alunos a respeito das questdes sobre os comportamentos das
sequéncias. A terceira tarefa foi elaborada a partir dos resultados obtidos pelas anteriores
para estudar a unicidade do limite, analise de convergéncia e o estudo de subsequéncias
por meio do uso do software GeoGebra para observar o comportamento de sequéncias
para valores de n muito altos. Com base nisso, outra tarefa intermediaria surgiu, para
discutir os critérios de convergéncia de sequéncias. Por fim, a quarta tarefa buscou
formalizar os conceitos previamente debatidos com questdes sobre construcdo de
sequéncias e verificacdo da sua convergéncia com o uso de tiras de papel.

Os dados obtidos foram coletados através da realizacdo das atividades pelos
alunos e dos debates promovidos pela autora ao longo das aulas, para compartilhamento
de métodos usados ao longo da resolucdo das tarefas e tentativa coletiva de chegar em
conceitos mais formais. A pesquisadora afirma que, apos as aplicac@es, os professores de
CDI notaram uma mudanca de atitude por parte dos alunos com relacdo a maneira que
viam o conteudo, pois eles ndo esperavam que 0s conceitos e demonstracdes Ihes fossem
apresentados para realizar as atividades, mas sim se tornaram participantes ativos ao
longo das aulas para desenvolver os conceitos. Com esses resultados, a ementa do curso
de CDI da universidade foi alterada, pois se percebeu uma melhora significativa com essa
nova abordagem.

A ultima dissertacdo analisada foi escrita por Geovane Pereira do Nascimento e
se intitula “Progressdes Aritméticas, Geométricas, Harmonicas: Aplicagdes e Propostas
de Atividades” (Nascimento, 2017). O texto tem por objetivo averiguar qual a
contribuicdo da metodologia de resolugédo de problemas no ensino de progressdes e quais
as motivac@es dos alunos para aprender esse contetldo por meio dessa metodologia. Apos
uma apresentacdo das definicbes, demonstracbes e propriedades de progressdes
aritméticas, o texto descreve uma proposta didatica que foi implementada em uma turma
de 1° ano do Ensino Médio. Para isso, primeiro foi realizada uma etapa de diagnostico
acerca dos conhecimentos prévios da turma e, em seguida, os alunos foram divididos em
grupos de quatro a cinco estudantes para resolver cinco problemas que tinham como
objetivo auxilid-los a desenvolver o raciocinio logico e suas habilidades algébricas.

De maneira semelhante, o autor apresenta os conceitos e definigdes de progressoes

geomeétricas para depois sugerir uma aplicacdo na mesma turma, porém dessa vez a ideia
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era trabalhar com dobradura de papel para chegar em uma sequéncia. Na discussdo foi
destacado que os alunos utilizaram metodos diferentes para chegar no mesmo resultado
e, ao debater isso com a turma, gerou-se uma série de questionamentos sobre a unicidade
de um resultado matematico. Para realizar a conexdo entre sequéncias e a geometria, 0
autor aborda no quarto capitulo o Triangulo de Kepler e sua relacdo com o numero aureo
e progressdes geométricas, juntamente com o Triangulo de Sierpinski. Ele afirma que a
importancia dessa pratica em sala se deve a possibilidade de expansdo da compreensao
dos alunos a respeito de progressdes. Assim, o texto apresenta como desenhar ambos 0s
triangulos e formula questdes que levam a lei de formacao dessas sequéncias. A atividade
proposta aborda triangulos equilateros para o estudo de progressdes geométricas, mas nao
fica claro se ela foi aplicada, pois ndo ha discussdo de resultados. Em seguida ele trata de
Progressfes Harmonicas, mas como elas ndo sdo estudadas no Ensino Médio, nenhuma
atividade é proposta sobre o tema, sendo apenas apresentadas algumas defini¢des. Assim,
0 quinto capitulo conta com informacdes matematicas mais formais, sobre relacGes
existentes entre triangulos que sdo construidos a partir de aplicacGes de progressoes
aritméticas como os triangulos de Brahmagupta. O texto é concluido com os resultados
das atividades, que despertaram o interesse dos alunos e mudaram suas percepcoes a
respeito de progressdes.

No acervo Capes ndo foram encontrados outros artigos correlatos com o objetivo
dessa pesquisa, entdo passaremos para as dissertagdes encontradas na BDTD. A primeira
foi a dissertacdo da autora Barbara Regina da Silveira Batista, intitulada “Sequéncias
Numéricas a partir da Geometria Fractal para Licenciandos em Matematica” (Batista,
2017). A premissa do trabalho de Batista (2017) é inserir a Geometria Fractal na
introducdo de sequéncias numéricas, no contexto de formacdo profissional de futuros
professores, para que tenham maior dominio sobre temas contemporaneos da matematica
e consigam trazer isso para suas salas de aula. Para isso, a autora utiliza a Investigacao
Matematica como metodologia. Dessa forma, o primeiro capitulo traz a fundamentacéo
tedrica que aborda temas centrais como o ensino de geometria e defini¢Bes sobre fractais.
Ela utiliza o segundo capitulo para se aprofundar em sequéncias numéricas e no terceiro
apresenta uma proposta de atividade piloto que foi aplicada com professores de uma
instituicdo de Ensino Superior privada.

A atividade foi realizada em trés etapas, onde na primeira ocorreu uma explanagéo
a respeito da Geometria Fractal, na segunda foram entregues roteiros para a construcao

do Floco de Neve de Koch e, em seguida, os professores deveriam responder perguntas e
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preencher tabelas sobre o numero de lados de determinadas iteracdes e outras questdes
relacionadas a fractais. Ainda nesse capitulo, a autora efetua a analise dos dados coletados
e destaca sobre a importancia das interagdes e discussdes que ocorreram entre 0S
participantes. Ela também afirma que, apesar de alguns ja terem conhecimento de fractais,
ndo haviam estudado sobre a Geometria Fractal e, por meio das construcdes realizadas,
foi possivel que eles experimentassem, criassem estratégias e, por fim, formalizassem as
principais ideias a respeito do tema. O quarto capitulo trata dos processos metodoldgicos
e das alteracOes realizadas para aplicar a atividade proposta com alunos da graduagdo em
Licenciatura em Matematica, para entdo no capitulo cinco trazer uma andlise a respeito
da atividade implementada.

A aplicacdo com os licenciandos foi dividida em dois encontros, com o primeiro
objetivando identificar os conhecimentos prévios dos alunos e familiarizar os que nédo
conheciam a respeito do tema. Ainda no primeiro encontro eles realizaram a construcéo
do Floco de Neve de Koch e preencheram tabelas semelhantes a proposta piloto, onde a
pesquisadora relatou que ndo houve maiores dificuldades por parte dos alunos e que eles
acharam a atividade interessante. J& no segundo encontro, a partir dos materiais
produzidos anteriormente, os alunos deveriam responder a uma série de questdes que
tinham como objetivo a formalizacdo do contetdo. No ultimo capitulo ela apresenta suas
discussbes, alegando que as atividades didaticas cumpriram 0 que se esperava,
proporcionando uma conexao entre geometria fractal e sequéncias, também abordando
temas de calculo, como um conceito primitivo de limite, utilizando termos como “a
sequéncia tende a algum valor” (Batista, 2017).

Outra dissertagdo analisada foi “Uma Proposta de Atividades para o Estudo de
Progressdes Geométricas Utilizando Fractais e o Software GeoGebra”, uma pesquisa
realizada por Juliana Maria Valmorbida e defendida em 2018 pelo Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional, da Universidade Federal da Fronteira Sul
(Valmorbida, 2018). Com o objetivo de elaborar uma sequéncia didatica que possibilite
aos alunos um aprendizado a respeito de PG a partir da Geometria Fractal a autora propde
0 uso do GeoGebra. Dessa forma, o segundo capitulo apresenta a fundamentacdo tedrica,
que trata de algumas concepcdes a respeito do ensino de matematica e de como isso foi
alterado ao longo das décadas. Na fundamentacdo ela ainda aborda sobre o uso de
tecnologias em sala de aula, embasando a implementacdo do GeoGebra e anunciando
defini¢Ges e conceitos de sequéncias e progressdes numéricas, bem como de fractais. O

terceiro capitulo apresenta a metodologia utilizada ao longo da pesquisa, que teve inicio
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com uma pesquisa bibliografica que forneceu subsidios para a elaboracdo da sequéncia
didatica.

A sequéncia contou com um questionario de diagndstico, para seguir com videos
que apresentavam a tematica da Geometria Fractal e do uso do GeoGebra. No software
em cada aula os alunos deveriam realizar a construcao de um fractal e representar algumas
de suas caracteristicas, como perimetro, numero de lados ou de figuras criadas em cada
iteracdo. Os fractais criados pelos alunos foram o Conjunto de Cantor, o Tridngulo de
Sierpinski, a Curva de Koch e a Esponja de Menger. A (ltima aula ficou reservada para
a aplicacdo de um novo questionario, que buscou compreender a opinido dos alunos e seu
posicionamento a respeito das atividades realizadas. O ultimo capitulo contém a analise
dos dados coletados, mostrando que apesar dos alunos terem acesso a ferramentas
tecnoldgicas, elas raramente eram utilizadas em suas aulas, por isso o0 uso dos
computadores os deixou animados para realizar as atividades. De maneira geral, sdo
atingidos os objetivos estabelecidos inicialmente, ao engajar os alunos a participarem de
forma ativa nas atividades e fomentar que eles utilizassem seus conhecimentos prévios e,
trabalhassem em grupo para alcancarem os objetivos didaticos desejados.

A tltima dissertacao analisada foi “Sequéncias Aplicaveis para o Ensino Médio”,
de Elton Fernandes Barbosa, publicada em 2015 pelo Programa de Pds-graduagdo em
Matematica em Rede Nacional da Universidade Federal de Mato Grosso do Sul (Barbosa,
2015). O principal foco do trabalho é fornecer um material de aprofundamento para
professores que ensinam o conteudo de PG e sequéncias e, para isso, a dissertacdo se
divide em quatro capitulos. O primeiro apresenta as definicdes de sequéncia e PG, se
aprofunda nas expressdes algébricas de seus de termos gerais e trata de recorréncias
lineares. No segundo é explorada a sequéncia de Fibonacci de maneira aprofundada,
contendo exemplos de questionamentos que poderiam ser feitos para alunos da Educacéo
Basica, como o fractal de Grossman, em que a cada nova iteracdo existe a criacdo de um
triangulo isdsceles ligado a um dos vértices do triangulo inicial. O terceiro capitulo trata
do triangulo de Pascal e suas relagbes com sequéncias numéricas, trazendo uma
abordagem que, segundo o autor, ndo € comumente encontrada em outros materiais
didaticos. Por fim, o ultimo capitulo apresenta conceitos que ndo sdo vistos no Ensino
Médio, como progressdes exponenciais, com isso 0 autor espera despertar interesse dos
professores pelo conteldo e os instigar a buscar mais a respeito do assunto. Essa
dissertacdo aborda fractais em apenas um exemplo, mas traz varias ideias diferentes para

0 ensino de sequéncias.
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5.2 ANALISE DA BNCC E DOS LIVROS DIDATICOS

A BNCC é o documento que estabelece um curriculo minimo a ser implementado
em ambito nacional, buscando melhora e padronizacdo na educacdo de forma a garantir
que todos os alunos tenham acesso as aprendizagens definidas como essenciais,
garantindo assim seus direitos (Brasil, 2018). Esse documento é desenvolvido em torno
de competéncias e habilidades, que podem ser definidas como “mobilizagdo de
conhecimentos (conceitos e procedimentos) e [..] (praticas, cognitivas e
socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida cotidiana,
do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho” (Brasil, 2018, p.8).

De acordo a BNCC (Brasil, 2018), os alunos devem ter o primeiro contato com o
conteudo de sequéncias no final da Educacdo Infantil, quando é esperado que consigam
relacionar nimeros e quantidades e identificar “o antes, o depois e o entre em uma
sequéncia” (p. 52). No Ensino Fundamental | o tema é apresentado na unidade tematica
de Algebra. Para o 1° ano ¢ indicada a habilidade “Descrever, apos o reconhecimento ¢ a
explicitagdo de um padréo (ou regularidade), os elementos ausentes em sequéncias
recursivas de nimeros naturais, objetos ou figuras” (p. 279). Para o 2° ano espera-se que
os alunos ja reconhecam sequéncias de numeros naturais em ordem crescente e
decrescente. No 3° ano é desejado que identifiquem regularidades em sequéncias
resultantes de somas ou subtracfes sucessivas e, no 4° ano, a partir do resto da divisao,
entre numeros naturais.

Depois, 0 tema retorna no 7° e 8° ano do Ensino Fundamental 11, onde primeiro os
estudantes devem ser capazes de reconhecer a equivaléncia entre expressdes algébricas
utilizadas para descrever a regularidade de uma sequéncia, para no ano seguinte,
desenvolver o algoritmo de um fluxograma que permite identificar os termos seguintes
de uma sequéncia numérica. E, por fim, o aluno deve chegar ao final do Ensino Médio
sendo capaz de identificar e relacionar progressdes aritméticas com funcdes afim e
progressdes geométricas com funcBes exponenciais, para analisar suas definicBes e
demais conceitos. Assim, sabendo o que a BNCC propde, analisamos algumas coleténeas
de livros didaticos do Ensino Fundamental e Médio para avaliar como esses materiais

bibliograficos podem auxiliar o professor no ensino de sequéncias numeéricas.
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5.2.1 Anélise de Livros Didéaticos

A anélise dos livros foi realizada a partir da a leitura dos seus sumarios e indices,
verificar em qual parte do livro era abordado o tema de sequéncias. Para cada capitulo
que tratava do tema foi confirmado se a abordagem utilizada atendia as recomendacdes
da BNCC e também buscou-se verificar se, ao longo de alguma coletanea, o tema da
geometria fractal era explorado de alguma forma.

Damos inicio a essa analise com a cole¢do de livros “A Conquista da Matematica”
(Giovanni Janior, 2018), que explora sequéncias no seu livro para o 4° ano do Ensino
Fundamental I, no quinto capitulo, denominado “Divisdo com Numeros Naturais”. No
inicio do capitulo o autor explicita as habilidades que a BNCC recomenda que sejam
desenvolvidas, como a EF04MA12, que tem por “Objetivo de Conhecimento” que o
aluno saiba que existem sequéncias numéricas recursivas formadas por nimeros que tém
0 mesmo resto na divisdo por um ndmero natural fixado. Dessa forma, o capitulo
apresenta aos alunos o algoritmo da diviséo e explica quando uma divisdo é exata, para
assim introduzir os possiveis restos de uma divisdo que irdo formar uma sequéncia. 1sso
ocorre por meio de um exercicio que pede que os alunos continuem preenchendo um
quadro com os possiveis restos da divisdo por 4 e 5, esperando que eles compreendam a
regularidade que aparece e, como sugestao de atividade didatica, o manual do professor
sugere a discussdo desses resultados com toda a turma (Giovanni Junior, 2018).

Da mesma coletanea, o livro do 7° ano possui uma se¢do chamada “Linguagem
Algébrica e Equacdes” que apresenta destacadamente um capitulo sobre sequéncias. Ele
define uma sequéncia como sendo “aquelas que apresentam nimeros escritos (ou figuras
dispostas) em determinada ordem preestabelecida” (Giovanni Janior; Castrucci, 2018a,
p.132). Assim, sdo apresentados alguns exemplos de sequéncias e a definicdo de
sequéncias recursivas. No mesmo capitulo sdo definidos os termos de uma sequéncia e
propostos exercicios com 0 objetivo de preparar o aluno para perceber regularidades
numéricas. Esse tema leva a uma introducdo de expressdes algébricas, onde a ideia é que
os alunos compreendam, a partir da lei de formacdo de algumas sequéncias, como
encontrar variaveis. O texto se encaminha entdo para igualdades, para introduzir o
conceito de equagdes. Dessa forma, as sequéncias sdo utilizadas como auxiliares para a
compreensdo de outros contetdos, pois proporcionam aos alunos se atentar as
semelhancas e padrdes, que é o recomendado pela BNCC na habilidade EFO7TMAL6 que
deve ser trabalhada no 7° ano.
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Para 0 8°ano, a BNCC recomenda o desenvolvimento de habilidades relacionadas
a identificacdo de regularidades em sequéncias, para assim o estudante ser capaz de
pensar em um algoritmo que permita indicar os proximos termos. Porém, no livro didatico
para esse ano, os autores (Giovanni Janior; Castrucci, 2018b) deixam esses temas
somente em um material suplementar, disponibilizado no manual do professor. Dessa
forma, o material destinado aos alunos ndo contéem nenhuma abordagem direta sobre o
tema de sequéncias numéricas.

As mudancas ocasionadas pela BNCC e o Novo Ensino Médio acarretaram a
reestruturagdo dos livros didaticos, que agora eles sdo mais separados por anos de ensino,
mas sim por areas do conhecimento. Dessa forma, a colegao “Prisma”, langada em 2020,
€ composta por seis livros que ndo tem interdependéncia entre si, portanto o professor
pode utilizar o que considerar mais adequado. Nessa colecdo, o tema de sequéncias foi
designado para o livro que aborda “Fungdes e Progressoes” (Bonjorno; Giovanni Junior;
Sousa, 2020). Nele, ha um capitulo voltado inteiramente para progressoes, que € dividido
em Sequéncias, Progressdo Aritmética e Progressao Geometrica. O texto tem inicio com
a histéria da matematica, por meio de contos de tribos africanas e uma breve explicacdo
sobre a sequéncia de Fibonacci. A partir disso, ha algumas definigdes sobre sequéncias e
seus termos, para entdo propor uma série de exercicios. De forma mais direta, o conteddo
de progressdes aritméticas comeca com um exemplo seguido por suas definicdes e sua
relacdo com a funcédo afim para, em seguida serem propostos problemas elaborados pelos
autores e também retirados de vestibulares. Da mesma forma a PG € apresentada
juntamente com a sua relacdo com a funcdo exponencial. Esse livro possui bastante
material complementar, com indicacdo de referéncias externas e sugestdes de audios e
links que os alunos podem acessar para ver de outra forma o assunto.

. De maneira geral, podemos perceber que a obra de José Ruy Giovanni Junior
procura abordar a BNCC propGe, por vezes de forma indireta, como atividade
complementar, mas sempre mencionando o assunto. Isso porque a quantidade de
contetdos que devem ser tratados no curriculo comum de matematica para o Ensino
Basico € muito extensa, precisando que o aluno faca leituras e estudos fora de sala de
aula. Contudo, o autor ndo trata em nenhum dos seus livros a respeito de fractais, pelo
menos ndo de forma vinculada ao ensino de sequéncias.

Para falar das obras de Luiz Roberto Dante daremos inicio abordando a cole¢éo
Apis (Dante; Viana, 2021). No livro do 4° ano o tema de sequéncias é abordado de
maneira indireta, mas satisfazendo os parametros da BNCC. Um modelo interessante de
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explicacdo € utilizado nesse livro, pois a parte inicial do manual do professor explica de
maneira direta quais atividades trabalham as habilidades da BNCC, citadas no inicio de
cada capitulo, e ddo sugestdes de como o professor pode abordar esse tema. O livro em
si € mais um caderno de atividades do que um material didatico para o professor se basear.
Entdo, em algumas escolas, como a que realizei 0 meu estagio curricular supervisionado,
os alunos utilizavam esse livro como um caderno de tarefas e de resolucdo de exercicios,
enquanto o livro adotado para explorar os contetdos era outro. Dessa forma, as atividades
que trabalham com a introducédo direta de sequéncias sdo trés exercicios que envolvem
divisdo com resto diferente de zero.

Para o Ensino Fundamental 11 o autor possui a série de livros Telaris, publicados
pela editora Atica. O livro para 0 7° ano inicia seu primeiro capitulo abordando sobre
sequéncias recursivas, que por defini¢do, sdo aquelas em que “cada termo dessa sequéncia
¢ definido em relagdo ao termo anterior” (Dante; Viana, 2022a, p. 47). Os autores
explicam que para a matematica é importante conhecer a lei de formacdo dessas
sequéncias e apresentam exemplos de como encontra-las. O texto aborda a lei de
formagdo em linguagem escrita, como no exercicio “O 1° termo ¢ 3 ¢ a lei de formagéo ¢é
multiplicar o termo anterior por 2” (Dante; Viana, 2022a). O livro também conta com
atividades e sugestdes para o professor, uma delas falando sobre a sequéncia de Fibonacci
e outra que pergunta aos alunos se é possivel identificar, a partir do desenho do triangulo

de Sierpinski, se a sequéncia que representa sua formacao é ou ndo recursiva (Figura 14).

Figura 14: Atividades do livro Telaris 7° ano

85 Para cada item, escreva no caderno os primeiros 4 termos da sequéncia recursiva dada.
a) O 12termo é 2 e a lei de formacac é multiplicar o termo anterior por 3.
b) O 12termo € 10 e a lei de formacao é subtrair 5 do termo anterior.
c) O 12 termo é 4 e a regra é multiplicar o termo anterior por 2 e adicionar 5.
d) O 12termo € 10 e a lei de formacao é subtrair 1 do termo anterior e multiplicar por 2.

86 i’ Pensem em uma lei de formacao para uma seguéncia numérica recursiva e registrem a lei e a

sequéncia no caderno. Resposta pessoa

87 @ * A sequéncia a seguir apresenta a formacao do triangulo de Sierpinski. Analise-a e conver-

se com os colegas para discutir se € possivel identificar uma recursividade nessa sequéncia.

guencla e recursiva

A .
Ak
b A

Fonte: Dante; Viana, 2022a, p. 47.

A partir disso, no capitulo 4, os autores abordam sequéncias numéricas com
expressdes algébricas para determinar seus termos. E interessante que, no manual do

professor, esse livro conta com diversos textos de apoio que dao sugestdes de atividades,
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como para introduzir esse tema, ao invés do professor iniciar falando “A férmula dada ¢é
a formula do termo geral da sequéncia, pois cada termo a,, dela depende do valor de n”
(Dante; Viana, 20223, p.119) ele sugere que o professor inicie no quadro com os alunos
escrevendo 0s primeiros nameros pares, peca que eles identifiquem o padrdo dos
nameros como sendo o anterior somado a 2 e substitua essa parte escrita por n, para que
surja o temo geral da sequéncia. Dessa forma, a letra n aparece de maneira mais natural
para os alunos e isso ajuda a lidar com o receio que os alunos tém de envolver letras na
matematica, pois eles percebem que a letra € apenas a representacdo algébrica geral de
algo que eles ja sabem e que o processo fica mais simples e pratico com o seu uso. Para
concluir o assunto, eles se aprofundam em recursividade e aborda o tema da Geometria

Fractal da seguinte forma:

O termo recursividade é usado para descrever, a partir de um elemento, o
processo de repeticdo desse elemento ou de parte dele de maneira similar ao
que ja foi mostrado antes. Existe um ramo da Matematica, conhecido como
Geometria fractal, em que figuras sdo construidas usando o conceito de
recursividade. (Dante; Viana, 2022a, p. 122).

O livro ainda apresenta a curva de Koch e deixa como sugestdo de atividade que
os alunos sejam separados em grupos e cada grupo pesquise a respeito de matematicos
(como Helge von Koch e Karl Menger) e suas principais contribuigdes e apresentem aos
demais colegas. De maneira geral, o livro € bem completo a respeito do assunto e aborda
de maneira aprofundada o que é recomendado pela BNCC. E interessante que, mesmo
nos anos iniciais as criangas ja sejam estimuladas a identificar a relacdo existente entre
sequéncias e fractais, pois assim conseguem perceber em exemplos concretos o que
aprenderam na teoria.

Ainda tratando do 7° ano, pude encontrar um livro da colecé@o Telaris publicado
em 2015, e assim comparar com sua atual, publicada em 2022. O livro de 2015 ainda néo
contemplava todos os contetidos hoje estabelecidos pela BNCC, sendo o tema de
sequéncias um deles (Dante, 2015). Segundo a BNCC, a habilidade a ser desenvolvida
no 7° ano no tocante a sequéncias consiste em “Reconhecer se duas expressoes algébricas
obtidas para descrever a regularidade de uma mesma sequéncia numérica sdo ou nao
equivalentes” (Brasil, 2018, p. 307). Isso é abordado na edicdo mais antiga, porém de
maneira superficial, com apenas meio paragrafo explicando quando duas expressdes sao
equivalentes. O livro ndo contém nenhuma atividade que aborde sequéncias e também

ndo fornece nenhum material extra para o aluno possa estudar o tema por conta propria.



51

Assim, podemos perceber que a BNCC impactou a editoracdo de livros didaticos para a
educacéo de nivel basico.

E preciso ressaltar que este trabalho n&o busca efetuar tais comparativos, ja que
estamos buscando um comparativo justamente entre a BNCC e o que os alunos estdo
vendo em sala de aula, para compreender como eles chegam no Ensino Superior e poder
criar uma proposta. Outro motivo para ndo haver mais comparagdes € que livros
anteriores a BNCC sdo dificeis de se encontrar por ja ndo estarem mais em circulagdo e
também porque antes da pandemia nem todos os materiais eram disponibilizados de
maneira digital.

Seguindo para o 8° ano, o livro da coletanea Telaris retoma os conhecimentos
prévios do aluno sobre o tema de sequéncias numéricas, relembrando os alunos o que sao
os termos de uma sequéncia e como interpretar sua lei de formacdo (Dante; Viana,
2022b). O texto também trata de sequéncias finitas e infinitas e contém questbes de
avaliacdes de nivel nacional como a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas (OBMEP) e o Sistema Nacional de Avaliacdo da Educacdo Basica (SAEB).
Apesar de ndo ampliar tanto o conhecimento dos alunos, o livro traz exemplos mais
complexos de sequéncias e propde exercicios que envolvem raciocinio l6gico de forma
integrada. Novamente, como leitura complementar, o texto aborda a Geometria Fractal.
Nesse livro é apresentado o seu surgimento, a partir da indagacdo de matematicos a
respeito de formas que ndo respeitavam a geometria de Euclides, como flocos de neve, e
¢ afirmado que “nessa Geometria, algumas figuras sdo obtidas por partes reduzidas de si
mesmas” (Dante; Viana, 2022b, p. 55). Assim, a partir do texto sdo propostas uma serie

de atividades a respeito do assunto, como podemos ver na Figura 15.
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Figura 15: Exemplos do livro Telaris 8° ano

Os fractais sao muito utilizados na cultura africana nas construgdes, nas religides, nos tecidos, nas

esculturas, nas mascaras, nos penteados, etc.

Aldeia Logone Birni, em Camaroes. Foto de 2021. Fractal que representa a aldeia Logone Birni, em Camardes.

Outro fractal interessante € a esponja de Menger. Acompanhe os pro-
cedimentos para obté-lo.

1. Comecamos com o cubo grande da 12 imagem.

2. Esse cubo é dividido em 27 cubos idénticos.

3. O cubo do meio de cada face do cubo maior é removido e o cubo do

centro também é removido. 12 imagem 24 imagem ¢
4. Sobram 20 cubos, como na 22 imagem.
5. Repetimos os passos 2 e 3 para cada cubo restante, e assim suces-
sivamente.
Perceba como existe uma regularidade para a retirada desses cubos.

Esponja de Menger 34 imagem 43 imagem
2
Nivel 0 1 2 3 n
Quantidade de o 2 n—1
0 7 720 7:20-20=7:20° e | 7:20"4-20=7-.20"
cubos removidos
ntidade d : : : ; _
el - 20° | 1-20=20'| 20.20=207 | 20%.20=20° | .. 207120 = 20
cubos restantes =)

Dados elaborados para fins didaticos

Seguindo os procedimentos de construcao da esponja de Menger, vamos obtendo um sdlido geomeétri-
co em que, conforme a medida de area da superficie dele vai aumentando indefinidamente, a medida de
volume vai se aproximando de 0.

Fonte: Dante; Viana, 2022b, p.56.

De maneira similar ao que foi feito na coletanea Prisma, o autor também separa
os conteudos, do Ensino Médio, em seis livros na coletanea “Matematica em Contexto”
e 0 que aborda o tema de sequéncias ¢ denominado “Fung¢do exponencial, Logaritmica e
Sequéncias” (Dante; Viana, 2020). A partir de uma introdugéo a respeito de matematicos
que formalizaram as sequéncias numeéricas e uma atividade sobre a sequéncia de
Fibonacci, o texto traz duas situac6es problema para que o aluno visualize os padrbes que
levam a construcdo de sucessdes, para entdo formalizar a definicdo de sequéncia como
uma funcdo e propor exercicios. De forma semelhante, a ideia de progresséo aritmética e
introduzida, com trés exemplos iniciais para entdo definir que “Progressdo aritmética
(PA) é toda sequéncia de numeros na qual a diferenca entre cada termo, a partir do

segundo, e o termo anterior é constante. Essa diferenca constante é chamada razdo da
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progressao e é representada pela letra r” (Dante; Viana, 2020, p. 116). Depois de tratar
dos conceitos de PA crescente, decrescente e constante os autores formalizam o método
para encontrar o seu termo geral e propGem exercicios sobre o tema. A seguir, 0 autor
apresenta a relacdo entre PA e funcéo afim, a soma dos termos de uma PA, mostram as
conexdes possiveis entre 0s assuntos e sugerem uma série de exercicios. Da mesma forma,
para a PG, o livro contém duas situacdes problemas e a defini¢do de PG, abordando as
diferencas entre PG crescente, decrescente, constante e alternante. Eles também
formalizam a formula do termo geral, estabelecem relagdo com a funcdo exponencial e a
soma dos termos de uma PG. Todo o livro tem leituras complementares para os alunos,
trazendo um pouco da histéria da matematica, falando sobre o papiro de Rhind, o
paradoxo de Zendo e o triangulo de Sierpinski. Além disso, no manual do professor ha
uma série de sugestdes de literaturas e atividades para serem aplicadas em sala de aula.

Nessa coletdnea pudemos perceber que o autor estabeleceu diversas vezes a
relacdo entre os fractais e as sequéncias, 0 que se relaciona diretamente com essa
pesquisa. De maneira geral, os textos cumprem o que a BNCC propde e 0 comparativo
com as edicOes anteriores nos permite perceber que, antes de ser estabelecido um
curriculo comum, € provavel que muitos contetidos ndo aparecessem nos livros didaticos,
justamente pelo que comentamos acima sobre a quantidade extensa de conteudo.
Portanto, a BNCC destacando a importancia desses contetudos pode ter feito com que,
pelo menos um autor, voltasse o seu olhar para outros exemplos que podem ser
empregados em sala de aula e acabou percebendo a relevancia da Geometria Fractal.

Por fim, os livros da autora ndo foram analisados. A colecdo Vida Crianca -
Manual de Praticas e Acompanhamento de Aprendizagem (Andrade, 2021) consiste em
um apanhado de atividades a respeito dos temas estudados pelos alunos, funcionando
quase como um caderno de exercicios, mas explorando algumas definicbes como base
para a resolucdo das questdes. Sendo assim, a primeira vez que o livro aborda o tema de
sequéncias ¢ por meio de um exemplo “A sequéncia (0, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28) é formada
pelos primeiros multiplos de 4”. Em nenhum momento o livro apresenta uma defini¢do
formal sobre o tema. Entéo, consideramos que esse livro ndo deve ser utilizado como uma
bibliografia principal, mas sim como suporte ou um caderno para realizacdo de tarefas.

Para o 7° ano, Andrade (2022a) apresenta uma proposta diferente, com um livro
didatico mais convencional, ndo apenas atividades. Esse livro é dividido em unidades e o
contetdo de sequéncias aparece na Unidade 6: Expressdes algébricas, formulas e

equagdes. Os contetdos da unidade s&o divididos em trilhas e a de nimero 38 é sobre
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sequéncias. Nessa trilha a autora define uma sequéncia de maneira semelhante aos demais
livros, falando sobre seus termos e a importancia da ordem entre eles, explicando que,
quando um termo depende do anterior, essa sequéncia pode ser denominada recursiva e
também como encontrar o seu termo geral. Em seguida, é apresentada uma série de
exercicios e atividades avaliativas e deixado como sugestdo uma cantiga popular com
versos que vao se complementando a partir do anterior a fim de “demonstrar a abordagem
recursiva na linguagem e converse com os estudantes a fim de trabalhar a Competéncia
geral 3” (Andrade, 2022a, p. 145).

De maneira similar, o livro para o 8° ano também é dividido em unidades
composta por trilhas. O assunto de sequéncias aparece na Unidade 4: Polindmios,
produtos notaveis e fatoracao, na trilha 24 (Andrade, 2022b). Para introduzir o assunto é
efetuada uma breve revisdo do que o aluno ja estudou nos anos anteriores, porém nao ha
muito aprofundamento sobre o assunto, apenas relaciona exemplos mais complexos e
emprega fluxogramas para que o aluno entenda como cada termo de uma sequéncia

recursiva é calculado, como ilustra a Figura 16.

Figura 16: Fluxograma representando como encontrar cada termo da sequéncia

Verifiqgue como cobter os termos da sequéncia a,, = n? sendo n um ndmero natural tal que n =1,
por meio do fluxograma a seguir.

Considere a Calcule o quadrado
TN posigdo n do termo do namero que O resultado F Y
| Inicio. }—> da sequéncia ——>| representaa posigio [ & o termo —> Fim. |
N/ que pretende do termo, ou seja, pretendido. b d
determinar. calcule n?

Fonte: Andrade, 2022b, p. 78.

O livro apresenta mais alguns exercicios sobre o tema e, no manual do professor,
a autora justifica como cada exercicio foi baseado na BNCC, buscando atingir as
competéncias e habilidades esperadas para aquele ano.

Para o0 Ensino Médio, a partir das determinagdes do Novo Ensino Médio (NEM),
o livro que aborda o tema de sequéncias é denominado Matematica Interligada:
Grandezas, sequéncias e matematica financeira (Andrade, 2020). Pelo titulo percebe-se
que a autora optou por separar os contetdos de maneira diferente dos demais. Enquanto
0s outros autores analisados dedicaram um livro inteiro para o estudo de funcdes e
progressdes, ela optou por abordar o tema em um capitulo (Andrade, 2020). Nesse
capitulo, a autora trata de maneira superficial a respeito de conjuntos e fungdes para entéo

introduzir sequéncias e a define formalmente como:
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Chama-se sequéncia finita de n termos, uma funcdo fcujo dominio é o
conjunto dos n primeiros elementos de N, ou seja, {1,2,3,...,n} e cujo
contradominio seja um conjunto qualquer ndo vazio. A cada iem
{1,2,3,4, ..., n} estd associado um Unico a; € R. (Andrade, 2020, p. 69).

Depois dessa definicdo e de uma explicacdo sobre como encontrar os termos de
uma sequéncia, ha uma série de exercicios que servem como base para a introducdo da
definicdo de PA. A seguir, o texto apresenta o conceito de razéo, usado para definir se
uma PA é crescente, decrescente ou constante e, depois de alguns exercicios propostos,
aborda a soma dos termos da PA e a sua relagdo com a func¢do afim. Do mesmo modo,
passa para a PG, que tem a sua definicdo apresentada, juntamente com 0s conceitos de
PG crescente, decrescente, constante ou alternante. O Unico momento que o livro cita
fractais € em um exercicio retirado de um vestibular da Universidade Estadual de

Campinas (UNICAMP), que esta ilustrado na Figura 17.

Figura 17: Exercicio a respeito de fractais

120. (Unicamp-SP) Construir fractais no computador
corresponde a um procedimento como o descrito
a seguir. A partir de um tridngulo equildtero, de
drea A, acrescentamos, no meio de cada lado, um
outro tridngulo equilatero, de lado igual a um ter-
co do anterior; nos lados livres desses tridngulos,
acrescentamos tridngulos de lados iguais a um
terco dos anteriores e assim sucessivamente. Desse
modo, construimos uma figura com uma infinidade
de tridngulos (veja o desenho).

/\/\/\
NA

Calcule a medida da area, em termos de A, da re-
gido determinada por esse processo.

Fonte: Andrade, 2020, p. 100.

Com as leituras dos livros da autora podemos ver que ela traz abordagens bem
diferentes para cada etapa curricular. Porém, em comparacdo com as demais coletaneas
de livros didaticos, as escritas pela autora sao as que abordam de forma mais superficial
o0 tema de sequéncias numéricas. Apesar de cumprir o estabelecido pela BNCC, a autora
ndo trata de fractais, trazendo apenas um exercicio que remete ao tema.

Com isso, concluimos nossa andlise dos materiais para a Educacdo Basica.

Podemos ver que os alunos atualmente tém acesso a materiais didaticos ja atualizados de
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acordo com a BNCC e estudam o conteudo de sequéncia numérica em alguns momentos
tanto do Ensino Fundamental quanto do Ensino Médio, mas como vimos no exemplo do
livro anterior a 2018, nem sempre esse assunto era abordado pelos livros didaticos.
Porém, muitas pessoas que agora estdo chegando no Ensino Superior passaram pela
Educacdo Basica antes que essas reformas fossem implementadas. Portanto, € provavel

que, em breve, os alunos ingressem na graduacdo com uma boa base de sequéncias.
5.2.2 Livros do Ensino Superior

Da mesma forma que foi feita uma analise de livro didaticos para o Ensino Béasico
pautada na BNCC, para o Ensino Superior a analise se baseou no plano de ensino das
disciplinas e nas suas ementas, disponiveis no Projeto Pedagogico do Curso (PPC) de
Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado de Santa Catarina (UDESC).
Pelo PPC, o assunto de sequéncias numericas € tratado nas disciplinas de Calculo
Diferencial e Integral (CDI Il) e Anélise Real (ARE) (UDESC, 2005). Analisando o plano
de ensino dos professores que ministram essas disciplinas no primeiro semestre de 2024,
para 0 curso de Licenciatura em Matematica, observamos que 0s objetivos nessas
disciplinas sdo diferentes. Em CDI Il o conteddo programético aborda a definicéo, a
convergéncia e divergéncia de sequéncias (Furlanetto, 2024) e o de ARE é mais
aprofundado, tratando de sequéncias infinitas, limite de sequéncias, sequéncias limitadas,
operagdes com limites de sequéncias, sequéncias monotonas, subsequéncias e sequéncias
recorrentes (Figueiredo, 2024). Para tratar desses assuntos a bibliografia basica e
complementar do PPC sugere uma série de livros e dentre eles, foram escolhidos os que,
de acordo com as minhas experiéncias pessoais e de didlogos com demais académicos,
sdo utilizados com maior frequéncia nas disciplinas do curso, como Stewart; Clegg;
Watson (2023), Guidorizzi (2023) e Lima (1992).

Na disciplina de CDI Il o assunto de sequéncias é parte integrante da ementa do
curso. Como bibliografia recomendada se encontra o livro Calculo, volume 2 de James
Stewart, Daniel Clegg e Saleem Watson que foi publicado em 2023 pela editora Cengage
Learning. Esse livro possui um capitulo inteiro voltado para o estudo de sequéncias e
séries numéricas. Nele uma sequéncia ¢ definida como “uma lista de nimeros escritos em
uma ordem definida” (Stewart; Clegg; Watson, 2023, p. 624). O livro discute maneiras
de determinar a lei de uma sequéncia e as definicdes de limite de sequéncia, abordando
primeiro uma nog¢ao intuitiva, para entdo as formalizar, incluindo a definicdo do limite

infinito, que tem algumas diferencas do limite finito. Sobre convergéncia, ele explora
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propriedades, tanto da sequéncia quanto do seu limite. E a respeito de sequéncias
monatonas e limitadas o livro define crescimento, decrescimento e constancia, limitantes
de sequéncia e apresenta 0s casos em que ela é limitada, limitada superiormente e
inferiormente. O capitulo termina com exercicios relacionados a esses assuntos.

Outro livro comumente utilizado na disciplina de CDI 11 € o Um Curso de Céalculo
—Volume 1V, do autor Hamilton Luiz Guidorizzi, publicado pela editora LTC em 2023.
Esse livro tem um capitulo inteiro dedicado a sequéncias numéricas, iniciando os seus
estudos com a defini¢do de sequéncia e tratando do seu limite, para entdo formalizar os
conceitos de convergéncia e divergéncia. Depois de uma série de exercicios a respeito
desses assuntos, ele parte para sequéncias mondtonas, discorrendo sobre sequéncias
crescentes e decrescentes, efetuando as demonstracdes dos teoremas relacionados a
sequéncias limitadas, limitadas superiormente e inferiormente. O capitulo encerra com
exercicios a respeitos desses assuntos (Guidorizzi, 2023).

De maneira geral, os dois livros trazem conteidos bastante similares, entéo fica a
critério do professor escolher qual considera mais apropriado para a disciplina. Apesar da
ementa de CDI Il ndo se aprofundar tanto no assunto, é importante que os alunos tenham
acesso a um material completo como esse, que pode servir de introducdo para os estudos
no campo da analise.

Para a disciplina de ARE, o autor mais utilizado é Elon Lages Lima, por isso seu
livro “Curso de Andlise: Volume 1” (Lima, 1992) foi selecionado. Nele o autor dedica
um capitulo inteiro apenas para o estudo de sequéncias e séries de nimeros reais. Assim,
para dar inicio ao tema o autor discorre a importancia do calculo de limites para a analise
matematica e, portanto, da relevancia do estudo de sequéncias. Ele apresenta de maneira
breve o tema de sequéncia limitada, utilizando exemplos para revisar esse contetdo. Em
seguida, trata do limite de uma sequéncia, inicialmente de forma similar aos livros
anteriores, mas com um aprofundamento sobre a unicidade do limite. Outros contetdos
abordados por (Lima, 1992) que ndo apareceram anteriormente consiste em
subsequéncias, que sdo importantes para a disciplina de Analise, pois envolvem
resultados como “toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia
convergente” (Lima, 1992, p. 96) e as defini¢cdes de infimo e maximo. Outro item desse
capitulo sdo as sequéncias de Cauchy e resultados a esse respeito, para entdo discorrer
sobre limites infinitos e algumas de suas propriedades aritméticas. O autor também traz
exemplos de sequéncias que convergem para o numero de Euler. Com isso ele encerra o

contetdo de sequéncias.
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Assim, podemos compreender quais conteldos sdo vistos no Ensino Superior,
mais especificamente no curso de Licenciatura em Matematica da UDESC-CCT e
analisar qual o contato que os alunos tém com esse assunto na graduacdo. Depois de
analisar os livros do Ensino Béasico e do Ensino Superior e a ementa das disciplinas, uma
das percepcdes da autora foi que um dos fatores que levam os alunos a enfrentar
dificuldade nesse contetdo é que no Ensino Basico o conteddo é visto de forma mais
superficial e, dependendo do material didatico, com poucas aplicagdes. Por isso, ao
ingressar no Ensino Superior e se deparar com esse assunto os alunos podem sofrer
obstaculos de aprendizagem.

Apesar disso, vimos que os livros utilizados nas disciplinas trazem um bom
aprofundamento sobre sequéncias, mesmo que nem todo o conteudo contido neles seja,
de fato, abordado pelo professor em sala de aula. Dessa forma, podemos perceber que a
bibliografia do curso serve de base tanto para os alunos, caso queiram aprofundar os seus
estudos, quanto para os professores, que devem conhecer bem o conteddo que estdo

ministrando para sanar eventuais dividas dos estudantes.
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6 PROPOSTA DE ATIVIDADE

A atividade que descreveremos foi planejada ser aplicada com alunos da
Licenciatura em Matematica que ja passaram das fases iniciais do curso, em uma
disciplina da area da Educagdo Matematica, visando levantar discussdes sobre as
possibilidades de praticas docentes diferenciadas para o Ensino Basico. No planejamento
foram previstas quatro aulas de 50 minutos cada, sendo trés seguidas. Com algumas
adaptacdes, consideramos que a proposta também pode ser aplicada com alunos dos Anos
Finais do Ensino Fundamental ou Ensino Médio.

Para a realizacdo atividades, os alunos devem ser separados em grupos, onde cada
grupo ira receber um modelo de fractal para analisar. A proposta conta com trés variagoes,
entdo para o caso de uma turma com trinta alunos, por exemplo, como é o padréo do
Ensino Basico, uma sugestao seria a formacao de seis grupos, com cinco integrantes cada,
porque dessa forma os grupos que receberem o mesmo fractal podem comparar e discutir
as suas respostas. A ideia de utilizar modelos diferentes de fractais consiste justamente
em oportunizar que os alunos percebam que, apesar das variacdes especificas de cada um,
ainda é possivel estabelecer relacbes entre fractais e sequéncias. Assim, ao final da
resolucéo de cada atividade, propde-se que o professor promova um momento de debate,
para que os alunos exponham seus raciocinios e comparem os resultados obtidos,
percebendo semelhancas entre as relagdes estabelecidas.

Para dar inicio a aula, propomos uma apresentacdo das definicbes e termos basicos
sobre sequéncias e fractais (Figura 18). O objetivo € revisar conceitos que os alunos ja
conhecem, como as sequéncias, e introduzir os fractais que provavelmente eles ja tiveram
algum contato ao longo da vida. O Apéndice 2 contém uma ampliacao da apresentacao
usada na aplicacdo da proposta na turma de Laboratério de Ensino de Matematica IV do
curso de Licenciatura em Matematica da UDESC. Acrescentamos nessa versao algumas
defini¢Bes sobre sequéncias numeéricas e também incluimos as ProgressGes Aritméticas,
para que, caso um professor do Ensino Médio queira aplicar a atividade, ele tenha acesso

a um material completo sobre o tema.
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Figura 18: Slides para introdugdo da proposta didatica

Sequéncias Numéricas ]

Sequéncias numéricas sao listas ordenadas de elementos,
esses s&o denominados termos da sequéncia (Dante, 2020).

) D A AA AAA
A AA AAA
O 7 A AA AAA
g 5 A AA AAA
4 8 12
ST
[ Fractais ]

Fractais sdo formas cujas partes sdo semelhantes ao todo, ou seja,
quando repartimos um fractal ele ainda mantém a sua forma original, seja
ela um quadrado, triangulo ou circulo (Barbosa, 2005).

Fonte: Autora, 2024.

A seguir, o professor distribui alguns materiais concretos em formato de fractais
para a manipulacdo dos alunos, debatendo sobre os padrdes estabelecidos nas definicdes
matematicas e verificando se os estudantes conseguem percebé-los na pratica. Na Figura
19 temos alguns exemplos de fractais produzidos por Impressao 3D, que foram utilizados
nessa etapa.

Figura 19: Modelos de fractais

Fonte: Acervo do FAB3D, 2024.
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Além da manipulacdo dos materiais concretos também sdo apresentados
aplicativos dindmicos elaborados no GeoGebra, que permitem aos alunos explorar um
maior nimero de iteragdes dos fractais. Segundo Valmorbida (2018), uma proposta
didatica que integra a com tecnologia em sala de aula instiga e estimula a participacao
dos estudantes ao longo das atividades. Nas Figuras 12 e 13 vimos como foi feita a
adaptacdo do material referente ao Triangulo de Sierpinski e abaixo, nas Figuras 20 e 21,
temos a imagem dos demais fractais desenvolvidos para esta proposta didatica.

Figura 20: Aplicativo do Tapete de Sierpinski

Autor: Vitdria Zambrano

O tapete de Sierpinski leva esse nome em homenagem ao matematico polonés Wactaw Franciszek Sierpinski, que percebeu algumas propriedades desse
fractal. Para sua construgdo, temos inicialmente um quadrado de lado L, que € divido em nove outros quadrados, tendo cada novo quadrado o lado igual a

, & 0 quadrado central & removide (Valmarbida, 2018). Dessa forma, a cada nova iteragdo, o triangulo maior € divido pelos menares. Observe as etapas no

3

aplicativo abaixo

Escolha um valor para o lado do quadrado (L) e mova o seletor n para mudar o numero de iteragdes. Depois observe o resultado do fractal na figura ao lado
e selecionando os marcadores vocé terd, a cada iteracdo, o niimero de quadrados, o perimetro e a drea de cada tridngulo.

n=2

s

D Numero de quadradoes a cada iteragdo

D Resultado do perimetro para cada quadrade

D Resultado da drea de cada quadrado

Fonte: Zambrano, 2024%.

Assim como efetuado no aplicativo do Triangulo de Sierpinski, as modificacdes
principais foram a inclusdo dos campos para selecionar 0 nimero de iteragdes e 0sS

resultados da area e do perimetro dos quadrados.

4 Disponivel em: https://www.geogebra.org/m/enrhmézf
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Figura 21: Aplicativo da Arvore de Pitagoras

Escolha um valor para o lado quadrado inicial (L) e mova ¢ s a mudar o nimero de iteracdes. Depois obsen

10 @ selecionado 0f marcadores vood terd o nume 105 2 cada iteragdo, 0 perimetro @ 2 drea de Cada um desse

n=§
N quadrad
Résutado do primetio 06 cada novo quadiade
ReSUNAco 08 Are0 00 CADA NOVO QUaCass

Fonte: Zambrano, Campuzano, 2024°.

Depois de manipular o material concreto e os aplicativos dindmicos, o0s alunos
irdo para a atividade escrita que consiste em responder algumas perguntas sobre as
iteracOes realizadas nas figuras geométricas. A seguir, cada tdpico ira se aprofundar nas

respostas que sdo esperadas a partir das perguntas propostas.

6.1 TRIANGULO DE SIERPINSKI
A primeira parte das questdes consiste no preenchimento de informacdes sobre 0s
fractais, que tem como objetivo explicitar relaces que surgem ao longo das iteraces. No

Quadro 2 temos as informac0es a serem preenchidas sobre o Triangulo de Sierpinski, que

5 Disponivel em https://www.geogebra.org/m/xkewer8u
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devem ser obtidas por meio da manipulacdo dos materiais disponibilizados (o texto em
vermelho sdo as respostas colocadas aqui para discutir os resultados esperados, e a integra

da atividade esta no Apéndice 1).

Quadro 2: Relac@es sobre o Tridngulo de Sierpinski
O tridngulo de Sierpinski leva esse nome em homenagem ao matematico

polonés Wactaw Franciszek Sierpinski, que percebeu algumas propriedades desse
fractal. Sua construcdo se da através de um triangulo equilatero inicial, onde a cada
iteracdo, sdo encontrados os pontos médios do triangulo e unidos até formar um
tridngulo central que é desprezado (Valmorbida, 2018). Dessa forma, a cada nova
iteracdo o tridngulo maior é divido pelos menores. Observe a etapas no material
concreto e no aplicativo disponibilizado.

Com base no material concreto e considerando que o triangulo inicial tem lado

igual a L, preencha o quadro abaixo e depois responda as perguntas.

N°e de| N° | Ladode | Perimetro | Perimetro | Areade | Area
iterac0es | de A | cada A | decada A total cada A total
0 1 L 3L 3L 123 123
4 4
1 3| L 3L oL I2V3 | 3133
2 2 2 16 16
2 9 L 3L 7L | A3 | 913
4 4 4 64 64
3 |z L 3L 8IL | I2V3 | 2713
8 8 8 256 256
4 8L | L 3L 243L | 123 | 81I2V3
16 16 16 1024 | 1024

Fonte: Autora, 2024.

A partir do preenchimento do Quadro 2 os alunos devem responder alguns
guestionamentos. A questdo 1 (Quadro 3) refere-se ao nimero de formas geométricas
criadas em cada iteracdo. No caso do triangulo de Sierpinski estamos nos referindo a
triangulos, para o Tapete de Sierpinski, por exemplo, teriamos as mesmas perguntas, mas

tratando de quadrados.
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Quadro 3: Questdo 1 do Tridngulo de Sierpinski
1. Com relacdo ao numero de triangulos:

a) Escreva de maneira ordenada o nimero de tridangulos gerados até a quinta iteracao.
b) A partir da lista feita no item (a), podemos perceber uma relacéo entre esses nimeros,
descreva-a.

c) De que maneira podemos generalizar a expressdo para a enésima iteracéo da relacdo

construida na questdo anterior? Demonstre seu raciocinio.

Fonte: Autora, 2024.

Nessa gquestdo espera-se que no item (a) os alunos enumerem a quantidade de
triangulos construidos e cheguem na sequéncia finita (1,3,9,27,81,243). Ao fazer essa
lista, fica mais facil de identificar que a relagdo entre esses numeros, solicitada no item
(b), é o termo anterior multiplicado por trés, que podemos escrever como 3™, sendo n 0
namero de iteragdes realizadas. O que também € a resposta do item (c), que pode ser
expressacomoa,, = 3" oua, = 3a,_;,Sendo a, = 1. Essa é aexpressao geral desejada,
sendo a,, 0 termo geral da sequéncia e espera-se que o aluno obtenha essa relagcéo. Espera-
se também que os materiais manipulaveis, tanto os concretos quanto os digitais, auxiliem
o aluno na elaboracéo das suas respostas, facilitando a generalizacéo e permitindo que ele
teste suas hipéteses. Por exemplo, caso ele encontre como resposta 3™ e esteja em davida,
ele pode colocar no GeoGebra um determinado nimero de iteracBes e comparar se 0S
resultados apresentados pelo software correspondem aos obtidos por meio dos seus

calculos (como ilustra a Figura 22).



65

Figura 22: Contagem dos triangulos nos materiais manipulaveis
a) Concreto: 3?2 iteracdo b) GeoGebra: 42 iteragao®

Nimero de tangulos a cada ferago

Tridngulo = 81

[] Resuttado o perimetro para cada tridngulo

u Resultado da drea de cada tridngulo

Fonte: Autora, 2024.

A Questdo 2 ¢é voltada para a relacdo de lados e perimetro (Quadro 4). O objetivo
é que os alunos percebam que, por se tratar de um fractal, como o nimero de formas
geométricas aumenta, mesmo que o tamanho de seus lados diminua, conforme as
iteracBes aumentam, o perimetro total aumenta.

Quadro 4: Questdo 2 do Triangulo de Sierpinski
2. Com relacdo a medida dos lados e perimetro dos triangulos:

a) De maneira analoga ao que foi feito para o nimero de tridngulos, hd uma relagéo
entre a medida dos lados de cada tridngulo gerado por uma nova iteragcdo. Escreva uma
maneira de generalizar essa relacdo para a enésima etapa e explique como chegou a
essa concluséo.

b) O que acontece com o perimetro total quando aumentamos o nimero de iteragdes?

Hé& alguma maneira de explicar por que isso acontece?

Fonte: Autora, 2024.

Supondo que a medida do lado do triangulo seja L, a partir dos dados preenchidos
no Quadro 2, os alunos devem perceber que a relagédo existente entre a medida de cada
lado e o de iteragOes € que, para cada iteracdo, o comprimento do lado cai pela metade,

justamente porque estamos construindo novos triangulos a partir do ponto central de cada

x . . 1\ .
lado. Desse modo, a relagéo poderia ser formalizada como L (5) , sendo n 0 numero de

iteracdes. Do mesmo modo, o perimetro esta diretamente relacionado com a medida dos
lados, pois o perimetro é a soma de todos os lados, portanto a relacdo desejada é o triplo
do valor obtido para o lado, pois temos triangulos equilateros. Assim, para a enésima

6 Disponivel em https://www.geogebra.org/m/w6czmu8m.
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. x . LA . 1\" . -
iteracdo, o perimetro de cada tridngulo sera 3L (E) e 0 perimetro total na enésima etapa
sera 0 nimero de triangulos multiplicado pelo perimetro de cada tridngulo, ou seja, 3™ -

n n
3L G) = 3L (z) . Dessa forma, podemos perceber que o perimetro total estd

aumentando a cada iteracdo. Novamente, pode ser que o aluno ndo obtenha a relagéo
matematica, mas suas respostas devem levar a essa conclusao ao final do debate com seus
colegas e o professor. O professor também deve instigar os alunos a pensarem sobre 0
que acontece com o perimetro de cada tridangulo e com o total, conforme o nimero de
iteracOes aumenta arbitrariamente. Ele pode utilizar o GeoGebra para isso, mostrando os
resultados do perimetro de cada tridngulo para um dado lado L, como vemos na Figura
23.

Figura 23: Perimetro de cada tridngulo no aplicativo

Mumero de tridngulos a cada iteracdo
Triangulo = 81
Resultado do perimetro para cada tridngulo

Perimetro 6.75

Fonte: Autora, 2024.
A terceira e ultima questdo (Quadro 5) esta relacionada com a area e 0 seu objetivo

é que o aluno consiga construir as sequéncias, reconhecer o seu padrédo e obter a sua lei

de formagéo.
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Quadro 5: Questdo 3 do Tridngulo de Sierpinski
3. Com relacdo a area dos triangulos:

a) Escreva de maneira ordenada a area de cada triangulo até a quinta iteracdo. Descreva
uma relacdo existente entre esses valores.
b) O que acontece com a soma das areas de todos os tridngulos restantes em cada
iteracdo? Justifique sua resposta com argumentos intuitivos e tente formalizar essa
resposta matematicamente.
c) Em cada iteragdo séo retirados os triangulos centrais. Que valor obtemos se
somarmos a area desses triangulos retirados até a quarta iteracdo? O que acontece se
continuarmos somando as areas de todos os triangulos retirados? Justifique sua resposta
de forma intuitiva e tente formalizar essa resposta matematicamente.
d) Ha relacdo entre a soma do item (b) e do item (c)? Justifique.

Fonte: Autora, 2024.

Aqui espera-se que o aluno ja tenha compreendido o objetivo geral da atividade e
explique que, conforme cada novo triangulo é criado, a area de cada um deles ira diminuir,

visto que cada novo triangulo estd na parte interior do triangulo equilatero inicial, que
, . L%3 . . . L . ~

temaareaigual a - Usando a medida do lado do triangulo obtido na enésima iteracéo,

, on .- 1\l , . L23 3\

temos que a area de cada triangulo é igual a L?v/3 (Z) e a area total sera T\F(Z) :

Espera-se que 0s alunos percebam que a area total vai diminuindo e tendendo a zero, pois
sua expressao corresponde ao termo geral de uma PG com razédo entre 0 e 1, conforme
vimos no Exemplo 6.

Com relagdo ao numero de tridngulos retirados, na primeira iteracdo sera apenas

n . . . , L
um, que tem o0 mesmo tamanho dos trés que ficaram, ou seja, a medida do seu lado é 2
~ . . A . L . .
na segunda serdo retirados mais trés com lado medindo o na terceira mais nove com lado

. L ~ . . . f L .
medindo 5 éna quarta, s@o retirados mais vinte e sete, com lado medindo o Assim,

. in . LPV3 | s, o.a . L%+/3 n .
retiraremos um triangulo de area 1—\6/_, trés triangulos de area 6—;{_, nove triangulos de area

L?/3 . , L?/3
V3 e vinte e sete de area i
256 1024

Consequentemente a area total retirada sera:

123 L[*\3 L*\3 123
Apoy = ——+3- +9- +27-
16 64 256 1024
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123 <1+3+9+ ) Z()"_175L2\/§
16 416 64 4 ~ 1024

Observando a soma obtida, espera-se que os alunos (principalmente os do Ensino

. ~ ~ 3 . . .
Superior) percebam que estdo somando os termos de uma PG de razédo L Ccujo primeiro

, L2/3 , . . . ..
termo é 1—‘2_ Pensando na soma até uma determinada iteracdo, tem-se uma PG finita, mas

. . ~ . .. . e = ~_ 3
ao considerar as itera¢6es indefinidamente tem-se a soma de uma PG infinita de razédo "

que consiste em uma série geometrica. No caso da PG infinita, sua soma seria finita, pois

~ . . L%V3 . .
a razdo tem modulo menor do que 1, e igual a T‘F (como visto no Exemplo 6), que é a

area do triangulo inicial o que faz sentido, visto que nas infinitas iteracdes toda a area
teria sido removida. Caso os alunos ndo percebam essas relacGes, € importante o professor
instiga-los com perguntas e relembrando os conceitos de PG e soma de PG.

Além disso, com os valores das areas retiradas os alunos podem perceber que, ao
subtrair o valor da area dos triangulos retirados da area total do triangulo inicial, eles

devem obter o valor da area dos tridngulos que permanecem. Como a area do triangulo

2
equilatero de lado L é %g e com o resultado da area total retirada até a quarta iteragédo

encontrado acima, o valor da area dos triangulos remanescentes sera de

[*V3 1751*V3 1024L*v3 —7001*V3 3241*V3 81I*V3
A 1024 4096 © 4096 1024’

que corresponde ao valor obtido no preenchimento dos dados iniciais (Quadro 2).

6.2 TAPETE DE SIERPINSKI

Como na proposta anterior, a primeira etapa é o preenchimento dos dados do
Quadro 6, com o objetivo de explicitar as relagdes que surgem ao longo das iteragcdes. Os
dados referentes ao fractal Tapete de Sierpinski, podem ser obtidos por meio da
manipula¢do dos materiais disponibilizados. Novamente, o texto em vermelho sdo as

respostas, que colocamos aqui para discutir os resultados esperados.
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Quadro 6: Relacdes sobre o Tapete de Sierpinski

O Tapete de Sierpinski leva esse nome em homenagem ao matematico polonés
Wactaw Franciszek Sierpinski, que percebeu algumas propriedades desse fractal. Para

sua construcdo, temos inicialmente um quadrado de lado L, que é divido em nove
outros quadrados, tendo cada novo quadrado o lado igual a § e 0 quadrado central é
removido (Valmorbida, 2018). Esse procedimento pode ser realizado infinitas vezes.
Observe a etapas no material concreto e no aplicativo disponibilizado.

Com base no material concreto, e considerando que o quadrado inicial tem

medida do lado igual a L, preencha o quadro abaixo e depois responda as perguntas.

Ne de| N° | Lado | Perimetro | Perimetro | Area Area
iteracOes de o de de cada o total de total
cada o cada o
0 1 L 4], 4], L? L?
2 2
. o | Lo oA | oz | e
3 3 3 9 9
2 2
9 64 £ ﬂ 256L L_ 64L
9 9 9 81 81
2 2
3 512 L g 2048L L 512L
27 27 27 729 729
2 2
4 4096 i 4_L 16384L L 4096L
81 81 81 6561 6561

Fonte: Autora, 2024.

Com os resultados preenchidos, os alunos devem responder a algumas questdes.
A questdo 1 (Quadro 7) é com relagdo ao numero de formas geométricas criadas em cada
iteracdo.

Quadro 7: Questdo 1 do Tapete de Sierpinski

1. Com relacdo ao numero de quadrados:
a) Escreva de maneira ordenada o nimero de quadrados gerados até a quinta iteragao.

b) A partir da lista feita no item (a) podemos perceber uma relagéo entre esses nimeros,

descreva-a.
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c) De que maneira podemos generalizar a enésima iteracdo da relagdo construida na

questdo anterior? Demonstre seu raciocinio.

Fonte: Autora, 2024.

Se espera, no item (a) dessa questdo, que os alunos obtenham a sequéncia
(1,8,64,512,4096,32768) e que, ao fazer essa lista, consigam visualizar as relacdes
pedidas nos itens seguintes. No item (b), por exemplo, os alunos podem escrever algo
como “o préoximo valor sera o anterior multiplicado por 8”, o que pode ser escrito como
8™, sendo n 0 nimero de iteracdes realizadas, que é a resposta esperada no item (c), no
caso a, = 8" ou a,, = 8a,_1, sendo a, = 1. No material concreto novamente os alunos
podem contar 0 numero de quadrados e no aplicativo € possivel observar a resposta

habilitando a caixa “Numero de quadrados a cada itera¢do”, como ilustra a Figura 24.

Figura 24: Contagem dos quadrados nos materiais manipulaveis
a) Concreto: 3? iteracdo b) GeoGebra: 22 iteragéo’

Niumero de quadrados a cada iteragao

Quadrados = 32768 ‘

D Resultade do perimetro para cada quadrado

D Resullado da area de cada quadrado

Fonte: Autora, 2024.

Na questdo seguinte (Quadro 8) abordamos a relacao entre os lados e o perimetro.
No caso desse fractal, os alunos podem perceber que, conforme o nimero de formas
geométricas aumenta, mesmo que o tamanho de seus lados diminua, o perimetro total
aumenta.

Quadro 8: Questdo 2 do Tapete de Sierpinski
2. Com relacdo a medida dos lados e perimetro dos quadrados:

a) De maneira anadloga ao que foi feito para o nimero de quadrados, ha uma relacdo

entre a medida dos lados de cada quadrado gerado por uma nova itera¢do. Escreva uma

7 Disponivel em https://www.geogebra.org/m/enrhmézf.
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maneira de generalizar essa relacdo para a enésima etapa e expliqgue como chegou a
essa concluséo.
b) O que acontece com o perimetro total quando aumentamos o nimero de itera¢6es?

Ha alguma maneira de explicar por que isso acontece?

Fonte: Autora, 2024.

Escolhendo a medida do lado do quadrado inicial igual a L, a partir dos dados
preenchidos no Quadro 7, os alunos devem perceber que a relacdo existente entre a

medida de cada lado e o numero de iteracGes é que, para cada nova iteracdo, o
. . . . x 1\"
comprimento cai pela terca parte. Assim, podemos formalizar essa relagdo como L (5) :

sendo n 0 numero de iteracdes. Da mesma forma, como a medida do perimetro esta

diretamente relacionada com a dos lados, ja que o perimetro é a soma de todos os lados,

L. o . . 1\" .
para a enésima iteragdo o perimetro de cada quadrado sera 4L (g) e 0 perimetro total na

enésima etapa sera o nimero de quadrados vezes o perimetro de cada quadrado, ou seja,

teremos:

1 n 8 n
8" - 4L (—) = 4L (—) :
3 3
Com isso, podemos ver que 0 perimetro total estda aumentando a cada nova
iteracdo, pois temos cada vez mais quadrados sendo gerados. Para a aplicacdo com 0s
alunos do Ensino Superior esperamos que eles percebam que conforme n aumenta o
perimetro de cada tridngulo tende para zero, pois sera o limite, quando n tende para
n
infinito, da sequéncia de termo geral a,, = 4L G) , que é uma PG de racdo % enquanto
0 perimetro total segue aumentando, tendendo para o infinito conforme n tende para
infinito, como vimos no Exemplo 6, visto que é o limite da sequéncia de termo geral
n
4L (§) ,que € uma PG de razédo >1.
3 3
A terceira e Ultima questdo (Quadro 9) esta relacionada com a &rea dos quadrados.

Quadro 9: Questdo 3 do Tapete de Sierpinski
3. Com relagdo a rea dos quadrados:

a) Escreva de maneira ordenada a area de cada quadrado restantes até a quinta iteragéo.

Descreva uma relacédo existente entre esses valores.
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b) O que acontece com a soma das areas de todos os quadrados em cada iteracdo?
Justifique sua resposta de forma intuitiva e tente formalizar essa resposta
matematicamente.

c) Em cada iteracdo sdo retirados os quadrados centrais. Que valor obtemos se
somarmos a area desses quadrados retirados até a quarta iteragdo? O que acontece se
continuarmos somando as areas de todos os quadrados retirados? Justifique sua
resposta de forma intuitiva e tente formalizar essa resposta matematicamente.

d) Ha relacdo entre as somas obtidas no item (b) e no item (c)? Justifique.

Fonte: Autora, 2024.

Nessa questdo espera-se que o aluno ja tenha compreendido o objetivo geral da
atividade e explique gue, conforme cada novo quadrado é criado a area de cada um deles
ird diminuir, visto que cada novo quadrado esta na parte interior do quadrado inicial, que
tem a area igual a L. Usando a medida do lado obtido na enésima iteracdo, temos que a

. L 1\" , . 8\"
area de cada quadrado ¢ igual a L? (;) e a area total sera L? (;) . Espera-se que os alunos

percebam que a area total vai diminuindo e tendendo a zero, pois novamente € o limite de
uma PG de raz&o menor do que 1.

Com relagdo ao nimero de quadrados retirados, na primeira iteracdo sera um, que
. . . . L
tem 0 mesmo tamanho dos oito que ficaram, ou seja, com a medida do lado > na segunda

~ . . . . L . .
sdo retirados mais oito com lado medindo 5 na terceira mais sessenta e quatro com lado

. L ~ - - . . L .
medindo - ena quarta séo retirados mais quinhentos e doze com lado medindo ~r Assim,
. . L, . . L2
retira-se um quadrado de area ~oito quadrados de area 57 Sessenta e quatro quadrados

. L? . . L? . . .
de area s quinhentos e doze de area e Consequentemente, a area total retirada sera
3 k

L2+8L2+64 L2+512 Z() iy
9 81 729 6561 L 6561

Observando a soma obtida, espera-se que os alunos (principalmente os do Ensino

- ~ ~ 8 . .
Superior) percebam que estdo somando os termos de uma PG de razéo 5 € primeiro termo

. L? , .. P ~ p
igual a Y Esse € um caso de PG finita, mas para o caso da PG infinita, a razdo tem mddulo

menor do que 1, e soma igual a L?, que ¢ a area do quadrado inicial, o que faz sentido

visto que nas infinitas iteracdes toda a &rea teria sido removida. Caso os alunos nédo
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percebam essas relacdes € importante que o professor os instigue com perguntas e
relembrando os conceitos de PG e soma de PG.

Além disso, com os valores das areas retiradas os alunos devem perceber que, ao
subtrair o valor da area dos quadrados retirados da area total do quadrado inicial, eles
devem obter o valor da area dos quadrados que permanecem. Como a area do quadrado
de lado L é L? e com o resultado da area total retirada até a quarta iteracdo encontrado

acima, o valor da area dos quadrados remanescentes sera de
2465 , 6561L% — 2465L% 4096 .

2 — — L
6561 6561 6561 '

O que confirma o valor obtido nos dados iniciais (Quadro 6).

6.3 ARVORE DE PITAGORAS

De maneira analoga ao que foi feito para as outras atividades, a primeira parte das
questdes relacionadas & Arvore de Pitagoras consiste em preencher informacdes sobre o
fractal, com o objetivo de explicitar os padrbes que surgem ao longo das iteracGes. No
Quadro 10 temos uma tabela que deve ser preenchida com os dados relacionados ao
fractal da Arvore de Pitagoras, que podem ser obtidos por meio da manipulacio dos
materiais disponibilizados. Novamente, o texto em vermelho s@o as respostas que

colocamos aqui para discutir os resultados esperados.
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Esse fractal, como podemos perceber pelo nome, nasce de uma construcdo
feita a partir do teorema de Pitagoras. Para sua construgdo, o primeiro passo é criar
um quadrado, para em seguida, usando como base os lados de cima desse quadrado,
criar um tridngulo retangulo isosceles que tenha como hipotenusa essa base, assim
sera possivel adicionar outros dois quadrados com lado igual aos catetos do triangulo
(Reis, 2014). Seguindo esse padréo, a cada nova iteragdo teremos a nossa arvore,

onde o quadrado sobre a hipotenusa passara a ser o tronco da arvore.

Com base no material concreto e no aplicativo do GeoGebra, e considerando que o

quadrado inicial tem um lado igual a L, preencha o quadro abaixo e depois responda as

perguntas.
N° de|N°deo | Ladode | Perimetro | Perimetro | Areade | Area
iteracbes | novos | cadanovo | de cada total cada total
O novo o novo o
0 1 L 4L 4L L? L?
1 2 V2L 2L | 4(1+V2)L L 212
2 2
2 4 L 2L 4(3 +V2)L L? 312
> il
3 8 V2L V2L |4(3+3V2)L| I? 4L?
4
4 16 L L 4(7+3V2)L | I 512
4 16

Fonte: Autora, 2024.

A partir do preenchimento do quadro, os alunos devem responder algumas

perguntas. A questdo 1 (Quadro 11) e com relagdo ao numero de formas geométricas

criadas em cada iteracao.
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Quadro 11: Questdo 1 da Arvore de Pitagoras
1. Com relagdo ao numero de novos quadrados:
a) Escreva de maneira ordenada o nimero de novos quadrados gerados até a quarta

iteragéo.

b) A partir da lista feita no item (a) podemos perceber uma relagéo entre esses nimeros,
descreva-a.

c) De que maneira podemos generalizar a enésima iteracdo da relacdo construida na

questdo anterior? Demonstre seu raciocinio.

Fonte: Autora, 2024.

Na primeira questdo, no item (a), os alunos devem construir a sequéncia finita
(1,2,4,8,16,32). Com isso, deseja-se facilitar a relagdo existente entre esses valores, para
responder o que é pedido no item (b), cuja resposta é que a cada nova iteracdo o nimero
de quadrados dobra. Para o item (c) seria justamente a formalizacdo matematica do que
foi dito antes, que pode ser escrito como 2™, sendo n 0 nimero de iteracGes realizadas.

Espera-se também que os materiais manipuléveis, tanto os concretos quanto 0s
digitais, auxiliem o aluno na obtencdo dessas respostas, facilitando a generalizacdo e
permitindo que ele teste suas hipdteses. Por exemplo, caso ele obtenha a resposta 2™ e
esteja em davida, ele pode colocar no aplicativo do GeoGebra um determinado nimero
de iteracGes e comparar se os resultados apresentados pelo software correspondem aos

obtidos por meio dos seus calculos (como ilustram as Figuras 25 e 26).

Figura 25: Contagem dos quadrados na 3? iteracdo no material concreto

Font: tora, ‘ ‘
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Figura 26: Contagem dos quadrados na 42 iteracdo no aplicativo

L=35

n=4

®

MNimero de quadrados criados a cads iteracdo

Quadrados = 16 -

D Resultado do perimetro de cada novo quadrado

D Resultado da drea de cada novo quadrado

Fonte: Autora, 2024.

A Questdo 2 é voltada para a relacdo entre os lados e o perimetro (Quadro 12). O
objetivo é que os alunos percebam que, por se tratar de um fractal, como o numero de
formas geométricas aumenta, mesmo que o tamanho de seus lados diminua, conforme as
iteracGes aumentam, o perimetro total aumenta.

Quadro 12: Questdo 2 da Arvore de Pitagoras
2. Com relacdo a medida dos lados e perimetro dos quadrados:

a) De maneira analoga ao que foi feito para 0 nimero de quadrados, ha uma relacdo
entre a medida dos lados de cada quadrado gerado por uma nova iteragdo. Escreva uma
generalizacdo dessa relacdo para a enésima etapa e expliqgue como chegou a essa
conclusao.

b) O que acontece com o perimetro total quando aumentamos o nimero de iteragdes?

Ha alguma maneira de explicar por que isso acontece?

Fonte: Autora, 2024.

Os valores das medidas dos lados, preenchidos no Quadro 10, podem ser obtidos
usando o Teorema de Pitagoras sucessivamente, conforme explicamos a seguir. Ao
considerarmos o quadrado com lado L, esse sera o valor da hipotenusa do triangulo

retdngulo isosceles central e, a partir dos seus catetos, outros dois quadrados serdo
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construidos, tendo como medida do lado o valor dos catetos, como podemos ver na Figura
27.
Figura 27: Representacdo dos lados dos quadrados

L
Fonte: Autora, 2024.
Assim, se L € a hipotenusa e os outros lados possuem o mesmo tamanho, que

chamaremos de a, como na Figura 27, pelo Teorema de Pitagoras temos que:

L2=a2+a2(:>L2=2a2(:>a2=£<:>a= E<:>a=i<:>a=@.
2 2 NG 2
Fazendo 0 mesmo processo para b, obtemos que:
a? a? a
a2=b2+b2=>a2=2b2<:b2=?(:b= 7@b=5®
V2a V2 2L 2L L
b=7@b=77@b=7@b=§.

Esses sdo os calculos necessarios para calcular o lado de cada quadrado criado a
cada iteracdo. Por meio da ordenacdo desses valores, espera-se que o aluno perceba,

mesmo que ndo consiga escrever matematicamente, que os lados diminuem de acordo

n
A - 2 - - ~
com a sequéncia L (‘/2—_) , sendo n o0 nimero de iteragoes.
Do mesmo modo, o perimetro estd diretamente relacionado com a medida dos

lados, pois o perimetro é a soma da medida de todos os lados. Assim, o perimetro total
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sera a soma dos perimetros de cada etapa e podemos ver que ele aumenta com uma

proporc¢ao, pois ao final de quatro iteracdes teremos:

Perimetro Totall - 4L + 2 - 2V2L + 4 - 2L + 8- V2L + 16 - L = 28L + 122L.

A relacdo que pode ser perceptivel para os alunos é que a raiz de dois aparece de
forma alternada entre os perimetros, entdo espera-se que eles percebam que, ao elevar
uma raiz quadrada a um numero par, ela acaba se cancelando, mas ao elevar em um
numero impar, 0 mesmo ndo ocorre e a raiz permanece. Dessa forma, podemos dizer que

a lei de formacdo da sequéncia que determina o perimetro de todos 0s novos quadrados é
n . . . ~ . . N
4L(x/§) , sendo n igual ao numero de iteragdes, sem considerar as sobreposi¢des que

ocorrem a partir da quinta iteracdo. Sabemos que essa sequéncia é uma PG de razdo v2,
maior que 1, portanto divergente, pelo Exemplo 6. O perimetro total, por sua vez, é a
soma dos termos dessa PG, que também sera divergente, pelo Exemplo 7. Na aplicacao
com alunos do Ensino Superior, espera-se que eles percebam essa relacao.

A terceira e Gltima questdo (Quadro 13) esta relacionada com a &rea dos quadrados
e 0 objetivo é que o aluno consiga construir as sequéncias.

Quadro 13: Questdo 3 da Arvore de Pitagoras
3. Com relacdo a area dos quadrados:

a) Escreva de maneira ordenada a area de cada novo quadrado até a quarta iteragéo.
Descreva uma relacdo existente entre esses valores.

b) O que acontece com a soma das areas de todos os quadrados em cada iteracdo?
Justifique sua resposta de forma intuitiva e tente formalizar essa resposta

matematicamente.

Fonte: Autora, 2024.
Nessa questao, espera-se que o aluno ja tenha compreendido o objetivo geral da

atividade e explique que, conforme cada novo quadrado é criado, a &rea de cada um deles

ird diminuir, visto que seus lados serdo cada vez menores em comparagdo com o lado do

n
quadrado inicial. Dessa forma, a area de cada quadrado sera dada por G) - L2, sendo n

0 namero de iteracBes. Assim, a soma da area total, sem considerar as sobreposi¢oes, é
dada pela area de cada quadrado, vezes a quantidade de quadrados que possuem aquela
area. Logo, a soma da area total até a quarta iteracdo, quando ndo temos sobreposicdes é:
AreaTotal=1-12+2-2+4.-£48.5 416 E+32.E =512
2 4 8 16 32
Podemos observar que a &rea total até a enésima iteracdo, sem as sobreposicoes,

é dada por
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n 1Tl n
Zzn-<§) -L2=ZL=n-L2,
i=0 [

i=0
ou seja, seria n vezes a area do quadrado inicial. O que levaria a uma area infinita
conforme n aumenta arbitrariamente. No entanto, a area é finita (Ernst, 2004). Isso
porque, a partir da quinta iteracdo, alguns quadrados novos ficam sobrepostos, como

podemos ver na Figura 28, e suas areas devem ser desconsideradas.

Figura 28: Quadrados sobrepostos da Arvore de Pitagoras

Fonte: Autora, 2024.

Assim, conforme aumentamos o nlimero de iteracGes, as areas desconsideradas
passam a ser equivalentes as que sdo adicionadas, fazendo com que a estrutura da arvore

tenha, de acordo com Ernst (2004), a dimensdo maxima de 6L X 4L.

6.4 REFLEXOES A RESPEITO DAS PROPOSTAS DIDATICAS

O objetivo das propostas didaticas é possibilitar que os alunos percebam as
relacdes existentes entre sequéncias e fractais, permitindo a formalizacdo das leis das
sequéncias que geram as areas e 0s perimetros dos fractais, por exemplo. Para isso, ao
finalizar suas respostas, os estudantes devem debater entre os pares para perceber que,
embora os fractais utilizados sejam diferentes, ha semelhangas nas relacGes obtidas,
principalmente entre o Triangulo e o Tapete de Sierpinski. Para a Arvore de Pitagoras as

relacdes diferem, pois ndo séo retiradas partes e sim acrescentados novos ramos cada vez
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menores. E importante também o professor instigar os alunos a perceberem que todas as
sequéncias formadas sdo progressdes geométricas.

Para testar se os objetivos que estabelecemos realmente podem ser alcangados, a
proposta de atividade foi implementada na turma de Laboratério de Ensino de Matematica
IV (LEM 1V) do curso de Licenciatura em Matematica da UDESC, no segundo semestre
de 2024, na forma de um trabalho que tinha por objetivo apresentar diferentes
metodologias para o ensino de matematica na Educacdo Bésica. Apesar deste trabalho
ndo ter como foco a analise desses resultados, eles forneceram reflexdes importantes a
serem consideradas caso ocorram outras aplicagdes.

Um ponto importante é que, ao final da atividade, os alunos devem ter clareza do
que foi feito por eles e pelos demais companheiros de classe. Tendo isso em mente, uma
sugestdo seria que, apds conversarem entre si, fossem ao quadro e escrevessem 0S
resultados obtidos, para deixar claro aos colegas o raciocinio implementado na resolucao
das atividades e talvez perceber se havia outras formas de responder a mesma pergunta.

Outro ponto seria que, por ter uma criacdo diferente dos outros dois, a Arvore de
Pitagoras exige um raciocinio diferente para os calculos, o que causou indagagdes dos
grupos na hora do debate final e foi preciso efetuar as contas para que o restante da sala
0s compreendesse. Poderia se pensar que, para uma turma de Ensino Médio, o professor
utilizasse as atividades dos fractais de Sierpinski e tomasse a Arvore de Pitagoras como
exemplo, apresentando algumas questfes apos a realizacdo da tarefa pelos alunos, para
conseguir trabalhar de maneira integral alguns conceitos.

No geral, os alunos de LEM IV conseguiram obter as respostas desejadas sem
grandes dificuldades, o que foi um bom resultado, sinalizando que a escrita da proposta
estava compreensivel. Foi possivel observar que dois dos trés grupos conferiram as
respostas no GeoGebra, um inclusive corrigiu a formula encontrada depois dos testes que
realizaram, entdo podemos dizer que o aplicativo auxiliou os alunos da forma esperada.
Ja o material concreto serviu mais como contemplacdo inicial, para que os alunos
compreendessem as iteracdes e preenchessem as tabelas, mas ao longo das atividades ndo
foi muito utilizado. Eles também responderam as perguntas sem precisar de ajuda e, no
debate dos resultados, foi possivel discutir sobre questdes voltadas para o Ensino
Superior, como o que aconteceria no limite da area e do perimetro e eles conseguiram

compreender bem essa ideia.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho foram apresentadas propostas de atividade didaticas para o ensino
de sequéncias numéricas através da Geometria Fractal. Vimos que a BNCC busca
apresentar aos professores uma visdo nao cartesiana dos conteddos, por isso ela traz
habilidades e competéncias a serem desenvolvidas ao invés de conteldos a serem
passados, dessa forma as novas colecdes de livros didaticos tentam acompanhar a
proposta da BNCC. Portanto, ao analisa-los é possivel perceber que o conhecimento a
respeito de sequéncias é construido de forma gradativa e a cada ano os alunos se
aprofundam mais nas suas defini¢des e aplicagdes. Ainda assim, ao sair do Ensino Médio,
o aluno pode ndo ter conquistado um conhecimento significativo nessa area da
matematica, por isso a relevancia de trabalhos que integram o uso de tecnologias e outras
metodologias de ensino.

A partir das leituras realizadas foi possivel responder a pergunta inicial dessa
pesquisa, “de que forma € possivel integrar materiais concretos e digitais no estudo de
sequéncias numéricas, contextualizando com a geometria fractal?”. Vimos que uma
possibilidade seria trazer uma proposta que relacionasse perimetro e area das formas
geomeétricas criadas a cada iteracdo, apresentando os resultados no GeoGebra e trazendo
0 material impresso em 3D para que os alunos pudessem manipula-lo. Portanto, os
objetivos propostos com relacdo ao levantamento de literatura de materiais em publicacao
sobre o tema e materiais didaticos utilizados tanto no Ensino Bésico quanto Superior
foram cumpridos, bem como o relacionado a proposta de uma atividade que integrasse
materiais concretos e recursos tecnoldgicos.

Com a aplicacdo da proposta alguns pontos foram considerados, como a diferenca
entre os fractais, da Arvore de Pitagoras principalmente com relacdo aos demais, pois
demandava um raciocinio diferente, e talvez para uma prética na Educacdo Basica
tornaria as discussdes mais complicadas. Outro foi a necessidade de um debate final
amplo e aprofundado sobre os métodos utilizados pelos alunos para responder as
questdes. Uma das alunas da turma sugeriu uma adaptacéo para o Ensino Superior, visto
que na disciplina de CDI Il é quando os alunos tém o primeiro contato com o tema na
graduacdo e ela afirmou ndo ter sido um assunto facil para a sua turma, sendo assim uma
boa opcéo a realizacdo de uma atividade como essa para a familiarizacdo com o tema e
vendo um exemplo pratico.

Assim, ficam algumas ressalvas ao professor que decida implementar a atividade,

ou a utilize para a construgdo de um plano de aula. Com isso, espero que esse material
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possa ser utilizado no futuro e sirva como inspiracdo e motivacdo para educadores que
buscam adotar outras perspectivas a respeito do ensino de sequéncias em suas salas de

aula.
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APENDICE A - PROPOSTA DE ATIVIDADE
Triangulo de Sierpinski

O triangulo de Sierpinski leva esse nome em homenagem ao matematico polonés
Waclaw Franciszek Sierpinski, que percebeu algumas propriedades desse fractal. Sua
construcdo se da através de um triangulo equilatero inicial, onde a cada iteracéo, sdo en-
contrados os pontos médios do tridngulo e unidos até formar um tridngulo central que é
desprezado (Valmorbida, 2018®). Dessa forma, a cada nova iteragéo o tridngulo maior é
divido pelos menores. Observe a etapas no material concreto e aplicativo disponibilizado.

Com base no material concreto e considerando que o triangulo inicial tem lado
igual a L, preencha o quadro abaixo e depois responda as perguntas.

N°deite- | N°de A Lado de Perimetro de | Perimetro Area de Area Total
racdes cada A cada A total cada A
0
1
2
3
4

1. Com relacdo ao numero de triangulos:

a) Escreva de maneira ordenada o numero de tridngulos gerados até a quinta iteracéo.

b) A partir da lista feita no item (a) podemos perceber uma relacéo entre esses nimeros,
descreva-a.

c¢) De que maneira podemos generalizar a expressao para a enésima iteracdo da relacdo
construida na questdo anterior? Demonstre seu raciocinio.

2. Com relagdo a medida dos lados e perimetro dos triangulos:

a) De maneira analoga ao que foi feito para o nimero de triangulos, ha uma relacdo entre
a medida dos lados de cada triangulo gerado por uma nova iteragdo. Escreva uma maneira
de generalizar essa relacdo para a enésima etapa e explique como chegou a essa conclu-
séo.

b) O que acontece com o perimetro total quando aumentamos o numero de itera¢cdes? Ha
alguma maneira de explicar por que isso acontece?

3. Com relagdo a area dos triangulos:

a) Escreva de maneira ordenada a rea de cada tridngulo até a quinta iteracdo. Descreva
uma relacéo existente entre esses valores.

b) O que acontece com a soma das areas de todos os tridngulos restantes em cada iteracao?
Justifique sua resposta com argumentos intuitivos e tente formalizar essa resposta mate-
maticamente.

¢) Em cada iteracao sao retirados os triangulos centrais. Que valor obtemos se somarmos
a area desses tridngulos retirados até a quarta iteracdo? O que acontece se continuarmos
somando as areas de todos os triangulos retirados? Justifique sua resposta de forma intui-
tiva e tente formalizar essa resposta matematicamente.

d) Ha relagéo entre a soma do item (b) e do item (c)? Justifique.

8 VALMORBIDA, J. M. Uma Proposta de Atividades para o Estudo de Progressées Geométricas
Utilizando Fractais e o Software GeoGebra. Dissertacdo de Mestrado — Universidade Federal da
Fronteira Sul, Chapecd, ago. de 2018.
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Tapete de Sierpinski

O tapete de Sierpinski leva esse nome em homenagem ao matematico polonés
Wactaw Franciszek Sierpinski, que percebeu algumas propriedades desse fractal. Para
sua construcdo, temos inicialmente um quadrado de lado L, que é divido em nove outros

. L , .
quadrados, tendo cada novo quadrado o lado igual a 5 €0 quadrado central € removido

(Valmorbida, 2018°). Esse procedimento pode ser realizado infinitas vezes. Observe a
etapas no material concreto e no aplicativo disponibilizado.

Com base no material concreto, e considerando que o quadrado inicial tem lado
igual a L, preencha o quadro abaixo e depois responda as perguntas.

N°deite- | N°deno Ladode | Perimetrode | Perimetro to- Area de Area
racoes cada O cada O tal cada O Total
0
1
2
3
4

1. Com relagdo ao numero de quadrados:

a) Escreva de maneira ordenada o niumero de quadrados gerados até a quinta iteragéo.

b) A partir da lista feita no item (a) podemos perceber uma relacdo entre esses nimeros,
descreva-a.

c) De que maneira podemos generalizar a enésima iteracdo da relacdo construida na ques-
tdo anterior? Demonstre seu raciocinio.

2. Com relacédo a medida dos lados e perimetro dos triangulos:

a) De maneira andloga ao que foi feito para o nimero de quadrados, ha uma relacéo entre
a medida dos lados de cada quadrado gerado por uma nova iteracdo. Escreva uma maneira
de generalizar essa relagdo para a enésima etapa e explique como chegou a essa conclu-
s&o.

b) O que acontece com o perimetro total quando aumentamos o0 numero de iteracdes? Ha
alguma maneira de explicar por que isso acontece?

3. Com relacdo a area dos quadrados:

a) Escreva de maneira ordenada a area de cada quadrado restante até a quinta iteracédo.
Descreva uma relagao existente entre esses valores.

b) O que acontece com a soma das areas de todos os quadrados restantes em cada itera-
¢ao? Justifique sua resposta de forma intuitiva e tente formalizar essa resposta matemati-
camente.

¢) Em cada iteracdo sdo retirados os quadrados centrais. Que valor obtemos se somarmos
a area desses quadrados retirados até a quarta iteracdo? O que acontece se continuarmos
somando as areas de todos os quadrados retirados? Justifique sua resposta de forma in-
tuitiva e tente formalizar essa resposta matematicamente.

d) Ha relacdo entre as somas obtidas no item (b) e no item (c)? Justifique.

9VALMORBIDA, J. M. Uma Proposta de Atividades para o Estudo de Progressfes Geométricas
Utilizando Fractais e o Software GeoGebra. Dissertacdo de Mestrado — Universidade Federal da

Fronteira Sul, Chapecd, ago. de 2018.
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Arvore de Pitagoras

Esse fractal, como podemos perceber pelo nome, nasce de uma construcao feita a
partir do teorema de Pitdgoras. Para sua construcdo, o primeiro passo é criar um qua-
drado, para em seguida, usando como base os lados de cima desse quadrado, criar um
triangulo retangulo isosceles que tenha como hipotenusa essa base, assim sera possivel
adicionar outros dois quadrados com lado igual aos cateteos do triangulo (Reis, 2014,
Seguindo esse padrdo, a cada nova iteracdo teremos a nossa arvore, onde o quadrado sobre
a hipotenusa passara a ser o tronco da arvore.

Com base no material concreto e no aplicativo do GeoGebra, e considerando que
0 quadrado inicial tem um lado igual a L, preencha o quadro abaixo e depois responda as
perguntas.

N°deite- | N°deo | Ladodecada | Perimetro de Perimetro Areadecada | Area Total
racoes novos novo o cada novo O total novo 0
0
1
2
3
4

1. Com relacdo ao numero de novos quadrados:

a) Escreva de maneira ordenada o numero de novos quadrados gerados até a quarta itera-
cao.

b) A partir da lista feita na letra (a) podemos perceber uma relacdo entre esses nimeros,
descreva essa relacao.

c) De que maneira podemos generalizar a enésima iteracdo da relacdo construida na ques-
tdo anterior (desconsidere as sobreposi¢cdes)? Demonstre seu raciocinio.

2. Com relacédo a medida dos lados e perimetro dos quadrados:

a) De maneira analoga ao que foi feito para o numero de tridngulos, hd uma relacédo entre
a medida dos lados de cada tridngulo gerado por uma nova itera¢do. Escreva uma gene-
ralizacdo dessa relacdo para a enésima etapa e explique como chegou a essa concluséo.
b) O que acontece com o perimetro total quando aumentamos o nimero de iteracdes? Ha
alguma maneira de explicar por que isso acontece?

3. Com relacgdo a area dos quadrados:

a) Escreva de maneira ordenada a area de cada novo quadrado até a quarta iteracdo. Des-
creva uma relagdo existente entre esses valores.

b) O que acontece com a soma das areas de todos 0s quadrados em cada iteracdo? Justi-
fique sua resposta de forma intuitiva e tente formalizar essa resposta matematicamente.

10 REIS, Jakson Ney da Costa. FRACTAIS NO ENSINO MEDIO: explorando a arvore de
pitagoras. Ciéncia e Natura, [S.L.], v. 37, p. 411, 7 ago. 2015. Universidad Federal de Santa Maria.
http://dx.doi.org/10.5902/2179460x14636.
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Sequéncias Numéricas e

Fractais

Uma proposta de ensino através de materiais

manipulaveis




Sequéncias Numéricas |

Sequéncias numeéricas sao listas ordenadas de elementos, que sao
denominados termos da sequéncia (Dante, 2020).

[ O A AA AAA

A AA AAA

O T A AA AAA

O - A AA AAA
4 8 12



Termos da Sequéncia

Cada elemento de uma sequéncia € denominado termo da sequéncia. Esse termo pode
ser representado por uma letra acompanhada de um indice, que informa a posicao ou a
ordem dele na sequéncia.

Quantidade
de casais
Na sequéncia de Fibonacci temos que: 8 1
a: = 1 é o primeiro termo |
1
a.= 1 é o segundo termo (@'\

as= 2 é o terceiro termo q%! @ 2
as= 3 é o quarto termo @ @ @ ;
| 6!% i@ @ .gg i@

m@e@ @@m@@

(¥, ]



Termos da Sequéncia |

Exercicio 1: Carlotta utilizou palitinhos de
picolé para construir a seguinte sequéncia

/
J

A C DC Kx C DC DC 3/<\
Figura 1 Figura 2 Figura 3 \\

Pensando nas figuras 4 e 5, quantos palitinhos
Serao necessarios para construi-las?




Lei de Formacao

Toda sequéncia esta definida por uma relacao de
recorréncia, ou seja, existe uma relacdao entre os
termos que nos permite calcular os seguintes.

Para a sequéncia finita temos que a lei de formacao
sera dada por uma funcdao de dominio igual ao
conjunto {1,2,3,...,n} e o contradominio igual ao
conjunto dos numeros reais, tal que f(1)=a,,
f2)=a,, .. f(n) = a, (Bonjorno; Giovanni Junior;
Sousa, 2020).

1

\

Fonte: Metrologia (2019).

Fonte: Freire (2023).




Lei de Formacao

Para a sequéncia infinita temos que a lei de formacao
sera dada por uma funcao cujo dominio é o conjunto
dos naturais nd3o nulos, ou seja, {1,2,3,...,n,...} e 0
contradominio o conjunto dos reais, tal que f(1) = a;,
f(2) = a, : v f(M) =ap, f(n+1) =

an+1, - (Bonjorno; Giovanni Junior; Sousa, 2020).

1

\

Fonte: Metrologia (2019).

Fonte: Freire (2023).




Progressao Aritmética

Progressao Aritmética é uma sequéncia numérica em que cada termo, a partir do

segundo, é obtido pela adicdo do termo anterior a uma constante r, chamada de razao
da progressao.

Fonte: Wolfart (2020).



Progressao Aritmetica ]

Progressio Aritmética Crescente R =1

i AR RAN ARAR

* Crescente,ser > 0; Progressio Aritmética Decrescente R = -1

Considerando o primeiro termo como a;e a razao
como 1, podemos classificar uma PA como:

* Decrescente, ser < 0; 'R nn 'R ’R nn nn

Progressio Aritmética Constante R=0

FRRRARRARRAAA

Fonte: Ferretto (2019).

* Constante, ser = 0.




Termo Geral da PA ﬂ

Seja uma PA a4,a,,as, ... a,;) com primeiro termo a,temos:

a, =aq +r,
az =a, +r=(a.+r) +r=a4 +2r
a,=az+r=(@+2r)+r=aq +3r

a,=a;+Mn—-Dr

Assim, temos que o termo geral é a, = a; + (n — D)r.




Exercicio 2 I

Uma avenida tem 4000 m de extensao e val
receber em seu canteiro central o plantio de
palmeiras Imperiais. A distancia entre as
mudas deve ser de 15 m, e a primeira planta
val ficar a 10 m do inicio da avenida.
Quantas palmeiras devem ser plantadas?




Soma dos Termos da PA ﬂ

Seja uma PA qualquer dada por (a4, a,, as, ..., a,). Podemos perceber que, ao
somar dois extremos temos:

a,t+a,=a;+a;+(n—Dr=2a;+n—-1Dr
a,+a,i=a,+r+a;,+n—2)r=2a,+(n—-2+r=2a,+(n—Dr
az;+ap,_,=a;,+2r+a;,+(n—=-3)r=2a, +(n—3+2)r=2a;+ (- Dr




Soma dos Termos da PA

Repare que as somas entre os termos equidistantes sao iguais, entao podemos
generalizar a soma como:

Sp.=ayta, +--+a,_1+a,

Sh=ap,t+tap_1+--+a,+a

25, = (a1 +ay) + (az+ap—1) + -+ (ap-1+az) + (ap + a1)

28, = (a1 +ay) + (a1 +ay) + -+ (a1 +ay,) + (a1 +ay,)

25, = (a1 +ay)n

. (a1+apy)n
- .

Assim, temos que o termo geral da PA é dado por S,, =




Exercicio 3 I

(USCS-SP) Um laboratorio que foi credenciado
para produzir certa vacina. No primeiro mes, ira
produzir 80000 unidades e, a cada mes,
aumentara essa quantidade em 20000 unidades.
Mantidas essas condicOoes, em um ano e meio de
producao ininterrupta, qual sera a quantidade total
de vacinas produzidas nesse laboratorio?




Progressao Geométrica

Progressdo geometrica € toda sequéncia de numeros nao nulos em
gue cada termo, a partir do segundo, € igual ao anterior, multiplicado
por uma constante chamada de razao (q) da progressao.

A internet em Progressao Geomeétrica

t 1faz
tt 15 copiam

ftt 225 listam

tttt 3375 republicam
ftitt 0525 comentam
freeee visitam

Fonte: Wolfart (2020).




Progressao Geomeétrica

Considerando o primeiro termo e o valor da
razao, podemos classificar uma PG como:

Crescente;

Decrescente;

Oscilante;

Constante.




Progressao Geomeétrica

Crescente: Cada termo é maior do que o anterior. Isso ocorre
quandoa;,>0eqg >1oua,;<0e0 <qg<1.

al<0 al>0
) | >
t@ 0<g<1 0 g>1
PG (-54,-18,-6,-2, ...) PG (1,248,156, ..)
'. —__18—__6—-.-—1 =E=f= =
9=~ T8~ 7 73 9=17 2 2

F‘énte: Ferreto (2019).




Progressao Geométrica

Decrescente: Cada termo € menor do que o anterior. Isso ocorre
quandoa,>0el0 <g<loua,<0eqg >1.

W al<0 al>0
: >
g>1 0 O0<g«xl1
A\ ¢
'-{ s PG (- 54, — 108, — 216, — 432, ...) PG (1, ; ; % 8‘—1 o
- _cwos_ a6 g e Bl i
-54  -108 1 /3 3

Fonte: Ferreto (2019).




Progressao Geométrica

Oscilante: Os termos da sequéncia oscilam entre valores positivos e
negativos. Isso ocorre quando o primeiro termo é um numero real
diferente de zero, e arazao € um numero negativo, isto e, a,;#0 e g <0.

1 PG (5, - 10, 20, — 40, 80, ...)
-10 20
9=5 == =2

Fonte: Ferreto (2019).




Progressao Geométrica

Constante: Todos os termos da sequéncia sao iguais ao primeiro. ISso
ocorre qguando suarazao é igual a 1.

A\ ,&I PG (5,5, 5, 5, 5, ...)

5 5
q_g_g_..._l

Fonte: Ferreto (2019).




Termo Geral da PG

(UE — PA) Exercicio 4: Um carro, cujo preco a vista é R$ 24000,00, pode
ser adquirido dando- se uma entrada e o restante em 5 parcelas
gue se encontram em progressao geomeétrica. Um cliente que optou
por esse plano, ao pagar a entrada, foi informado que a segunda parcela
seria de R$ 4000,00 e a quarta parcela de R$ 1000,00. Quanto esse
cliente pagou de entrada na aquisicao desse carro?




Termo Geral da PG

Seja (ay, ay, as, ..., an_1, a,, ...) Uma PG infinita qualquer, temos:
a —a.q

as =a.q = (a1.9).q = a1q°

as =az.q = (a1.9°).q9 = a14°

an =an_1.q = (a;.q"?).q = a;q"*

Dessaforma, a, = a;q"~!, onde a, é o termo geral da PG.




Somade PG Finita

Seja (ay, ay, as, ..., an_1, ay,) uma PG finita qualquer, temos:

Podemos obter a soma S, de todos os termos dessa PG considerando
dois casos distintos:

12 caso: Se g = 1, essa PG é constante, portanto a soma é dada por
S, =a;.n,sendo nonumero de termos da PG.




Somade PG Finita

22 caso: Se g#1, temos que
So=a +a1.q+ - +a;.q" !
Se multiplicarmos essa equacao por gtemos q.S,=a;.q + -+ a;.q"
Agora, fazendo a subtracao dessas duas equacoes

g.Sn-Sh = a1.q++a;.q" -(qy + 1.+ +a;.q" %)
q.5.- S, = CN — (%\q 4ot Cllgqn_l _ alhqn—l +a;.q"

Q-Sn_Sn = —q +a1.qn :PSn(q—l) = —qa +a1.qn :>Sn: al.(q -1)

(a-1)




Somade PG Infinita

A soma dos termos de uma PG infinita (qy,a,, as, .., an_1, an,ansqg ...) €
dada por
S1= aq
So= a1+ ap
S3= a;+ap+as

Sn = al +a2 +a.3+ ...+an




Somade PG Infinita

Quando —1< g <1,temos que S = .
Para provar isso, faremos:

S CLC ) . L. R
MTTgT Mgy Tq- Tq4
Lembrando que lim ¢" = 0 e isso resulta em lim (S, ——)— lim —a—lq. q"
n—oo n—oo n—oo

lim ¢g" = 0.Entdo,S = lim §,, =

1 J n—ow n—oo 1_q




Soma de Progressoes Geomeéetricas

Assim, temos as seguintes equacoes:

PG Finita:
a(qg —1)

g—1

PG Infinita:

Bonjorno, Giovanni Jr. e Paulo Camara, 2020



Exercicio 5

Calcule o valor de x naigualdade:

X+ 3x + 9% + ... + 729x = 5465
sabendo que os termos do 1° membro formam
uma PG e gque x nao e nulo.




Exercicio 6

Entre os nimeros 18 e b foram inseridos dois termos,
obtendo-se uma PG de razao 3. Qual € o valor de b?



Exercicio 7

(UFJF-MG) Uma bola de borracha cal de uma
altura de 30 metros. Apos o choque com o solo, a

i 1 :
bola sobe a uma altura igual a 3 da altura anterior.

Se deixarmos a bola subir e descer sem
interrupcao, qual sera a distancia total percorrida
porela?



Paradoxo do Litoral |

Quanto mede a costa da
Gra-Bretanha?

Aproximadamente 2500km

Fonte: Gurunk, 2017




Quanto mede a costa
da Gra-Bretanha?

Aproximadamente 2600km

Fonte: Gurunk, 2017




Quanto mede a costa da
Gra-Bretanha?

Aproximadamente 2700km

Fonte: Gurunk, 2017




Paradoxo do Litoral

Quanto mede a costa da
Gra-Bretanha?

Aproximadamente 2900km

Fonte: Gurunk, 2017




Paradoxo do Litoral

Quanto mede a costa da
Gra-Bretanha?

Aproximadamente 3600km

Fonte: Gurunk, 2017




Paradoxo do Litoral |

Quanto mede a costa da
Gra-Bretanha?

Aproximadamente 4225km

Fonte: Gurunk, 2017




Fractais

Fractais sao formas cujas partes sao semelhantes ao todo, ou seja,
quando repartimos um fractal ele ainda mantém a sua forma original, seja
ela um quadrado, triangulo ou circulo (Barbosa, 2005).

U
N
e

5 ﬁ:g 7
X A Q?D , ﬁﬁggﬂ
e



Fractais na Natureza

Fonte: omanzoti, 2017.




Fractais na Matematica

Fonte: Gasparini, 2012.
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Fonte: Publico, 2010.
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