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Resumo

Por apresentar uma grande versatilidade, as membranas vém ganhando cada vez mais destaque
em diversas areas da engenharia, alguns exemplos de aplica¢do sdo na cobertura de estruturas,
biomecanica e aplicagdes aeroespaciais. Com as crescentes aplicagdes, surgiram a necessidade
de conhecer o comportamento dindmico de membranas estruturais hiperelasticas. Esses estudos
tém grande importancia, pois buscam entender o comportamento da membrana, e assim evitar
gue a mesma perca estabilidade. Assim, este trabalho busca avaliar a influéncia da geometria
da membrana na frequéncia natural da estrutura. Para determinacdo das frequéncias naturais,
de forma analitica, utilizar-se-4& modelos constitutivos neo-Hooke e Mooney-Rivlin. Sendo
estes desenvolvidos para determinar a frequéncia natural de estruturas de membrana
considerando uma geometria quadrada. As formulacdes geradas a partir destas equacdes foram
validadas comparando com resultados experimentais retirados das literaturas. Esses resultados
analiticos serdo usados para validar o modelo computacional das membranas. Para a analise
numérica foi empregado o software de elementos finitos Abaqus®, juntamente com o0 modelo
neo-Hooke. Com os modelos computacionais validados, torna-se possivel alterar a geometria,
e assim verificar a influéncia da geometria no comportamento dindmico das membranas. Vale
ressaltar que o estudo computacional permitiu analisar diferentes tipos de geometria, sem a
necessidade de uma nova formulacdo analitica para cada uma das geometrias analisadas,
tornando assim as analises mais ageis e possibilitando compreender o comportamento de

geometrias mais complexas.

Palavras-Chave: Modelo neo-Hooke, Caracteristicas Dindmicas da Membrana, Influéncia da
Geometria, Membrana hipereléastica.



Abstract

Due to their great versatility, membranes are gaining more prominence in several areas of
engineering. Some examples of application are structures roofs, biomechanics, and aerospace.
With the increase of applications, the need to know or interact with these hyper elastic situations
arose. These studies are of great importance, as they aim to understand the behavior of
membrane and thus avoid the same loss of capacity. Therefore, this work goals to evaluate the
geometry influence of membrane on the natural frequency. To determine analytically the
natural frequencies, the neo-Hooke and Mooney-Rivlin constitutive models were analyzed.
These were developed to determine the natural frequency of membrane structures considering
a square geometry. The formulations were validated using experimental results. The analytical
results were used to validate the computational model of the membranes. For numerical
analysis, the finite element software Abaqus® was used, together with the neo-Hooke model.
With the validated computational models, it becomes possible to change the geometry, and thus
verify the influence of geometry on the dynamic behavior of membranes. It is worth to mention
that the computational study allowed the analysis of different types of geometry, without the
need to perform a new analytical formulation for each new geometry. Thus making the analysis

more agile and possible to understand the behavior of more complex geometries.

Keywords: Neo-Hooke Model, Dynamic Membrane Characteristics, Influence of Geometry.



Figura 1-1:
Figura 1-2:

Figura 2-1:
Figura 2-2:

Figura 2-3:
Figura 2-4:
Figura 2-5:
Figura 3-1:
Figura 3-2:
Figura 3-3:
Figura 3-4:
Figura 3-5:
Figura 3-6:
Figura 3-7:
Figura 3-8:
Figura 3-9:
Figura 4-1:

Figura 4-2:
Figura 4-3:

Figura 4-4:
Figura 4-5:

Figura 4-6:

Figura 4-7:

Lista de Figuras

Tenda ndmade coberta por peles de animais ...........c.covveiiniiieieic i 17
Aplicacdo de membranas em (a) Coberturas de construgdes civis, (b) Cobertura de
construcdo civil utilizando uma estrutura inflavel, (c) aspiracdo de célula da
valvula triscuspide e (d) Equipamentos eSPaciaiS. .........cccevvereeiieereereeseesieanenns 18
Em (a) gréaficos de tensdo-deformacdo para o material elasto-plastico, em (b)
gréficos de tensdo-deformacdo para o material hiperelastico. ...........c.c.ccceuvneee. 27
Membrana com carregamento de tracdo no plano médio, em (a) a geometria ndo
deformada e em (b) mostra a deformacdo da geometria. ..........cccceevveveevverieinnenn 30
Funcionamento de uma analise por Elementos Finitos. ..........cccccoovviiiiincnine 39
Elemento tranQUIAT. .........cccvoii e 40
Primeiro e segundo modos de fleX80 € tOrGA0. .......ccovvvviririiieice e 43
Fluxograma representando a metodologia utilizada. ............ccccoeeveveiicieeieeen, 46
Aparato experimental equipamento de tracdo biaxial ...........ccccccevvverviieiiveiennnnn 50
Representacdo das condigdes de CONOMNO..........cceceerveieeieerie s e 50
Representacdo do elemento de €asca SAR. ........ccovvveveiieveere e 52
Analise de convergéncia de malha para 0 modelo estatico. ..........ccccccvvevverneenen, 53
Anélise de convergéncia de malha para 0 modelo dindmico............ccccoceverveenene. 54
Representacdo da geometria triangular.............cooooveiiiie i 56
Representacdo da geometria CIrCUIAr ............ooveveiiiiiiieeeee s 56
Representacao das geometrias retangulares...........ccccecveveveeveciccecse e 57
Em (a) o comportamento da frequéncia natural para 0 modo 1 de vibrar da
membrana em (b) o comportamento do modo 2, em (c) o comportamento do
modo 3 e em (d) o comportamento do MOdO 4. ........ccoevveieieeie i 62
Comportamento modal da membrana 1 submetidaa 1,0 MPa...........ccccceevrvennnne 64

(@) o comportamento do modo 1 de vibrar da membrana, (b) o comportamento do
modo 2, (c) o comportamento do modo 3 e (d) o comportamento do modo 4. 66

Comportamento modal da membrana 2 submetidaa 1,0 MPa.............ccccccvvenene 68
Comportamento modal da membrana 1 com geometria triangular com pré-tenséo

Comportamento modal da membrana 2 com geometria triangular com pré-tenséo
A8 1,0 IMIPQ. ..ottt et 71

Comportamento modal da membrana 1 com geometria circular com pré-tenséo de
1,0 IMIP@ ..ttt st ne e 73



Figura 4-8:

Figura 4-9:

Figura A-1

Figura B-1:
Figura B-2:
Figura B-3:
Figura B-4:
Figura B-5:
Figura B-6:
Figura B-7:
Figura B-8:
Figura C-1:
Figura C-2:
Figura C-3:
Figura C-4:
Figura C-5:
Figura C-6:
Figura C-7:
Figura C-8:

Figura D-1
Figura D-2
Figura D-3
Figura D-4
Figura D-5

Comportamento modal da membrana 2 com geometria circular com pré-tensdo de

LL0 P e a e nrre e 74
Comportamento modal da membrana 1 com geometria retangular tipo 1 com pré-
TENSA0 AE 1,0 MPA. w.oeeiiiieiiie e 76
Figura 4-10: Comportamento modal da membrana 2 com geometria retangular com pré-tensao
[0 LI O\, = T 77
Figura 4-11: Comportamento modal da membrana 1 com geometria retangular tipo 2 com pré-
tENSA0 AE 1,0 MPA. ...eeiiieiiie e 79
Figura 4-12: Comportamento modal da membrana 2 com geometria retangular tipo 2 com pré-
tENSA0 AE 1,0 MPA. w.oeeiiiieiie e 80
Figura 4-13: (a) o comportamento do modo 1, (b) o comportamento do modo 2, (c) o
comportamento do modo 3 e (d) o comportamento do modo 4. ...........ccccuenneee. 81
Figura 4-14 :(a) o comportamento do modo 1, (b) o comportamento do modo 2, (c) o
comportamento do modo 3 e (d) o comportamento do modo 4. ...........ccccueneee. 83
: Em (a) o cddigo para o modelo neo-Hooke, em (b) o codigo para o modelo
MOONEY-RIVIIN. .ot 94
Forma modal da membrana 1, geometria quadrada, submetida a 1,5 MPa. ....... 98
Forma modal da membrana 1, geometria quadrada, submetida a 2,0 MPa. ........ 98
Forma modal da membrana 1, geometria quadrada, submetida a 2,5 MPa. ........ 99
Forma modal da membrana 2, geometria quadrada, submetida a 3,0 MPa. ........ 99
Forma modal da membrana 2, geometria quadrada, submetida a 1,5 MPa. ........ 100
Forma modal da membrana 2, geometria quadrada, submetida a 2,0 MPa. ........ 100
Forma modal da membrana 2, geometria quadrada, submetida a 2,5 MPa. ........ 101
Forma modal da membrana 2, geometria quadrada, submetida a 3,0 MPa. ........ 101
Forma modal da membrana 1, geometria triangular, submetidaa 1,5 MPa. ........ 103
Forma modal da membrana 1, geometria triangular, submetidaa 2,0 MPa. ........ 103
Forma modal da membrana 1, geometria triangular, submetida a 2,5 MPa. ........ 104
Forma modal da membrana 1, geometria triangular, submetidaa 3,0 MPa. ........ 104
Forma modal da membrana 2, geometria triangular, submetidaa 1,5 MPa. ........ 105
Forma modal da membrana 2, geometria triangular, submetidaa 2,0 MPa. ........ 105
Forma modal da membrana 2, geometria triangular, submetidaa 2,5 MPa. ........ 106
Forma modal da membrana 2, geometria triangular, submetida a 3,0 MPa. ........ 106
: Forma modal da membrana 1, geometria circular, submetidaa 1,5 MPa. ........ 108
: Forma modal da membrana 1, geometria circular, submetida a 2,0 MPa. ........ 108
: Forma modal da membrana 1, geometria circular, submetida a 2,5 MPa. ........ 109
: Forma modal da membrana 1, geometria circular, submetida a 3,0 MPa. ........ 109
: Forma modal da membrana 2, geometria circular, submetida a 1,5 MPa. ........ 110
: Forma modal da membrana 2, geometria circular, submetida a 2,0 MPa. ........ 110

Figura D-6



Figura D-7:
Figura D-8:
Figura E-1:

Forma modal da membrana 2, geometria circular, submetida a 2,5 MPa. ........ 111
Forma modal da membrana 2, geometria circular, submetida a 3,0 MPa. ........ 111
Forma modal da membrana 1, geometria retangular tipo 1, submetida a 1,5 MPa.



Lista de Tabelas

Tabela 4-1: Comparacdo da deformacdo da membrana 1 direcdo x, entre as analises

experimental @ cComputacional............ccccoueviiiiiieiie e 59
Tabela 4-2: Tabela de comparacdo entre os resultados experimentais e analiticos.................. 60
Tabela 4-3: Comparacdo das frequéncias naturais considerando os modelos analitico e
computacional para MemMBrana L..........cceieieiereieneee s 61
Tabela 4-4: Correlacédo dos resultados computacionais e neo-Hooke considerando 1,0 MPa de
pré-tensao para a MemMbBIraNa L........ccoeieieirineese e s 63
Tabela 4-5: Comparacdo das frequéncias naturais considerando os modelos analitico e
computacional para MEMDBIANA 2..........ccveieieieieie e 65
Tabela 4-6: Correlacdo dos resultados computacionais e neo-Hooke considerando 1,0 MPa de
Pré-tensao para a MEMDBIANA 2........cvieiieieirierieeee e 67
Tabela 4-7: Frequéncias naturais da geometria triangular para as propriedades da membrana 1.
............................................................................................................................. 69
Tabela 4-8: Frequéncias naturais da geometria triangular para as propriedades da membrana 2.
............................................................................................................................. 70
Tabela 4-9: Frequéncias naturais da geometria circular para as propriedades da membrana 1.
............................................................................................................................. 72
Tabela 4-10: Frequéncias naturais da geometria circular para as propriedades da membrana 2.
............................................................................................................................. 74
Tabela 4-11: Frequéncias naturais da geometria retangular para as propriedades da membrana
O R SUPRRRTPRR 75
Tabela 4-12: Frequéncias naturais da geometria retangular tipo 1 para as propriedades da
MEMDIANA 2. ...ttt sbe st renneas 76
Tabela 4-13: Frequéncias naturais da geometria retangular tipo 2 para as propriedades da
MEMDIANA L. ..ottt be bt renneas 78
Tabela 4-14: Frequéncias naturais da geometria retangular tipo 2 para as propriedades da
MEMDIANA 2. ...ttt ettt sbeenenneas 80
Tabela B-1: Frequéncias naturais da geometria QuUadrada. ...........ccccccerveresiienieennerieseeseeneenns 95
Tabela C-1: Frequéncias naturais da geometria triangular..............ccccccooeveiieiiece s, 102
Tabela D-1: Frequéncias naturais da geometria CirCUlar............ccooevvreniiininiencicc e 107
Tabela E-1: Frequéncias naturais da geometria retangular tipo L..........cccccoovvevieieiicceecieenee, 112

Tabela F-1: Frequéncias naturais da geometria retangular tipo 2..........cocoovvvienenenencneninn 117



Simbolos romanos

aaﬁ

a®f

Ci Cij, C1, C2

E

fx

I ]
li, 11, I, I3
ko

ko

Re

Lista de Simbolos

determinante da matriz covariante da membrana deformada
determinante da matriz covariante da membrana indeformada

matriz covariante da membrana deformada

matriz contra variante da membrana deformada

matriz covariante da membrana indeformada

matriz contra variante da membrana indeformada

parametros do material

energia eléstica de deformagéo

forca tracionada aplicada na direcdo do eixo x

forca tracionada aplicada na direcdo do eixo y

espessura da membrana indeformada

parametros para a quantidade de termos de uma série

invariantes de deformacéo

razdo entre as dimensdes na direcdo y e x da membrana indeformada
razdo entre as dimensdes na direcdo y e x da membrana deformada
funcédo de Lagrange

dimensdo na direcdo do eixo x da membrana indeformada
dimenséo na dire¢éo do eixo y da membrana indeformada
indice métrico danos

numero de semi-ondas na direcéo x

numero de semi-ondas na dire¢ao y

energia de amortecimento



We
X, Y,z

XY, Z

Simbolos gregos

o

r

Oi, Ox, Oy

g

Al AL A2, A3
u

IT

Ci, 01, 02

wmn

energia cinética

funcOes de densidade de energia de deformagéo

trabalho das forcas externas

coordenadas do plano cartesiano da membrana indeformada

coordenadas do plano cartesiano da membrana deformada

razao entre o segundo e primeiro pardmetros do material

massa especifica da membrana

raz0es entre o comprimento deformado e indeformado da membrana
coeficiente de amortecimento

extensdes principais no plano da membrana

maodulo de cisalhamento para deformaces infinitesimais

energia potencial

tensGes nas dire¢des principais

frequéncia natural dimensional da membrana



1.

Sumario

1] 8 oo 11 o Vo OSSR 17
1.1. V0] 1 Y=o T R 18
1.2. L@ ] =] L0 21
1.3. (SR U R0 =0 (0T =1 o =1 | o U 22

EmMDaSamENto tEOFICO ... ..eeiiiieiee ettt e e et e e s sttt esses bt e e setbereessreeeeeaans 24
2.1. () r=T0 [ - 1= (=N 24
2.2. Modelos constitutivos NIPErelastiCOS ...ueiieerreereeersrersiesreeerisssnreseessnesssessnesssessnessssennns 26
2.3. Modelos de Nneo-Hooke @ MOONEY-RIVIIN.....ciiiiiiiiiiirrnrieriinicnseerreeessiesessennreessssssenns 29

2.3.1.  Analise estatica MOdelo NEO-HOOKE .........cocueiiiuiiiiii ittt saee e e saee e 31

2.3.2.  Analise estatica modelo MoONEY-RIVIIN.........ccccuciiiiiieiiceeceeee e 33

2.3.3. Analise Dindmica MOdel0 NEBO-HOOKE ........cooouvitiieiee ettt ettt e e e e e e s enaneas 34

2.3.4.  Analise Dindmica modelo MOONEY-RIVIIN ........c.cooviiiiiiiicecieeee e 36
2.4, EleMENtOS FINITOS cuuuuueiieiierierinerieeiettrerenenesserereeersnnnessssseseressssnssssssesseesssssssssssssssesennns 37

241, ANAIISE BSALICA ... ..eicveiitiiieeie ettt ettt et e et e et e e e bt e e te e st e e e eba e et e e e bt e sbe s e et e ebesesaaeeareeenaneaans 40

242, ANALISE MO .......oiiceeieriieeeece ettt ettt et e e eae e e ebe s e ebe e eebe e e eaeeenbeseeaeeeeresennee et 42

MALEETAIS € IMBLOTOS ... .ottt e et e e e et e e e et e e e e e e e e e eeeeeenans 46
3.1. Yo (=] = LN 47
3.2. 1Yo T0 (= [o 1 AN g =1 11 4 el o IO 48
3.3. [V [olo [T [ N @fo] ] 010 c= o1 [o] 1 - | NSO UPPPRON 49

IR T Y AN o - 1Yl s - £ o A OO 49

3.3.2.  ANALISE DINAIMICA ..euveiievii ittt ettt et e et e et e s eat e s bt essatesbesesasesbesssasessssessnesasssesanesans 53

(RO U] r= o 01RO 58
it TV £ | T F- o o PPN 58

4.1.1. Validacao estatica — MOdelo NEO-HOOKE .........eeeeuieieriiie et 58

L 2 £ 1T Tor- o o T -1 1 o= P 59
4.2, Estudo de Caso 1 — Geometria QUAArAtiCaA....uueeeeeereerrrrneeeeeereereersseeneeeeeesesssssnneeeeeenes 60

2 T 1Y, 1=1 101 o] =1 o - RPN 60



N R Y, 1=1 101 o =1 o - NS TRRRRRORRR 64

4.3. Estudos de Caso 2 — Geometria TrHaNQUIAY ....eeeeeeeeceeerrneeeeernieeccsrneeeeesesssessssnnneesesss 68

L TNt T |V =T | o g = T OO 68
4.3.2. MEMDIANA 2.ttt ettt et e e et steeeteeeteeveeaeeeteeeteeebe e beeabeessesasesasesaseabeeseenseensestseetsenteentenn 70

4.4, Estudo de Caso 3 — GEOMELFia CirCUIAL c....ueeieeiiiieeeeiieeeeteeeeeeeneieeeeeeeeeeeennssseseeeeeeennns 72
AAL. MEMDBIANG L....vicvieeiieieeeteeete ettt et ettt e eteete et e eaeeeteeete e beebeenbeeasesasesaeesaeesseeseenseensesssestsenteerens 72
A.4.2.  IMEMDIANA 2.ttt ettt et et et et e e et e e st e e etae e st e e eateesabeeeateesabeeeareesbeeearessteeenreean 73

4.5. Estudo de Caso 4 — Geometria Retangular TiPo L...ccccvcceeeeerrierccrrneeneeeessscsessssnneeeeens 75
TN T 1Y/ =T o o g = T TSR 75
452, MEMDIANGA 2.ttt ettt e e e st et e e st e e etbe e s beeeabe e sabeeeabeesabeesabeesnbeeeabaeenbaesabeeebaenareean 76

4.6. Estudo de Caso 5 — Geometria Retangular TiP0 2 ..cccevvcereeeriiiicssssnnneenesssesssssnnnesenes 78
4.6.1.  MEMDIANGA L...c.eiiiiieeeeee ettt et e s e et e st e e e tbe e sbeeetbe e sabeesabeesabeeeabeesabeeenseesnbeesabeesnbaenareenn 78
T 1Y, =1 | o1 1 = TR 79

4.7. ANALISE A0S RESUITATOS .....ciirrieireeeeiiiiiiieeieeeeeiiiereeeeessssssssesereeesssssssssssssseesssssssssssssses 81
O T |V =T | o g = T TR 81
A.7.2. MEMDIANGA 2.ttt ettt e e e st e e et e e s be e etbe e s beeeabeesabeesaseesabeessbeesabaesaseesnbaesaseesntaennreenn 82

TR O o T VY- (o IR 84
5.1. TraDAIN0OS FULUIOS.ceiiiteeeeeciiiereeienenetiiereeesssssesesiseseeesssssssssssesesesssssssssssssseessssnsssnssssens 86
R = LT =] =T ot - T 87
AN 10 N 93
YAV QLY (oI AN ol 1o [0 IS T | F= o TSP STPPR 93
ANeX0o B — Membrana QUAANATICA . ..cceerrreeeeerereereerisrereeeeeeeesssssnnseseeseessssssnssssesseessssssssnnsesseses 95
ANEX0 C — Membrana TrHANQUIAT c....cccceeeeeeericeecsreereeeeesecseesssnseeeesssssessssssnseessassessssssnssesasss 100
AN QL) (o T D \/ =10 a1 o] o=V g F= T O T o U1 = U 105
Anexo E — Membrana Retangular TiPo L....ciiiiciiirrniiiiiiininnininiiinisesseessssissssssssesesss 110

Anexo F — Membrana Retangular TiP0 2 ....civiiciiereeeieiiiiininnssisiiinisissesseessssissssssssesssss 115



17

CAPITULO 1

Introducéao

As membranas vém sendo usadas para a cobertura de estruturas a pelo menos 2 mil anos, onde
povos ndmades usavam peles de animais para cobrir suas tendas, pois as peles proporcionavam
uma maior facilidade para a montagem e desmontagem das tendas (ROBBIN, 1996; SILVA,

2006). A Figura 1.1 mostra as tendas usadas pelos povos nomades.

Figura 1-1: Tenda nébmade coberta por peles de animais

Fonte: Adaptado de Silva (2006).

Com o passar dos anos as membranas ganharam uma grande versatilidade, sendo
empregadas nas mais diversas areas de estudos, como por exemplo, estruturas arquiteténicas,
uso médico, contéineres, entre outras aplicacdes (TEIXEIRA et al., 2001). Shin et al. (2005) e
Wissler e Mazza (2007) destacam que, nos ultimos anos, as membranas estdo sendo utilizadas
na fabricacdo de sensores. Ainda, salienta-se a aplicacdo médica das membranas, por exemplo,
no trabalho realizado por Pamplona e Mota (2012), que usam uma membrana circular, inflada
por um fluido incompressivel, para reproduzir o comportamento da expansao da pele de um

paciente durante uma cirurgia, para colocacdo de uma protese de silicone. Neste caso, foi
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aplicado o método de Runge-Kutta para a resolucdo de equagdes diferenciais de equilibrio e
comparado com os dados experimentais. As conclusdes desse estudo apontaram que 0s
resultados numéricos sdo compativeis com os dados experimentais. A Figura 1.2 apresenta

alguns exemplos de estruturas que usam membranas em sua composic¢ao.

Figura 1-2: Aplicacdo de membranas em (a) Coberturas de construces civis, (b) Cobertura
de construgdo civil utilizando uma estrutura inflavel, (c) aspiragcdo de célula da valvula
triscuspide e (d) Equipamentos espaciais.

(b)

Fonte: Adaptado de ww.techne.pini.com.br/ Fonte: Adaptado de
Www.estruturaspneumaticas.wordpress.com

Fonte: Adaptado de ajpheart.physiology.org Fonte: Adaptado de Soares (2009)

1.1. Motivacéo

As estruturas de membrana empregadas em coberturas podem ser uma solucdo

economicamente viavel, eficiente e esteticamente agradavel (ROBBIN, 1996;



19

VANDENBERG, 1996; e WAKEFIELD, 1994). As membranas estruturais sdo superficies
flexiveis que resistem as a¢des devido a sua forma, as suas caracteristicas fisicas e ao seu pré-
tracionamento. A forma da superficie é definida por uma configuracéo possivel de equilibrio.
Suas caracteristicas fisicas definem a sua resisténcia a tracéo, limitando os niveis de tensdo que
podem ser atingidos. O pré-tracionamento é necessario para assegurar que a membrana esteja
sempre submetida a esforcos de tracdo (OLIVEIRA e BARBATO, 2005).

Recentemente as membranas tém sido empregadas na construcdo de grandes estruturas,
diante disso, surge a necessidade de estudar o seu comportamento dindmico, a fim de apresentar
uma metodologia segura e correta para o dimensionamento da estrutura. O trabalho de Green e
Adkins (1960) se destaca, pois, realizou um estudo sobre 0 comportamento linear e ndo-linear
da membrana, considerando carregamentos estaticos ou dinamicos. Esse trabalho foi uma
grande contribuicdo para os estudos de ndo-linearidade de materiais hiperplasticos.

Dentro do estudo do comportamento dindmico de membranas, Akkas (1978) buscou
determinar a instabilidade n&do-linear de uma esfera inflada, para isso foi utilizado o modelo
constitutivo de Mooney-Rivlin. A membrana foi submetida a varios tipos de carregamentos, por
meio do aumento da pressdo interna, buscando uma alternativa de prever o comportamento da
membrana durante o processo de pressurizacdo dindmica.

Conforme Jenkins (1991), para determinar de maneira analitica 0 comportamento
dindmico linear e ndo linear da membrana, foram criados modelos constitutivos que utilizam as
propriedades da membrana, com isso é possivel determinar as frequéncias naturais de todos o0s
modos de vibracao, sejam eles lineares ou ndo-lineares. Entao, foram desenvolvidos modelos
constitutivos que permitissem determinar de maneira analitica as frequéncias naturais das
membranas, e esses resultados analiticos foram utilizados para validar os modelos numéricos
(KHAYAT E DERDOURI, 1994; JIANG E HADDOW, 1995).

Os modelos convencionais de materiais linear elastico ndo sdo aplicados para as
membranas, ja que elas sdo classificadas como materiais hiperelasticos. A diferenca entre esses
dois tipos de materiais € que os materiais lineares elasticos sdo descritos pela teoria da
elasticidade linear, teoria que considera solidos elasticos lineares submetidos a pequenas
deformagdes, com isso os deslocamentos e deformac0es séo lineares, ou seja, 0S componentes
do campo de deslocamento sdo uma combinacao linear dos componentes do tensor deformacéo
do sélido. Em geral, um sélido elastico linear submetido a grandes deslocamentos ndo cumprira
esta condicdo. Portanto, por apresentarem essas caracteristicas 0os materiais lineares elasticos
podem ser modelados pela Lei de Hooke (MURNAGHAN, 1937).
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Segundo Lapa (1987) a analise dindmica de estruturas se divide em dois segmentos, a
linear e ndo linear. Para a andlise dindmica linear os materiais utilizados quando submetidos a
um carregamento apresentam valores baixos de deslocamento e uma linearidade na relacéo de
tensdo e deformacéo sendo o seu comportamento linear na comparacéo tensdes e deformacdes.
Ja para a anélise dindmica ndo linear os materiais utilizados quando submetido a carregamento
apresentam grandes valores de deslocamento e uma néo linearidade na relacdo de tensdes e
deformacdes o que pode gerar uma instabilidade, também suas caracteristicas mecanicas variam

ao longo do tempo fazendo com que seja modificado a sua resisténcia.

Segundo Ogden (1987), os materiais hiperelasticos apresentam grandes deformacdes, e
com isso a utilizacdo de algum modelo constitutivo linear elastico, como exemplo a Lei de
Hooke, acabaria por ndo descrever com precisdao o comportamento do material. Para isso,
existem modelos constitutivos préprios que descrevem corretamente 0 comportamento dos

materiais hiperelastico, dentre os quais destaca-se:

e Modelo de Mooney-Rivlin;
e Modelo neo-Hooke;

e Modelo de Ogden;

e Modelo Yeoh;

e Modelo Polinomial;

e Modelo Arruda-Boyce.

Como os modelos constitutivos sdo capazes de determinarem o comportamento dos
materiais hiperelastico, logo qualquer um dos modelos pode ser usado para os estudos
envolvendo esses materiais. O estudo de Selvadurai (2006) faz uso dos modelos de neo-Hooke,
Mooney-Rivlin, Blatz-ko, Ogden e Yeoh para determinar a deformacéo transversal de uma
membrana hiperelastica com a geometria circular. Xavier (2015) faz uso dos modelos de neo-
Hooke, Mooney-Rivlin e Yeoh para estudar o comportamento dindmico linear e néo linear de
uma membrana isotropica. Ja o trabalho de Chakravarty e Albertani (2012) usam somente o0
modelo de Mooney-Rivlin para realizar uma analise modal de uma membrana de latex

submetida a vibragéo forcada.

Como pode ser visto existem varios estudos que buscam entender o comportamento
dindmico de membranas, sendo que para isso é empregado algum dos modelos constitutivos.
Ao fazer a aplicacdo de algum modelo constitutivo para determinar as frequéncias naturais, faz-

se necessario realizar um equacionamento que se inicia com o a equacdo do modelo constitutivo
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escolhido, entdo € aplicado a geometria da membrana para entdo dar origem a uma equacgao que
seja capaz de determinar as frequéncias naturais. Esse processo se faz necessario para cada tipo
de geometria, portanto justifica-se este estudo que busca avaliar a influéncia da geometria de
uma membrana no seu comportamento dindmico. Para este trabalho foi utilizado o modelo neo-
Hooke e o de Mooney-Rivlin pois ambos consegue descrever 0 muito bem o comportamento
dindmico linear e ndo linear de materiais hiperelasticos isotrépicos, e também apresentam uma
formulacdo matematica simples. Sendo que o modelo neo-Hooke usa apenas um parametro do
material e um invariante de deformacao e 0 modelo de Mooney-Rivlin utiliza dois parametros

dos materiais e dois invariantes de deformagoes.

1.2. Objetivos

Diante do exposto, 0 objetivo principal deste trabalho é avaliar a influéncia da geometria da

membrana na analise modal da estrutura.
Os objetivos especificos sdo:

e Realizar a validacdo da formulacdo analitica desenvolvida por Soares (2014),
verificando a capacidade da formulacdo de representar fidedignamente o
comportamento dindmico de membranas com geometria quadrada.

e Determinar a frequéncia natural, considerando a formulagdo analitica
desenvolvida por Soares (2014), considerando dois tipos de materiais para a
membrana, lona de polietileno de baixa densidade e membrana de borracha.

e Desenvolver um modelo computacional que represente as estruturas de
membranas. O modelo computacional sera desenvolvido empregando o software
Abaqus®. O modelo serd validado ao comparar suas frequéncias naturais
computacionais com os resultados analiticos desenvolvidos por Soares (2014).

e Estudar a influéncia da geometria no comportamento dindmico das membranas,
para isso serdo considerados as geometrias triangular, retangular e circular.

e Auvaliar as potencialidades e limitagdes do modelo desenvolvido para a previséo

das frequéncias naturais de estruturas de membrana.
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1.3. Estrutura do trabalho

Esta dissertacdo é organizada e apresentada em 6 capitulos, conforme descrito a seguir:

Capitulo 1 - Introducao: Este capitulo faz uma abordagem introdutdria acerca do tema
proposto, bem como seus objetivos, motivacdes e escopo do estudo.

Capitulo 2 — Embasamento teorico: Este capitulo apresenta os estudos dindmicos
aplicados a membranas, assim como, 0os modelos constitutivos desenvolvidos para o
estudo. A aplicacdo do método de elementos finitos, explicando sua formulacdo e as
areas de utilizagao.

Capitulo 3 — Materiais e Métodos: Neste capitulo, descreve-se a metodologia que foi
empregada no trabalho, além da descricdo dos materiais e metodos utilizados no
desenvolvimento do trabalho. Ainda, apresenta-se o desenvolvimento dos modelos
computacionais, empregando o Método de Elementos Finitos (MEF).

Capitulo 4 — Resultados: Este capitulo apresenta os resultados e discussées do modelo
analitico usando os modelos constitutivos. Bem como da abordagem computacional, a
qual utilizou diferentes geometrias de membranas.

Capitulo 5 — Concluséo: Neste capitulo apresenta-se as conclusdes obtidas através dos
resultados e as principais discussdes realizadas no Capitulo 4. Desta forma, finaliza-se
o trabalho com as principais contribuicOes e sugestdes para trabalhos futuros nesta area.
Capitulo 6 — Referéncias Bibliograficas: Estdo dispostas todas as literaturas
consultadas para a fundamentagdo tedrica e comparacdo de resultados do presente
trabalho.

Anexos: Textos e figuras complementares ao trabalho:

» Anexo A — Cddigo desenvolvido no software Scilab usado para determinar de
forma analitica os valores das frequéncias naturais para as membranas.

» Anexo B — Apresenta os valores das frequéncias naturais e 0 comportamento
modal do presente estudo usando a geometria quadratica, para ambos as as
membranas.

» Anexo C — Apresenta os valores das frequéncias naturais e o comportamento
modal do presente estudo usando a geometria triangular, para ambos as as

membranas.
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» Anexo D — Apresenta os valores das frequéncias naturais e 0 comportamento
modal do presente estudo usando a geometria circular, para ambos as as
membranas.

» Anexo E — Apresenta os valores das frequéncias naturais e o comportamento
modal do presente estudo usando a geometria retangular 1, para ambos as as
membranas.

» Anexo F — Apresenta os valores das frequéncias naturais e 0 comportamento
modal do presente estudo usando a geometria retangular 2, para ambos as as

membranas.
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CAPITULO 2

Embasamento tedrico

Neste capitulo sera apresentado uma apresentacéo sobre os modelos constitutivos para materiais
hiperelasticos, o estado da arte das membranas, onde estudos sobre o comportamento dindmico,
com foco nos modelos constitutivos de neo-Hooke e Mooney-Rivlin sdo discutidos. Vale
ressaltar que Soares e Gongalves (2014) utilizam tais modelos com objetivo de apresentar uma
metodologia capaz de determinar as frequéncias naturais para membranas quadradas. Além
disso, apresentar-se-4 a formulacdo matematica para analise dindmica de estruturas

considerando a abordagem via método de elementos finitos (MEF).

2.1. Estado da arte

Mooney (1940), Treloar (1943) e Rivlin (1947) foram os primeiros trabalhos a estudar o
comportamento geométrico de membranas quando estdo submetidas a grandes deformacdes,
esses trabalhos serviram de base para a elaboracdo da teoria da elasticidade ndo-linear. A partir
do modelo de Mooney-Rivlin Gent et al. (1958), busca realizar o melhor ajuste para casos de
grandes deformacfes para isso € utilizado um termo logaritmico em funcdo do segundo

invariante de deformacao do material.

Alexander (1968) propéem um modelo constitutivo para descrever com precisao a
resposta para diferentes niveis de deformacdo de baldes em elevada altitude. Akkas (1978)
aplica a modelo de Mooney-Rivlin para determinar o comportamento dinamico de uma

membrana esférica submetida a uma pressdo de enchimento.

Yeoh (1990) aplicou as fungdes de energia e deformacdo para determinar

empiricamente as propriedades de uma borracha preenchida com carbono, os resultados
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empiricos sdo comparados com um modelo computacional. Os estudos de Laura et al. (1998),
Gutierrez et al. (1998), Pronsato et al. (1999) e Buchanan (2005) buscaram evidenciar a
influéncia da inércia sobre a vibracéo linear de materiais elasticos, através do uso de métodos

numeéricos e analiticos.

As teorias de Mooney-Rivlin e neo-Hooke foram utilizadas por Pamplona e Bevilacqua
(1992) para estudar o problema de deformagdes finitas de uma membrana circular que estavam
submetidas a carregamentos por uma forca axial e momentos de torcdo. Nesse estudo foram
usadas equacdes de energia potencial estacionaria para obter as equacdes de equilibrio. Com as
equacdes de equilibrio aplicou-se métodos numéricos, e com isso, foi possivel determinar os

deslocamentos bem como as deformaces da estrutura.

Entre os estudos que buscam entender o0 comportamento dindmico das membranas, o
trabalho de Willatzen (2002), que faz uma aproximacao utilizando o método de Frobenius para

determinar as frequéncias naturais e os modos de vibragdo de membranas circulares.

Além de métodos tedricos para o calculo das frequéncias naturais, é possivel determina-
las através de ensaios experimentais. Isso pode ser visto no estudo de Pinto (2006), onde as
frequéncias naturais do sistema foram determinadas a partir de um experimento que utilizou
um microfone capacitivo e a membrana era excitada por atuadores eletrostaticos no vacuo. As
frequéncias obtidas com o experimento foram comparadas com as frequéncias obtidas através
de um modelo analitico, essas compara¢gdes mostraram resultados que validam o modelo

analitico.

Como visto anteriormente, existem varios trabalhos sobre membranas, cada estudo
busca realizar uma andlise para obter as caracteristicas mecénicas e comportamento dinamico.
Para isso, sdo usadas as mais diversas abordagens, desde métodos analiticos até aplicacdo de
modelos computacionais, passando por ensaios experimentais. Xavier (2003) apresentou um
estudo estatico para determinar o comportamento ndo linear de membranas hiperelasticas. Neste
estudo foi realizado a comparacéo entre dados experimentais e resultados usando o Método dos
Elementos Finitos (MEF).

O trabalho desenvolvido por Chakravarty e Albertani (2012) desenvolveram uma
anélise modal de uma membrana de latex usada como material para a fabricagdo de um micro
veiculo aéreo. No estudo em questdo é usado o modelo de Mooney-Rivlin para determinar
analiticamente as frequéncias naturais, e experimentos foram realizados com objetivo de

verificar o comportamento real da membrana. Também foi desenvolvido modelos
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computacionais utilizando o Método de Elementos Finitos (MEF). De posse destes resultados
analitico, computacional e experimental, foi possivel determinar as caracteristicas da membrana

de latex quando ela se encontra solicitada sob diferentes carregamentos dinamicos.

Dong et al. (2015) identificaram como a adicdo de massa pode influenciar no
comportamento dindmico de uma membrana, para isso usou-se duas membranas, uma com
geometria circular e outra com geometria quadrada. Entdo foram realizadas simulagdes com e
sem a adicdo de massa na membrana. Os resultados obtidos indicam que ao adicionar massa as
frequéncias naturais das membranas diminuem, sendo a primeira frequéncia natural mais

influenciada no estudo.

Ainda, podemos destacar o trabalho de Unnikrishnan et al. (2019), que utilizaram o
método de Galerkin, que ¢ um método sem o uso de malha, para realizar a simulacdo da vibracéo
livre de uma membrana pré-tensionada. Para isso ele aplica uma formulacdo de aproximacao,
onde a membrana é comparada a uma placa plana com trés graus de liberdade. Os resultados
obtidos foram comparados com solucdes analiticas e computacionais, essa comparacgao entre
métodos indicou que o método de Galerkin apresenta resultados precisos podendo assim ser

aplicado para simular o comportamento dindmico de vibracéo livre de membranas.

2.2. Modelos constitutivos hiperelasticos

A hiperelasticidade ¢ a resposta elastica de determinados materiais quando sdo submetidos a
grandes deformac6es, ocorrendo uma néo linearidade geométrica e fisica. O comportamento de
materiais hiperelasticos depende de diferentes fatores como: a temperatura, a deformacéo e a
taxa de carregamento (BOWER,2010). A Figura 2.1 mostra uma comparacao entre os graficos
de tensdo-deformacao entre o material elasto-plastico e o material hiperelastico.

Conforme Hoss (2009), existem duas correntes sobre a deducdo de modelos

constitutivos:

e Modelos fenomenoldgicos: que sdo baseados na observagdo experimental do
comportamento do material, entre esses modelos estdo os modelos de Ogden, Mooney-
Rivlin, Yeoh e outros.

e Modelos micro mecanicos: usam como base as caracteristicas quimicas do material,

entre esses modelos estdo o neo-Hooke o de Arruda-Boyce.
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Figura 2-1: Em (a) graficos de tensdo-deformacéo para o material elasto-plastico, em (b)
gréaficos de tensdo-deformacédo para o material hiperelastico.
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escoamento --

m
[y}

Fonte: Adaptado de Hoss (2009).

Na literatura, encontra-se diversos modelos constitutivos que descrevem corretamente

0 comportamento dos materiais hiperelastico, tais como:

v Modelo de Mooney-Rivlin

Este modelo foi proposto em 1940 por Melvin Mooney e expresso em termos de
invariantes por Rivlin em 1948 (MOONEY, 1940; RIVLIN, 1947; KEERTHIWANSA et al.,
2018). No modelo Mooney-Rivlin a funcdo de densidade de energia de deformacéo € definida

por

W==0C (U —-3)+C-(U;—3), 1)

onde Cy e C, séo parametros do material e I> 0 segundo invariante de deformacao.

v Modelo neo-Hooke

Proposto em 1948 por Ronald Rivlin. E o0 modelo hiperelastico mais simples, similar a
lei de Hooke, que pode ser utilizado para predizer o comportamento ndo linear de tensao-
deformacdo de materiais sob grandes deformagdes, como por exemplo para materiais
isotropicos tipo borracha (MARCKMANN et al., 2016). No modelo neo-Hooke a fungéo
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densidade de energia de deformacdo para um material neo-Hookeano incompressivel em uma

descricdo tridimensional € definido como

W =_C¢-0U;-3), )

onde W é a densidade de energia, C1 € um parametro do material, I1 é o primeiro invariante de

deformacéo.

v" Modelo de Ogden

Modelo desenvolvido por Raymond Ogden em 1972. O modelo de Ogden, como outros
modelos hiperelasticos modelos, assume que o comportamento do material pode ser descrito
por meio de uma funcdo de densidade de energia de deformacao, a partir do qual as relagdes
tensdo-deformacdo podem ser derivadas (OGDEN, 1972). No modelo de Ogden a densidade de
energia de deformacdo é expressa em termos dos alongamentos principais, esse modelo
apresenta uma particularidade, a partir dele é possivel deduzir os modelos neo-Hooke e

Mooney-Rivlin, para isso basta selecionar os parametros Cij:

N
20w e s
W= S 0+ A+ A - 3), 3)
i=1 ¢

a densidade de energia é dada também por uma série, onde Wi, «i S80 0s parametros relacionados
com as propriedades do material, pi 0 modulo de cisalhamento para deformacdes infinitesimais

e N o nimero de termos da série.

v Modelo Yeoh

Modelo fenomenoldgico para a deformacdo de materiais elasticos ndo-lineares quase
incompressiveis, como a borracha. O modelo é baseado na observacao de Ronald Rivlin de que
as propriedades elasticas da borracha podem ser descritas usando uma fungéo de densidade de
energia de deformacdo, que é uma série de poténcias nos invariantes de deformagdo dos
tensores de deformacdo de Cauchy-Green (YEOH, 1993). O modelo de Yeoh, sendo o modelo
original proposto por Yeoh, tinha uma forma cubica com apenas dependéncia de I1 e é aplicavel
a materiais puramente incompressiveis. Hoje, uma versdo um pouco mais generalizada do
modelo Yeoh é usada. Este modelo inclui n termos e a densidade de energia de deformacéo

para este modelo € escrita como
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N
W= ¢ -3, 4)
i=1

a densidade de energia é determinada por uma série, onde N é o nimero de termos da série, Ci

sdo parametros do material.

v Modelo Polinomial

Modelo fenomenoldgico de elasticidade da borracha. Nesse modelo, a fungdo densidade
de energia de deformacdo é da forma de um polinbmio nos dois invariantes do tensor de
deformacéo esquerdo de Cauchy-Green (RIVLIN E SAUNDERS, 1951). O modelo Polinomial
(RIVLIN E SAUNDERS, 1951) também como o modelo de Ogden apresenta uma
particularidade, a partir dele é possivel deduzir os modelos neo-Hooke e Mooney-Rivlin, para
isso basta selecionar os parametros Cij. A densidade de energia calculada pela série é definida

por

N
w = Z Cij-(I; —3)'(I; —3), (5)
i+j=1
onde N é o nimero de termos da série Cij sdo parametros do material e 11 e 1> s80 0s invariantes.

2.3. Modelos de neo-Hooke e Mooney-Rivlin

Dentre os modelos constitutivos hiperelasticos descritos anteriormente, este trabalho utilizar-
se-a 0s modelos de neo-Hooke e Mooney-Rivlin. Assim, o trabalho de Soares (2009), que
aplicou o modelo neo-Hooke para determinar analiticamente o comportamento da membrana
quando ela se encontra sob vibracGes ndo-lineares, de posse dos resultados analiticos, realizou-
se uma comparagdo com os resultados obtidos no software de elementos finitos Abaqus®.
Ainda, Soares e Gongalves (2012) utilizaram o MEF para analisar a vibragcdo ndo-linear em
membranas anelares hiperelasticas pre-tracionadas, o foco desse trabalho foi determinar a
frequéncia natural, amplitude, curvas de ressonancia e bacias de atracdo. Além disso,
demonstrou-se a influéncia da geometria na ndo-linearidade das vibrag¢fes geradas por grandes
amplitudes. Em um novo estudo, Soares e Gongalves (2014) usam o modelo de Mooney-Rivlin

para estudar a resposta da vibracéo linear e ndo-linear de uma membrana retangular. Os autores
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realizaram uma andlise paramétrica das constantes constitutivas do material e com isso

obtiveram as frequéncias naturais, modos de vibragao e relagdo frequéncia-amplitude.

A formulacao desenvolvida por Soares e Goncalves (2014) e Silva (2015) é usada como
base para o desenvolvimento desse trabalho, a formulacdo é apresentada no Capitulo 2.3.1 até
2.3.4. Essa formulacgdo considera uma membrana retangular que apresenta como caracteristicas
espessura e massa especifica constantes, e a membrana esté sujeita a um carregamento de tragdo
em seu plano médio. A Figura 2-1 mostra a membrana com o carregamento de tracdo no seu
plano médio e a sua respectiva deformacao, fx e fy sao as forcas de tracdo que sdo aplicadas nas
direcbes x e y, Lxo, Lyo e h sdo as dimensdes da membrana antes de ser tracionada, e Lxf, Lyf e

H sdo as dimensdes da membrana apos ser tracionada.

Figura 2-2: Membrana com carregamento de tracdo no plano médio, em (a) a geometria nao
deformada e em (b) mostra a deformacéo da geometria.
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Fonte: Adaptado de Soares, Gongalves (2014).

A equacdo de Lagrange ¢é dada por Q; que é a componente da forga generalizada, U é a

energia potencial total, Ec é a energia cinética total de um sistema mecénico,

0 = 0E, <(3EC> d ®)
= aqj dqj dt’

A energia de deformacdo eléstica (E), pode ser obtida fazendo a integracdo da energia

de deformacéo ao longo do volume do corpo indeformado,

E = f wav. ()
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O trabalho gerado pelas forcas externas é resultado das cargas que sdo aplicadas na

membrana, 0 mesmo pode ser determinado usando,

VVe = LxOfy(Y - y)ly:LyO - LxOfy(Y - Y)|y=0 + LyOfx(X - x)lx:LxO - (8)
LyOfy(X - x)lx:o AV’

onde X e Y sdo as coordenadas do plano cartesiano da membrana deformada e x e y sdo
coordenadas do plano cartesiano da membrana indeformada, e AV é variacdo do volume da

membrana.

A energia cinética (T) é proveniente da velocidade, e é determinada resolvendo a

integral,

Lxo rlyo X2 4 Y2 4 72
T = f f hF———— = dxdy, 9)
0 0 2

onde I', h sdo massa especifica da membrana e espessura da membrana respectivamente.
O amortecimento que é considerado para realizar a analise dinamica é dado por,
W
R, = 20y, f r — v, (10)
v

onde ( ¢ o coeficiente de amortecimento e wmn € a frequéncia natural do sistema.

A energia potencial total é determinada por,

M=E-W, (11)
onde W, € o trabalho realizado pelas forgas externas.

A funcéo de Lagrange, pode ser definida a partir das energias como

L=T+R,—E+W,, (12)
utilizando a funcdo de Lagrange é possivel determinar as equacdes diferenciais para casos

particulares em estudo.

2.3.1. Analise estatica modelo neo-Hooke

Segundo Soares e Gongalves (2014), devido ao corpo estar em estado de equilibrio e ndo
apresentar variacdo do volume ao longo do tempo, portanto os invariantes estdo em fungéo dos

alongamentos principais
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Iy =28+ 25+ 23,
Iy =(M122)% + (A2 43)% + (M4 43)%, (13)
I3 = (A1 4243 )2-
Sendo que A; pode ser determinado como

_ds,
o dSl' ’

onde dS; é o comprimento deformado e ds; € o0 comporimento indeformado de um elemento

(14)

infinitesimal que se encontra nas dire¢des principais da membrana.

Considerando que a membrana € um material incompressivel, o invariante I5 sera igual

a 1. Devido a essa consideracdo, é possivel escrever 4,, 4, e A5 utilizando a Eq. (14), como

dx
AI=E=Xx'
dy
12= _=Yy1 (15)
dy
- 11
T A X Y,

Realizando a substituicdo da Eq. (15) na Eq. (13) é possivel reescrever os invariantes

1
L =X;+Y + (5—)>
UYL Y,

(16)

I = (X Yy)z + (Yy )2 + (X

X, Y, X, Y,
13 = 1
Com a Eq. (16) é possivel reescrever o modelo constitutivo neo-Hooke conforme

)%

apresentado na Eg. (1), como sendo

L XRYZ XAV —3X3YS+1
! X%Y2 '

Substituindo a Eq. (17) na Eq. (11), considerando que a energia potencial total é

17)

determinada pela diferenca entre a energia de deformacéo e o trabalho realizado pelas forcas
externas, aplicando o principio da energia potencial total e fazendo a integracdo por partes,

determinam-se as equacdes de equilibrio da membrana para o modelo constitutivo neo-Hooke:

20X, Gy (1+ ) =0, (18)

4y2
X5Y5

2hY,, C; (1+ ) = 0. (19)

2y4
X5Vx
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Utilizando o principio da energia potencial total determinam-se as condicfes de
contorno para 0 modelo constitutivo neo-Hooke,

73v2) = Lyo fo (20)

2hC; (Yyy — ——=) = Lo f, - 21
1 vy X’%CY'.;’? x0 y ( )

As Egs. (17) e (18) podem ser solucionadas usando as Egs. (20) e (21), resultando em

X(x,y) =906,x
Y(x,y) =6,y.
A razdo entre as dimensdes deformadas e ndo-deformadas € definida por:

(22)

L
-
5, = Lo’
; 23
5, = ~xf

Lo

As tensdes de Cauchy na membrana podem ser determinadas através de

ow
g; = /1i E (24)
Aplicando na Eq. (23) as fungdes de densidade de energia e de deformacdo, calculam-

se as tensdes nas direcdes principais através de:

26, (8%6% - 1) (25)
0—1 6366“%’ )
2, (826% — 1) (26)

2.3.2. Analise estatica modelo Mooney-Rivlin

Para determinacdo da equacdo estatica considerando o modelo Mooney-Rivlin, 0s mesmos
passos mostrados anteriormente no modelo neo-Hooke devem ser seguidos, logo substitui-se a

Eqg. (16) na Eq. (3) e com isso é reescrito 0 modelo de neo-Hooke como:

X3YZ+X5Y5—-3X5Y5+1 i X3YZ+X5Y5—3X5Y5+1
X3Y3 i XYy '

<
I

(27)
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Substituindo a Eq. (27) na Eqg. (11), e adotando as mesmas consideracfes ja citadas
anteriormente, € determinada as equac6es de equilibrio estatico da membrana para o modelo

Mooney-Rivlin

3 3

2hX,y lCl (1 + X2 Y2> +C, (Y5 + E)l =0, (28)
3 , 3

2hY,, € (14— X772 +Cy (X2 + 7| = 0. (29)

Usando o principio da energia potencial total determina-se as condi¢bes de contorno
para 0 modelo constitutivo Mooney-Rivlin. Sendo estas condic¢des representadas por:

1
2nC;, (X, — + 2hCy (X Y2 ——) = Lyo [, (30)
1 ( X Xixf,) 2 x4y X,?c y0 Jx
2hC, <Yy e Y3> + 2hC, (Y, X3 — 3) =Lyofe (31)

Solucionando o sistema das Eqgs. (30) e (31), aplicando essa solucdo na Eq. (24), e
usando as fungOes de densidade de energia de deformacdo, determinam-se as equagOes para

calcular as tens@es de Cauchy nas dire¢des principais da membrana dada por

XYY X
o, = 2C, (6264 — 1) ( 52152 +(;iz>. (33)
XY "y

2.3.3. Analise Dindmica modelo neo-Hooke

Green e Adkins (1960) propuseram como determinar 0s tensores métricos covariantes na

configuracdo deformada da membrana, ou seja, utilizam-se as seguintes derivadas

p _dXdX_I_deY dZdZ_X2+Y2+ZZ
W7 dxdx  dxdx dxdx °7 X %X
dXxdX dvydy dzZdZ

A, = =X X, +Y, Y, +7Z,2Z,
12 dx dy+dx dy+dx dy + * (34)

gy, = XX Ardv dzdz_
217 dydx  dydx  dydx Xy
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L _dXdx dvdy dzdz_ ., .,
2 7 dydy dydy dydy 7Y Y 7V

A matriz covariante na configuracdo deformada € representada por

4 X5+Yi+Z3% XXy +Y, Y, +2, 7, (35)
BTN X, Y, Y, + 2,7, X2 +Y2+72
O resultado do determinante da matriz dos covariantes é
A= (XZ+Y2+Z2)( X2+ Y2+2Z3)— (XX, +Y, Y, +Z,7,)% (36)
Ainda, Green e Adkins (1960) descreveram os invariantes de deformacdo como
Il = aaﬁAaﬁ + 12,
I, =a%A !
2 = @ Aap T3, (37)

Determinando os invariantes, a Eq. (37) € substituida na Eq. (12), assim as equac0es de

movimento da membrana sdo definidas por

) ) ) d y .
h—W t3 h—W | — h['X — hwy, I'{X =0,

ax\ 0X, X,
ahaw+ahaw hI'Y — hw,,, Y =0 (38)
ax\" v, ay\ ‘v, W ISV =0,

ahaW+ahaW hI'Z —h ez =0
ax\' 0z, ay\ 9z, W €2 = 0.

Para determinar o campo de deslocamentos para a configuracdo deformada tem-se

X =08,x+u(x,y,t),
Y =6,y +v(xyt), (39)
Z=w(x,y,t).
onde u, v e w sdo os deslocamentos nos eixos X, y e z, respectivamente.
Substituindo as func¢bes da Eg. (39) na Eqg. (17), entdo substituindo na Eg. (38), e
desconsiderando o amortecimento e qualquer carregamento externo, reescreve-se a equacao do

modelo neo-Hooke como

1 1 r
0=(1-——=|Ciwy, [1—-—=—=)C,wy, —=w,. (40)
< 6’;1,6 53/ ) 1 XX ( 53( 651_/ ) 1 yy 2 tt

Resolvendo a Eqg. (39), obtém-se o deslocamento transversal da membrana, que é dada

por
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w(x,y,t) = z Apn Sen (rzlxn) sen <myrt> cos(Wmn t), (41)

x0 Lyo
onde A,,, € aamplitude modal, m é o nUmero de semi-onda na direcéo x, n € a quantidade de

semi-ondas na direcdo y e w,,, € a frequéncia natural.

Dessa forma, é estabelecida uma relacdo entre o comprimento deformado e o néo-

deformado da membrana por

ke
8y = 67— (42)
ko
onde k, € a razao entre as dimensdes ndo-deformadas nas direces x e y, e ky € a razdo entre as

dimensdes deformada nas dire¢des x e y da membrana.

Substituindo a Eq. (41) na equacao do deslocamento transversal (40), que por sua vez é
substituida na Eqg. (39), resulta-se na equacdo que permite determinar a frequéncia natural da

membrana, considerando o modelo de neo-Hooke, definida por

C2m*| K¢ n? Ky
= m2(1- +—(1-=2) |- 43
©mn = T2, < 55K?) " KZ\ ~ o%K} “3)

2.3.4. Analise Dindmica modelo Mooney-Rivlin

Seguindo 0 mesmo procedimento apresentado anteriormente no modelo de neo-Hooke,
substituiu-se as funcdes mostradas nas Eqgs. (39) e (27), que representa a funcdo de densidade
de energia para 0 modelo Mooney-Rivlin. O resultado dessa primeira substitui¢do foi aplicado
na Eqg. (30), assim obtém-se um novo formato para o modelo Mooney-Rivlin, nesse novo

formato é considerado as equacdes de equilibrio dindmico como

a w. a w. Wet -
S,‘ch Sg/ 1 Waxx 536 5’4 x)=2Wyy 2 tt
Aplicando a Eq. (40) na Eq. (43), eusando a Eq. (41), resulta-se na equagéo para calcular

a frequéncia natural, considerando o modelo de Mooney-Rivlin, definida por

C2m*[ 6 , KA\ | n? Ky
WOmn = riz, m*(1— 561(2 1+ ad% k2 +F 1- 661(4 (1+ad%)|. (45)
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2.4. Elementos Finitos

Alves Filho (2000; 2001) afirma que o método dos elementos finitos é uma ferramenta de alto
potencial que auxilia as equipes de engenharia em uma das tarefas mais importantes no
desenvolvimento de um produto, na determinacdo do seu comportamento, seja ele estatico ou
dindmico. Com esse método é possivel simular situacdes criticas, e assim determinar as tenses
atuantes no componente. A andlise de tensdes é considerada uma das entradas do sistema, pois
a partir dela sdo feitas escolhas que irdo alterar as caracteristicas estruturais do produto (como
espessuras, geometria, materiais e condi¢des de trabalho, por exemplo). A utilizacdo adequada
de método ndo s6 permite reduzir o ciclo de desenvolvimento do produto, mas também o
nimero de testes de campo, realizando previsbes do seu comportamento, resultando em

substancial reducéo de custos, evitando a utilizacdo do método da tentativa e erro.

Também em seus estudos Alves Filho (2000) destaca que para executar uma analise

estrutural que conduza a decisdes adequadas, deve-se atender a alguns pré-requisitos:

e Entendimento claro do problema fisico a ser simulado;

e Conhecimento do comportamento estrutural desejado (critério de projeto);

e Propriedades dos materiais envolvidos;

e Caracteristicas dos elementos finitos envolvidos na anélise;

e Definicdo da regido objeto de interesse, definindo a extensdo do modelo de
anélise;

e Condicdes de Contorno - Cargas e vinculos da estrutura.

Os estudos de Quraishi e Sandeep (2011) apontaram que quando ¢ aplicado esse método,
o tempo de processamento da andlise ird depender diretamente da complexidade geométrica e
do tamanho do modelo, isso fica evidente quando € realizada a comparacéo entre uma analise
estatica de um objeto 3D com uma anélise dinamica desse mesmo objeto. Uma das alternativas
para reduzir o tempo de calculo sdo as analises adaptativas, as quais tém sido desenvolvidas e
aplicadas a grande escala em projetos de engenharia. Além disso, as abordagens de malha
adaptativas tém sido estudadas com base na técnica de interface de captura Enhanced-
Discretization (discretizacdo reforgada), com dois niveis de malhas ou uma combinacgdo de
malhas finas e grosseiras, que tém sido aplicadas a fluxos compressiveis com choques e
superficies livres (MUROTANI et al., 2013).
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Segundo Soriano (2003), o0 método de elementos finitos baseia-se na transformacéo das
equacdes diferenciais que regem um problema especifico em uma série de regides (os elementos
finitos) de tipologia simples como triangulos, quadrilateros, tetraedros e hexaedros, cuja
geometria é definida pelas coordenadas de um conjunto de pontos (0s n6s). Este conjunto de

elementos é denominado malha de elementos finitos.

Para Alves Filho (2005), o célculo das forgas internas acontece em cada elemento,
considerando as caracteristicas separadamente de material e de propriedades geométricas.
Conhecendo-se a matriz de rigidez de cada elemento, € possivel demonstrar a matriz de rigidez
da estrutura. Em uma dada condigédo de contorno definida pelas restri¢ces e pelo carregamento

atuante € possivel determinar os deslocamentos nodais para a estrutura inteira.

Conforme Rao (1989), Hinton e Owen (1980), 0 método de elementos finitos pode ser

dividido em trés classificacdes:

. Problemas de equilibrio (exemplo, analise estatica estrutural);
. Problemas de autovalor (exemplo, anélise dindmica estrutural);
. Problemas de propagacéo (exemplo, analise transiente no tempo).

A Figura 2-3 apresenta um fluxograma do processo de analise pelo método de elementos
finitos. Conforme Huebner (1994), o método de elementos finitos pode ser dividido em trés
etapas, que sdo respectivamente, pré-processamento, solucdo e pds-processamento. O pré-
processamento é a primeira etapa, nela é feita a modelagem do problema. S&o definidas as
condicdes iniciais e as de contorno. Sdo inseridos 0s carregamentos e realizadas as
simplificacdes no modelo. E feita a escolha do tipo de elemento e definidas as propriedades do

material.

Nessa etapa inicial é realizada a discretizacdo do problema, isso corresponde a criagdo
da malha, onde o modelo é subdividido em um determinado nimero de elementos. A forma

desses elementos pode ser triangular, quadrilateros podendo ser em 2D ou 3D.

A segunda etapa ¢ a solucdo do problema, nessa etapa € realizada a resolucdo de uma
equacdo diferencial que carrega todas as condigdes que foram impostas anteriormente. A

solucgéo pode ser dividida em quatro partes que sdo as seguintes:

e Obtencdo da matriz de rigidez: onde ela é criada usando os coeficientes das equagdes
de equilibrio, a matriz de rigidez relaciona os deslocamentos nodais com as forcas

aplicadas em cada no;
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e Montagem das equacdes globais: com a matriz de rigidez local e o vetor de forca local
é realizada a montagem da matriz de rigidez global e o vetor de forca global;
e Solucdo das equacdes globais montadas anteriormente;

e Calculo das deformacdes e tensdes elementares.

Figura 2-3: Funcionamento de uma analise por Elementos Finitos.

Mudanga do problema
fisico.

Problema fisico. <

A 4
Modelo matematico:
* Geometria
* Cinemdtica
* Carregamentos
* Condigdes de contorno

A4

Melhorar o modelo
matematico.

A

A

Solugdo por elementos
finitos :
* Criacdo da malha
» Carregamento
* Condigdes de contorno

Refinamento da malha.
A

A

Solugdo por
elementos
finitos

A
Estabelecer a precisdo da

solugdo por elementos
finitos do modelo.

Interpretagdo dos
resultados .

Refinamento da analise.

A 4

Melhorias de projeto.

A 4

Fonte: Adaptado de Bathe (1996).

A terceira e ultima etapa € 0 pos-processamento. Essa etapa depende diretamente do que

se busca com a resolugdo do problema, pois nessa etapa é possivel obter dados como:

e Deformacdes da geometria;
e Gradientes de temperatura;
e Frequéncias naturais e modos de vibragéo da estrutura;

e Deslocamentos nodais ao longo do tempo;
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e Gradientes de tensdo de acordo com o critério de resisténcia escolhido;

e Deslocamentos nodais;

2.4.1. Analise estatica

Como descrito anteriormente, o método de elementos finitos pode ser aplicado para a solucéo
de diferentes problemas, estaticos ou dindmicos. A anélise estatica geralmente é usada para a
obtencdo de valores de deformacdes do material e tensdes geradas por carregamentos externos.
Para melhor exemplificar a aplicacdo da andlise estatica, apresenta-se o procedimento para
realizacdo do célculo de tensdes para um elemento triangular com 3 nés, como mostrado na

Figura 2-4, e apresentado por Huebner (1982).

Figura 2-4: Elemento triangular.
}Z’ .‘.
o(l.4)

m (1. 1) nis. 1)

Fonte: Adaptado de Huebner (1982).

Para a realizacdo desse calculo é utilizado as funcdes de interpolacdo, a fim de transferir
o0s deslocamentos nodais para um ponto qualquer que se encontra dentro do elemento, definido

por

{u} = [Nl{u}y, (46)

onde u € o vetor deslocamento interno ao elemento, N a matriz de funcGes de deslocamento e

Un 0 vetor dos deslocamentos nodais.

Os deslocamentos, u e v, do tridngulo podem ser escritos como
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u=a1 +a2x+a3y,

(47)
v=a,4 +asx+ agy.
Considerando a condicdo de contorno
u=u;,
‘ (48)
v =17,

é possivel determinar os coeficientes a; realizando a substitui¢&o pelas coordenadas nodais. Ao

fazer isso € criado um sistema de equacoes,

U, =a; +a, +as, X=Xpm; V="Ym,
u, =a; +a,5+as;, X=Xp; V="Yn, (49)
Uy =a, +a, +as4, X=X0; Y =Yp-

A partir desse sistema de equaces é possivel criar a matriz de fungdes, e assim obter o

seu determinante

11 1 (50)
A=|1 5 1|=12.
11 4

Conhecendo-se o determinante é possivel descobrir as constantes ai. Para isso basta

substituir o vetor u na respectiva coluna, e entdo dividir pelo determinante, assim

u, 1 1
[un 5 1
1

0 = U 4l (%uy, —3u, —4ug)
re 12 B 12 ’
1 u, 1
1 u, 1
0 = 1 u, 41 (—3u;, +3uy,) (51)
2 12 a 12 ’
1 1 upy
1 5 u,
0 = 1 1 u,l  (—4up +4u)
3T 12 h 12 '
Conhecendo-se aj, substitui-se na fun¢do de deslocamento e reescreve-se como
_ (9uy —3uy —4ug) | (—3um +3uy) + (—4um, +4uy)
- 12 ' 12 12 ’ (52)
u(x, y) _ (19-3x—4y)um + (=3+3x)u, n (—4+4y)ug .
12 12 12
Além disso, é possivel escrever de maneira analoga em funcéo de v(X, y),
v(x’ y) _ (19-3x—4y)um + (=34+3x)u, + (—4+4y)uy . (53)

12 12 12
Portanto, a matriz da funcéo de deslocamentos pode ser reescrita como sendo
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_ (19— 3x — 4y)
me 12 ’
(=3 +3x)
= 54
(4 +4y)
0o — 12 .
Organizando tudo na forma matricial tem-se
Ug
_ u(x,y)}_ N, ON, ON, 0] vo |
{u}_{v(x,y) =l 0N, 0N, 0Ng|) i (= N (55)
Up

Assim, determina-se os deslocamentos nodais, e com isso determinar o deslocamento
de qualquer ponto do elemento. Esse procedimento pode ser aplicado para qualquer tipo de
elemento, modificando apenas as equacGes de deslocamentos. Conhecendo-se 0s
deslocamentos € possivel determinar as deformacdes e as tensées do material. Para materiais
linear-elasticos é aplicado a Lei de Hooke, e para os materiais hiperelasticos pode-se aplicar o
modelo constitutivo de neo-Hooke.

2.4.2. Analise modal

Segundo Almeida (1990) ao fazer um estudo do comportamento dindmico de um sistema, é
possivel identificar o comportamento de uma estrutura sabendo suas caracteristicas dindmicas,

isso é feito usando a funcéo de transferéncia ou a Funcdo Resposta em Frequéncia (FRF).

Além de conhecer os parametros modais do sistema, frequéncia natural e o
amortecimento, deve-se identificar outro parametro muito importante para o estudo das
propriedades dinamicas da estrutura, os modos de vibragdo. J& que cada modo de vibracéo
representa uma propriedade global do sistema. Os modos de vibragdo podem ser encontrados
usando a fungdo transferéncia. Os modos de vibracao sdo caracteristicas dependentes do sistema
a ser estudado, tais como condicGes de fixagao da estrutura, amortecimento, massa e rigidez, e
consequentemente associado a cada modo ha uma frequéncia natural. Se houver alteracdo em
qualquer propriedade do material ou nas suas condicOes de fixacdo isso acarretara alteracdo na
frequéncia natural (SCHWARZ, 1999).

Schwarz (1999) dividiu os modos de vibrar em modos de corpos rigidos e modos de

corpos flexiveis, sendo que todas as estruturas apresentam 6 modos de corpo rigido, sendo eles,
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3 modos de translagéo e 3 de rotagdo. A Figura 2-5 mostra os 4 primeiros modos de vibrar
flexiveis de uma placa, sendo em (a) o primeiro modo de flexdo, em (b) o segundo modo de

flexdo, em (c) o primeiro modo de torcdo e em (d) o segundo modo de torcao.

Figura 2-5: Primeiro e segundo modos de flexéo e torcao.

Fonte: Adaptado de Schwarz (1999).

Conforme mencionado anteriormente, um dos métodos usados para realizar uma anélise
modal é através da determinacdo da FRF. Segundo Hey (2014), esse método consiste em
observar a resposta de um sistema usando um sinal de entrada, que tem uma faixa de frequéncia
preestabelecida. Ao usar a FRF tem-se a vantagem pois é possivel realizar um experimento e
obter as respostas do sistema sem a necessidade de conhecer a funcéo transferéncia dele.

Conforme Campos (2012), ao utilizar FRF em um experimento para obter a forma
modal de um sistema, se reduz o erro de analise, ja que em um sistema complexo poderia existir
diversos valores de frequéncia natural muito préximo um do outro, dificultando a analise modal.
Ao realizar um estudo onde se compara resultados experimentais e resultados analiticos, usar a
funcgéo resposta em frequéncia torna possivel obter uma melhor correlagéo entre resultados.

Segundo Munck et al. (2008), o método de elementos finitos é uma ferramenta que torna
possivel representar diversos tipos de fendbmenos fisicos através da resolucdo de equacGes
diferenciais. Para aplicar esse método se faz necessario conhecer todas as entradas do problema,
com isso € criado um modelo que consegue reproduzir 0 comportamento aproximado do
fendmeno real.

E possivel encontrar vérias metodologias diferentes que explicam como criar, utilizar e

obter a resposta estrutural de um modelo numeérico para estudos modais, dentre elas destaca-se
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Imregun e Visser (1991) e Mottereshead e Friswell (1993). E possivel classificar os métodos
de utilizagcdo do modelo criado com 0 MEF, esses métodos séo classificados em iterativos e ndo
iterativos. Os métodos iterativos buscam minimizar uma fungéo objetivo. Para criar essa funcéo
geralmente séo utilizados autovalores e auto vetores (LIM, 1990; CHEN E GARBA, 1980).

Conforme Souza (2018), para um modelo analitico submetido a pequenas deformacoes
é possivel determinar a equacdo dindmica estrutural utilizando a segunda lei de Newton, sendo
que é feita a equiparacdo entre a excitacdo externa com as forcas internar como a inércia,
densidade e elasticidade. Essa equacéo é representada como,

MX(t) + CX(t) + KX (t) = F(t), (56)

sendo que M, C e K séo as matrizes de massa, amortecimento e rigidez da estrutura, F € o vetor
de forcas externa que gera a excitacdo. Ja X, X e X sdo os vetores de aceleracéo, velocidade e

deslocamento, respectivamente.

Fazendo a consideracdo da resposta do sistema harmonico é possivel determinar a

excitacdo harmonica,

F(t) = Fye'®t, (57)
onde Fo € a forga estatica, Fo € a amplitude e o € a frequéncia de excitagdo. Fazendo a mesma

consideragdo é possivel determinar a solucéo para o deslocamento,

X(t) = Xpe'et. (58)
Ao aplicar as derivadas no deslocamento € obtido as equacdes de velocidade e

aceleracdo, respectivamente,

X(t) = iwXye'®t, (59)

X(t) = —w?X et (60)
Fazendo a substituicdo das Egs. (57) e (58) na equacao de movimento obtém-se

(—Mw? + Ciw + K)X,e'?t = Fyel®t. (61)
Reescrevendo a equagdo de movimento resulta em

Ao isolar Xo e Fo obtém-se a equacédo da FRF do sistema

Xo 1 (63)
— = _ =H,,.
F, (K+ CiwX,—Mw?2) P4

Segundo Simulia (2016), o procedimento para o calculo das frequéncias é descrito por:
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e Realiza o calculo de autovalor para calcular as frequéncias naturais e as formas modais
correspondentes de um sistema;

¢ Incluira efeitos de tensédo inicial e rigidez da carga devido a pré-cargas e condi¢fes
iniciais se a ndo linearidade geométrica for contabilizada no estado base, de modo que
pequenas vibragdes de uma estrutura pré-carregada possam ser modeladas;

e Calculard modos residuais, se solicitado;

e E um procedimento de perturbacéo linear;

e Pode ser executada usando a arquitetura tradicional do software Abaqus;

e Resolve o problema de autovalores apenas para matrizes simétricas de massa e rigidez;
0 método complexo de autovalores deve ser usado se forem necessarias contribuicdes

assimétricas.

Para a realizagdo da analise modal numérica determinam-se as frequéncias naturais
aplicando o método de autovalores e autovetores. O software Abaqus® utiliza o método
Lanczos para resolver os problemas de autovalores e autovetores, esse método executa varias
iteragBes para determinar a resposta sendo que para cada iteragdo é aplicada a seguinte

transformacéo,

0¢p = (K—oM) 1, (64)
onde, 6 é o autovalor, ¢ é o0 autovetor e ¢ € o valor da iteragéo.

Para 0 método Lanczos, precisa-se informar a frequéncia maxima de interesse ou o
nimero de autovalores necessarios. O Abaqus/Standard determinard um tamanho de bloco
adequado. Se especificar a frequéncia maxima de interesse € 0 numero de autovalores
necessarios e, 0 numero real de autovalores for subestimado, o Abaqus/Standard emitird uma
mensagem de aviso correspondente; os modos préprios restantes podem ser encontrados

reiniciando a extracdo de frequéncia.

Além disso, também pode-se especificar as frequéncias minimas de interesse. O
Abaqus/Standard obtera os valores proprios até que o nimero solicitado de valores tenha sido
obtidos no intervalo especificado ou que todas as frequéncias no intervalo determinado tenham

sido determinadas.
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CAPITULO 3

Materiais e Métodos

A metodologia adotada para este trabalho pode ser dividida em cinco etapas. A primeira etapa
consiste em desenvolver um codigo no software Scilab®, implementando as equacdes
apresentadas por Soares e Gongalves (2014). A segunda etapa consiste na validacdo do codigo.
Para isso 0s resultados analiticos obtida via codigo sdo comparados com o0s dados
experimentais. Apos o cadigo ser validado, a terceira etapa consiste na obtencédo dos resultados
analiticos, via codigo implementado no software Scilab®, para os dois materiais diferentes de
membranas, 0 Polietileno de Baixa Densidade e a membrana de borracha. A quarta etapa
consiste no desenvolvimento e validagdo dos modelos numéricos, software comercial
Abaqus®, para os dois materiais da membrana. Finalmente, a quinta e Gltima etapa consiste
na extrapolacdo da metodologia computacional, desenvolvida e validada, para diferentes
geometrias de membranas, assim, buscar-se-4 verificar a influéncia da geometria nas

frequéncias naturais da estrutura. A Figura 3-1 apresenta as etapas em forma de fluxograma.

Figura 3-1: Fluxograma representando a metodologia utilizada.

1) Implementacéo 2) Validacdo ]
do modelo do modelo 3) Obtencéo dos
analitico analitico. resultados analiticos

5) Extrapolacao
para diferentes
geometrias.

4) Desenvolvimento
e validagéo do
modelo numerico.

Fonte: Proprio autor, 2020.



3.1. Materiais

Neste trabalho utilizou-se as propriedades do material de duas membranas isotropicas, sendo
que a membrana 1 (Polietileno de Baixa Densidade) foi obtida do trabalho de Suzin (2019), a
membrana 2 (membrana de borracha) foi obtida do trabalho de Gruttmann e Taylor (1992) e a
membrana 3(filme de poliamida) foi obtida do trabalho de Young et al. (2005). As membranas
1 e 2 séo utilizadas para obter os valores das frequéncias naturais analiticas e computacionais

para todos os estudos de caso, ja a membrana 3 € usada para a validacao das Equacdes (42) e

(44). As caracteristicas das membranas sdo:

v" Membrana 1 (SUZIN, 2019):

v" Membrana 2 (GRUTTMANN E TAYLOR, 1992):

Material: Polietileno de Baixa Densidade;

Pigmentacao: Cinza Médio;
Aditivo: AntiUV;

Madulo de elasticidade 70,6 MPa;
Madulo de cisalhamento 41,2 MPa;
Espessura 0,001 m;

Lado de 0,150 m;

Densidade 1125 kg/ms;

Coeficiente de Poisson 0,2.

Material: Membrana de Borracha;
Madulo de elasticidade 250 MPa;
Maddulo de cisalhamento 96,15 MPa;
Espessura 0,002 m;

Lado de 0,150 m;

Densidade 1200 kg/ms3;

Coeficiente de Poisson 0,3.

v" Membrana 3 (YOUNG et al. ,2005):

Material: filme de poliamida;

Madulo de elasticidade 255,06 MPa;
Madulo de cisalhamento 102,04 MPa;
Espessura 0,005 m;
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e LadodeO0,56 m;
e Densidade 1419,58 kg/ms3;

e Coeficiente de Poisson 0,34.

3.2. Modelo Analitico

Conforme mencionado anteriormente, para a determinacdo dos resultados analiticos foi
utilizado o software Scilab. Ao realizar a programacao, além de simplificar a resolucdo, este
oferece uma parametrizagdo das variaveis, considerando diferentes valores de propriedades e
carregamentos que podem ser aplicados na estrutura. Para isso, foi implementado um cédigo
para os modelos constitutivos de neo-Hooke e Mooney-Rivlin. Apds, foi realizado a validacao
do mesmo, para isso foi utilizado os resultados experimentais do trabalho de Young et al.
(2005). No experimento o corpo de prova foi fixado em uma maquina que tracionava a
membrana, e assim gerava uma pré-tensdo na estrutura, o valor da pré-tensao considerado no
experimento foi de 0,01 MPa. Por fim, a frequéncia natural foi medida usando um vibrémetro
de varredura a laser Polytec PI PSV-200.

As propriedades da membrana sdo inseridas nos cddigos de ambos os modelos
constitutivos, entdo € calculado as frequéncias naturais analiticas. Os valores sdo comparados
com os resultados experimentais. A fim de avaliar a diferenca entre os métodos, a diferenca

absoluta foi determinada.

Com o codigo validado, utilizou-se as propriedades das membranas 1 e 2, e calculou-se
os 4 primeiros modos de vibracdo das estruturas na condicdo de contorno de pré-tensdo
constante de 1 MPa para a coordenada y, e para a coordenada x a pré-tensdo variou de 1 MPa a
3 MPa, com incremento de 0,5 MPa. Assim, avaliou-se 0 comportamento das membranas com
a variacao de pré-tensdo. Ainda, optou-se por variar a pré-tesdo em uma Unica dire¢cdo com o

objetivo de verificar a influéncia nos modos 2 e 3, uma vez que estes sdo modos simétricos.
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3.3. Modelo Computacional

As analises computacionais foram divididas em duas etapas, anélise estatica e analise dindmica.
Para a anlise estatica determinou-se os deslocamentos da membrana 1 e estes resultados foram
comparados com os dados experimentais do trabalho de Suzin (2019), para fins de validacéo
do modelo computacional. A segunda etapa consiste na analise dindmica da estrutura, onde sdo
obtidas as frequéncias naturais através do modelo computacional, e esses resultados sdo
comparados com os resultados analiticos, a fim de validar o modelo computacional para as

membranas 1 e 2.

3.3.1. Andlise Estatica

A fim de realizar a validacdo do modelo analitico, implementado no Scilab, utilizou-se os dados
experimentais de deformacdo do trabalho de Suzin (2019). O procedimento experimental
utilizado por Suzin (2019) consistiu em fixar a membrana em uma maquina de ensaio biaxial.
Essa méaquina permite aplicar diferentes valores de pré-tensdo para cada eixo, com isso é
possivel selecionar um valor de pré-tensdo para o eixo y e variar o valor do eixo x. A Figura 3-

2 mostra o aparato experimental realizado no trabalho de Suzin (2019).

Foram ensaiadas as seguintes razfes de carregamentos x-y: pré-tensdo de 1,0 MPa no
eixo y e, 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa para o eixo X, sendo as mesmas
condigdes aplicadas no modelo computacional. Vale ressaltar que tais carregamentos foram
selecionados com base na Norma Europeia EN 17117-1 (2018) e no protocolo Japonés
(MSAJ/M-02-1995). Os resultados computacionais de deformacdo foram comparados com 0s

dados experimentais, determinando-se a diferenca relativa entre eles.

Para a analise estatica foi desenvolvido um modelo computacional da membrana, via
software Abaqus®. Neste modelo aplicou-se as propriedades, as condi¢fes de contorno, no caso
em questdo foi realizado uma restricdo em duas arestas da membrana e nas outras duas foi
aplicado a pré-tensdo, o carregamento € responsavel por gerar a pré-tensdo. A Figura 3-3 mostra
uma representacao de como as condic¢des de contorno foram aplicadas na membrana sendo que
foi fixado todos os nds das arestas inferior e esquerda e o carregamento foi aplicado em todos

0s nos das arestas superior e direita. Sua dimensdo é de 0,15 metros em ambos os lados.
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Figura 3-2: Aparato experimental equipamento de tracdo biaxial

1 — Equipamento de tracdo biaxial;

2 — Corpo-de-prova,;

3 — Software controlador do equipamento de tracéo;

4 — lluminacdo do sistema de correlacéo de imagem digital (DIC);

5 — Cameras fotograficas do sistema de correlacdo de imagem digital (DIC);

6 — Software controlador do sistema de correlacdo de imagem digital (DIC).
Fonte: Adaptado de Suzin, 2019.

Figura 3-3: Representacdo das condicBes de contorno.

Ux=Uy=Uz=0

URXx=URy=URz=0

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Em seguida, realizou-se a discretizacdo do modelo, para isso foi selecionado um dos
elementos de casca disponiveis no software Abaqus®, a Tabela 3-1 mostra alguns dos
elementos disponiveis. O elemento de casca é um soélido tridimensional, cujo material se
confina na vizinhanca de uma superficie que é chamada de superficie média, sendo
caracterizado por apresentar duas dimensfes muito maiores que a terceira, denominada
espessura. Ainda, pode-se destacar que é resistente a esfor¢cos de membrana e de flexdo. Assim,
selecionou-se o elemento S4R, sendo este um elemento de casca com 4 nos, cada né possui 6
graus de liberdade sendo 3 de translacdo e 3 de rotacdo. A designacao do elemento escolhido é
S4R (SIMULIA, 2006) significa:

e S: elemento pertencente a classe casca (shell);
e 4:namero de nés que compdem o elemento;

e R:integragdo reduzida;

Tabela 3- 1: Elementos de casca possiveis de escolher no software Abaqus®.

Sigla Tipo N° de elementos
STRI3 triangular (casca fina) 3
S3 triangular (geral — deformacao finita) 3
S3R triangular com integracao reduzida 3
S3RS triangular com baixa deformagé@o de membrana 3
STRI65 triangular (casca fina) 6
S4 quadrilateral (geral — deformacdo finita) 4
S4R quadrilateral com integracéo reduzida 4
SARS quadrilate~ral com integracdo reduzida e baixa 4

deformacgéo de membrana

S4R5  quadrilateral (casca fina) 4
S8R quadrilateral (casca espessa) 8
S8R5  quadrilateral (casca fina) 8
S9R5  quadrilateral (casca fina) 9

Fonte: Adaptado de Soares,2009.

A Figura 3-4 apresenta a representacao grafica do elemento de casca quadrilateral S4R
com 4 néds. O elemento é aplicado na determinagdo das deformacdes finitas de membranas, pois
apresenta uma formulacgéo para grandes deformagdes, logo pode representar o comportamento

hipereléstico da membrana.
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Figura 3-4: Representacdo do elemento de casca S4R.

4 3

Fonte: Adaptado de Soares,2009.

Para discretizacdo do espacgo que se quer estudar, usa-se da técnica de refinamento de
malhas. Assim, o equacionamento do método é obtido com a somatdria dos resultados obtidos
em cada subdivisdo realizada. Dessa forma, aumentar o refinamento ira proporcionar um maior
nimero de dados para a analise, buscando a convergéncia para a solugdo proxima da exata.
Entretanto, ao aumentar o refinamento, ird necessitar de mais tempo computacional para
realizar a andlise, e consequentemente um maior custo operacional (TAVARES, 1998).
Portanto, buscar-se-a, para 0 modelo estatico, uma malha que ndo possui um tempo de
processamento elevado e a resposta do problema independesse da malha escolhida. A Figura 3-
5 mostra os resultados da convergéncia de malha, e a Tabela 3-2 indica para cada malha usada
0 seu numero de elementos e o valor da deformacéo. E possivel perceber que ao aumentar o

namero de elementos na malha, o valor da deformac&o converge para um mesmo valor.

Tabela 3- 2: Parametros utilizados em cada malha para analise estatica.

Malhal Malha?2 Malha 3 Malha4 Malhab
Deformagéo%o 1,5 1,03 0,91 0,84 0,85

Nuamero de elementos 100 521 1357 2412 3568
Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Percebe-se que a diferenca relativa entre os valores de deformagdo diminui com o
aumento da quantidade de elementos, ao comparar as malhas 4 e 5 a diferenca relativa entre os
valores de deformacéo é de 0,30 %. Entretanto, a malha 5 apresenta uma quantidade maior de
elementos, logo o custo computacional serd maior. Portanto, a malha selecionada foi a 4, ja que
esta apresenta uma diferencga relativa pequena quando comparada com a malha 5. Com a malha
escolhida é realizada a validacdo do modelo, o processo de validacdo consiste em comparar 0s
resultados computacionais de deslocamento com dados experimentais. O modelo estatico é

composto de 2412 elementos e 2507 nos.
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Figura 3-5: Analise de convergéncia de malha para o modelo estatico.

1,6 1

Deformacao %
o
oo

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Numero de elementos

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

3.3.2. Analise Dinamica

Para a analise dindmica foi desenvolvido um modelo semelhante ao usando para analise
estatica, onde foi considerado uma pré-tensdo de 1,0 MPa no eixo y e 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0
MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa para o eixo x. O modelo computacional para a analise dindmica foi
modelado via software Abaqus®. No modelo computacional dindmico aplicou-se as
propriedades, as condi¢bes de contorno, no caso em questdo foi realizado uma restricdo em
duas arestas da membrana e nas outras duas foi aplicado o carregamento responsavel por gerar
a pré-tensdo, procedimento igual ao da andlise estatica, na Figura 3-3 mostra uma representacao
de como as condic¢des de contorno foram aplicadas para esse modelo computacional.

Para a discretizacdo do modelo foi escolhido o elemento S4R, que também foi utilizado
no modelo estatico. Com o modelo devidamente discretizado é realizado o processo de
convergéncia de malha. Esse processo consistiu em analisar o quarto modo de vibracdo da
membrana, isso deve-se ao fato do quarto modo apresentar uma maior rigidez e,
consequentemente, apresentar mais picos, vales e linhas nodais. Assim, aplicado a metodologia
de refinamento para o quarto modo e resultando em uma resposta independente da malha, os

demais modos estardo ajustados.
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A Figura 3-6 apresenta o gréafico de refinamento de malha realizado para o quarto modo
de vibracéo, e a Tabela 3-3 indica para cada malha usada o valor de frequéncia natural e o
numero de elementos. Percebe-se que o comportamento do grafico tende a convergir a medida

que ha um incremento no numero de elementos.

Tabela 3- 3: Parametros utilizados em cada malha para analise dindmica.

Malhal Malha2 Malha3 Malha4 Malhab
Frequéncia natural [Hz] 14,12 13,83 13,69 13,62 13,61

NuUmero de elementos 175 596 1432 2487 3643
Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura 3-6: Analise de convergéncia de malha para o modelo dinamico.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Selecionou-se o ponto 4, j& que a diferenca relativa entre os valores de sequéncia é de
0,13%. Logo a malha 4 é a melhor escolha pois apresenta um resultado aceitavel com um baixo
custo computacional, o modelo dindmico é composto de 2487 elementos e 2584 nos. Observa-
se que existe uma variacdo entre 0 numero de elementos do modelo estatico para 0 modelo
dindmico, isso ocorre pois foi feita uma convergéncia de malha para cada modelo buscando

uma malha que melhor representasse a resposta para o problema a ser resolvido.
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Ap0s realizar a anélise de convergéncia de malha, o préximo passo consiste na validacéo
do modelo, para isso os resultados de frequéncia natural, do modelo computacional, sdo
comparados com os dados analiticos, considerando o modelo neo-Hooke. Calculou-se a
diferenca absoluta entre os valores computacionais e analiticos. E importante ressaltar que se
utilizou o modelo de neo-Hooke pois ele estava implementado no software Abaqus®. Assim, é
possivel comparar as frequéncias computacionais diretamente como os dados analiticos. Ainda,
foi utilizada a métrica desenvolvida por Silva et al. (2008) para comparacdo dos resultados,

definida como

(63)

onde F, representa os dados analiticos e Fc corresponde aos resultados computacionais. Essa
métrica foi desenvolvida para correlacionar o dano em materiais compaositos, mas devido a sua
simplicidade, pode ser adaptada para aplicacdo na correlacdo entre modelos. Considera-se uma
boa correlagdo o resultado da métrica mais proximo a 1. Neste trabalho, os dados analiticos
obtidos usando 0 modelo de neo-Hooke foram considerados como referéncia para a correlagdo

com os resultados computacionais.

Apoés a validacdo do modelo computacional, analisou-se a influéncia de diferentes
geometrias na resposta dindmica da estrutura (frequéncia natural). Para isso, as geometrias
desenvolvidas apresentam a area, volume e nimero de n6s da geometria quadrada, uma vez que

estes dados podem exercer influéncia nas frequéncias naturais.

A primeira geometria desenvolvida foi um triangulo retangulo. Este foi engastado na
sua aresta maior (hipotenusa), e aplicado o carregamento nas outras arestas. A Figura 3-7 mostra
as condicdes de contorno aplicadas na geometria triangular, as dimensdes sdo de 0,225 metros
para os catetos e 0,318 metros para a hipotenusa. Foi fixado todos os nds da aresta da hipotenusa
e foi aplicado a pré-tensdo em todos 0s nos do cateto, aplicando uma pré-tenséo de 1,0 MPa no
eixoye 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa para 0 eixo .

A segunda geometria estudada € a circular com o raio de 0,84 metros. Para essa
geometria foi engastada todos os nds do seu perimetro e, entdo, aplicado um carregamento
distribuido fora do plano da membrana. Esse carregamento também foi variado em 1,0 MPa;
1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa. A Figura 3-8 mostra as condigdes de contorno para a

geometria circular.
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Figura 3-7: Representacdo da geometria triangular
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura 3-8: Representacao da geometria circular
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A terceira e quarta geometrias sdo retangulares com uma base de 0,2 metros e uma altura
de 0,113 metros ambas apresentam as mesmas caracteristicas e condi¢cdes de contorno sendo
engastado todos 0s nos das arestas inferior e direita e aplicado a pré-tenséo nas arestas superior
e esquerda, o que as diferencia é a as duas geometrias é direcdo da pré-tensdo. O primeiro
retdngulo apresenta na dire¢do y pré-tensao fixaem 1,0 MPa e, pré-tensdo na dire¢ao x variando
em 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa. O segundo retangulo, a pré-tensdo emy
varia em 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa e a pré-tensdo em x € fixada em 1
MPa. Isso foi feito para verificar a influéncia da direcdo de pré-tensdo na frequéncia natural

para a geometria.
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A Figura 3-9 mostra as duas geometrias retangulares, em (a) o retangulo tipo 1 e, em
(b) o retangulo tipo 2 onde ocorre uma variacéo de 90° de rotagdo em relacéo ao tipo 1, porém

mantendo a variacdo de pré-tensao em Xx.

Figura 3-9: Representacdo das geometrias retangulares.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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CAPITULO 4

Resultados

Neste capitulo sdo apresentados os resultados, mostrando o processo de validacdo para as
Equacdes (43) e (45) e os modelos computacionais. Além disso, apresentar-se-a 0

comportamento dindmico considerando as diferentes geometrias analisadas.

4.1. Validacéo

Inicialmente é apresentado os resultados considerando as Equacdes (43) e (45), implementadas
no software Scilab®, comparando as mesmas com os dados da literatura. Apos, tais resultados
sdo comparados com o modelo computacional, via software Abaqus®, considerando a

membrana com geometria quadrada.

4.1.1. Validacéo estatica — Modelo neo-Hooke

Para validacdo do modelo computacional estatico, foram comparados os dados de deformacao
do trabalho de Suzin (2019) com os valores de deformacgdo obtidos com o modelo
computacional, considerando as propriedades da membrana 1 e 0 mesmo tipo de carregamento
biaxial, ou seja, pré-tensdo igual a 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa na direcdo x
e 1,0 MPa na direcdo y. A Tabela 4-1 mostra a comparacao entre os valores de deformacéo

experimental e considerando o modelo computacional. Como pode ser observado, a diferenca
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relativa manteve-se abaixo de 1%, isso indica que o modelo analitico para Membrana 1

representa o seu comportamento mecanico para a condicdo analisada.

Tabela 4-1: Comparacdo da deformacdo da membrana 1 direcdo x, entre as analises
experimental e computacional.

Razédo de pré-

tensdo x-y Exp. [1] % Abaq;: @[] Al [%]
(MPa)
1,0:1,0 0,86 0,87 0,93
15:1,0 1,08 1,09 1,11
20:1,0 1,22 1,24 1,23
25:10 1,29 1,31 1,40
30:1,0 1,43 1,45 1,47

A1 =([2]-[1]/[1])-100

[1] = Deformagéo experimental, Suzin (2019)

[2] = Deformagéao computacional obtida do software Abaqus®
Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

4.1.2. Validagdo dinamica

Como comentado anteriormente, fez-se necessario validar o cddigo desenvolvido com as
Equacdes (43) e (45) dos modelos constitutivos neo-Hooke e Mooney-Rivlin. Para isso,
utilizou-se os resultados experimentais apresentados em Young et al. (2005). A Tabela 4-2
apresenta a comparagéo entre as frequéncias naturais experimentais, considerando os modelos
de neo-Hooke, Mooney-Rivlin e a diferenca relativa entre os resultados para os 7 primeiros

modos de vibracdo da membrana.

Percebe-se que os valores das frequéncias naturais obtidos com o modelo Mooney-
Rivlin apresentaram uma diferenga relativa maior quando comparados com os valores
experimentais. J& os valores obtidos com o modelo de neo-Hooke apresentam uma diferenca

relativa menor quando comparados com os valores experimentais.

Devido ao fato dos resultados, considerando os modelos de neo-Hooke e Mooney-
Rivlin, a diferenga relativa foi menor que 1,0% e 1,9%, respectivamente. Portanto, é possivel
afirmar que ambos os modelos sdo validos e aplicaveis para a determinacdo das frequéncias

naturais de membranas com geometria quadrada.
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Tabela 4-2: Tabela de comparacéo entre os resultados experimentais e analiticos.

Exp. Presente Presente trabalho Exp. x Exp. x

Modo Young et al. trabalho neo- Mooney-Rivlin neo-Hooke  Mooney-
(2005) [Hz]* Hooke [Hz]? [Hz]? [%6] Rivlin [%]

1 13,40 13,35 13,65 0,37 1,87

2 17,70 17,59 17,96 0,62 1,47

3 17,70 17,59 17,96 0,62 1,47

4 18,50 18,67 18,80 0,92 1,62

5 18,50 18,67 18,80 0,92 1,08

6 20,00 20,03 20,23 0,15 1,15

7 20,00 20,03 20,23 0,15 1,15

lexperimental trabalho de Young et al. (2005)
Zpresente trabalho — equacéo analitica modelo de neo-Hooke (Equagao 43)
3presente trabalho — equacgéo analitica modelo Mooney-Rivlin (Equacéo 45)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

4.2. Estudo de Caso 1 — Geometria Quadratica

4.2.1. Membrana 1l

A seguir sdo apresentados os resultados analiticos, obtidos através dos modelos neo-Hooke e
Mooney-Rivlin, e os resultados computacionais, utilizando o modelo Neo-Hooke no software
Abaqus®. Utilizou-se uma membrana hiperelastica isotrépica, com geometria quadrada
submetida a um estado de tracdo biaxial. A membrana possui espessura de 0,001 m,
comprimento de 0,150 m, densidade 1125 kg/m?3, mddulo de elasticidade de 7,06 MPa, médulo
de cisalhamento de 4,12 MPa e coeficiente de Poisson de 0,2.

Na primeira analise considerou-se a pré-tensdo de 1 MPa em ambas as dire¢fes, nas
demais andlises a pre-tensdo em y foi considerada constante de 1 MPa e, a pré-tensdo em x
considerou-se os seguintes valores: 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa. Os

resultados sdo apresentados na Tabelas 4-3.
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Tabela 4-3: Comparacdo das frequéncias naturais considerando os modelos analitico e
computacional para membrana 1.

Razao

de pré- neo-Hooke  Mooney-Rivlin Ab neo-Hooke x M_oo_ney-
x aqus® Rivlin x
tensdo Modos [Hz] [Hz] [Hz] Abaqus® Abaqus®
X-y Eq. (43) Eq. (45) [9%6] [%]
[Mpa]
1 6,75 6,97 6,74 0,15 3,30
_ 2 10,67 11,90 10,68 0,09 10,25
10:10 3 10,67 11,90 10,68 0,09 10,25
4 13,50 14,95 13,52 0,15 9,57
1 11,08 11,47 11,13 0,45 2,96
_ 2 18,42 20,09 18,52 0,54 7,81
15:1,0 3 17,64 19,41 17,71 0,4 8,76
4 21,16 22,45 21,26 0,47 5,30
1 11,72 12,3 11,78 0,51 4,23
_ 2 20,94 22,51 21,1 0,76 6,26
20:1.0 3 20,06 21,63 20,2 0,70 6,61
4 22,76 24,61 22,91 0,66 6,91
1 11,84 12,56 11,94 0,84 4,94
_ 2 21,35 22,98 21,52 0,80 6,35
2,9:1,0 3 20,83 22,04 20,99 0,77 4,76
4 23,20 25,51 23,36 0,69 8,43
1 12,10 12,62 12,21 0,91 3,25
_ 2 21,81 23,08 22,00 0,86 4,68
3,0:10 3 20,87 22,18 21,04 0,81 5,14
4 23,41 25,92 23,58 0,73 9,03

neo-Hooke x Abaqus® = ( [neo-Hooke] — [Abaqus®] / [neo-Hooke])-100
Mooney-Rivlin x Abaqus® = ( [Mooney-Rivlin] — [Abaqus®] / [Mooney-Rivlin])-100
Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Observa-se que com 0 aumento do carregamento, ha um aumento da frequéncia natural,
com isso é possivel afirmar que o valor da pré-tensdo esta diretamente associado ao aumento
da rigidez da membrana. Ao comparar 0s modos 2 e 3, modos simétricos, considerando a pré-
tensdo igual 1,0 MPa, em ambas as dire¢bes, os modos apresentam a mesma frequéncia natural.
Entretanto, quando é comparado os demais valores de pré-tensdo, ha uma diferenca entre as
frequéncias naturais, isso se deve ao fato de que o segundo modo esta sofrendo maior influéncia

da pré-tensdo, logo apresenta maiores valores de frequéncia.
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A Figura 4-1 mostra o comportamento de cada modo de vibracdo da membrana ao
comparar os valores da frequéncia natural, quando a pré-tensdao em x e y sdo 1,0 MPa e para a
pré-tensdo em x de 1,5 Mpa. E possivel observar um aumento no valor da frequéncia, porém
qguando se compara os Vvalores da frequéncia natural para a pré-tensao em x de 2,5 ou 3,0 MPa,
a diferenca entre os valores é menor.

Figura 4-1: Em (a) o comportamento da frequéncia natural para 0 modo 1 de vibrar da
membrana em (b) o comportamento do modo 2, em (c) o comportamento do modo 3 e em
(d) o comportamento do modo 4.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Como mencionado anteriormente, a maxima diferenca relativa entre o modelo
computacional e 0 modelo de neo-Hooke foi menor que 2%. Logo isso faz com que a primeira

etapa de validacdo do modelo computacional esteja concluida.

Para a segunda etapa ¢ aplicada a métrica desenvolvida por Silva (2008). Observa-se na
Tabela 4-4 os resultados dessa correlagdo. Observa-se que ao correlacionar o modo analitico
com o seu respectivo modo computacional os valores tendem a serem proximos de 1, entretanto,
quando se correlaciona modos distintos os valores tendem a se aproximar de 0. Contudo, ao
correlacionar o modo 2 analitico com o modo 3 computacional, estes apresentam uma alta
correlagéo, isso se deve ao fato dos modos 2 e 3 serem simetricos.
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Tabela 4-4: Correlacédo dos resultados computacionais e neo-Hooke considerando 1,0 MPa de
pré-tensdo para a membrana 1.

ij{&nsg? Modelo Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4
neo-Hooke 1 0,99 0,14 0,22 0,01
10-10 neo-Hooke 2 0,31 0,99 0,99 0,66
’ ’ neo-Hooke 3 0,31 0,99 0,99 0,69
neo-Hooke 4 0,01 0,62 0,68 0,99
neo-Hooke 1 0,99 0,15 0,19 0,01
: neo-Hooke 2 0,34 0,99 0,96 0,69
15:10  eo-Hooke 3 0,34 0,95 0,99 0,72
neo-Hooke 4 0,1 0,65 0,71 0,99
neo-Hooke 1 0,99 0,18 0,25 0,03
: neo-Hooke 2 0,44 0,99 0,97 0,75
S0 LU neo-Hooke 3 0,44 0,96 0,99 0,77
neo-Hooke 4 0,11 0,74 0,76 0,99
neo-Hooke 1 0,99 0,32 0,39 0,04
: neo-Hooke 2 0,51 0,99 0,96 0,85
25:10  heo-Hooke 3 0,51 0,96 0,99 0,88
neo-Hooke 4 0,16 0,81 0,83 0,99
neo-Hooke 1 0,99 0,32 0,4 0,07
: neo-Hooke 2 0,56 0,99 0,97 0,87
ALy neo-Hooke 3 0,56 0,94 0,99 0,9
neo-Hooke 4 0,17 0,89 0,91 0,99

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A Figura 4-2 apresenta 0 comportamento dos modos de vibracdo da membrana para 0s
valores de pré-tensdo de 1 Mpa. Para as pré-tensdes de 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa

0s modos de vibracdo se encontram no Anexo B.

E importante ressaltar que as formas modais da membrana apresentam comportamento
esperado. Para o primeiro modo de vibrar existe uma Gnica semi-onda para ambos os sentidos,
x e y. O segundo e terceiro modos apresentam o0 comportamento simétrico, sendo que o segundo
modo apresenta 2 semi-ondas no sentido do eixo x e uma semi-onda em y. O terceiro modo
apenas se diferencia do segundo modo pela localizagéo das semi-ondas em relacdo aos eixos
cartesianos. O quarto modo apresenta duas semi-ondas em cada eixo cartesiano. Todos 0s
modos apresentam a mesma forma modal independentemente do valor da pré-tensdo

selecionado.



64

Figura 4-2: Comportamento modal da membrana 1 submetida a 1,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

4.2.2. Membrana 2

Para a membrana 2 foi considerado o mesmo procedimento da membrana 1. Apresenta-se 0
resultado considerando 1,0 MPa em ambas as direcOes, e para os demais casos foi modificado
o valor da pré-tensdo em x, sendo 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa e 3,0 MPa. A Tabela 4-5
apresenta as frequéncias naturais calculadas com os modelos analiticos e via software
Abaqus®, juntamente com a diferenca relativa entre os modelos.

O comportamento da frequéncia natural da membrana 2 € similar ao comportamento da
membrana 1, ja que ao aumentar o valor da pré-tensdo faz com que ocorra 0 aumento no valor
da frequéncia natural. Considerando a membrana 2, para um incremento da pré-tensao ha um
aumento da rigidez da estrutura. Além disso, o segundo e o terceiro modo de vibrar, que sdo
modos simétricos, possuem a mesma frequéncia natural quando submetidos a uma pré-tensao

de 1,0 MPa em ambas as direcfes, porém ao promover um incremento do valor da pré-tenséo,
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a frequéncia natural do segundo modo se torna maior que o valor do terceiro modo. Portanto, 0
modo 2 da membrana 2 sofre uma maior influéncia da pré-tensdo quando comparado ao modo

3, comportamento similar ao da membrana 1.

Tabela 4-5: Comparacdo das frequéncias naturais considerando os modelos analitico e
computacional para membrana 2.

y MPa Modos [Hz] Rivlin [Hz] [Hz] x Abaqus® Abaqus®
Eq.(43)  Eq. (45) [%] o
1 9.15 1144 9.16 011 19.03
_ 2 14,46 17,25 14,50 0,28 15,94
L=t T 14,46 1725 14,50 0,28 15,94
4 18,29 20,86 18,34 0,27 12,08
1 1357 1517 13,64 0,52 10,00
_ 2 20,81 243 20,95 0,67 13,79
15:10 3 20,60 2357 20,73 0,63 12,05
4 2351 25 36 23,62 0,47 6,86
1 14,21 1598 14,32 0,77 10,39
_ 2 2315 24,81 2334 0,82 5,93
ZPE A0 T 22,09 24 61 2224 0,68 9,63
4 2517 26,5 2533 0,64 4,42
1 1457 1634 1471 0,96 9,98
_ 2 24,62 2523 24,84 0,89 155
AR T 2382 24.92 24,01 0,76 3,65
4 2531 26.75 25 48 0,67 4,75
1 14,75 16,70 14,01 1,08 10,72
_ 2 24,81 25 64 25 06 1,01 226
S50 T 24.20 25,02 24,40 0,83 2.46
4 25 46 2715 25 64 0,71 5,56

neo-Hooke x Abaqus® = ( [neo-Hooke] — [Abaqus®] / [neo-Hooke])-100
Mooney-Rivlin x Abaqus® = ([Mooney-Rivlin]-[Abaqus®] / [Mooney-Rivlin])-100
Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A Figura 4-3 apresenta o comportamento dos quatro primeiros modos de vibrar da
membrana, as frequéncias naturais apresentam incremento quando comparados aos valores
calculados com pré-tensdo de 1,0 MPa. Apos o valor de pré-tensdo 1,5 Mpa, as frequéncias
naturais tendem a estabilizar, a diferencas entre eles se torna menor com o aumento de pré-

tensao.
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Figura 4-3: (a) o comportamento do modo 1 de vibrar da membrana, (b) o comportamento
do modo 2, (c) o comportamento do modo 3 e (d) o comportamento do modo 4.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Para a membrana 2, percebe-se um comportamento semelhante ao da membrana 1, com
o0 incremento da pré-tensdo a membrana torna-se mais rigida e, as frequéncias naturais tendem
a estabilizar ap6s um determinado valor de pré-tensdo. Além disso, observa-se que a diferenca
relativa entre 0 modelo computacional e o modelo de neo-Hooke € menor que 2%, valor este

considerado aceitavel para validacdo da membrana 2.

Os resultados da correlagdo sdo apresentados nas Tabelas 4-6. E possivel notar que a
membrana 2 apresenta boa correlacdo para a diagonal principal, corroborando com a hipotese
gue o modelo computacional esta valido para o estudo em questdo. Observa-se que ao realizar
a correlagdo entre 0os modos simétricos, esta apresentou alta correlagcdo, assegurando o

comportamento observado na membrana 1.
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Tabela 4-6: Correlacédo dos resultados computacionais e neo-Hooke considerando 1,0 MPa de
pré-tensdo para a membrana 2.

Pré-tensao x- Comp. Comp. Comp. Comp.
[Mpa] ’ Modelo e S
neo-Hooke 1 0,99 0,17 0,25 0,01
10-1 neo-Hooke 2 0,34 0,99 0,99 0,66
13 40 neo-Hooke 3 0,34 0,99 0,99 0,71
neo-Hooke 4 0,01 0,65 0,71 0,99
neo-Hooke 1 0,99 0,18 0,22 0,02
: neo-Hooke 2 0,36 0,99 0,96 0,69
15:10 neo-Hooke3 036 095 099 074
neo-Hooke 4 0,1 0,68 0,75 0,99
neo-Hooke 1 0,99 0,19 0,27 0,03
; neo-Hooke 2 0,47 0,99 0,97 0,74
e neo-Hooke 3 0,47 0,96 0,99 0,76
neo-Hooke 4 0,12 0,84 0,79 0,99
neo-Hooke 1 0,99 0,32 0,39 0,04
: neo-Hooke 2 0,53 0,99 0,96 0,85
2597 A neo-Hooke3 053 096 099 09
neo-Hooke 4 0,15 0,89 0,91 0,99
neo-Hooke 1 0,99 0,32 0,4 0,07
; neo-Hooke 2 0,56 0,99 0,97 0,86
SU6 Y neo-Hooke3 056 094 099 091
neo-Hooke 4 0,17 0,9 0,92 0,99

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A Figura 4-4 apresenta o comportamento dos modos de vibracdo da membrana para o

valor de pré-tensdo de 1 MPa. A representacdo dos modos para as pré-tensdes de 1,5 MPa; 2

MPa; 2,5 MPa; 3 MPa se encontram no Anexo B. A membrana 2 possui comportamento

semelhante ao da membrana 1, contudo isto ja era esperado pois ambas apresentam as mesmas

condigdes de fixacdo, geometria e carregamento.



68

Figura 4-4: Comportamento modal da membrana 2 submetida a 1,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

4.3. Estudos de Caso 2 — Geometria Triangular

Uma vez validado o modelo computacional, entéo realiza-se a extrapolacéo para as geometrias
triangular, retangular e circular, de forma a verificar a influéncia da geometria nas frequéncias
naturais da estrutura. E importante destacar que todas as geometrias devem manter a mesma

area e volume dos modelos previamente validados.

4.3.1. Membrana 1

A Tabela 4-7 apresenta as frequéncias naturais obtidas para a geometria triangular.
Pode-se evidenciar o aumento nas frequéncias naturais de cada modo devido ao incremento de

pré-tensdo e, estes valores tendem a estabilizar apés atingirem o valor de 1,5 MPa.
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Tabela 4-7: Frequéncias naturais da geometria triangular para as propriedades da membrana 1.

if;‘fﬁ;‘;:? Modo 1 [Hz] Modo 2 [Hz] Modo 3 [Hz] Modo4 [Hz]
1,0:1,0 8,49 14,41 14,41 17,98
15:1,0 11,94 19,11 18,82 22,21
2,0:1,0 12,38 21,39 21,06 22,92
25:1,0 12,59 21,59 21,29 23,04
3,0:1,0 12,71 22,24 21,94 23,06

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Contudo ao compararmos as frequéncias naturais de cada modo da membrana quadrada
com a membrana com geometria triangular, fica evidente que a geometria triangular possuli
frequéncias naturais maiores. Logo a membrana com a geometria triangular apresenta uma

rigidez maior quando comparada com a geometria quadrada.

A Figuras 4-5 mostra o0 comportamento dos modos de vibrar da membrana para o valor
de preé-tensdo de 1,0 MPa. A representacdo dos modos para as pré-tensdes de 1,5 MPa; 2,0 MPa;
2,5 MPa; 3,0 MPa se encontram no Anexo C. Como esperado, as frequéncias naturais sofreram
alteracbes quando comparados a geometria quadrada. Com o incremento da pré-tensdo 0s
valores das frequéncias naturais também aumentaram e, que para um determinado valor de pré-
tensdo os valores das frequéncias naturais estabilizaram, mesmo comportamento observado

para geometria quadrada.

O comportamento das formas modais para a geometria triangular apresentou para o
primeiro modo de vibrar uma Unica semi-onda para ambos os sentidos, x e y. O segundo e
terceiro modo apresentam o comportamento simétrico. Ja o quarto modo apresenta duas semi-
ondas em cada eixo cartesiano. Ao incrementar os valores de pré-tensdo, os modos de vibrar

apresentados mantem o mesmo comportamento.
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Figura 4-5: Comportamento modal da membrana 1 com geometria triangular com pré-
tensdo de 1,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

4.3.2. Membrana 2

Considerando as propriedades da membrana 2, foi realizada a andlise para a geometria
triangular. A Tabela 4-8 apresenta os resultados obtidos para a geometria triangular.

Tabela 4-8: Frequéncias naturais da geometria triangular para as propriedades da membrana 2.

Pré-tensao

Modo 1 Modo 2 Modo 3 Modo4
X-y [Mpa]
1,0:1,0 14,63 18,05 18,81 21,77
15:1,0 16,05 23,44 22,55 24,5
20:1,0 17,42 24,37 23,32 26,04
25:1,0 17,24 24,76 23,5 26,6
3,0:1,0 17,28 24,78 23,94 26,89

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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A Figura 4-6 mostra o comportamento dos modos de vibrar da membrana 2 para o valor
de pré-tensdo de 1,0 MPa. A representacdo dos modos para as pré-tensdes de 1,5 MPa; 2,0 MPa;
2,5 MPa; 3,0 MPa encontram-se no Anexo C.

Figura 4-6: Comportamento modal da membrana 2 com geometria triangular com pré-
tensdo de 1,0 MPa.

Modo 1, frequéncia 14,63 Hz Modo 2, frequéncia 18,81 Hz

U, Magnitude
+1.000e+00
+9.167e-01

U, Magnitude
+1,000e+00
+9.167e-01

3167e-01 +8.3336-01
17:300e-01 Tegerenr
+6.6678-01 +5.833e-01
+5,833e-01 +5.000e-01
+5.000e-01 +4.167e-01
+4.1676-01 +3.3336-01
+3.333e-01 +2.500e-01
+2.500e-01 +1.667e-01
+égg;: gé +8.333e-02
183356.
+81333e-02 +0.000e+00
v Y
;—» X ; X
Modo 3, frequéncia 18,81 Hz Modo 4, frequéncia 21,77 Hz

U, Magnitude
+1.000e+00

U, Magnitude
+1,000e+00

+
o
o
o
S
iy
S
-
=

LT

+0.000e+00

Y

i x

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

O comportamento das semi-ondas permaneceu igual, logo pode-se comprovar que a
propriedade ndo altera o comportamento das semi-ondas, contudo a influéncia € exercida pelas

condigdes de contorno e pela forma de aplicacdo do carregamento.
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4.4. Estudo de Caso 3 — Geometria Circular

4.4.1. Membranal

A Tabela 4-9 apresenta as frequéncias naturais dos quatro primeiros modos para a membrana 1

e geometria circular.

Tabela 4-9: Frequéncias naturais da geometria circular para as propriedades da membrana 1.

f(r;[tlf/rl‘;:]o Modo 1 [Hz] Modo 2 [Hz] Modo 3 [Hz] Modo4 [Hz]
1,0: 1,0 7,79 12,51 12,51 15,90
15:1,0 11,42 18,86 18,25 23,16
2,0:1,0 11,87 19,58 18,97 24,07
25:1,0 11,95 19,70 19,09 24,22
3,0:1,0 11,99 19,72 18,11 24,25

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A geometria circular apresentou 0 mesmo comportamento das geometrias anteriores, ou
seja, as frequéncias naturais tendem a aumente conforme ha um incremento no valor de pré-
tensdo e, esses valores tendem a estabilizar-se ap6s um determinado valor de pré-tensdo. Ao
comparar os valores das frequéncias das geometrias circular, quadrada e triangular, para uma
pré-tensdo de 1,0 Mpa, a geometria circular possui valores maiores que a geometria quadrada e

menores que a geometria triangular.

Quando o valor de pré-tensdo € 1,5 MPa, as frequéncias naturais para a membrana
circular ficam maiores que a geometria triangular e quadrada. Portanto, a membrana com a
geometria circular possui uma maior rigidez quando comparadas com a membrana com a

geometria quadrada e triangular.

As formas modais da geometria circular, paraa membrana 1, sdo apresentadas na Figura
4-7, considerando uma pré-tensdo igual a 1,0 MPa. Vale ressaltar que valores de 1,5 MPa; 2,0
MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa encontram-se no Anexo D.
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Figura 4-7: Comportamento modal da membrana 1 com geometria circular com pré-tensao
de 1,0 MPa
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Comparando-se 0 comportamento das semi-ondas da geometria circular é possivel
perceber que os modos 2 e 3 da geometria circular séo similares, apresentando duas semi-ondas.

Enquanto que o modo 1 apresenta uma semi-onda e 0 modo 4 apresenta quatro semi-ondas.

4.4.2. Membrana 2

A Tabela 4-10 mostra os resultados obtidos para a geometria circular e considerando as
propriedades da membrana 2. Analisando os resultados da geometria circular com as
propriedades da membrana 2, percebe-se que as frequéncias naturais sdo mais elevadas do que
a geometria circular com as propriedades da membrana 1, o0 mesmo comportamento da
geometria triangular. Além disso, percebe-se que para a geometria circular com pré-tensao de

1,0 MPa, as frequéncias naturais sdo menores que a geometria triangular. Porém quando o valor
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da pré-tensdo passa a ser 1,5 MPa, as frequéncias naturais da geometria circular tornam-se
maiores que a geometria triangular, mesmo comportamento observado anteriormente quando

ambas as geometrias possuiam as propriedades da membrana 1.

Tabela 4-10: Frequéncias naturais da geometria circular para as propriedades da membrana 2.

'j(f;'[tﬂ'sgf Modo 1 [Hz] Modo 2 [Hz] Modo 3 [Hz] Modo4 [Hz]
1,0:1,0 13,23 18,74 18,74 20,29
15:1,0 15,51 21,64 20,55 27,55
2,0:1,0 16,24 22,37 22,39 27,61
25:1,0 16,57 22,68 22,65 27,81
3,0:1,0 16,76 22,98 22,96 27,96

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A Figura 4-8 mostra o comportamento dos modos de vibrar da membrana para a pré-
tensdo de 1,0 MPa.

Figura 4-8: Comportamento modal da membrana 2 com geometria circular com pré-tensédo

de 1,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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A representacdo dos modos para as pré-tensées de 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa
se encontram no Anexo D. Nota-se que o comportamento das semi-ondas da geometria circular
se manteve igual as propriedades da membrana 1, isso demonstra que as propriedades das
membranas ndo interferiram no comportamento dindmico das semi-ondas, fato este evidenciado

para a geometria triangular.

4.5. Estudo de Caso 4 — Geometria Retangular Tipo 1

45.1. Membrana 1l

A Tabela 4-11 apresenta os resultados da frequéncia natural para a geometria retangular
tipo 1 e considerando as propriedades da membrana 1. Como esperado, a geometria retangular
tipo 1 apresentou 0 mesmo comportamento das geometrias previamente analisadas. Conforme
h& um incremento no valor da pré-tensdo a membrana torna-se mais rigida. Esse comportamento

fica evidente quando se observa as frequéncias naturais.

Tabela 4-11: Frequéncias naturais da geometria retangular para as propriedades da membrana

1.

I;’(f;-[tlsﬂn;:? Modo 1 [Hz] Modo 2 [Hz] Modo 3 [Hz] Modo4 [Hz]
1,0:1,0 13,98 22,29 22,29 28,28
15:1,0 20,37 33,01 32,40 41,07
20:1,0 21,19 34,21 33,60 42,66
25:1,0 21,30 34,48 33,86 43,01
3,0:1,0 21,33 34,53 33,92 42,99

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

O comportamento dindmico da geometria retangular é apresentado na Figura 4-9,
considerando 1,0 MPa de pré-tensdo. Os resultados para pré-tenséo de 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5
MPa; 3,0 MPa encontram-se no Anexo E. O comportamento das semi-ondas da geometria
retangular tipo 1 é similar ao comportamento da geometria quadratica, além disso pode-se

facilmente identificar cada modo de vibrar.
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Figura 4-9: Comportamento modal da membrana 1 com geometria retangular tipo 1 com
pré-tensdo de 1,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

4.5.2. Membrana 2

A Tabela 4-12 apresenta as frequéncias naturais para 0s quatro primeiros modos de vibrar,

considerando as propriedades da membrana 2 e geometria retangular tipo 1.

Tabela 4-12: Frequéncias naturais da geometria retangular tipo 1 para as propriedades da
membrana 2.

Pré-tenséo Modo 1 [Hz] Modo 2 [HzZ] Modo 3 [Hz] Modo4 [Hz]

X-y [Mpa]
1,0:1,0 17,37 25,68 25,68 31,67
15:1,0 23,76 36,40 35,79 44,53
2,0:1,0 24,58 37,60 36,99 46,05
2,5:1,0 24,69 37,87 37,26 46,32
3,0:1,0 24,72 37,92 37,31 46,38

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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A geometria retangular tipo 1, considerando as propriedades da membrana 2, possui
frequéncias naturais maiores quando comprada com a membrana 1, comportamento igual os

encontrados nas geometrias quadratica, triangular e circular.

A Figura 4-10 mostra o comportamento dos modos de vibrar da membrana retangular
tipo 1 para a pré-tensdo de 1,0 MPa. A representacdo dos modos de vibrar para as pré-tensdes
de 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa se encontram no Anexo E.

E possivel observar nos resultados que a geometria retangular tipo 1, para a membrana
2, ndo apresentou alteracbes no comportamento das semi-ondas quando comparada com a
mesma geometria e propriedades da membra 1, 0 que comprova, para esse estudo, que a
propriedade do material ndo influéncia na forma modal da estrutura.

Figura 4-10: Comportamento modal da membrana 2 com geometria retangular com pre-
tensdo de 1,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.



4.6. Estudo de Caso 5 — Geometria Retangular Tipo 2

4.6.1. Membrana 1l

78

Aplicando as propriedades da membrana 1, e realizando a alteragcdo das condic¢Ges de contorno

para aplicacdo da pré-tensdo na geometria retangular, ou seja, realizou-se uma rotagéo de 90°

na membrana para analisar a influéncia da pré-tensdo na frequéncia natural. Os resultados da

frequéncia natural estdo na Tabela 4-13.

Tabela 4-13: Frequéncias naturais da geometria retangular tipo 2 para as propriedades da

membrana 1.

'?(fj'[t:ﬂnsgi’ Modo 1[Hz] Modo 2 [Hz] Modo 3 [Hz] Modo4 [Hz]
1,0: 1,0 5,40 8,72 8,72 11,12
1,5:1,0 7,96 13,18 12,78 16,24
20:1,0 8,28 13,60 13,28 16,88
25:1,0 8,33 13,76 13,36 16,97
3,0:1,0 8,34 13,78 13,38 17,00

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

E importante observar que para a geometria retangular tipo 2, 0 mesmo comportamento

das geometrias anteriores, conforme ha um incremento da pré-tensao, a estrutura torna-se mais

rigida e, consequentemente, as frequéncias naturais aumentaram. Entretanto, os resultados

mostraram 0s menores valores de frequéncias naturais em todos os valores de pré-tensao

aplicados. Ao compararmos as duas geometrias retangulares, tipo 1 e 2, percebe-se que as

condigdes de contorno da geometria exercem grande influéncia nas frequéncias naturais, onde

a membrana com geometria retangular tipo 1 possui valores de frequéncias maiores que a

geometria retangular tipo 2.

A Figura 4-11 mostra o comportamento modal da geometria retangular tipo 2,

considerando a pré-tensédo de 1,0 MPa. Os comportamentos modais para os demais valores de

pré-tensdo sdo encontrados no Anexo F.
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O comportamento das semi-ondas da geometria retangular tipo 2 é igual ao
comportamento da geometria retangular 1, contudo hd uma inversdo nos modos 2 e 3 da

geometria retangular tipo 1 em comparacao com a geometria retangular tipo 2

Figura 4-11: Comportamento modal da membrana 1 com geometria retangular tipo 2 com
pré-tensdo de 1,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

4.6.2. Membrana 2

A Tabela 4-14 apresenta os resultados das frequéncias naturais para as propriedades da
membrana 2, considerando a geometria retangular tipo 2. Quando se comparou as frequéncias
naturais entre as membranas 1 e 2, a membrana 2 apresenta valores maiores que a membrana
1, como observado em todas as geometrias analisadas.
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Tabela 4-14: Frequéncias naturais da geometria retangular tipo 2 para as propriedades da
membrana 2.

Pre-tensao Modo 1 [Hz] Modo 2 [Hz] Modo 3 [Hz] Modo4 [Hz]

x-y [MPa]
1,0:1,0 8,79 12,11 12,11 14,51
15:1,0 11,35 16,57 16,17 19,63
2,0:1,0 11,67 16,99 16,67 20,27
25:1,0 11,72 17,15 16,75 20,36
3,0:1,0 11,73 17,17 16,77 20,39

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

A Figura 4-12 mostra o comportamento modal da membrana retangular tipo 2
considerando pré-tensdo de 1,0 MPa. A representacdo dos modos para as pré-tensdes de 1,5
MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa se encontram no Anexo F.

Figura 4-12: Comportamento modal da membrana 2 com geometria retangular tipo 2 com
pré-tensao de 1,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Quando foi analisado os modos da geometria retangular tipo 2, observa-se 0 mesmo
comportamento da geometria retangular tipo 1, isto deve-se ao fato da consideragéo que as duas
membranas sdo isotrépicas, ou seja, considerando diferentes materiais com mesma relacéo
constitutiva, a possivel alteracdo ¢ modificacdo na rigidez e na massa da estrutura, ocasionando

alteracéo nas frequéncias naturais e, mantendo a mesma forma modal.

4.7. Analise dos Resultados

4.7.1. Membrana 1

A Figura 4-13 mostra a comparacdo do comportamento dos quatro primeiros modos de vibrar
das geometrias quadratica, triangular, circular, retangular 1 e retangular 2 considerando as

propriedades da membrana 1.

Figura 4-13: (a) o comportamento do modo 1, (b) o comportamento do modo 2, (¢) o
comportamento do modo 3 e (d) o comportamento do modo 4.
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Ao compararmos todas as geometrias nota-se que todas apresentam 0 mesmo
comportamento de estabilizar o valor da frequéncia natural ap6s atingirem o valore de 1,5 MPa.
Ainda, destaca-se que a geometria retangular tipo 1 possui 0s maiores valores de frequéncia
natural, enquanto a geometria retangular tipo 2 possui os menores valores de frequéncia natural,
sendo que ambas as geometrias possuem as mesmas caracteristicas fisicas, apenas
diferenciando as condi¢fes de contorno. Com isso observa-se que como para cada condicdo de
contorno da membrana, esta resulta em uma influéncia no seu comportamento dinamico. Para
as demais geometrias percebe-se que as suas frequéncias naturais sdo muito proximas, sendo
que nos 3 primeiros modos a geometria triangular apresenta valores maiores que as geometrias
circular e quadratica, contudo, no quarto modo a geometria circular possui valores maiores que

as outras duas geometrias.

4.7.2. Membrana 2

Para a membrana 2, nota-se um comportamento semelhante ao da membrana 1, com o
incremento da pré-tensdo a membrana torna-se mais rigida e, as frequéncias naturais tendem a
estabilizar ap6s um determinado valor de pré-tensdo. A Figura 4-14 mostra 0 comportamento
dindmico da membrana 2 para as geometrias quadratica, triangular, retangular tipo 1 e tipo 2

mostrando o comportamento dindmico dos 4 primeiros modos de vibrar da membrana 2.

Para a membrana 2 pode ser observado que todas as geometrias se estabilizam ap6s
atingirem o valor de 1,5 MPa, como ocorreu anteriormente com a membrana 1. A geometria
retangular tipo 1 se manteve como a geometria com 0s maiores valores de frequéncia natural e

a retangular tipo 2 ficou com os menores valores de frequéncia natural.

Pode ser observado que a geometria triangular € a que apresenta uma menor variagao
das frequéncias entre os valores de pré-tensdo de 1,0 e 1,5 MPa, isso ocorre em todos 0s modos
e se torna mais claro no modo 4 onde a diferenca das frequéncias naturais é de 1,42 Hz. As
geometrias triangular, circular e quadratica se mantiveram com as suas frequéncias muito
proximas, e a geometria triangular se manteve com o maior valor quando comparado as demais,
nos 3 primeiros modos e no quarto modo a geometria circular apresenta valores maiores que a

geometria triangular. Com isso é possivel observar que para uma mesma geometria ao fazer a
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alteracdo do material das membranas o comportamento € semelhante, ocorrendo somente a

alteracdo nos valores das frequéncias naturais.

Figura 4-14 :(a) o comportamento do modo 1, (b) o comportamento do modo 2, (c) o
comportamento do modo 3 e (d) o comportamento do modo 4.
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CAPITULO 5

Conclusao

Neste trabalho foi realizado um estudo sobre a influéncia da geometria da membrana no
comportamento dindmico linear utilizando duas membranas hiperelasticas. A primeira etapa
consistiu em realizar a validacéo das equacdes descritas por Soares e Gongalves (2014) para os
modelos de neo-Hooke e Mooney-Rivlin. Para isso foi utilizado os resultados experimentais do
trabalho de Young et al. (2005). As equacOes apresentadas por Soares e Gongalves (2014)
foram usadas para obter as frequéncias naturais dos quatro primeiros modos de vibracdo das
membranas 1 e 2. De posse dos resultados analiticos de ambos os modelos constitutivos,
concluiu-se que para a membrana 1 o modelo de neo-Hooke apresenta valores um pouco
menores que 0s modelos de Mooney-Rivlin (em torno de 1%), isto deve-se ao fato do modelo
de Mooney-Rivlin levar em consideracdo mais parametros do material do que o modelo de neo-
Hooke. Observou-se que 0s modos de vibrar 2 e 3 sdo simétricos, portanto, para pré-tensdes
iguais nas direcfes x e y, ambos possuem o mesmo valor. Porém, quando ha um incremento na
pré-tensdo, no sentido do eixo x, as frequéncias naturais tendem a ser diferentes, ou seja, 0
sentido da pré-tensdao influencia no comportamento dindmico da membrana, esses

comportamentos analiticos foram percebidos também para a membrana 2.

De posse dos resultados analiticos, pode-se realizar a validagdo do modelo
computacional das membranas 1 e 2, esse procedimento foi realizado de duas formas. A
primeira, realizou-se a comparacdo dos deslocamentos computacionais com dados
experimentais considerando somente a membrana 1, conforme Suzin (2019). Na segunda,
determinou-se o erro absoluto entre as frequéncias analiticas e as computacionais, e aplicou-se
a métrica desenvolvida por Silva et al. (2008). Esses dois procedimentos permitiram validar o

modelo computacional desenvolvido neste trabalho.
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Apos a validagdo do modelo computacional, diferentes geometrias foram analisadas, ou
seja, analisou-se as geometrias triangular, circular, retangular tipo 1 e retangular tipo 2.
Considerando a membrana 1 para as geometrias quadrada e triangular, é possivel perceber que
as frequéncias naturais dos quatro primeiros modos de vibracdo da membrana quadrada sédo
menores que os valores da geometria triangular. Além disso, a geometria triangular estabiliza
os seus valores de frequéncias naturais quando a pré-tensdo é 1,5 MPa. O mesmo
comportamento pode ser observado para a geometria quadratica, contudo as frequéncias
naturais da geometria triangular sdo maiores, resultado de uma rigidez mais elevada que

geometria quadratica.

Observa-se que a geometria circular possui frequéncias naturais menores que a
geometria triangular nos 3 primeiros modos de vibrar, porém quando compara-se 0 quarto
modo, a geometria circular apresenta frequéncia natural maior que a geometria triangular. Para
as geometrias retangular tipo 1 e tipo 2 percebe-se que dependendo da condigdo de contorno
selecionada e a pré-tensdo aplicada, ha grande influéncia nas frequéncias (cerca de 60%),
mesmo que ambas as geometrias sejam iguais. Além disso, as frequéncias naturais de ambas as
geometrias retangulares se estabilizam com 1,5 MPa de pré-tensdo, porém a geometria
retangular tipo 1 apés a estabilizagdo dos seus valores se tornam mais proximos uns dos outros,
0 gque ndo acontece com a retangular tipo 2. Além desse comportamento existe uma alteracdo
no comportamento da semi-ondas dos modos 2 e 3, na geometria retangular tipo 2 o modo 2

inverte-se com o modo 3.

Para a membrana 2 percebe-se somente alteracdo nos valores das frequéncias naturais.
Isto deve-se ao fato da membrana 2 apresentar maior médulo de elasticidade (250 MPa) quando
comparada com a membrana 1 (70,6 MPa). Além disso, devido as condi¢des de contorno
aplicadas na estrutura, isso faz com que a mesma membrana possua diferentes comportamentos
dindmicos, logo podendo ser confeccionada de forma distinta a atender sua aplicacdo. Portanto,
faz-se necessario um estudo especifico para cada geometria buscando atender a aplicagédo

desejada.

Por fim, no decorrer desse trabalho foi possivel perceber que o comportamento
dindmico das membranas apresenta uma ligagdo direta com a pré-tensdo aplicada sobre ela,
pois conforme h& um incremento na pre-tensao, as frequéncias naturais aumentam. Portanto,
conforme o projeto da estrutura é possivel alterar a frequéncia natural de uma membrana

modificando apenas a pré-tensdo aplicada.
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A alteracdo das geometrias resultou em diferentes comportamentos, isso deve-se ao fato
de cada geometria apresentar condi¢cdes de contorno e aplicagdo da pré-tensdo de maneira
especifica para atender os requisitos de projeto. Comprova-se a0 comparar 0 comportamento
das geometrias retangulares, onde ambas possuem as mesmas propriedades e dimensdes, porém

cada uma é fixada e pré-tensionada de maneira diferente da outra.

Dessa forma, conclui-se que o comportamento tanto estdtico quanto dindmico da

membrana sofre grande influéncia das condi¢des de contorno sob as quais ela esta submetida.

Assim, pretende-se que este trabalho contribua como referéncia bibliografica para
trabalhos futuros sobre comparacdo de modelos constitutivos de materiais elastoméricos
aplicados em membranas tracionadas, ou seja, a linha de pesquisa em membranas possui varias
vertentes para investigacdo abrindo perspectivas para andlises matematicas, simulacdes

computacionais e aplicacGes diversas em biomateriais, bioengenharia e engenharias afins.

5.1. Trabalhos Futuros

O comportamento dindmico de uma membrana esta condicionado a diversos fatores, dentre eles
foram analisados a geometria e modelos constitutivos do material. Entretanto, ha outras
caracteristicas que podem ser analisadas para colaborar no entendimento do comportamento de

membranas hipereléasticas como sugerem a seguir:

e Verificar outras geometrias da membrana, por exemplo, membranas cilindricas;

e Avaliar o tamanho da geometria na resposta dindmica da estrutura;

e Utilizar outros tipos de materiais como, por exemplo, os modelos Ogden, Polinomial,
Arruda-Boyce, dentre outros;

e Analisar a resposta da estrutura submetida a diferentes combinacdes de carregamentos
externos buscando representar o carregamento da estrutura real;

e Analisar a influéncia do amortecimento na resposta da estrutura;

e Avaliar dinamicamente estruturas de membrana com padrdes de corte otimizadas, a fim

de avaliar o campo de tensdes da estrutura.
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CAPITULO 7

Anexos

Anexo A — Cdbdigo Scilab

A Figura A-1 mostra o cddigo criado no Scilab que foi usado para obter os resultados analiticos

para os modelos de neo-Hooke e Mooney-Rivlin. As variaveis usadas sao:

C1 é parametros do material,

C2 é parametros do material,

al é razdo entre o segundo e primeiro parametros do material C2/C1,

pi valor de pi,

kO é razdo entre as dimensdes na dire¢do y e x da membrana indeformada,
kf é razdo entre as dimensdes na direcdo y e x da membrana deformada,
m é nimero de semi-ondas na direcao y,

n é nimero de semi-ondas na direcao X,

sx € razBes entre o comprimento deformado e indeformado da membrana,
T é massa especifica da membrana;

Lx0 é dimenséo na direcdo do eixo x da membrana indeformada.



Figura A-1: Em (a) o codigo para o modelo neo-Hooke, em (b) o codigo para o modelo

Mooney-Rivlin.

(a)

Lxo=

a=(Cl* (2*(p~2)) )/ (T* (Lxo"2))
b=1-((ko~2)/ ((sx~c) * (kf~2)))
c=(n~2)/ (ko~2)

d=1-((ko~4)/ ((sx~c)* (kf~4})))
w=a* ( ((m~2) *b)+(c*d))

disp (W)

W=sgrt (w)

disp (W)

Cl1=

= (b)

Lxo=

a=(Cl* (2% (p~2)) )/ (T* (Lxo"2))
b=1-((ko"~2)/ ((sx~c)* (kf~2)))
c=(n~2)/ (ko~2)

d=1-((ko~4d)/ ((sx"c)* (kE~4})))
w=a* (((m~2)*b}+(c*d})

disp (w)

W==sart (w)

disp (W)

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Anexo B — Membrana Quadratica
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A Tabela B-1 apresenta os resultados das frequéncias naturais para as membranas 1 e 2,

considerando a geometria quadratica e pré-tensdo na direcdo x de 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0 MPa;

2,5 MPa e 3,0 MPa.

Tabela B-1: Frequéncias naturais da geometria Quadrada.

)Ijr[(la\;ltFejg]sao Modo 1 [Hz] Modo 2 [Hz] Modo 3 [Hz] Modo 4 [Hz]
1,0 6,74 10,68 10,68 13,52
1,5 11,13 18,52 17,71 21,26
Membrana 1 2,0 11,78 21,10 20,20 22,91
2,5 11,94 21,52 20,99 23,36
3,0 12,21 22,03 21,04 23,58
1,0 9,16 14,50 14,50 18,34
1,5 13,64 20,95 20,73 23,62
Membrana 2 2,0 14,32 23,34 22,24 25,33
2,5 14,71 24,84 24,01 25,48
3,0 14,91 25,06 24,40 25,64

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

As Figuras B-1, B-2, B-3 e B-4 mostram o comportamento dos modos de vibrar da

membrana 1 e, as Figuras B-5, B-6, B-7 e B-8 mostram o comportamento dos modos de vibrar

da membrana 2, considerando a pré-tensdo de 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa. O

comportamento das formas modais das membranas € o0 mesmo para todas as pré-tensoes.

Observa-se para o primeiro modo de vibrar uma Gnica semi onda para ambos 0s sentidos, x e .

O segundo e terceiro modo apresentam comportamento simétrico, o segundo modo apresenta 2

semi ondas no sentido do eixo x e uma semi onda em y. O terceiro modo diferencia-se pela

localizagdo das semi ondas em relacdo aos eixos cartesianos, o quarto modo apresenta duas

semi ondas em cada eixo cartesiano.



Figura B-1: Forma modal da membrana 1, geometria quadrada, submetida a 1,5 MPa.
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Modo 1, frequéncia 11,13 Hz
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura B-2: Forma modal da membrana 1, geometria quadrada, submetida a 2,0 MPa.
Modo 2, frequéncia 21,10 Hz
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Figura B-3: Forma modal da membrana 1, geometria quadrada, submetida a 2,5 MPa.
Modo 2, frequéncia 21,52 Hz

Modo 1, frequéncia 11,94 Hz
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura B-4: Forma modal da membrana 1, geometria quadrada, submetida a 3,0 MPa.
Modo 2, frequéncia 22,03 Hz
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Figura B-5: Forma modal da membrana 2, geometria quadrada, submetida a 1,5 MPa.
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Figura B-6: Forma modal da membrana 2, geometria quadrada, submetida a 2,0 MPa.
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Figura B-7: Forma modal da membrana 2, geometria quadrada, submetida a 2,5 MPa.
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Figura B-8: Forma modal da membrana 2, geometria quadrada, submetida a 3,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Anexo C — Membrana Triangular

100

A Tabela C-1 mostra os valores das frequéncias naturais para ambas membranas 1 e 2,

considerando a geometria triangular e pré-tensdo de 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPae 3,0

MPa.
Tabela C-1: Frequéncias naturais da geometria triangular.
Er[f\;ltgg]sao Modo 1[Hz] Modo 2 [Hz] Modo 3 [Hz] Modo 4 [Hz]
1 8,49 14,41 14,41 17,98
1,5 11,94 19,11 18,82 22,21
Membrana 1 2,0 12,38 21,39 21,06 22,92
2,5 12,59 21,59 21,29 23,04
3,0 12,71 22,24 21,94 23,06
1 14,63 18,05 18,81 21,77
1,5 16,05 23,44 22,55 24,5
Membrana 2 2,0 17,42 24,37 23,32 26,04
2,5 17,24 24,76 23,5 26,6
3,0 17,28 24,78 23,94 26,89

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

As Figuras C-1, C-2, C-3 e C-4 mostram o comportamento dos modos de vibrar da

membrana 1 e, as Figuras C-5, C-6, C-7 e C-8 mostram o comportamento dos modos de vibrar
da membrana 2, considerando a pré-tensdo de 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa. Fica

evidente que os valores das frequéncias de cada modo aumentam conforme ha um incremento

no valor de pré-tensdo e os valores tendem a estabilizar quando atingem 2,0 MPa de pré-tensao,

esse comportamento é similar ao da geometria quadrada, sendo diferenciado pelo valor da pré-

tensdo que leva a estabilizacdo da frequéncia natural.



Figura C-1: Forma modal membrana 1, geometria triangular, submetida a 1,5 MPa.
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Figura C-2: Forma modal membrana 1, geometria triangular, submetida a 2,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Figura C-3: Forma modal membrana 1, geometria triangular, submetida a 2,5 MPa.
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U, Magnitude U, Magnitude
+1.000e+00 +1.000e+00
+9.167e-01 +9.167e-01
+8.333¢-01 +8.333¢-01
+7.500e-01 +g.ggt71e gx
+6.6676- +6.667€-01
e e
+5.000e-01 +5.000e-01

- +4.167¢-01 +4.167¢-01
+3.333e-01 +3.333e-01
+2.500e-01 +2.500e-01
+1.667¢-01 +1.667¢-01
+8.333e-02 +8.333e-02
+0.000e+00 +0.000e+00

Y Y
;—» X 2-0 X

Modo 3, frequéncia 21,29 Hz Modo 4, frequéncia 23,04 Hz

U, Magnitude U, Magnitude
+1,000e+00 +1.000e+00
+9.167e-01 +9.167e-01
+8.333e-01 +8.333e-01
+7.500e-01 +7.500e-01
+6.667&-01 +6.667e-01
+5.833e-01 +5.833e-01
S iy

167e \

+3.333e-01 +3.333e-01
+2.500e-01 +2.500e-01
e ety
+8.333e- B
+0.000&e+00 +0.000e+00

Y \

;—o X L X

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura C-4: Forma modal membrana 1, geometria triangular, submetida a 3,0 MPa.
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Figura C-5: Forma modal membrana 2, geometria triangular, submetida a 1,5 MPa.
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Figura C-6: Forma modal membrana 2, geometria triangular, submetida a 2,0 MPa.
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Figura C-7: Forma modal membrana 2, geometria triangular, submetida a 2,5 MPa.
Modo 1, frequéncia 17,24 Hz Modo 2, frequéncia 24,76 Hz
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Figura C-8: Forma modal membrana 2, geometria triangular, submetida a 3,0 MPa.
Modo 1, frequéncia 17,28 Hz Modo 2, frequéncia 24,78 Hz
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Anexo D — Membrana Circular
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A Tabela D-1 apresenta os resultados das frequéncias naturais para ambas as membranas 1 e 2,

considerando a geometria circular e pre-tensao de 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa e 3,0

MPa.
Tabela D-1: Frequéncias naturais da geometria Circular.
Pré-tensdo Modo 1 [Hz] Modo 2 [Hz] Modo 3 [Hz] Modo 4 [Hz]
[MPa]
1,0 7,79 12,51 12,51 15,90
1,5 11,42 18,86 18,25 23,16
Membrana 1 2,0 11,87 19,58 18,97 24,07
2,5 11,95 19,70 19,09 24,22
3,0 11,99 19,72 18,11 24,25
1,0 13,23 18,74 18,74 20,29
1,5 15,51 21,64 20,55 27,55
Membrana 2 2,0 16,24 22,37 22,39 27,61
2,5 16,57 22,68 22,65 27,81
3,0 16,76 22,98 22,96 27,96

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

As Figuras D-1, D-2, D-3 e D-4 mostram o comportamento dos modos de vibrar da

membrana 1 e, as Figuras D-5, D-6, D-7 e D-8 mostram o comportamento dos modos de vibrar
da membrana 2, considerando a pré-tensdo de 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa.



Figura D-1: Forma modal membrana 1, geometria circular, submetida a 1,5 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura D-2: Forma modal membrana 1, geometria circular, submetida a 2,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Figura D-3: Forma modal membrana 1, geometria circular, submetida a 2,5 MPa.
Modo 1, frequéncia 11,95 Hz Modo 2, frequéncia 19,70 Hz
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura D-4: Forma modal membrana 1, geometria circular, submetida a 3,0 MPa.
Modo 1, frequéncia 11,99 Hz Modo 2, frequéncia 19,72 Hz
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Figura D-5: Forma modal membrana 2, geometria circular, submetida a 1,5 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura D-6: Forma modal membrana 2, geometria circular, submetida a 2,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Figura D-7: Forma modal membrana 2, geometria circular, submetida a 2,5 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura D-8: Forma modal membrana 2, geometria circular, submetida a 3,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Anexo E — Membrana Retangular Tipo 1

A Tabela E 1 mostra os valores das frequéncias naturais para ambas membranas 1 e 2,
considerando a geometria retangular tipo 1 e pré-tensdo de 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5
MPa e 3,0 MPa.

Tabela E-1: Frequéncias naturais da geometria Retangular Tipo 1.

Pre-tensa 1040 1 [Hz] Modo 2 [Hz] Modo 3 [Hz] Modo 4 [Hz]

X [MPa]
1,0 13,98 22,29 22,29 28,28
15 20,37 33,01 32,40 41,07
Membrana 1 2,0 21,19 34,21 33,60 42,66
2,5 21,30 34,48 33,86 43,01
3,0 21,33 34,53 33,92 42,99
1,0 17,37 25,68 25,68 31,67
1,5 23,76 36,40 35,79 44,53
Membrana 2 2,0 24,58 37,60 36,99 46,05
2,5 24,69 37,87 37,26 46,32
3,0 24,72 37,92 37,31 46,38

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

As Figuras E-1, E-2, E-3e E-4 mostram o comportamento dos modos de vibrar da
membrana 1 e, as Figuras E-5, E-6, E-7 e E-8 mostram o comportamento dos modos de vibrar
da membrana 2, considerando a pré-tensdo de 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa.

Figura E-1: Forma modal membrana 1, geometria retangular tipo 1, submetida a 1,5 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Figura E-2: Forma modal membrana 1, geometria retangular tipo 1, submetida a 2,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura E-3: Forma modal membrana 1, geometria retangular tipo 1, submetida a 2,5 MPa.
Modo 1, frequéncia 21,30 Hz Modo 2, frequéncia 34,48 Hz
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Figura E-4: Forma modal membrana 1, geometria retangular tipo 1, submetida a 3,0 MPa.
Modo 1, frequéncia 21,33 Hz Modo 2, frequéncia 34,53 Hz
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Figura E-5: Forma modal membrana 2, geometria retangular tipo 1, submetida a 1,5 MPa.
Modo 1, frequéncia 23,76 Hz Modo 2, frequéncia 36,40 Hz
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Figura E-6: Forma modal membrana 2 com geometria retangular 1 e pré-tensdo de 2,0 MPa.
Modo 1, frequéncia 24,58 Hz Modo 2, frequéncia 37,60 Hz
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura E-7: Forma modal membrana 2 com geometria retangular 1 e pré-tensdo de 2,5 MPa.
Modo 1, frequéncia 24,69 Hz Modo 2, frequéncia 37,87 Hz
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Figura E-8: Forma modal membrana 2 com geometria retangular 1 e pré-tensdo de 3,0 MPa.
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Anexo F — Membrana Retangular Tipo 2

A Tabela F-1 mostra os valores das frequéncias naturais para ambas membranas 1 e 2,
considerando a geometria retangular tipo 2 e pré-tensdo de 1,0 MPa; 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5
MPa e 3,0 MPa.

Tabela F-1: Frequéncias naturais da geometria Retangular Tipo 2.

Er[f\;ltggfao Modo 1 [Hz] Modo 2 [Hz] Modo 3 [Hz] Modo 4 [Hz]
1,0 5,40 8,72 8,72 11,12
15 7,96 13,18 12,78 16,24
Membrana 1 2,0 8,28 13,60 13,28 16,88
2,5 8,33 13,76 13,36 16,97
3.0 8.34 13,78 13,38 17,00
1.0 8.79 1211 1211 1451
15 11,35 1657 16.17 1063
Membrana 2 2.0 1167 16.99 16,67 2027
25 1172 1715 16.75 20.36
3.0 1173 1717 16.77 20.39

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

As Figuras F-1, F-2, F-3e F-4 mostram o comportamento dos modos de vibrar da
membrana 1 e, as Figuras F-5, F-6, F-7 e F-8 mostram o comportamento dos modos de vibrar
da membrana 2, considerando a pré-tensdo de 1,5 MPa; 2,0 MPa; 2,5 MPa; 3,0 MPa.
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Figura F-1: Forma modal membrana 1, geometria retangular tipo 2, submetida a 1,5 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura F-2: Forma modal membrana 1, geometria retangular tipo 2, submetida a 2,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

U, Magnitude
+1,000e+00 U, Magnitude
+9.167e-01 +1.000e+00
+8.333e-01 +9.1672-01
+7.500e-01 +8.333¢-01
+6.667e-01 +7.500e-01
+5.833e-01 +6.667e-01
+5.000e-01 +5.833e-01
+4.167e-01 +5,000e-01
+3.333e-01 +4.167e-01
+2.500e-01 +3.333e-01
+1.667¢-01 +2,500e-01
+8.333e-02 +1.667e-01
+0.000e+00 +8.333e-02
+0.000e+00
Y

b x

U, Magnitude
+1.000e+00 ;
+§'§g§e'gl U, Magnitude
+8.3336-01 +1,000e+00
Theerent +8.1678-01
+5.833¢-01 +8.333e-01
+5.000e-01 +7.500e-01
+4.167¢-01 +6.667e-01
+3.333e-01 +5.833e-01
+2.500e-01 +5.000e-01
+1.6676-01 +4.1676-01
+8.333e-02 +g.ggge gi
+0. +2. e
0.000e+00 +2:500e-01
+8.333e-02
+0.000e+00

U, Magnitude
+1.000e+00 U, Magnitude
+9.167e-01 +1.000e+00
+8.333e-01 +9.167e-01
+7.500e-01 +8.333e-01
+6.667e-01 +7.500e-01
+5.833e-01 +6.667e-01
+5.000e-01 +5.833e-01
+4.167e-01 +5.000e-01
+3.333e-01 +4.167e-01
+2,500e-01 +3.333e-01
+1.667e-01 +2.500e-01
+8.333e-02 +1.667e-01
+0.000e+00 +8,333e-02
+0.000e+00
Y




117

Figura F-3: Forma modal membrana 1, geometria retangular tipo 2, submetida a 2,5 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Figura F-4. Forma modal membrana 1, geometria retangular tipo 2, submetida a 3,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Figura F-5: Forma modal membrana 2, geometria retangular tipo 2, submetida a 1,5 MPa.

Modo 1, frequéncia 11,35 Hz

U, Magnitude
+1.000e+00

+2.500e-01
+1.667¢-01
+8.333e-02
+0.000e+00

U, Magnitude
+1.000e+00
+9.167e-01
+8.333e-01
+7.500e-01
+6.667e-01

+3.333e-01
+2,500e-01
+1.667e-01
+8.333e-02
+0.000e+00

b x

Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.

Modo 2, frequéncia 16,57 Hz

U, Magnitude
+1.000e+00

+4.167e-01
+3.333e-01
+2.500e-01
+1.667e-01
+8.333e-02
+0.000e+00

Y

i x

U, Magnitude
+1.000e+00

+7.500e-01
¥6.6676-01
+5.8330-01

18.3330-02
10.0006-+00

Figura F-6: Forma modal membrana 2, geometria retangular tipo 2, submetida a 2,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Figura F-7: Forma modal membrana 2, geometria retangular tipo 2, submetida a 2,5 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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Figura F-8: Forma modal membrana 2 com geometria retangular 2 e pré-tensao de 3,0 MPa.
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Fonte: Elaborado pelo autor, 2020.
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