Ariel Agne da Silveira

Implementacao de uma biblioteca de logica modal em Coq

Joinville

2020



UNIVERSIDADE DO ESTADO DE SANTA CATARINA
BACHARELADO EM CIENCIA DA COMPUTACAO

Ariel Agne da Silveira

IMPLEMENTACAO DE UMA BIBLIOTECA DE LOGICA
MODAL EM COQ

Trabalho de conclusio de curso submetido & Universidade do Estado de Santa Catarina

como parte dos requisitos para a obtencao do grau de Bacharel em Ciéncia da Computagao

Karina Girardi Roggia

Orientadora

Paulo Henrique Torrens

Coorientador

Joinville, Setembro de 2020



IMPLEMENTACAO DE UMA BIBLIOTECA DE LOGICA
MODAL EM COQ

Ariel Agne da Silveira

Este Trabalho de Conclusao de Curso foi julgado adequado para a obtengao do titulo de

Bacharel em Ciéncia da Computacao e aprovado em sua forma final pelo Curso de Ciéncia

da Computagao Integral do CCT/UDESC.

Banca Examinadora

Karina Girardi Roggia - Doutora (orientadora)

Paulo Henrique Torrens - Mestre (coorientador)

Cristiano Damiani Vasconcellos - Doutor

Rafael Castro Gongalves Silva - Mestre



“Logica de Programagao € a Terra plana

da computacao.”

Gabriela Moreira Mafra



Resumo

A modelagem de determinados tipos de sistemas computacionais com a logica cléssica
possui fatores limitantes. Neste contexto, a apresentacao de outros sistemas logicos, como
a logica modal, e a construgao de uma biblioteca para o assistente de provas Coq tem
o intuito de auxiliar na modelagem e facilitar o uso para a verificagao de propriedades
de sistemas. A seméantica da légica modal é representada pela seméantica dos mundos
possiveis, onde existe uma relacao de acessibilidade que conecta os mundos de um modelo.
Diferentes restricoes impostas na relagao de acessibilidade constroem sistemas da logica
modal que auxiliam na representacao de propriedades nas mais diversas areas de estudo. O
desenvolvimento da biblioteca tem como objetivo sustentar a formalizagao de propriedades
de softwares e prova-los em Coq.

Palavras-chaves: Loégica Modal, Coq, Biblioteca



Abstract

The modelling of certain types of computational systems with classical logic includes li-
miting factors. In this context, the presentation of other logical systems, such as modal
logic, and the construction of a library for the proof assistant Coq intents to help in the
modelling and facilitate usage on the verification of systems’ properties. The semantics of
modal logic is represented by the semantics of possible worlds, where there is an accessi-
bility relationship that connects the worlds of a model. Different restrictions imposed on
the accessibility relation build modal logic systems that help representation of properties
on a wide array of research areas. The libary development aims to held the formalization
of properties in softwares and prove them on Coq.

Keywords: Modal Logic, Coq, Library
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1 Introducao

A logica matematica é de fundamental importancia para as linguagens de programacao
na construgao de programas computacionais (BERTOLINI; CUNHA; FORTES, [2017).
Durante o século XX houve um estudo avancado para o desenvolvimento de varios sistemas
ou logicas (GRUPO DE LOGICA E FUNDAMENTOS DA FISICA| 2008) onde néo se era
permitido modelar algumas sentencgas em légica classica. Com a construcao de logicas nao
classicas viabilizou-se a formalizacao de aspectos temporais, do conhecimento, quénticos,
entre outros. A definicao de légicas nao cléssicas abrange aspectos nos quais a logica
classica nao satisfaz. De acordo com Haack (1978) em uma logica nao classica ha uma
extensao da logica classica ou quebra de pelo menos um possivel paradigma existente, seja
o principio do terceiro excluido, referente a uma proposi¢cao possuir somente dois valores
como verdadeiro ou falso, a nao contradi¢ao, em que uma proposicao e sua forma negada

nao se contradizem, ou a identidade, no qual uma proposi¢ao é sempre igual a si mesma.

Diferentes logicas foram construidas a partir da logica proposicional cléssica
com o intuito de facilitar a modelagem em diferentes areas. Como, por exemplo, a logica
multivalorada, que nao satisfaz o principio do terceiro excluido e possui como foco a
atribuicao de miltiplos valores-verdades e nao somente verdadeiro e falso como proposto
por Aristoteles. Neste caso, a logica se ramifica para outras sub-logicas, tal como a fuzzy,
probabilistica ou ternéaria. Outro exemplo é a légica quantica, no qual o principio da
identidade nao se aplica, seu foco é apontado para o raciocinio de proposi¢oes para a
fisica quantica, de forma que possa modelar sub-espacos fechados de particulas e posicoes

vetoriais, chamados de espago de Hilbert (AGUDELO) 2009)).

A logica modal se enquadra no caso de extensao da logica classica, ja que
possui o acréscimo de novos operadores e nao fere nenhum dos principios da légica pro-
posicional. Para Garson| (2018), a utilizagdo de seus simbolos significa o tratamento da
qualificagao de uma afirmacao analisada, ou seja, sentengas determinadas como necessa-
rias ou possiveis. Com a construcao de novos operadores, a légica modal além de alcancar
argumentos tratados de formas alética, pode tratar também de argumentos temporais,
de obrigatoriedade e permissao, ou a respeito de conhecimento e crenca. Nao somente

vista na ciéncia da computacao, a logica modal é utilizada em diferentes ramos, como
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por exemplo no direito, em que se aplica a logica da obrigatoriedade e permissao, conhe-
cida como logica dedntica, e na area da filosofia, empregando a logica do conhecimento,

intitulada por epistémica.

Dentro da ciéncia da computacgao a logica modal é empregada em diferentes ra-
mos, como por exemplo teoria de criptografia, inteligéncia artificial, teoria de banco de da-
dos, sistemas distribuidos e verificagao de programas (GOLINSKA-PILAREK; MUNOZ-
VELASCO; MORA| 2010). Conforme a modalidade tratada na logica, pode-se realizar
verificagoes para ocorréncia de um programa, de acordo com Blackburn, Rijke e Venema
(2001)), essas verificagoes se enquadram na observacao de dead ends, loops e forkings, de

tal forma que facilita a programacao do sistema e evita tais problemas.

A formalizacao de logica modal em assistentes de provas de teoremas auxilia
na especificagao e verificacao de propriedades de software, como a anélise de concorréncia
entre sistemas para um ambiente compartilhado ou a verificagdo de conhecimento das
geragOes passadas para as geragOes futuras em algoritmo cultural. A utilizacdo destes
assistentes de provas, como por exemplo, Coq, Isabelle, HOL-Light e Lean, faz com que
provas formais e verificagoes de programas sejam desenvolvidas com a assisténcia de um
usuéario. O assistente de provas Coq é um ambiente para o desenvolvimento de fatos mate-
maticos (PAULIN-MOHRING;, |2012), em que se utiliza taticas em premissas e hipoteses
para chegar em uma conclusao vélida. A linguagem utilizada no Coq é uma variedade de
tipos, chamada de Calculus of Inductive Constructions (CIC) (TEAM, 2019). Segundo
Paulin-Mohring| (2015]), este formalismo representa programas funcionais como a lingua-
gem ML e consegue caracterizar estruturas de dados, como listas e arvores binarias, onde

essas arvores podem ter ramificagoes infinitas.

A disponibilidade online de materiais didaticos e a ampla pesquisa em sistemas
de tipos e assistentes de provas (SILVA| [2019) faz com que o Coq seja conhecido em
diversos meios, tanto ambientes académicos quanto em areas de pesquisa. Segundo |Alves
(2018)), o Coq baseia-se em programacao de ordem superior, no qual se permite a extra¢ao
de codigo para outras linguagens, como Scheme e Haskell, visto que o uso da ferramenta

pode ser usufruido para o desenvolvimento de programas comuns.
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1.1 Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivo implementar uma biblioteca de l6gica modal para apli-

cacao em um assistente de provas de teoremas denominado Coq.

1.2 Objetivos Especificos

Com base no objetivo geral, sao definidos os seguintes objetivos especificos:

Apresentar de forma clara e objetiva a logica modal.

Representar formulas de 16gica modal em Coq.

Modelar a seméantica da logica modal em Coq.

Implementar os diferentes sistemas de lo6gica modal em Coq.

Provar a correcao da légica modal com base na biblioteca criada.

1.3 Metodologia

O procedimento metodolégico apresentado neste trabalho iniciou por um levantamento
de conceitos a respeito da légica modal e os diferentes sistemas que estao contidos na
mesma, conceitualizacao sobre assistentes de provas e aprofundamento sobre a imple-
mentacao de taticas em Coq. Em paralelo, foi realizada uma revisao bibliografica nos
trabalhos relacionados para a identificacao de temas semelhantes que poderiam auxiliar

no desenvolvimento das tarefas propostas.

Finalizada a etapa anterior, foi realizada a implementagao da biblioteca de
logica modal no assistente de provas Coq e a demonstragao que o desenvolvimento pro-
posto é robusto através da prova de correcao. O acesso ao codigo desenvolvido pode ser
encontrado no GitHub do autor, endere¢ado por:

https://github.com/arielsilveira/Modallibrary
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1.4 Estrutura do Trabalho

O presente trabalho esta organizado no seguinte formato: o Capitulo [2 apresenta a logica
modal, tal como conceitos, exemplos, provas de corre¢ao e completude, e extensoes a
partir do sistema K. O Capitulo [3| demonstra o que sao assistentes de provas, como por
exemplo Isabelle, HOL-Light, Lean e retrata de forma aprofundada o Coq. O Capitulo
[ apresenta os trabalhos relacionados ao objetivos deste. O Capitulo [ apresenta as
principais caracteristicas implementadas da biblioteca modal e algumas bibliotecas do
Coq que auxiliaram no desenvolvimento da mesma. O Capitulo [] aborda as conclusoes

finais do trabalho e apresenta algumas sugestoes como trabalhos futuros.
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2 Loégica Modal

A logica modal é um desenvolvimento sistemético das diferentes nogoes logicas expressas
na linguagem natural por palavras e frases modais (COCCHIARELLA; FREUND) 2008)).
Diversas areas da computacao utilizam a logica modal para modelar sistemas, tal como
inteligéncia artificial (MASTOP) 2012), sistemas distribuidos (ALLWEIN; HARRISON|
2016)), verificagao de programas (MALANOVICZ, 2001), representagao do conhecimento,
semantica formal e linguistica computacional (BLACKBURN; RIJKE; VENEMA| 2001)).
Esta logica ¢é estendida a partir da logica proposicional classica, com a adi¢ao de dois novos
conectivos unarios, O e <, denominados respectivamente por necessidade e possibilidade

(WIND), 2001)).

O objetivo da logica modal é a caracterizagao de validade ou invalidade dos
argumentos propostos (GARSON]| 2018), diferentemente da logica proposicional cléssica,
nao é possivel fornecer tabela-verdade para a légica modal, pois nao hé colunas que defi-
nem a utiliza¢do dos conectivos de necessidade (O) e possibilidade (<) (GARSON| 2018).
Segundo MALANOVICYZ| (2002), as logicas modais tratam argumentos de necessidade,
possibilidade e contingéncia, na sua forma verdadeira ou falsa. Para Zalta (1995)), os ope-
radores modais analisam a validade das proposi¢oes nos mundos em que se encontram,

ou seja, uma formula pode ser necessariamente verdadeira ou possivelmente verdadeira.

A anélise semantica, vista no tratamento de formas necessarias através da mo-
dalidade alética, é dada pela interpretacao de uma férmula Op, em que p seja verdade
em todos os mundos possiveis, como por exemplo, “E necessario que todas as bolas sejam
redondas”, ou seja, em todos os mundos possiveis as bolas tém que ser redondas. En-
tretanto, a possibilidade é vista de forma que, uma féormula é possivelmente verdadeira
se, e somente se, pelo menos em um mundo possivel esta formula é verdadeira (ROCHA|
2010). Uma propriedade vista em modalidade contingente ocorre pela verdade de uma
proposi¢ao no mundo atual e falsa em alguns mundos possiveis (MELO, |2018), como por
exemplo, “O fogo é fonte de calor”, onde a frase é verdadeira no mundo atual, porém,
podem existir alguns mundos possiveis em que o fogo nao seja fonte de calor. A diferenca
de uma proposicao ser contingente e possivel é vista, respectivamente, de forma local e

global. Uma proposi¢ao de contingéncia se da pela existéncia dela no mundo atual e
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contraditéria em alguns outros mundos, ja uma possivelmente verdadeira, independe do
seu valor verdade no mundo atual, entretanto, pode ser existente em algum outro mundo

acessivel.

Neste Capitulo serao definidos conceitos da logica modal, apresentando suas
defini¢oes, linguagem, semantica, sistema dedutivo, meta propriedades, os diferentes sis-
temas da logica e algumas versoes além da logica modal alética. A Sessao [2.1| representa
a linguagem estendida da logica modal sobre a logica proposicional classica. A Sessao
expoe sobre a seméantica e exemplo demonstrativo da funcionalidade da relacao de
acessibilidade. A Sessao mostra a axiomatizacao, apresenta o sistema K, regra da
substitui¢ao e exemplo de prova através da axiomatizagao. A Sessdo [2.4] retrata as provas
de corregao e completude da logica modal. A Sessao [2.5] apresenta os diferentes siste-
mas de logica modal e as suas relagoes de acessibilidade. A Sessao mostra algumas

extensoes da logica modal.

2.1 Linguagem

A linguagem de uma logica é definida pelos simbolos que a compoe e a forma de construir
formulas. Uma férmula modal é uma féormula constituida de simbolos proposicionais,
operadores classicos e operadores modais (MALANOVICZ;, 2001). A simbologia presente
neste trabalho denota-se por P = {p, ¢, 7, ...} para a representagao do conjunto de
simbolos proposicionais, e I' = {«, 3, 7, ... } denota o conjunto de féormulas bem formadas
da logica. Os simbolos T e L sao simbolos da logica mateméatica que representam a
tautologia e falsidade, respectivamente. A linguagem da logica proposicional classica é

definida a seguir:

Definigao 1 (Linguagem da Loégica Proposicional). O conjunto das férmulas da ldgica

proposicional cldssica, denotado Lpc, € estabelecido indutivamente por:

e 1,1 €Llrpc
e PC Lrpc
e Se (RS Lipc, entao € Lipc

e Se v, € Lppe, entdo ¢ ot € Lype tal que o € {A, V, —}
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e Nada mais pertence a Lipc ]

A linguagem da logica modal (L) é composta pela Lppc com o acréscimo

dos operadores unarios de necessidade e possibilidade segundo a definicao abaixo.

Defini¢ao 2 (Linguagem da Logica Modal). O conjunto das formulas da légica modal,

denotado Ly, € estabelecido indutivamente por:

e Lipc € Ly
e Se Y < L, entao Uy e <>QO € L.

e Sew e &€ Ly, entao o — Y, o AN, oV e ~p € Ly

e Nada mais pertence a Ly ;. ]

O conjunto de subformulas de ¢, denotado por Subf(y), define todos os com-
ponentes para a construgao de uma formula ¢. O caso basico analisa as féormulas de
estruturas mais simples (SILVA; FINGER; MELO)| 2006), nos demais casos indutivos,

verifica uma ou mais férmulas juntamente com um operador unario ou binario.

Definigao 3 (Subférmulas). O conjunto de subférmulas de uma formula ¢, denotado

Subf(y), € definido indutivamente por:

e Se v = p, entao Subf(p) = {p}.

e Se p = o1, entao Subf(p) = {o ¥ } U Subf(yp), sendo o € {—, O, <}

o Seyp =1 op, entiao Subf(p) ={ 1 op} USubf(yp) U Subf(p), sendo o € {A,V,—}.

Os conectivos O e < sao lidos como “p é necessério” e “o é possivel”, conhecidos
como operadores de necessidade e possibilidade, respectivamente (GORANKO||1999). Em
uma representacao abrangente da logica modal, os operadores ganham novas definicoes,
como por exemplo na logica epistémica em que Oy é representado por "sabe-se que ¢".
Na logica dedntica Oy corresponde a "é obrigatorio que ¢", o simbolo de possibilidade é

equivalente a "é permitido que ¢". A Tabela representa outras variedades de leituras.
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Tabela 2.1: Significado correspondente para os simbolos modais O e &

Oy Op
E necessariamente verdade que ¢ E possivel que ¢
Sempre sera verdade que Alguma hora no futuro ¢
Deve ser verdade que ¢ E permitido que ¢
O agente Q acredita que ¢ © é consistente com o que o agente () acredita
O agente Q sabe que ¢ Pelo que o agente Q sabe, ¢
Depois de qualquer execucao do Depois de alguma execucao do
problema P, ¢ é verdade problema P, ¢ é verdadeira

Fonte: Huth e Ryan (2008, p. 240)

2.2 Semantica

A seméantica de uma logica fornece uma defini¢cao de validade caracterizando o comporta-
mento verdade das sentencas do sistema (GARSON, 2018). Segundo Wind (2001)), Kripke
desenvolveu pesquisas sobre a seméantica da logica modal durante os anos de 1950 e 1960 e
apresentou o termo de mundos possiveis. A nogao de mundos possiveis é uma ilustracao,
obediente as regras da logica, de como as coisas sao ou podem ser (PRIMO, 2009), este
conceito utiliza a aplicacao da nao contradi¢ao de formulas nos mundos do sistema anali-
sado. Um mundo possivel possui um conjunto de proposicoes vélidas nele e uma relacao
de acessibilidade para proximos mundos, desta forma a relacao de acessibilidade define
como os mundos se comunicam. Seja W um conjunto de mundos, w,y € We R CWxW
uma relacao de acessibilidade entao, wRy, é lido por “o mundo y é acessivel a partir do
mundo w”. Segundo |[Kripke (1963), diferentes sistemas modais variam com diferentes
propriedades da relagao de acessibilidade, como reflexividade, simetria, transitividade,

ete.

Garson (2018)) descreve uma relacao de equivaléncia na utilizagdo dos quanti-
ficadores universais e existenciais da logica proposicional cléssica com os operadores de
necessidade e possibilidade da logica modal, respectivamente. O operador O pode ser
comparado paralelamente com o quantificador universal V, pois é descrito como uma for-
mula vélida para todos os mundos acessiveis a partir do atual. Similarmente o operador <&

tem relagao com o quantificador existencial 3, (GARSON] 2018)), onde existe pelo menos
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um mundo acessivel que uma férmula seja satisfazivel. Segundo Vardi| (1997)), o dual do

operador modal Oy, é dado por ==, o mesmo se aplica ao trocar entre si O por <.

Definig¢ao 4 (Frame). Um Frame é um par ordenado que especifica o conjunto de mundos
e sua relagao de acessibilidade, desta forma tem-se que F = (W, R), onde W € um conjunto

nao vazio de mundos e R CW x W, € uma relagao. n

Definigao 5 (Modelo). Um Modelo, M = (F,V) , € especificado a partir de um frame
F = (W, R) e uma fungao total bindria, denominada por fungao de valorag¢ao, V : PxW —

{0, 1}' ]

Hilpinen| (2006) afirma que a verificagdo da validade de uma sentenga nao
depende da tabela verdade como visto na légica proposicional classica, mas sim da ve-
rificagao de mundos acessiveis, visto que nao é possivel construir linhas na tabela para
os operadores modais. Uma valoracao ¢ dita como valor verdade para cada variavel pro-
posicional presente em um mundo possivel de W (GARSON| [2018). Uma férmula Oy é
verdadeira em um mundo se todos os mundos acessiveis a partir do mundo atual analisado
obtiverem ¢ como verdade, ja para < ser considerado verdade em um mundo, precisa-se
analisar se pelo menos algum mundo acessivel possui ¢ como verdade. A definicao de

satisfacao é estabelecida por:

Definigao 6 (Satisfagao de formula em um mundo). A relagao de satisfagao em um certo
mundo indica que a formula ¢ € vdlida em um mundo w € W de um modelo M = (F, V),

denotada por.

M, wFE ¢ ouwFy @

e satisfaz as sequintes condigoes.

o wky psseV(p,w) =1
o wFy p sse Nao w Fy

o Wy i ssew Fy
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e WEN @AY ssewFy ¢ ewFyt

w Fy o V) sse w By ou w Fy Y

w Fy o — 1 sse w By ou w Fy ¥

w Fy Op sse Vy € W, (wRy — y Fa ¢)

w By O sse Jy € W, (wRy Ay Ext ) [

A nocao de satisfazibilidade é estendida para modelos, frames e para o sistema

l6gico com um todo conforme as defini¢oes a seguir:

Definigao 7 (Satisfazibilidade em um modelo). Uma formula ¢ é satisfazivel em um

modelo M = (W, R, V), denotado por M E ¢ se Vw € W, w E . m

No texto que segue, tanto M F ¢ quanto a notagao Fy; ¢ podem ser emprega-

das para indicar que a férmula ¢ é satisfeita em M.

Definigao 8 (Validade em um frame). Uma formula ¢ € vdlida em um frame F = (W, R),

denotado por FE ¢, se M E ¢ para todo M = (W, R, V). [

Defini¢ao 9 (Formula valida). Uma formula ¢ € vdlida, denotado por

F o

se FE ¢, para qualquer frame F = (W, R). m

Exemplo 1. Seja o modelo M = (W, R, V) ilustrado na Figura , onde os nimeros
0,1,2,3 e 4 representam respectivamente os mundos wy, wy, wo, w3, ws € W. A relacao
de acessibilidade é representada pelas arestas do grafo. Os mundos que possuem um
contorno preto também acessam a si proprios. Em cada mundo, usa-se a notacao y para

a representacao da proposicao y valorada como verdadeira e —x para indicar sua falsidade.
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Figura 2.1: Relagao entre mundos

0 R4

\ -
2P, g
4 1-p,-g
P.q

Fonte: Producao do proprio autor.

p.—q

Sejam as seguintes férmulas:

1. OpV O—p
3. Op

4. Op — $p

A primeira férmula nao é satisfeita no mundo ws, pois analisando a férmula
dada, se tem que wy F p e wy F —p, sendo que wzRw, e wzRw,s. O mesmo se equivale

para os mundos wy e wy.

A segunda formula é vélida para todos os mundos, ja que é equivalente a
tautologia ¢ V —p, ou seja, qualquer relagao de acessibilidade existente entre mundos, ha

um p ou —p.

A terceira formula é satisfeita apenas no mundo ws, ja que Vw' € W, tal que
we Rw', w' E p. Como wy se relaciona somente consigo proprio e p é valido neste mundo,

entao a formula é satisfeita.

A quarta formula é vélida em todos os mundos. A féormula afirma que, se em
um mundo é verdade que necessariamente p, entao um mundo acessivel por ele também
tem que possivelmente p. Pelo observado na 3% férmula, todos os mundos exceto ws
nao satisfazem Op, analisando a tabela verdade da implicagao, se o antecedente é falso,
entao o consequente pode tanto ser verdadeiro ou falso, desta forma, a férmula torna-se

verdadeira. Para o caso de wg, como weRws € V(p, wq) = 1, entao wq Fy Op, satisfazendo
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a formula. Temos, portanto, que Fy Op — <Op. E interessante notar, porém, que a

formula 4 pode nao ser satisfeita em outros modelos.

A partir de um conjunto I' de férmulas, define-se a relagao de consequéncia

logica da seguinte maneira:

Definigao 10 (Consequéncia Logica). Tem-se que uma formula ¢ é consequéncia logica

de T' em um modelo M, denotado por

Fi:jv[(p

se e somente se, sempre que todas as formulas de I' forem satisfeitas em M, entao p €

satisfeita em M. Ou seja, se para todo v € I', Eyt 7y, entao Fy . [

2.3 Sistema Dedutivo

Silva, Finger e Melo| (2006) expoe que um sistema dedutivo tem o propésito de inferir,
derivar ou deduzir novos conjuntos de férmulas que sejam consequéncia logica de um dado
conjunto de féormulas I'. As regras sintaticas que definem as provas que podem ser obtidas
especificam o que chama-se método de prova (ANGELOS| 2016). Ha diversos métodos
para realizar provas de teoremas, seja por axiomatizagao, deducao natural ou tableauz. O
presente trabalho aborda o sistema de Hilbert para a l6gica modal na realizagao de provas

apresentadas.

Para a realizacao de uma prova através do sistema de Hilbert, utiliza-se hipo-
teses, substituicoes de axiomas e regras de derivagao com o proposito de inferir o objetivo.
A substituicao é realizada através da troca de uma proposicao por uma férmula: dada
uma proposicao p em ¢, pode-se substituir todas as ocorréncias de p por uma férmula
o. Utiliza-se a notagao de ¢[p := | para indicar tal substituigdo. Quando uma férmula
1 é resultante da substituicao de um ou mais atomos da férmula ¢, se diz que ¥ é uma

instancia de ¢ (SILVA; FINGER; MELO, 2006).

Definigao 11 (Substitui¢ao). Dadas @, formulas da ldgica modal, a substitui¢iao de p
por 1, denotada por plp := ] é definida indutivamente por:

o plp =] =1
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® qlp:=y]=qsseq#p
o (0p)[p =] = o(plp :=]), tal que o € {—, 0, }.
® (p10wa)[p =] = (p1[p = Y]) o (pa[p := ]), tal que o € {A,V,—}. m

Definigao 12 (Axiomatizacao da logica modal). A ldgica modal possui os sequintes axio-

mas e conjuntos de regras.

Ax1 p — (¢— p)

Ax

[\

(p—(¢—=1)) = (p—4q) = (p—=1))
Ax3 (mq—-p)—= (p—q)

Ax4 p— (¢— (p N q))

Ax5 (p A gq)—p

Ax6 (p A q) = q

Ax7T p— (pV q)

Ax8 ¢— (pV q)

Ax9 (p—r1) = ((g—=1)=((pV q)—71)
Ax10 ——p—p

K B(p = ¢) = (Bp — Og).

Possibilidade <(pVq) — (OpV <q)
Modus Ponens A partir de ¢ e ¢ — 1, infere-se 1

Necessitagao Tendo-se uma prova de , infere-se g n

Os axiomas de 1 a 10 e a regra Modus Ponens (MP) sdo importados da logica
proposicional classica. Para a distributividade do operador unario O, se tem o axioma
K como especificado, de tal forma que seja ¢ e ¢ — 1 verdadeiros em todos os mundos
acessiveis, entao havera v verdadeiro também (MALANOVICZ, [2001)), ja para a distribu-
tividade do operador unéario <, se tem o axioma da possibilidade, que se refere a existéncia

em pelo menos um mundo acessivel das formulas ¢ ou 1. A regra da necessitagao indica
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que se uma férmula é um teorema, entao ela deve ser um teorema em todos os mundos

possiveis (MALANOVICZ, 2002)).

As logicas mais familiares da familia da l6gica modal sao construidas a partir
do sistema mais fraco, denominado como K (GARSON| 2018). Este sistema é considerado

o mais fraco da classe de frames (BLACKBURN; RIJKE; VENEMA| 2001), no qual nao

possui restricao a relacao de acessibilidade, no caso, qualquer relacao satisfaz o sistema.

Exemplo 2. Seja um sistema da logica modal que possui o axioma Op — p. Deseja-se

provar através do método de axiomatizacao o sequinte sequente.

O(p—q),0(q—r)F0O(p—r)

1. O(p—q) (premissa,)

2. O(qg—r) (premissa)

(p—=@—=r)—=((p—=q9 —@—=71)) = (¢g—=r)— (Azl)

3,
(p=(g—=7)—=((p—=q9 —=@—=1)))

4 p—=(g—=1r) = (=9 = {@—r) (Az2)

9 (g=r)=(p=(g—=7)={@—=q9 = (p—71)) (MP 3, 4)

(g=r)=((p—=>@=7) = (p—=q9 —@—r) = (Az2)
6. ((q—=r)=>w@—=>(@—=1) = (g—=71)—=(p—q —

(p—= 7))

T ((g=r)=p=(g=r)=(ag=r)= (=9 —=(@—=r) (MP506)

8 (q—=r)=—(g—r) (Ax1)

9. (g=r)=>(lp—=a) = P—r)) (MP 7,8)
10. O(g—r) = (g—r) (@p — p)
1. g (MP 2,10)
12. O(p—q) = (p—q) (@p — p)
18 (p—q) (MP 1,12)

4. (p—=q) = p—r) (MP 11,9)
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15 posr (MP 13,1})

16. O(p — 1) (Necessitagao 15)

2.4 Metapropriedades

Para |Angelos| (2016), uma prova é um conjunto de regras aplicado a hipdteses com o
objetivo de chegar a conclusao de que uma afirmacao ou um fato seja verdadeiro. O
desenvolvimento da prova de correcao e completude possui como objetivo mostrar que se
¢é possivel derivar algo, entao o fato é verdadeiro e se algo ¢ verdadeiro, entao possui uma

prova.

Definigao 13 (Correcao). Um sistema € dito correto se caso a formula ¢ seja derivdvel
em um conjunto de formulas T', entdo ¢ é consequéncia ldgica de T, simbolicamente:

'cp=TFEp

Teorema 1 (Corretude da logica modal). O sistema de Hilbert € correto para a ldgica

modal.

Prova: A prova do teorema da corretude possui quatro casos, nos quais consiste em
demonstrar que os axiomas, a validacao de formula em um conjunto de férmulas, Modus
Ponens e regra da generalizagao sao satisfeitas no sistema K. O desenvolvimento da prova

de corregao baseou-se em (COSTA| [1992, p. 58).
Caso 1: o é um axioma da logica.

Serao provados os dez axiomas de Hilbert e o axioma K, apresentados em
. Adotando ¢ como Ax1, ¢ = p — (¢ — p), serd validada a féormula para todos os
mundos que pertencem a qualquer sistema da logica modal. Esta prova é realizada por

contradicao, de tal forma que w € W.
w¥p—(q—p)

NaowE p — (¢ — p) (Definigao do ¥)

Nao (wF pouwFE (¢ — p)) (Seméantica da —)
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Néao w ¥ p e Nao w F (¢ — p) (De Morgan)

Néao w ¥ p e Nao (w ¥ g ou w E p) (Semantica da —)
Nao w ¥ p e Nao w ¥ ge Nao wFE p (De Morgan)

Nao Nao w E p e Nao Nao w E g e Nao w E p (Definigao do ¥)
wEpewkEqgeNaowkEp (Dupla negagao)

Como em um mundo w € W nao pode ter p e —p, é provado por contradi¢ao

que w Ep — (¢ — p). O

Supondo por contradigao que existe um mundo de algum sistema que nao

satisfaca Ax2, tal que

wF(p—(q—r)—=>(p—=>q9 @)

NaoowE(p—=(qg—r)—=((p—q9 —(p—r)) (Definigao de ¥)
Nao (wE(p—(g—r)ouwk ((p—q) — (p—r))) (Seméanticade —)
NaowkEp— (¢g—r)teNaowk (p—q) = (p—r))? (De Morgan)

Por questao de visualizagao, a prova seré dividida em duas etapas. A primeira

etapa é a prova de:

NaowFEp— (¢ —r)

Nao NaowEp — (¢ — ) (Definigao de )
wEp—(qg—r) (Dupla negagao)
wEpouwEqg—T (Semantica de —)
wEpouwkqgouwEr (Seméantica de —)

A segunda etapa consiste em:

NaowE (p—q) = (p—r)

Néo (wWEp—>qouwEp—r) (Semantica de —)
NaowFEp—geNaowEp—r (De Morgan)

NaoNaowEp —geNaowkEp —r (Definigao de )



2.4 Metapropriedades

25

wEp—qeNaowFp—r
(wEpouwkq)eNao (wkpouwkET)
(wEpouwkq)eNaowkF peNaowFEr
(wEpouwkq)eNaoNaowFpeNaowETr

(wEpouwkqg ewEpeNaowET

Unindo a etapa 1 com a etapa 2, se tem que:

(Dupla Negagao)
(Semantica de —)
(De Morgan)
(Definigao de )

(Dupla Negagao)

(wWEpouwkKEqouwEr)e(wWEpouwEq)ewEpewkr

Como nao é possivel a satisfacao das proposicoes, sem que tenha também sua

forma negada, em um mundo qualquer. E provado por contradicdo que Ax2 é satisfeito

em um modelo qualquer.

O

Supondo por contradigao que qualquer mundo da légica modal nao satisfaca

Ax3.
wk (~g — —p) = (p—q)

Nao w E (=g — —p) = (p — q)

Nao (w ¥ (—g — —p) ouw E (p — q))

Nao w ¥ (g — —p) e Nao w F (p — q)

N&o Néo w E (~g — —p) e Ndo w E (p — q)
wkE (-g — —p) e NaowF (p — q)

(wF =g ouwFE —p) e Nao (w ¥ pou wE q)
(wk =g ouwE —p) e Nao wk pe NaowkF ¢

( Nao w F =¢ ou w F —p) e Nao Nao w F p e Nao
wFEq

( Nao w ¥ g ou w ¥ p) e Nao Nao w F p e Nao
wkFq

(NaowkF gouwk# p)ewkEpeNaowkq

( Nao Nao w F g ou Nao w F p) e w F p e Nao
wkEq

(Definigao de )
(Semantica de —)
(De Morgan)
(Definigao de )
(Dupla Negagao)
(Seméantica de —)
(De Morgan)

(Definicao de ¥)

(Definigao de —)

(Dupla Negagao)

(Definicao de ¥)
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(wEqouNaowkEp)ewEpeNaowFq (Dupla Negagao)

Por contradic¢ao, é provado que Ax3 é valido em todos os sistemas da logica

modal. O

Seja ¢ o axioma Ax4 e se deseja provar por contradi¢gao que em nenhum mundo

da logica modal é satisfeito.

wkFp—(qg— (pAq))

NaowkEp—(¢— (pAq) (Definicao de ¥)

Nao (wFE pou (wEqg— (pAq))) (Seméantica de —)
Néao (wFE pou (w¥F qgouwkE (pAq))) (Semantica de —)
Nao (wFE pou (wkqgou(wEpewkq))) (Seméantica da A)

Néao w ¥ p e Nao w ¥ g e (Nao w F p ou Nao w F q) (De Morgan)

Néao Nao w F p e Nao Nao w E g e (Nao w F p ou (Definigao de )
Nao w E q)

wEpewkEqge (Nao wkE pou Nao wE q) (Dupla Negagao)

Neste caso temos uma contradi¢ao, pois nao é permitido uma proposicao e sua

negagao no mesmo mundo.

Seja p o axioma Ax5 e se deseja prova-lo por contradigao.

wkE(pANqg) —p

NaowE (pAq) —p (Definigao de )
Nao (wF =(p A q) ouw F p) (Semantica da —)
Nao (w E =pV —q ou w E p) (De Morgan)

Nao (w E —=p ou w E =g ou w E p) (Definigao de V)
Nao (w ¥ p ou w ¥ q ou w E p) (Definigao de )
Nao (Nao w E p ou Nao w F ¢ ou w F p) (Definigao de )

Nao Naow Epe Nao NaowFE ge NaowE p (De Morgan)



2.4 Metapropriedades 27

wEpewkEqgeNaowkEp (Dupla Negagao)
Neste caso, nao é possivel ter p e =p no mesmo mundo, provando-o a contra-
dicao.
]

Seja ¢ o axioma Ax6, a prova segue o mesmo caminho do axioma Ax5. Seré

provado por contradicao.

wk (pAq) —q

NaowFE (pAq) — ¢ (Definigao de )
Nao (w E =(pAq) ouwF q) (Semantica da —)
Nao (w E =pV =g ou w F q) (De Morgan)

Néo (w E —=p ou w E =g ou w F q) (Definicao de V)
Nao (w ¥ p ouwkF g ouwFE q) (Definigao de ¥)
Nao (Nao w F p ou Nao w F ¢ ou w F q) (Definigao de )
Nao Nao w E p e Nao Nao w F g e Nao w E ¢ (De Morgan)
wEpewkEqge NaowFE q (Dupla Negagao)

Neste caso, nao é possivel ter ¢ e =¢ no mesmo mundo, provando-o a contra-
di¢ao.
m

Seja ¢ o axioma Ax7. A prova ¢é feita por contradigao, onde existe um mundo

qualquer na légica que nao satisfaga este axioma.

wFp—(pVq)

NaowEp— (pVyq) (Definigao de ¥)
Nao (wFEpouwkE (pVq)) (Semantica de —)
Nao (wkE pou (wkE pouwE q)) (Semantica de V)

Nao wk peNaowkE peNao wkEq (De Morgan)
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Como nao pode ocorrer uma contradicao de proposi¢ao em qualquer mundo,

se tem a prova que o axioma Ax7 ¢é satisfeito em qualquer mundo.
O

Seja ¢ o axioma Ax8. A prova ¢é feita por contradigao, onde existe um mundo

qualquer na légica que nao satisfaga este axioma.

wkFq— (pVq)

NaowEq¢— (pVq) (Definigao de )
Nao (wFE gouwE (pVq)) (Semantica de —)
Nao (w ¥ g ou (wE p ou wF q)) (Seméantica de V)
NaowF geNaowkE pe NaowF ¢ (De Morgan)

Como nao pode ocorrer uma contradicao de proposi¢ao em qualquer mundo,

se tem a prova que o axioma Ax8 é satisfeito em qualquer mundo.
[

Seja ¢ o axioma Ax9. A prova é realizada por contradicao para demonstrar

que satisfaz o axioma em qualquer mundo.
wEpP—=r)=(g—=>r)—=((pVe —r))

NaoowkE((p—r)—=((g—r)—((pVq) —r1)) (Definigao de )
Nao (wE=(p—=r)ouwE ((¢g—r) = ((pVqg) —r)) (Seméantica da —)

Nao (w E =(p — r)ou (w F =(¢ — r) ouw F (Definigao de ¥)

(pVaq)—r))

(i) Nao w E =(p — r)e (ii) Noow F —(¢ — (De Morgan)
r) e (iii) Nao w E ((pV q) = 1))
O desenvolvimento da prova sera divido em trés subprovas para uma melhor

visualizac¢do. Por (i) se tem que.
Nao wE =(—pVr) (Semantica da —)
Nao w E =—=p A —r (De Morgan)

Néao (wE —-—pewE —r) (Semantica de A)
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Nao w F —=—p ou Nao w F —r
Nao Nao Nao w FE p ou Nao Nao w F r
NaowFEpouwkEr

Por (ii) tem que.
Nao w E =(q — r)

Néao w E =(—q V r)

Nao w E ==g A —r)
Nao wE g A —r

Néo (wEqgewE —r)

Nao w E ¢ ou Nao w E —r)
Néao w F ¢ ou Nao Nao w F r)
NaowEFqouwkFTr

Por fim, em (iii) apresenta-se.
NaowFE ((pVq) = r))

NaowE =(pVqg)Vr

NaowE (-pA—q) Vr

Nao (w E (=p A —q) ou w E 1)

Nao w E (-pA—q) e NoowEr

Nao (wE -pewk —q) e NaoowEr

( Nao w F —p ou Nao wkF —q) e Naow F r

( Nao Nao w E p ou Nao Nao w F ¢) e Nao w F r
(wEpouwkq)eNaowETr

Ao unir as subprovas (i), (ii), (iii) obtém-se.

(De Morgan)
(Definigao de )

(Dupla Negagao)

(Semantica de —)
(De Morgan)
(Dupla Negagao)
(Semantica de A)
(De Morgan)
(Definigao de )

(Dupla Negagao)

(Seméantica da —)
(De Morgan)
(Seméantica da V)
(De Morgan)
(Seméantica da A)
(De Morgan)
(Definigao de )

(Dupla Negagao)

(wEpouwkETr)e(wEqgouwkETr)e ((WEpouwkEq)ewkr)

Independente do valor da proposicao no mundo w sempre ocorrera uma con-

tradigao, o que prova a validade do axioma em todos os mundos w € 'W.
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]

Seja ¢ o axioma Ax10 e se deseja prové-lo com contradi¢ao, ou seja, nao existe

um mundo na légica que satisfaga tal axioma.

wkE D —p

NaowE ——p —p

Néo (w E —=——p ou w E p)

Nao w F ———pe NaowF p

Nao Nao Nao Nao w F pe Naow F p
Nao Naow FEpe NaowF p

wFEpeNaowFEp

(Definigao de )
(Semantica de —)
(De Morgan)
(Definigao de )
(Dupla Negagao)

(Dupla Negagao)

Onde nao é possivel um mundo satisfazer p e =p, é provado por contradicao

que o axioma Ax10 é satisfeito em qualquer mundo w € W.

]

Seja ¢ o axioma K, prova-se por contradi¢ao que existe um mundo qualquer

do sistema K, tal que w € W, em que:

wk O(p — q) — (Op — Oq)

Nao w F O(p — ¢q) — (Op — Oq)

Néo (w ¥ O(p — ¢q) ou w F Op — Oq)
Nao w ¥ O(p — ¢q) e Nao w = Op — Og)

Néao Nao w E O(p — ¢) e Nao w F Op — Qg
wFE O(p — ¢q) e Nao w F Op — Og

wkF O(p — q) e Nao (w ¥ Op ou Ogq)

wFE O(p — q) e Nao w ¥ Op e Nao w F Og

w FE O(p — q) e Nao Nao w F Op e Nao w F Og

wEO(p — q) ewE Op e Nao w F Og

(Definigao de )
(Semantica da —)
(De Morgan)
(Definigao da ¥)
(Dupla negagao)
(Semantica da —)
(De Morgan)
(Definigao da ¥)

(Dupla negagao)
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Este momento da prova sera dividido em trés componentes.

O primeiro componente ¢ w F O(p — ¢q). Pela defini¢ao de O, se tem:
Para todo w’ € W, tal que wRw', w' Ep — g
w' Epouw Eq (Seméantica de —)

O segundo componente consiste em w F Op. Pela definicao de O, é demons-

trado que:
Para todo w” € W, tal que wRw", w" E p
O terceiro contém Nao w F Og. Pela definigao de O, define-se que:

Para todo w” € W, tal que wRw", w" E ¢

Conforme apresentado anteriormente, a definicao de O se diz que para todos
os mundos que w se relaciona, tem a proposicao verdadeira, logo, a prova do primeiro
componente nega o segundo e o terceiro componente, chegando no fim a uma contradi¢ao.

Desta forma, é provado que o axioma K valida-se em todos os modelos possiveis.
m

Seja o axioma da possibilidade e o propoésito da prova é por contradicao.

wkEO(p Vi) = (Cp VoY)

Nao w E O(p V) — (Op VvV O) (Definicao de ¥)
Nao (wFE O(p V) ouw E (Cp Vv O)) (Seméantica de —)
Nao wkE O V) e Nao w E (Op vV O) (De Morgan)

Nao Nao w E O(p V) e Nao w E (Cp vV O) (Definigao de ¥)
wEO(p V) eNaowE (Cp Vv Oy) (De Morgan)
wEC(p V) eNao (wkE Cp ouwE OY) (Semantica de V)

(i) wEO(pVY) e (i) NoowE Cp e
(ili) Nao w E Oy (De Morgan)

Ao analisar a subprova (ii), obtém-se:

Nao w F <y
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wk Op (Definigao de )

wE =Op (Definicao de —)

wFE O= Equivaléncia de O
¥ q

Pela definicao de O, se tem que Yu' € W, tal que wRw', w' E —p

A subprova (iii) tem:

Nao w E O
w FE Oy (Definigao de ¥)
w E =Y (Definigao de —)
w E O (Equivaléncia de O)

Pela defini¢cao de O, se tem que Yw' € W, tal que wRw', w' E —)

A subprova (i) pode ser visto como Jw’ € W, tal que wRw',w' F (¢ V¢). O
que contradiz as subprovas (ii) e (iii), pois ndo é possivel um mundo ter uma férmula e

sua negacao.

Caso 2: Se uma férmula ¢ pertence ao conjunto de férmulas I', entao esta
formula é consequéncia logica do conjunto de férmulas.

Se p € I', entao I' F ¢. O

Caso 3: A prova de que o Modus Ponens (MP)) é consistente em todos os
sistemas normais possiveis ¢ dada na seguinte forma. Como deseja-se provar que [ é
consequéncia logica de o e a — (3, se tem que w F o e w E a — 3, entao deseja-se provar

que w E 3, de tal forma que w € W.
wkF (a— f)

wFaouwkEf (Semantica de —)

Como na hipotese de indugao se tem w F «, nao é possivel ter sua forma
negada, por conseguinte, é possivel deduzir que w F 3 através de w F a — [, como

demonstrado acima. O

Caso 4: A prova da regra da generalizacao se da ao fato de como ¢ € T’
satisfaz todos os mundos de um modelo qualquer M = (W, R, V), onde M F ¢. Seja um

mundo w € W, w F ¢, pela relacao de acessibilidade, se tem que:
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Yw' € W, tal que wRw’, onde w' F ¢.

Utilizando a definicao de O que é tal que todos os mundos que w se relaciona

© é verdade, entao w F Ow. Logo, I' F Ogp. a

Definigao 14 (Completude). Um sistema € dito completo se caso ¢ € consequéncia ldgica

de I', entao existe ¢ deriwvagao de ¢ a partir de I

l'Fep=TkFyp

Teorema 2 (Completude da Logica Modal). O sistema de Hilbert para a ldgica modal é

completo.

O desenvolvimento da prova da completude é realizado através de modelos
canodnicos usando o lema de Lindenbaum, a prova é feita para o sistema K, ou seja, o
sistema mais genérico da logica modal e baseou-se em (BLACKBURN; RIJKE; VENEMA/|
2001, p. 202).

Definigao 15 (Consisténcia). Um conjunto de formulas A € dito consistente se nao fere

o principio da nao contradi¢ao, ou seja, A ¥ L.

Definicao 16 (Maximal Consistente). O conjunto mazimal consistente A* de um con-
gunto de formulas consistentes A € tal que, para qualquer formula @, tem-se ¢ € At ou

- € AT e At € consistente.

Lema 1. Se A € consistente e I' C A, entdao I' é consistente.

Prova: Seja A consistente e I' C A. Supomos que I' é inconsistente, ou seja, existem
©1y- -, pn tais que {p1,..., 00} C T ebpr =(p1 Aco Ap,). Como I' € A temos
que existem ¢y,...,0, € A, tal que Fa —=(¢1 A ... A py,), tornando-o inconsistente,

contradizendo a hipoétese inicial.

O

Lema 2 (Lema de Lindenbaum). Dado um conjunto de formulas T’ consistente, existe

um A mazimal consistente tal que I' C A.

Prova: A partir de I', mostra-se a existéncia de um A maximal consistente em que

I C A
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Para o desenvolvimento da prova, assume-se um conjunto fixo e enumeravel
de todas as formulas, {01, 09,...} que define uma sequéncia de conjuntos de féormulas

Ag, Ay, ... apartir de I'.

Definigao 17. Dada enumeracao de formulas {o1,09,...}, A € um conjunto de formulas

definido de forma que:

1. Ag =T
A, U{o,}, se A1 U{o,} for consistente
2. A, =
A,_1, caso contrario
3. A = ]JA,
n=0

Lema 3. A, € consistente, sendo 0 < n.

Prova:
Caso n = 0, temos que I' é consistente.

Caso n > 0, com base na Definigao [I72, A, é construido a partir de um

conjunto consistente A,,_1.

Lema 4. A, C A, para 0 < n.
Prova: Como apresentado pela Definigao [I7][3, A se apresenta como a unido de todos
os conjuntos A, onde n € N. Logo, seja qualquer valor de n, A,, C A.

Lema 5. ' C A

Prova: Como em [I7][I] se tem I' C Ay, e pelo Lema [f] tem-se Ag C A, entdo I' C A.
Assim, prova-se que A é uma extensao de I'.

A prova de que I' é maximal necessita dos seguintes lemas.
Lema 6. A, C A, onde 0 < k <n.

Prova: Seja um valor qualquer de k, onde 0 < k < n, pela Definigao [[72) um conjunto

A,, é construido pelo conjunto de seus predecessores. Logo, para qualquer valor k < n,

A CA,.
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Lema 7. o, € Ay, sempre que o, € A para algum 0 < k.

Prova: Supondo o, € A e 0, ¢ Ay. Pelo Lema , temos que A,_; é consistente. Como
o, ¢ Ay, pela defini¢ao . temos que Ag_; |J {ox} ndo ¢ consistente e Ay = Ag_;.
Para qualquer k < n temos, pelo Lema [3| que A,, é consistente, logo oy ¢ A,. Portanto

or ¢ A, o que contradiz a hipotese inicial. Logo, o € A.

Lema 8. Qualquer subconjunto finito A" de A, se tem que A" C A, para algum 0 < n.

Prova: Como A’ é finito, a partir da enumeracao oy, 09,... de formulas utilizada na
construcao de A, ha uma formula o, € A’ tal que k < n para qualquer o, € A’, como
A’ C A, temos que o,, € A e, portanto, pelo Lema[7 ¢, € A,. Qualquer outro elemento
or € A’ se tem k < n, pelo Lema o, € Ay e Lema @, A C A, logo todos os elementos

de A’ pertencem a A,,.

Lema 9. A é maximal consistente, isto é, (i) A é consistente e (ii) para cada o se AU{o}

€ consistente, entao o € A.

Prova (i): Supondo que A tem um subconjunto inconsistente denominado A’. Seja um
o, € A, onde n é o maior termo do conjunto, pelo Lema |8 temos que A’ C A,,, logo A,

¢é inconsistente, o que contradiz o Lema 1.

Prova (ii): Supondo A U {c} consistente. Existe um n € N, no conjunto {o1,09,...}
usado para a construcao de A, o0 = 0,,. Pelo Lema [I| qualquer subconjunto de A con-
sistente, também é consistente. Pela Definicao ., se tem A, = A,_1 U{0,}. Entao

on € Ay, como A, C A, logo, 0 € A.

O
Definicao 18. O modelo canonico M* para uma légica modal A é dado como uma tripla
(WA, RA DAY,
1. WA & um conjunto de todos os maximais consistentes de A.

2. RM ¢ uma relacdo binéria sobre W* denominada de relacao canoénica, onde wRw’
se para todas as formulas ¢, temos que p € W' = Cp € w.

l,sepecw
3. VA, chamada valoracao canonica, ¢ definida por VA (p, w) =

0, caso contrario
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O Frame canonico para A é dado por F* = (WA RY).

Lema 10. Para qualquer l6gica normal A, wR ' <= (Vp,0p € w — ¢ € w').

Prova:

(=) Supondo wR*w' e ¢ ¢ w'. Como w’ é um conjunto maximal consistente,
temos que —p € w'. Como wRw', pela Defini¢ao temos Oy € w.Como w é maximal
consistente temos ~O—p ¢ w. Pela dualidade dos operadores modais demonstramos que

Op ¢ w. Neste caso esta provado por contraposigao.

(<) Supondo (Op € w — p € w') e Cp ¢ w.Como w é maximal consistente,
temos —<Ow € w. Pela dualidade dos operadores modais, O—-p € w, aplicando a hipotese
temos ¢ € W', ou seja, ¢ ¢ w', uma vez que w’ é maximal consistente. Logo, Cp ¢ w —

@ ¢ w', por contraposicao, esta ¢ a definicao [1§2] portanto wR .

]

Lema 11 (Lema Existencial). Dada A ldgica modal normal e w € WA, se O € w entdo

existe w € WA tal que wR ' e p € w'.

Prova: Suponhamos ¢y € w. Entéo o conjunto v = {¢} U {¢|0¢ € w} é consistente.

Para demonstrar tal fato, vamos supor que v’ € inconsistente, entao ha 1, ..., 1, tais que
Fa (D1 Ao A Athy) = g (Hipotese)
Fa O Abg Ao Atby) — =) (Necessitacao)
Fa O Abg A oo Athy) — O—p (Axioma K + MP)
Fa (O ADYg AL ADY,) — O (Distributiva do O para A)

Como OvY; € w para 1 < i < n, temos que Oy A --- A, € w, portanto
O-p € w. Pela dualidade dos operadores modais, =< ¢ € w o que nao é possivel pois w

¢ maximal consistente e O € w. Logo v’ é consistente.

Seja v uma extensao maximal consistente de v’, garantida pelo Lema 2] Entao
temos que ¢ € v. Além disso, para qualquer formula v, se O € w entao ¢ € v. pelo

Lema [10, tem-se entao wR v.

]

Lema 12 (Lema da Verdade). Para qualquer ldgica modal normal A e qualquer formula

@, tem-se, MM w F ¢ <= ¢ € w.



2.4 Metapropriedades 37

Prova: A prova é realizada por indugao de tamanho .

Base: ¢ = p onde p é uma proposicdo atoémica. Pela definicio de M* temos

que VA (p,w) =1 < p € w.
Hipotese de Inducao: Seja ¢ com tamanho 1 < n entdo M*, w F ¢ <= ¢ € w.

Passo: Temos 6 casos a analisar.

1. A férmula ¢ é do tipo — :
(=) Supondo M*, w E =) entdo M*, w ¥ v pela hipétese de inducio ¢ ¢ w, como
w é maximal, =) € w.

(<) Supondo =) € w, como w é maximal consistente temos ¢ ¢ w. Pela hipotese

de inducdio M*, w ¥ 1, logo M™, w E —p.

2. A féormula ¢ é do tipo ¢; — s :

(=) Supondo M, w E 1y — by entdo M, w ¥ b ou MY, w ¥ 1hy. Caso M, w ¥
pela hipotese de indugao ¥, ¢ w, logo =), € w e como w é maximal consistente,
(Y1 — 1) € w. Caso MY w F 1, pela hipotese de inducao ¥, € w, portanto

(11 = 19) € w, pois w é maximal consistente.

(<) Supondo (¢, — 13) € w entdo como w é maximal consistente temos ¢, ¢ w
ou 1, € w. Caso 1, ¢ w, pela hipétese de inducao temos M*, w ¥ 1)y, logo
MA w E (Y1 — 1hy). Caso 1, € w, pela hipétese de inducao tem-se M*, w F 1o,
logo M™, w E 1y — 1s.

3. A férmula ¢ é do tipo 1 Ay :
(=) Supondo M, w E 1y A 1)s, portanto M, w F 1, e M™ w F 1. Pela hipotese
de indugdo, 11 € w e 1y € w, como w é maximal consistente (¢ A g) € w.
(<) Supondo (Y1 Ag) € w, como w é maximal consistente temos 1)1 € w e 1y € w.
Pela hipotese de inducao M™, w 9 e M2, w E 1y logo M™, w E 1y A 1)y,

4. A férmula ¢ é do tipo iy V 1, :

(=) Supondo M™, w E 1) V4by, portanto M, w F 1), ou M, w & 1y, vamos analisar

ambos 0s casos.

(a) MA w E 1. Neste caso, pela hipotese de indugdo, 1, € w. Como w é maximal

consistente temos (¢ V 1hy) € w
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(b) M*,w E 1), & analogo a (a), o que leva a (1 V 3) € w.

(<) Supondo que (1 V 12) € w, como w ¢ maximal consistente temos 1; € w ou

Py € W.

(a) Caso 1, € w entdo pela hipotese de indugao tem-se que M*, w E 1)y, logo
MY w E Py V by,

(b) Caso 9 € w entao pela hipétese de indugio tem-se que M™ w E 1y, logo
MA, wE ¢1 V 1/)2.

Portanto M, w E 1 V 1.

5. A férmula ¢ é do tipo O :

(=) Seja M*, w E O,

FJw' (wRAw' A MA w' E 1) (Defini¢ao de Possibilidade)
Jw' (wRMw' A € w') (Hipotese de Indugao)
O e w (Definicao de R*)

(<) Seja Oy € w, pelas equivaléncias acima basta encontrar um conjunto maximal

consistente, tal que wR ' e 1) € w’. Pelo Lema [11]é provado.

6. A férmula ¢ é do tipo O :

(=) Supondo M* w F Ot e O ¢ w. Entdo como w é maximal consistente,
-0y € w. Pela dualidade dos operadores modais &—1) € w. Pelo Lema [11] existe
w' € WA em que wR ' e 7p € w'. Porém como M* w E Oy temos que para
qualquer w’ € WA tal que wR ', M, w' E 1. Pela hipétese de inducdo v € v’
para todo w’ em que wR w'. Temos que ¢ € w' e <) € w’, o que é absurdo, ji que

w’ & consistente. Portanto Oy € w.

(<) Supondo OY € w, pelo Lema para todo w’ € WA tal que wR ' tem-se
Y € w'. Pela hipotese de inducao, M*, w F v para todo w' em que wR*w’, logo

MA, w E O

]

Teorema 3 (Teorema dos Modelos Canonicos). Qualquer ldgica modal normal € forte-

mente completa em relagao aos modelos candnicos.
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Prova: Supondo A um conjunto consistente de uma logica modal A. Pelo Lema

tem-se A C A*. Pelo Lema [12| prova-se que M*, AT E A,

2.5 Sistemas da Loégica Modal

A relacao de acessibilidade possui fundamental importancia na seméantica da lo6gica modal.
Para verificar a validade de uma férmula eventualmente se observa a relagao de acessibili-
dade daquele sistema. A partir das restrigoes impostas sobre a relagao de acessibilidade,
obtém-se diferentes sistemas modais (MALANOVICZ, [2001). Cada sistema da logica
modal possui uma classe de frames diferente, onde estes frames sao construidos através
da relagao de acessibilidade e suportam os axiomas e regras do sistema K. Os axiomas,
quando validos em uma estrutura de Kripke, implicam em determinadas propriedades
das suas relagdes de acessibilidade (SILVA| 2013), estas nas quais podem ser reflexivas,
transitivas, euclidianas, funcionais, entre outras. Diferentes propriedades acerca da rela-
¢ao de acessibilidade definem diferentes sistemas de logica modal. Deste modo, tem-se a

definicao de sistemas como D, T, 54, etc.

Um axioma que satisfaz um determinado sistema nao necessariamente devera
satisfazer um outro sistema, porém existem sistemas que estendem outros, por conse-

guinte, podem utilizar dois ou mais axiomas que caracterizam a relagao de acessibilidade.

Diferentes frames possuem axiomas que sao satisfeitos em W, estes axiomas
sao definidos através da relacao de acessibilidade, logo, uma relacao especifica possui um

axioma especifico. A Tabela apresenta algumas relagoes presentes na logica modal.

Seja o sistema modal D, constituido pelos axiomas K e D = Op — <p. Os
frames para tal sistema sao aqueles que respeitam a propriedade de serialidade, ou seja
para cada mundo existe um proximo mundo acessivel. Voltando ao Exemplo [I} o axioma
do sistema D é valido em todos os mundos, visto que a relagao de acessibilidade determina

a satisfacao.

O sistema constituido pelos frames que possuem a propriedade da reflexividade
¢ chamado de sistema 7. Tal sistema é composto pelos axiomas K e T = Op — p, ou
seja, cada mundo esta relacionado consigo mesmo. Desta forma, a importancia de KT

como sistema béasico faz com que ele seja usualmente referido apenas como 7' (SILVA|
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Tabela 2.2: Diferentes relagoes para a construcao de sistemas modais.

Relagao de acessibilidade Condicao no Frame Axioma
Reflexiva Yw e W, Op —p
tal que wRw
Transitiva Yw,z,y €W, Op — OOp
tal que (wRx A xRy) = wRy
Simétrica Yw,y € W, p— OOp
tal que wRy = yRw
Euclidiana Yw,z,y €W, Op — OCp
tal que (wRx A wRy) = xRy
Serial Ywdr € W, Op — Op
tal que wRx
Funcional Vw,z,y €W, Op — Op
tal que (WRx AwRy) = x =y
Densa Vw,z,Jy € W, O0p — Op
tal que wRx = (wRy A yRx)
Convergente Yw,z,y,dz € W, <SOp — OCp
tal que (wRx ANwRy) = (zRz N yRz)

Fonte: Producao do proprio autor.

2013). O sistema B, que respeita as propriedades da reflexividade e simetria na classe de

frames, é tal que os axiomas K, T e B = p — O p estao presentes neste sistema.

Lewis apresentou dois novos sistemas, S4 e S5 (BLACKBURN; RIJKE; VE-

NEMA| 2001)). O sistema S4, possui os axiomas K, T' e 4 = Op — OOp e como proprie-

dades do frame a reflexividade e a transitividade. Por outro lado, o sistema S5 pode ser

construido de duas formas. A primeira adicionando o axioma B no sistema S4. A segunda

possui os axiomas K, T, 5 = Op — OOp. Desta forma, um frame possui uma relagao de

acessibilidade reflexiva, transitiva e euclidiana. A Figura [2.2] representa a hierarquia dos

principais sistemas modais presentes na literatura.
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Figura 2.2: Hierarquia entre os sistemas modais normais

Fonte: (SILVA| [2013], p. 19)

2.6 Extensoes da Logica Modal

Para |Gorsky] (2008]) com o acréscimo de novos operadores, a logica em sua forma alética
comporta-se sobre a veracidade de féormulas vistas como necessarias ou possiveis, porém,
ao tratar sobre o aspecto nao alético, aborda novos conceitos em que surgem novas logicas,

tais quais temporal, epistémica, dedntica e doxastica.

A logica temporal aplica-se na verificagao de ocorréncia de eventos em um
programa, ou seja, utilizada para raciocinar sobre sequéncia de estados induzidos por tais
programas (MALANOVICZ, 2001). Para Mafra| (2019), uma féormula é dita como valida
se para cada execucao realizada é possivel chegar em um estado desejavel, desta forma,

pode-se verificar a existéncia de deadlock em um programa dentre outras propriedades.

O estudo da epistemologia juntamente com a légica chama-se logica epistémica
(GARSON; 2018). A logica epistémica trata sobre a crenga e o conhecimento. Através
do sistema B da logica modal, sua aplicacao pode ser voltada para teoria dos jogos,

inteligéncia artificial e analise de sistemas multiagentes (GABBAY et al., [2003).

A logica dedntica trata sobre a permissao e obrigatoriedade. Através do opera-

dor O, equivalente ao de necessidade da l6gica modal, define-se a seméantica de permissao

e proibido (BLACKBURN; RIJKE; VENEMA| 2001). Na area da ciéncia da computa-
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¢ao a logica pode ser aplicada em modelagem de sistemas concorrentes e programacao
paralela, entretanto no ramo do direito, é visto como a compreensao de normas e leis

(MALANOVICZ, 2002).
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3 Assistentes de Provas

Assistentes de provas, ou provadores semi-automaéticos, sao sistemas computacionais que
permitem a formalizagao de teorias mateméaticas com o objetivo de provar teoremas, de tal
forma que verifica corre¢ao de programas (GEUVERS| 2009). A descrigdo para verificar
a validade dos sistemas de hardware e software requer uma formalizacao matematica
(MOURA; KONG; AVIGAD) 2019)), nos quais constroi-se a partir de axiomas, hipoteses,

parametros, conjuntos, entre outros (TEAM, [2019)).

Para [Yang e Deng| (2019)), a realizagdo de uma prova compreende no desen-
volvimento de conceitos e dominios de técnicas no estabelecimento de uma hipétese até o
proposito de conclusao. Uma prova formal consiste no envolvimento logico e métodos com-
putacionais para designar afirmagoes em termos matematicos precisos (MOURA; KONG;
AVIGAD| 2019). Segundo (SILVA|2019), o desenvolvimento de uma prova formal através
de um provador semi-automéatico consiste no auxilio do desenvolvedor para guiar a prova,
diferentemente de provadores autométicos em que o proprio software desenvolve a prova

a partir de uma proposicao dada de entrada.

Uma prova possui uma diferenca consideravel nos detalhes quando realizada
manualmente e quando produzida em um computador (GEUVERS| 2009). Conforme
apresentado por Moura, Kong e Avigad (2019), no caso dos softwares de assistentes de
provas, sua funcionalidade é auxiliar, através de regras e axiomas, o desenvolvimento de
forma prética e conclusiva do objetivo e que o mesmo estéd correto, no qual os passos

logicos para esta conclusao podem variar de quem estiver desenvolvendo.

Neste Capitulo apresentam-se conceitos e diferentes ferramentas de assistentes
de provas, de forma que estes softwares auxiliam na verificagao de validade de teoremas.
A Sessao destaca alguns diferentes assistentes de provas. A Sessdo expOe uma

explicacao a fundo do assistente de provas Coq.
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3.1 Provadores semi-automaticos

Segundo |Geuvers (2009), diversas provas complexas da matematica ja foram formalizadas
e desenvolvidas em diferentes assistentes de provas. Os mais distintos provadores semi-
automaticos possuem propriedades e se adéquam ao desenvolvimento de tarefas de forma
mais pratica do que outros (SILVA| 2019), como é o caso do HOL-Light (HARRISON|
2017), Mizar (MUZALEWSKI, [1993)), Isabelle (NIPKOW; PAULSON; WENZEL, 2019),
Lean (MOURA; KONG; AVIGAD] [2019), entre outros.

Desenvolvido no ano de 2013, o assistente de provas Lean foi implementado
pela equipe da Microsoft Research (MOURA; KONG; AVIGAD, 2019). O desenvolvi-
mento de provas é utilizado a partir de comandos imperativos denominados como taticas
(BENTZEN] 2019), de forma que aplica-se regras para concluir o objetivo fornecido. Ba-
seado no Calculus of Constructions (CaCl), o Lean conta com uma hierarquia contével
de universos nao cumulativos e tipos indutivos (MOURA; KONG; AVIGAD, 2019). A
vantagem do assistente Lean é com base no fornecimento online para a prova de teoremas.
O Lean pode lidar com classes de classificacao superior, redugoes de defini¢ao, coergoes,

sobrecargas e tipos, de maneira integrada (MOURA et al.| 2015)).

Implementado em ML, Isabelle é um sistema genérico para implementacao de
formalismos logicos (NIPKOW; PAULSON; WENZEL, 2019), este assistente de provas
possui extensoes como Isabelle/HOL, voltado para logica de ordem superior (AVIGAD et
al., 2007) e Isabelle/Isar, no qual adaptou-se a teoria e desenvolvimento de provas (WEN-
ZEL, 2019). Segundo Avigad et al.| (2007)), o suporte oferecido é de forma automatizada,
no qual inclui simplificador de termos, raciocinio automatizado e procedimento de decisao

para aritmética linear e aritmética de Presburger.

O Mizar é baseado na teoria de conjuntos axiomatica de Tarski-Grothendieck
(MUZALEWSKI, 1993). O uso de simbolos que diferem de outros assistentes de provas faz
com que a prova desenvolvida se torne mais proxima de textos mateméaticos (BANCEREK
et al 2017). Segundo Naumowicz, lowicz e Grabowski (2016]) o sistema utiliza logica de
primeira-ordem e suporta instrucoes com variaveis de segunda ordem, como por exemplo
esquema de inducao, e seus tipos sao voltados para quantificacao e qualificacao para

inferéncia de propriedades de objetos.
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3.2 Coq

O assistente de provas Coq foi desenvolvido no final da década de 80 por pesquisadores do
Instituto Nacional de Pesquisa em Informacao e Automatica (INRIA) (B6HNE; KREITZ,
2018)). Segundo|Paulin-Mohring| (2012)), o Coq possui a capacidade para o desenvolvimento
matematicos, tais como defini¢oes de objetos, declaracoes de predicados, conectivos 16gicos
e provas de escrita; ji na computacao, é voltado para especificacao formal de programas
e verificagao de correcao destes programas. Seu desenvolvimento é baseado na linguagem
OCaml, a qual é uma linguagem funcional fortemente tipada e com tipagem estatica, em
que é uma extensao da linguagem Caml com o acréscimo de suporte a orientagao a objeto

(LEROY et all, 2019).

A linguagem logica utilizada no Coq é uma variedade de teoria de tipos, cha-
mada de (TEAM| [2019). O CIC é uma linguagem representativa de programas
funcionais, tais quais linguagem ML e provas de logicas de ordem superior (PAULIN-
MOHRING, 2015), no qual se estende do para o suporte de tipos indutivos. O
é classificado como um Célculo Lambda polimoérfico de ordem superior e com tipos
dependentes (SILVA| 2019). Através da utilizacdo do isomorfismo de Curry-Howard as
proposicoes possuem tipos e desta forma pode-se dizer que no Coq todo programa é uma

prova e toda prova é um programa ou pode ser extraida como um programa.

O Coq faz uso de duas linguagens, mas com propoésito diferente: Gallina e
Vernacular (ALVES| 2018). A linguagem especificada para o desenvolvimento de provas é
denominada Gallina, se caracterizando por ser uma linguagem funcional e uma linguagem
de provas (SILVA| 2019). Vernacular é a linguagem de comandos onde o usuario interage
com o software. O compilador Coq verifica automaticamente a exatidao das definigoes
e de provas (PAULIN-MOHRING]/ 2012), desta forma, pode-se extrair o codigo gerado

para as linguagens OCaml e Haskell.

Segundo Silval (2019)), o Coq é de uso frequente por alunos e pesquisadores
para a formalizacao de programas e prova de propriedades. Diferentes propriedades ja
foram provadas em Coq, tal qual o teorema das quatro cores (GONTHIER] 2008), provas
que a construgao de uma nova linguagem para blockchain é valida (OCONNOR; 2017)
e a conjetura de Kepler (HALES et al., |2010). A demonstragdo do teorema das quatro
cores ¢ um caso de complexidade elevada, pois existem muitos casos de comparacao para

se analisar (SILVA| [2019). Tal teorema consiste em um grafo planar em que cada vértice
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possui uma cor diferente dos seus vizinhos e o ntimero total de cores nunca serd maior do

que quatro.

Os termos presentes no Coq possuem tipos, ao combinar diferentes termos com
certos conectivos, criam-se novos termos nos quais também possuem um tipo (BARROS,
2010). Os tipos que o Coq suporta, além dos ja conhecidos, como nat e bool, sdo Prop, Set
e SProp, estes tipos sao conhecidos como sorts, existe o tipo de sort universal, conhecido

como Type (TEAM]| 2019).

Pela necessidade de se quantificar sobre tipos, tipos também precisam possuir
tipos dentro do sistema. Com a existéncia do paradoxo de Girard, nao se pode definir
Type com o tipo Type, pois gera inconsisténcia, para isso o Coq faz uma hierarquia de
tipos, ou seja, Vi € N, T'ype; : T'ype;+1. O algoritmo do Coq permite a transparéncia por
parte do usuario para o indice do tipo, porém internamente se infere o tipo do Type. O
Type mais baixo da hierarquia possui os sorts Prop, Set e SProp e os universos no Coq

sao cumulativos, ou seja, T'ype; C T'ype; 1.

Por questao da extracao de codigo que acontece no Coq, é definido que Set
e Type sao computacionalmente relevantes, ou seja, sao extraidos para coédigo, ja Prop
e SProp nao e sao apagados no momento da extracao. A questao do universo Prop ser
irrelevante computacionalmente pode ser dada pela permissao de se utilizar o axioma
do terceiro excluido: quando utilizado este axioma, Prop implica em proof irrelevance.
O argumento de Prop ser impredicativo se dé pela constru¢ao de um objeto do grupo
quantificado por todos os objetos desse grupo. Por questao do calculo de construgoes dar
a base da teoria do Coq, s6 tem Prop e Typey, onde Prop ¢é impredicativo e Typey como
predicativo, dessa forma o Coq estende Typey para Set e uma hierarquia de Types. Set,
ao contrario de Prop, é relevante e predicativo. Por outro lado, SProp ja foi construido
como irrelevante, sem a necessidade de utilizar o axioma do terceiro excluido, como em

Prop.
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Tabela 3.1: Tabela comparativa entre os Type e sort

Tipo | Relevancia computacional | Predicativo | Relevancia da prova
Type Sim Sim Sim
Set Sim Sim Sim
Prop Nao Nao Sim!
SProp Nao Nao Nao

Fonte: Producao do préprio autor.

Uma vez que o Coq utiliza uma linguagem funcional com notacao prefixa, a
conversao de notacao pode ser dada pelo comando Notation. A realizagao de uma transfor-
macao de uma fungao matematica, representada de forma infixa, para uma representacao
mais simples tem o proposito de facilitar a escrita e interpretacao de definicao das provas.
A ordem de precedéncia da utilizagao destas notagoes é dada pelo intervalo de 0 a 200,
onde o menor valor representa uma precedéncia maior e o maior valor retrata uma baixa

precedéncia.

Uma defini¢ao indutiva é especificada através de nomes e tipos de construtores,

esta declaracao indutiva se enquadra em trés contextos, Inductive, Definition e Fizpoint.

e Inductive: Cria novos tipos e atribui nomes, desta forma introduz tipos indutivos.

e Definition: Atribui um nome a um termo, desta forma, realiza patter matching para

definir o valor de retorno. Defini¢ao nao recursiva de um tipo ja declarado.

e [izpoint: Semelhante ao Definition, porém, torna possivel a programacao funcional

recursiva de ordem superior (BARROS) 2010).

A representacgao de Notation, Inductive, Definition e Fizpoint em Coq é exem-

plificada abaixo.

Notation "x + y" := (plus x y)
(at level 50, left associativity)
: nat_scope.
Inductive bool : Type =
| true

lExceto ao assumir o lema do terceiro excluido
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| false.

9 Definition negb (b:bool) :bool :=

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

match b with
| true = false
| false = true

end.

Fixpoint plus (n:nat) (m: nat): nat :=

match n with
| 0=m
| Sn’” =S (plus n’m)

end.

Para o desenvolvimento de uma prova no Coq utiliza-se regras de deducao,

estas regras sao taticas aplicadas em premissas e hipoteses para a conclusao de um obje-

tivo. Segundo (DELAHAYE, 2000) a linguagem tética, conhecida por L7, ¢ a linguagem

implementada do provador, por ser Turing-completa, nao é imposto limitagoes para sua

utilizagao durante a prova. A Tabela [3.2] apresenta algumas téticas aplicaveis para a

realizacao de uma prova.

Tabela 3.2: Algumas téticas existentes em Coq

apply assert auto compare
compute cycle destruct | decompose
do easy exfalso exists
first fold generalize intros
let match goal now omega
only pattern reflexivity rewrite
set simpl solve subst
tauto | transitivity unfold wlog

Fonte: Adaptado de (TEAM, 2019, p.618-621)

O desenvolvimento da modelagem de sistemas através do provador semi-au-

toméatico Coq possui uma restricao quando abordado em logicas de primeira ordem e

intuicionista. O auxilio que conduzira a construcao da biblioteca de logica modal pro-
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porciona um aumento na construcao de modelos, nos quais argumentos persistentes como

necessarios e possiveis podem ser adquiridos de forma mais clara e objetiva.
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4 Trabalhos Relacionados

Neste capitulo serao relatados os trabalhos que apresentam uma relagao com a proposta
deste trabalho. O desenvolvimento da logica modal em Coq tem diferentes tratamentos,
como ¢ explicado nas Sessoes [4.1] e .3l Além do que sera apresentado, a literatura
apresenta implementagoes em outros assistentes de provas, tais quais Isabelle (BENZMiL-
LER; CLAUS; SULTANA, [2015)), HOL-Light (HARRISON]| 2017) e Lean (BENTZEN]|
2019).

4.1 Wind (2001)

A autora efetuou uma implementacao de lo6gica modal com base no sistema S5 no assis-
tente de provas Coq, tal sistema consiste nos axiomas K, T, 4 e 5. O objetivo para o
desenvolvimento deste sistema é voltado para a logica epistémica, no qual realizou-se a
modelagem de dois puzzles. O primeiro é o quebra-cabeca dos homens sabios, que consiste
no objetivo de cada sabio descobrir de forma independente a cor do proprio chapéu, sem
que possa visualiza-lo. O segundo é o quebra-cabeca das criancas enlameadas, onde existe
uma quantidade de criancas com a testa suja e as mesmas precisam descobrir se estao

com a testa suja.

Wind| (2001)) desenvolveu a prova em Coq para a aplicagao dos puzzles através
do método de prova de dedugao natural, onde a demonstracao das regras foram apresen-
tadas para a logica modal e a logica do conhecimento. O desenvolvimento do codigo pode

ser visto no proéprio trabalho a partir do apéndice.

O desenvolvimento da biblioteca foi separado em nove componentes, de forma
que o primeiro apresenta a estrutura de Kripke no Coq, defini¢ao de proposi¢oes, mundos,
frames e modelos. O segundo componente demonstra exemplos da estrutura de Kripke,
com a construcao de mundos, as proposi¢oes em que cada mundo possui e como se co-
municam, com e sem a utilizacao dos operadores modais. Em seguida implementou-se a
teoria da correspondéncia, que provou-se, através de lemas, os sistemas que compoem o

sistema S5. O desenvolvimento de regras de introdugao e eliminacao, em dedugao natural,
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e regras de derivacao correspondeu ao componente quatro. Os dois seguintes componentes
ficam responséveis pela construcao do sistema S5 e S5", respectivamente, com a restri¢ao
de regras impostas pela relagao de acessibilidade do respectivo sistema. Os dois tltimos

componentes correspondem ao desenvolvimento da prova dos puzzles propostos no texto.

4.2 Doczkal e Smolka (2011)

Os autores Doczkal e Smolkal (2011) obtiveram como foco uma formalizacao, em Coq, de
logica decidivel para teoria de tipo construtivo. Os sistemas modais implementados no
trabalho foram o K, T'e K4, com o foco para a loégica dinamica e a temporal. Os capitulos
apresentam a logica proposicional cléssica e a logica modal, tal qual a sua linguagem,
semantica e sua formalizacao em Cog . A conclusao obtida foi uma representagao fiel da
logica modal para a teoria de tipos construtivos e demonstrou-se a prova de um teorema

de modelo pequeno e a decidibilidade computacional.

A implementagcao que foi proposta pelos autores pode ser encontrada na pagina
da Universidade de Saarland®. O desenvolvimento do cédigo estabelece a construcao
e defini¢oes de taticas, através de lemas foram construidos operadores proposicionais e
propriedades de relacao. Cada modelo foi definido através de estruturas, no qual consistem

mundos, relagoes e proposigoes.

4.3 Benzmiiller e Paleo (2015)

A proposta utilizada pelos autores é compreender se provar teoremas quando utilizado
o assistente de provas Coq se adequa no raciocinio interativo. Desta forma, utilizou-se
a implementacao da logica modal, sistemas K e S5, para pessoas com o conhecimento
basico da logica e de taticas do Coq com o objetivo de resolver problemas em diversas
areas aplicaveis. Além dos operadores modais utilizados, implementou-se os quantifica-
dores para a logica modal de primeira ordem. A construcao de novas taticas viabilizou a
aplicabilidade da dedugao natural para seu método de prova, o desenvolvimento pode ser
visto no proprio artigo. A conclusao dos autores se tornou positiva com o desenvolvimento

fornecido para o usuario, de forma que o desenvolvimento implicito dos mundos possiveis

Zhttps://www.ps.uni-saarland.de/ doczkal/coq-3/
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e a relacao de acessibilidade nao permaneceu a cargo do usuéario.

A implementagao da logica modal em Coq, constitui em construcao de mun-
dos, proposicoes, relacoes de acessibilidade e a definicao dos operadores de necessidade e
possibilidade. Definiu-se lemas e axiomas, como K, B, T e 4, no qual foram realizadas
suas provas a partir de linguagem tatica. A construgao de mundos, proposicoes e rela-
¢ao de acessibilidade, foram definidas como Parameter, que se diz por ser um parametro

compartilhado e utiliza-se para definir uma variavel como implicita.

4.4 Consideracoes sobre os trabalhos relacionados

Conforme apresentado nas sessoes anteriores, diferentes autores dispuseram o desenvolvi-
mento de alguns sistemas modais. O desenvolvimento deste trabalho consiste na imple-
mentacao dos sistemas encontrados na literatura, utilizando o método axiomatico, e que
seja escalavel & introdugao de novos axiomas e sistemas para o auxilio na prova. A Tabela

demonstra o objetivo dos autores citados e deste trabalho.

Tabela 4.1: Comparagao entre os trabalhos relacionados

Sistemas
Autores
KD/ B|T|K4|K5|S4]|Sh
Wind| (2001)) X X| X | X | X | X
Doczkal e Smolkal (2011) | X X | X
Benzmiiller e Paleo| (2015) | X XX | X X
Desenvolvimento do Autor | X | X | X | X | X | X | X | X

Fonte: Producao do préprio autor.
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5 Desenvolvimento da Biblioteca Modal

Neste capitulo sera apresentado o desenvolvimento realizado na biblioteca modal, junta-
mente com as escolhas de implementagao, estrutura do projeto e definicoes de mundos
possiveis, conceito de Frame e Modelo, as propriedades e metapropriedades que consistem
na logica e os diferentes sistemas propostos. Por fim, serao relatadas as dificuldades que

estiveram presentes durante a implementacao da biblioteca.

5.1 Desenvolvimento e estrutura da implementacao

O desenvolvimento do cédigo consistiu na preservacao da estrutura logica apresentada
na Sessao [2l A implementacao da logica foi realizada com deep embedding. Um desen-
volvimento de deep embedding é a representacao da logica em um objeto, interpretagao
deste objeto como um tipo e prova-lo. Essa escolha se da pela compreensao da logica de
como ela é, de modo que ao analisar o trabalho escrito e a biblioteca implementada, possa

identificar de forma evidente a explanagao tedrica.

Diferentes modulos da biblioteca padrao no Coq foram utilizados para o de-
senvolvimento da biblioteca modal proposta pelo autor. O uso destas bibliotecas serviram
para diferentes contextos, partindo da nomenclatura de operadores até o auxilio no de-

senvolvimento de provas.

As defini¢oes Frame e Modelo foram implementadas a partir de records; a for-
malizagao se assemelha a Definigao[d e a Definigao[5], respectivamente, como demonstrados

abaixo.

Record Frame : Type ::{
W: Set;

R: W—W— Prop;

Record Model : Type := {
F: Frame;

v: nat — (WF) — Prop;
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}.

A estrutura do record faz com que os tipos sejam dependentes das instancias
dos tipos anteriores, ou seja, no Frame, a lista de relagoes entre mundos depende do
conjunto de mundos daquele mesmo Frame. O Model possui um Frame, e 0 mesmo é
carregado para a valoracao de proposi¢oes nos respectivos mundos. Ambos os codigos

podem ser reimplementados como tipo indutivo.

Inductive Frame : Type (=

Build_Frame : forall W: Set, (W - W — Prop) — Frame.

Inductive Model : Type =

Build Model : forall F : Frame, (nat - WF — Prop) — Model.

A construcao de uma féormula modal é realizada a partir de um tipo indutivo
representando os operadores modais. Uma proposicao atomica é caracterizada por #n,
onde n € N, tornando esta representacao equivalente a p,,. A verificacao de uma proposi-
¢ao valida em um mundo é formalizado pela relacao dada v M, onde representa a funcao

de valoracao de um modelo.

A fungdo recursiva fun_validation é a principal responsavel pelo deep
embedding, onde é feita uma interpretacao da féormula simbolica para a logica do Coq. Esta
funcao faz a quebra da férmula para anélise de validade em um determinado mundo, onde
recebe por parametro o Modelo, mundo e a férmula para analise. Quando realizado uma
inducao na férmula, os casos criados sao os operadores logicos e o literal. Os casos Box
e Dia determinam a construgao dos operadores necessario e possivel, respectivamente.
Para o operador O é analisada a validade da férmula para todos os mundos que w possui
uma relagao, ja para o operador <, deve existir pelo menos um mundo em que a férmula
é valida.

A validagao da féormula em um mundo é dada pela desconstrucao indutiva e

se assemelha & Definigao [6]

Inductive modalFormula : Set :=

| Lit : nat - modalFormula

| Neg : modalFormula — modalFormula
| Box : modalFormula — modalFormula
| Dia : modalFormula — modalFormula
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| And : modalFormula — modalFormula — modalFormula
| or : modalFormula — modalFormula — modalFormula
| Implies : modalFormula — modalFormula — modalFormula.

Fixpoint fun_validation (M: Model) (w: W (F M)) (p: modalFormula): Prop :=

match ¢ with

| Lit P =>vMwp
| Box ¢ = forall w:W (FM),R(FM) ww — fun_validation Mw’ ¢
| bia ¥ = exists w:W (FM),R(FM) ww Afun_validationMw ¢

| Neg % = —-fun_validation M w %

| And Yy = fun_validationMw ¢ A fun_validation M w vy

| Or ¥y = fun_validationMw ¢ V fun_validation M w7y

| Implies ¥ v = fun_validationMw ¢ — fun_validation Mw ~

end.

A equivaléncia logica foi implementada tanto para os operadores da logica
classica, quanto para os operadores da logica modal. Visto que classificamente a paridade
do Oy é a mesma da ~O-¢. A estrutura dos operadores que tratam féormulas modais se
antecedem por um ponto, esta caracteristica sintatica se da para uma diferenciacao dos

conectivos logicos jé instanciados pelo Coq.

Foram iniciadas as diferentes relagoes de equivaléncia entre sistemas da logica
modal e seus respectivos axiomas. Quando imposta uma restricao na relacao de acessibi-
lidade, se constréi um determinado sistema, simultaneamente um axioma representativo

desta restricao passa a existir. A seguinte implementacao demonstra uma representacao

da Tabela 2.2

Theorem validation_reflexivity_frame:
forall M g,
reflexivity_ frame (F M) <
M|=.0¢ .- o).

Admitted.

Theorem validation_simmetry_frame:
forall M ¢,
simmetry_frame (F M) <

(M|=¢.— .0.0p).
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Admitted.

O sistema dedutivo foi formalizado dado um tipo indutivo para a deducao
da logica modal. A deducao é formada na logica classica a partir de um conjunto de
premissas, axiomas e Modus Ponens, porém, para a logica modal ha inclusao de axiomas

e da regra da Necessitagao.

A dedugao implementada recebe como argumento um sistema da logica modal,
uma teoria contida neste sistema e a conclusao em que se deseja obter. A teoria é composta
por conjunto de formulas bem formadas que auxiliam no desenvolvimento da prova. O
primeiro caso da deducao avalia se a premissa esta presente na teoria, retornando Some

elemento, se o elemento existir, ou Nothing caso contrario.

O segundo caso é a construgao dos axiomas presentes durante a prova. Dado
um sistema que se deseja provar uma propriedade, é verificada a disponibilidade destes
axiomas. O sistema mais genérico, determinado como sistema K, contém os dez axiomas
de Hilbert, o axioma da distributividade e o da possibilidade, e qualquer construcao de

outro sistema a partir do K, seré carregando estes axiomas.

O terceiro e quarto caso é a aplicacao das regras de Modus Ponens e generali-
zagao, respectivamente. O sistema dedutivo da biblioteca de 16gica modal é representado

a seguir.

Inductive deduction (A: axiom — Prop): theory — modalFormula — Prop :=
(» Premise. «*)
| Prem: forall (t: theory)
(f: modalFormula)
(i: nat),
(nth_error t i = Some f) - deduction At £
(» Axiom. *)
| Ax: forall (t: theory)
(a: axiom)
(f: modalFormula),
A a — instantiate a = £ — deduction At £
(* Modus Ponens. =)
| Mp: forall (t: theory)

(f g: modalFormula)
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o7

(dl: deduction At (f .— g))

(d2: deduction A t f),

deduction At g

(x Generalization. x)

| Nec: forall (t: theory)

(f: modalFormula)

(d1: deduction A t f),

deduction A t (O £).

O sistema passado como argumento para a dedugao expressa o conjunto de

axiomas disponiveis para o desenvolvimento da prova. O sistema K representa o sistema

mais genérico e quando instanciado para outro sistema, seus axiomas sao carregados.

Cada sistema diferente consiste em uma instanciacao de outro sistema e o acréscimo de

um ou mais axiomas, e semanticamente isso se determina por conta de alguma restri¢ao

realizada na relacao de acessibilidade. O retorno de erro é dado quando utilizado um

axioma que nao pertence ao sistema.

O exemplo a seguir demonstra como se instancia um sistema dentro de outro.

Para o sistema T', a construcao base é feita a partir do sistema K e o acréscimo do axioma

da reflexividade. Ao construir o sistema B, ou seja, acrescentando o axioma da simetria

junto com o sistema T, por transitividade fica disponivel também os axiomas do sistema

K.

Inductive K: axiom — Prop :=

K_axl

K ax2

K_ax3:
K_ax4:
K_ax5:
K_ax6:
K_ax7:
K_ax8:

K_ax9:

: forall ¢ ¢, K (axl ¢ )

: forall ¢ vy, K (ax2 ¢ 1 7)
forall ¢ ¥, K (ax3 ¢ ¥

forall ¢ ¥, K (ax4 ¢ 9
forall ¥, K (
forall ¢ ¥, K (ax6 ¢ 9
forall ¢ ¥, K (

forall ¢ ¥, K (ax8 ¢ 9

forall ¥ v, K (ax9 ¢ ¥ v)

| K_ax10: forall ¢ ¢, K (ax10 ¢ 1)

| K_axK: forall ¢ ¢, K (axK ¢ ¥)

| K_axPos: forall ¢ 1, K (axPos ¢ ).
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(» Reflexive «)
Inductive T: axiom — Prop :=
| T_K: forall ¢, Kp =T ¢

| T_axT: forall ¢, T (axT p).

(» Reflexive and Symmetry x)
Inductive B: axiom — Prop :=
| B_T: forall ¢, T =B

| B_axB: forall ¢, B (axB p).

O desenvolvimento da prova da correcao foi realizado através da inducao do
sistema K. Cada um dos casos da prova se refere aos respectivos axiomas e regras de
derivagao do sistema. Foram implementados, separadamente, as provas dos doze axiomas e
as duas regras para um melhor auxilio na prova da correcao e se assemelhar a demonstracao

apresentada a Definicao [13]

Theorem soundness:
forall (T': theory) (¢: modalFormula),
(G T == ) =
(T [[= ).

Admitted.

Iniciou-se o desenvolvimento da completude através da construgao do conjunto
de Lindenbaum. Esta construcgao indutiva parte do principio na adicao de féormulas em A,
enquanto houver consisténcia. A fun¢dao Consistency verifica se nao é possivel derivar
uma contradi¢ao em qualquer sistema para o conjunto de formulas (P n :: A), ambos

passados como parametros. A representacao a seguir se remete a Definigao [L7]

Variable P: nat — modalFormula.
Variable I': theory.

Variable A: axiom — Prop.

Inductive Lindenbaum_set : nat — theory — Prop :=
| Lindenbaum_zero:
Lindenbaum_set 0 T

| Lindenbaum_succl:
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forall n A,

Lindenbaum_set n A —

Consistency A (Pn: A) —

Lindenbaum_set (Sn) (P n : A)
| Lindenbaum_succ2:

forall n A,

Lindenbaum _set n A —

—Consistency A (P n: A) —

Lindenbaum_set (S n) A.

5.2 Dificuldades na implementacao

Uma das principais dificuldades encontradas para a implementacao da biblioteca con-
siste na transcricao da logica modal no formato deep embedding. Embora a compreensao
permaneca plausivel, o aumento da complexidade para o desenvolvimento de provas no
sistema é visivel. Algumas abordagens utilizadas inicialmente tiveram que ser readaptadas

para uma melhor modelagem da biblioteca.

O problema na modelagem do sistema dedutivo era carregar os subsistemas em
um sistema maior, onde os axiomas precisavam ser mantidos e deixé-lo mais genérico para
uma nova construcao de sistema. Inicialmente foram implementados diferentes sistemas
dedutivos, onde cada construgao de sistema da logica precisava instanciar as premissas,
axiomas e regras de derivagao. Logo houve uma necessidade de um desenvolvimento mais

dindmico, parametrizando o conjunto de axiomas.

Outra dificuldade encontrada foi a adaptagao do conjunto de Lindenbaum,
utilizado na teoria de conjuntos, para a logica do Coq. Definiu-se similarmente através
do tipo indutivo a construcao original, ou seja, adicionando férmulas que nao gerem
inconsisténcia ao conjunto ao longo do processo. O uso de uma representacao do conjunto
infinito dificultaria a identificacao do conjunto maximal consistente, por conta disso, se

determinou por meio da constru¢ao do conjunto finito.
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6 Consideracoes Finais

Existe uma dificuldade vigente para a modelagem de certos tipos de sistemas computaci-
onais com logica classica. As propriedades que consistem na loégica podem contribuir para
os ramos da computacao e facilitar no auxilio de modelagens, de forma que em diferentes
contextos a representagao matematica seja coerente com a prova realizada em provadores
semi-automaticos. Uma prova realizada em software contribui para as propriedades repre-
sentativas em que o programa em desenvolvimento consiste. Em vista disso, a construcao
da biblioteca de l6gica modal torna as provas mais compreensiveis para o usuério que esté

programando.

A apresentagao formal da l6gica modal, no Capitulo [2] auxilia na compreensao
do leitor a entender de forma aprofundada conceitos técnicos e, em seguida, modelar
sistemas na biblioteca desenvolvida. Diferentes sistemas modais foram desenvolvidos na
biblioteca modal para abranger diversas dreas de estudo, com o propésito de auxiliar e
detectar erros em desenvolvimento de prova axiomatica de forma escrita. O Exemplo
foi desenvolvido e pode ser encontrado em exemplos.v como entendimento de resolucao

da prova na biblioteca.

O diferencial do trabalho apresentado em relagao aos trabalhos relacionados foi
a dinamicidade no tratamento de diferentes sistemas da l6gica modal. Conforme apresen-
tado no Capitulo[d], os diferentes autores apresentam solugdes para sistemas especificos, ou
seja, a implementacao do sistema dedutivo se restringiu a construcao para o tratamento
de um problema. O desenvolvimento retratado no trabalho trouxe de forma dindmica a
elaboracao de um sistema desejado pelo usuario. Como apresentado no Capitulo 5 in-
dependente do sistema no qual se deseja trabalhar, é possivel construir um novo sistema
somente através de instanciagoes. Desta forma é possivel modelar diversos problemas,

seja com um sistema ja apresentado na biblioteca ou construido pelo proprio usuéario.

A biblioteca modal apresentada se demonstrou robusta para as propostas ofe-
recidas. Foram desenvolvidas as propriedades da logica modal, como as validacoes de
formulas em mundos, modelos e sistemas, a equivaléncia logica entre os conectivos 16-

gicos, tanto para as logica classica, como para a logica modal, a validagao dos axiomas
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para os respectivos Frames e o sistema dedutivo, onde consiste a estrutura dos diferen-
tes sistemas, como propriedades para o sistema K. O desenvolvimento da correcao da
logica modal foi apresentado para o sistema K, como mostrado durante o trabalho, ja
para a completude iniciou-se a construcao da prova através do conjunto de Lindenbaum,

deixando aberto o desenvolvimento para possiveis trabalhos futuros.

6.1 Trabalhos Futuros

Como proposta de trabalhos futuros para o presente trabalho, pode ser dividido em duas
categorias, sendo uma continuacao do desenvolvimento que ficara em aberto e uma me-
lhoria para a biblioteca. As possiveis continuagoes no desenvolvimento podem ser dadas
pela implementacao da prova da correcao para os diferentes sistemas da logica modal.
Sugere-se também a prova da completude da logica modal utilizando o conjunto maximal
consistente, através do lema de Lindenbaum. Adicionalmente, é recomendado construir
uma biblioteca de taticas no Coq para a automatizar e simplificar provas no deep embed-

ding.

Para uma melhoria e reestruturacao de alguns conceitos implementados na
biblioteca sugere-se a remodelagem da logica modal no Coq sem a utilizagao do método
deep embedding, por fins de diferenciacao da estrutura e desenvolvimento de provas. Por

fim, analisar como definir o conjunto maximal consistente de Lindenbaum no Coq.
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