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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo desenvolver uma formulagéo
numérica para a analise transiente de estruturas trelicadas
tridimensionais considerando ndo linearidade geométrica e
material. O problema de equilibrio é apresentado através do
Principio das Poténcias Virtuais segundo uma formulagéo
Lagrangeana Corrente. O campo de deslocamentos e
velocidades é discretizado através do Método dos Elementos
Finitos. As equacdes nao lineares de equilibrio séo resolvidas
pelo método de Newton-Raphson, sendo apresentado o
desenvolvimento da matriz de rigidez tangente consistente.
Posteriormente, o problema transiente é formulado, sendo as
equacbes do movimento solucionadas pelo método de integracéo
implicito de Newmark. O modelo constitutivo proposto €
viscoelastico-viscoplastico acoplado com o modelo de dano de
Lemaitre. A formulacéo viscoelastica é representada pelo modelo
generalizado de Kelvin-Voigt e a contribuicdo viscoplastica é
dada pela equacdo de Perzyna. As leis de evolugdo do modelo
material sdo integradas numericamente através do algoritmo
implicito de Euler, resultando no algoritmo de retorno. Para obter
a taxa de convergéncia quadratica do método iterativo de
Newton-Raphson durante o equilibrio estrutural, é apresentado o
célculo analitico do modulo tangente algoritmo consistente, o
qual é validado através do método da derivada complexa. Os
parametros materiais sédo encontrados através do ajuste entre as
curvas experimental e tedrica, visando a aplica¢do para materiais
poliméricos. Para o ajuste das curvas utilizou-se o método de
Otimizacdo por Nuvem de Particulas - Particle Swarm
Optimization (PSO). Ao final € realizada uma discussdo dos
resultados encontrados e comentado as particularidades do
modelo proposto.

Palavras-chave : Viscoelasticidade. Viscoplasticidade. Mecéanica
do Dano Continuo. N&o Linearidade Geométrica. Elementos
Finitos.






ABSTRACT

This work presents the development of a numerical formulation
for the transient analysis of spatial truss structures considering
geometrical and material nonlinearities. The equilibrium problem
is formulated using the Principle of the Virtual Power in a current
Lagrangian description. The displacement and velocity fields are
discretized employing the Finite Element Method and the
nonlinear equilibrium equations are solved by the full Newton-
Raphson procedure. In order to obtain quadratic convergence,
the algorithmic tangent matrix expression is developed and
presented. Next, the transient problem is formulated and solved
using the Newmark integration algorithm. The material model
adopted is Vviscoelastic-viscoplastic coupled to Lemaitre’s
damage. The viscoelastic behavior is represented by the
generalized Kelvin-Voigt rheological model and the viscoplastic
contribution is introduced via Perzyna’s equation. The evolution
laws of the material model are integrated numerically using the
implicit Euler scheme, resulting in the corresponding return
mapping. The algorithmic tangent modulus for this material model
is derived and validated by means of numerical differentiation
using the complex variable approach. The constitutive
parameters for the model are obtained by minimization of the
difference between experimental and numerical curves, aiming at
polymeric materials. Since non-uniqueness is expected for the
minimization problem, the gradient free Particle Swarm
Optimization method (PSO) is adopted for its solution. Finally, the
results obtained and some particularities of the proposed model
are discussed.

Key-words : Viscoelasticity, Viscoplasticity, Continuum Damage
Mechanics, Nonlinear Analysis, Finite Element Method.
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1 INTRODUCAO

Nos ultimos cinquenta anos, grande parte da comunidade
cientifica tem investido na elaboracdo de modelos materiais mais
realistas, principalmente os que consigam representar de forma
satisfatéria a degradacdo material, quando estes forem
submetidos a acdo de agentes externos, tais como:
carregamentos, campos de temperatura, radiacdo, magnetismo,
envelhecimento, dentre outros. Tais modelos de degradacéo
material séo conhecidos como modelos de dano.

Com o advento da computacdo de alto desempenho e
dos métodos de analise numéricos, além da necessidade
crescente de se obter analises computacionais mais precisas, a
formulacéo e aplicacdo de modelos de dano geram uma linha de
pesquisa que hoje em dia estd em pleno desenvolvimento.

A variavel de dano nada mais € que um indicador de
falha material, independente da sua natureza (escalar ou
tensorial) e de como é acoplada ao processo fisico de
degradacdo. Deste modo, a aplicacdo destes modelos de
degradacdo material abrange os mais diferentes tipos de
materiais utilizados no campo da engenharia.

Visando a aplicagdo em materiais poliméricos, o0s
mecanismos de deformacéo e de degradagdo material de muitos
destes polimeros sdo altamente néo lineares em relacao ao tipo
de carregamento externo e a taxa de deformacdo. Como
exemplos podem-se citar o Polietleno de Alta Densidade
(PEAD), o Polipropileno catalisado com Metaloceno (mPP), o
Polipropileno Isostatico (iPP), entre outros.

Atualmente, uma grande &rea de aplicacdo de materiais
poliméricos € na fabricacdo de componentes ou estruturas
sujeitas a altas taxas de deformacdo. Isto deve-se ao fato da
grande capacidade de dissipacdo de energia apresentada por
estes materiais. O campo de aplicacdo em tais condicbes é
imenso, desde a utilizagdo em tubos para transporte de agua ou
gas (CHOWDHURY, BENZERGA e TALREJA, 2008), blindagens
balisticas (MORYE et al., 2000), componentes aeroespaciais e
automobilisticos até funcéo estrutural no controle de impacto do
salto de um sapato de mulher (LOUCHE et al., 2009).
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No ambito de simulacdo numérica, além de um modelo
material adequado, deve-se desenvolver uma formulacéo
matematica consistente, a qual derive um algoritmo numérico
robusto que consiga representar de forma satisfatéria a
cinemética e a cinética envolvidas no comportamento real
observavel das estruturas ou mecanismos mecénicos simulados.

Neste contexto, este trabalho tem por objetivo, apresentar
a formulacdo de um modelo de degradacdo material
unidimensional capaz de representar o comportamento de
polimeros sujeitos a taxas de deformacao relativamente altas. O
modelo material € composto de uma parte viscoelastica e uma
contribuicdo viscoplastica, considerando somente encruamento
isotropico, sendo a degradacdo material representada pelo
modelo de dano de Lemaitre. A formulacdo viscoelastica é
representada pelo modelo reoldgico generalizado de Kelvin-Voigt
e a contribui¢do viscoplastica é dada pela equacao de Perzyna.

Geralmente, em problemas sujeitos a altas taxa de
deformacdo, as forcas de inércia sdo significativamente
importantes na resposta estrutural, podendo ocorrer grandes
deformacdes e mudangas geométricas expressivas na estrutura.
Deste modo, torna-se necessario formular o problema através
das equacgdes do movimento, segundo um enfoque néo linear
geométrico e considerando deformagdes finitas. Assim,
consegue-se obter uma resposta transiente do campo de
deformacdes e tensoes.

O problema nao linear geométrico é apresentado através
do Principio das Poténcias Virtuais, segundo uma formulacéo
Lagrangeana Corrente, e aplicado no equilibrio estrutural de
trelicas tridimensionais. O campo de deslocamentos e
velocidades é discretizado através do Método dos Elementos
Finitos e particularizado para o elemento de barra de dois nés. A
formulacéo transiente das equag¢des do movimento € obtida pelo
método implicito de Newmark. A solucdo das equacbes néo
lineares do problema transiente é realizada através do método
iterativo de Newton-Raphson, sendo apresentada a matriz de
rigidez tangente consistente com a discretizagdo realizada pelo
Método dos Elementos Finitos e pelo método de Newmark.

O modelo material é apresentado segundo as equacdes
diferenciais que regem a evolugdo do processo cinético de
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deformacao. Para considerar o modelo material no programa de
elementos finitos, as leis de evolucdo sado integradas
numericamente através do método implicito de Euler. Devido o
modelo ser viscoplastico, a metodologia de predicdo
viscoelastica e correcao viscoplastica é utilizada para a solucao
do problema material. Tal metodologia € conhecida como
algoritmo de retorno. Para obter a taxa de convergéncia
quadritica do método iterativo de Newton-Raphson é
apresentado o calculo analitico do mddulo tangente algoritmo
consistente, o qual é validado através do método da derivada
complexa.

Apbés o modelo numérico ser formulado, apresenta-se
uma metodologia para identificar os parametros materiais, onde é
utilizado o método de Otimizacdo por Enxame de Particulas —
Particle Swarm Optimization (PSO), para realizar o ajuste entre
as curvas experimental e tedrica.

Ao final, sdo apresentados e discutidos alguns resultados
numeéricos de simulacfes de estruturas trelicadas sujeitas a altas
taxas de deformacdo, com intuito de demonstrar algumas
aplicacdes da formulagéo numérica desenvolvida.

1.1 SEQUENCIA DO TRABALHO

O presente trabalho é dividido em trés partes principais. A
primeira parte, referente ao Capitulo 2, apresentam-se a
formulacdo do problema nédo linear geométrico transiente, as
consideracdes para deformacgfes finitas em um elemento de
barra e a discretizacdo do problema pelo Método dos Elementos
Finitos. ApGs a discretizagdo, o sistema de equacgdes nédo
lineares é resolvido pelo processo iterativo de Newton-Raphson,
onde obtém-se a matriz de rigidez tangente consistente, a qual é
desenvolvida de forma analitica pelo cémputo de suas derivadas
direcionais.

No Capitulo 3 € apresentado o modelo material
fenomenoldgico viscoelastico-viscoplastico acoplado com dano,
sendo desenvolvidas as leis de evolugdo que regem o mesmo. A
formulacdo material também € apresentada segundo um enfoque
termodindmico com variaveis internas. Posteriormente, as leis de
evolugdo continuas sdo integradas implicitamente pelo método
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de Euler, sendo apresentado o desenvolvimento do algoritmo de
retorno. Formulado o algoritmo de retorno, foi desenvolvido
analiticamente o mddulo tangente consistente, o qual é validado
pelo método da derivada complexa.

No Capitulo 4 séo discutidas algumas particularidades do
modelo material, quando este é aplicado para representar o
comportamento fenomenolégico de polimeros. Ao final, séo
apresentados dois exemplos numéricos, sendo um 2D e outro
3D, sujeitos a altas taxas de deformacéo, deformacdes finitas e
mudancas bruscas de geometria. Deste modo, toda a formulag&o
apresentada € essencial para uma aproximagdo numeérica
razoavel de estruturas trelicadas que apresentam tal
comportamento.
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2 FORMULACAO NAO LINEAR GEOMETRICA

Neste capitulo sédo abordados os requisitos cineméaticos
necessarios para a andlise numérica de estruturas trelicadas
tridimensionais sujeitas a grandes deslocamentos (rotacbes) e
deformacdes. A formulacdo ndo linear geométrica considera
deformacdes finitas, onde mostra-se para um problema
unidimensional, que a decomposicdo multiplicativa do tensor
gradiente de deformacéo é equivalente a decomposicao aditiva
do tensor deformacao logaritmico. Posteriormente apresenta-se
o equilibrio estrutural através de uma formulacdo Lagrangeana
Corrente, sendo esta discretizada via Método dos Elementos
Finitos.

Apresentada a forma discreta do equilibrio estrutural,
aplica-se o0 método de Newton-Raphson para a solu¢do do
sistema de equagfes néo lineares. Do procedimento de Newton-
Raphson deriva-se a matriz de rigidez tangente, sendo
apresentado seu desenvolvimento analitico, o qual é consistente
com a discretizacdo realizada pelo Método dos Elementos
Finitos. Ao final do capitulo, o problema transiente é formulado e
sua solucdo numérica apresentada através do algoritmo implicito
de Newmark.

Varios conceitos classicos da mecénica do continuo e do
célculo tensorial sdo utilizados neste capitulo. Sendo assim, ndo
€ o objetivo do mesmo desenvolver a formulacdo destes, mas
sim, utilizd-los como ferramentas para atingir os propésitos
principais apresentados. Portanto, citam-se Bonet e Wood
(1997), Malvern (1969) e Souza Neto, Peric e Owen (2008) como
referéncias base para um melhor entendimento dos conceitos
apresentados.

Neste trabalho, os simbolos minusculos referem-se a
configuracé@o espacial, e os simbolos mailsculos representam as
variaveis materiais. Porém, a area e o comprimento do elemento
de barra na configuracdo espacial serdo mantidos em letras
maiusculas.



32
2.1 CONSIDERACAO DE DEFORMAGOES FINITAS

Analisando a Figura 1, considera-se que a aplicacdo de
um campo de deslocamentos no corpo indeformado (material)
faz 0 mesmo atingir sua configuracéo final deformada (espacial).
Deste modo, na analise cinematica deste movimento, define-se o
gradiente de deformacdo F como o operador linear que relaciona
uma fibra infinitesimal na configuragdo material com sua
contraparte deformada na configuracéo espacial (SOUZA NETO,
PERIC e OWEN, 2008). Matematicamente, esta definicdo pode
ser expressa em funcdo dos autovalores (alongamentos) A;
referentes aos autovetores n; e N;,

3
F= Zli(ni@wi) (2.1)
i=1
Figura 1 - Decomposicdo multiplicativa do gradiente de
deformacao.
y(;v,\'(;“
N>
N,(
FvP

Z6 26

Fonte: producao do préprio autor.
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Considerando que o material possui um comportamento
viscoelastico e viscoplastico, o gradiente de deformacao F pode
ser decomposto pelo produto de suas componentes viscoelastica
FV¢ e viscoplastica F*P, dado por,

F = FUeFvp 2.2)
Sendo que,
3
e =) ) (23)
i=1
3
7 =) AP (RON) 24)
i=1

onde A7¢ e A’i’p sdo os autovalores (alongamentos) referentes aos
autovetores das configuracdes (n; e ;) e (7; e N;). Substituindo
as equacodes (2.3) e (2.4) na equacéo (2.1) obtem,

3

> e 'ﬁi)] [i AP (@N,)
i=1

=1

3
Zli(m@]\h’) = (2.5)
i=1

Sabendo que a deformacdo no elemento de barra é
obtida somente na direcdo axial (-);, reescreve-se a equacao
(2.5),

A (M ®Ny) = [17°(,® 711)][/111711(711@1\/1)]
A (m;®N,) = (/11{9/111710 )(n1® 7,)(n,®N,) (2.6)
Conhecendo a propriedade do produto tensorial,

(a®b)(b®c) = (b - b)(a®c)
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onde a, b e ¢ sdo vetores, pode-se rescrever a equacao (2.6)
como,

A (n®N,) = (/11176/1? )(711 - )M ®N,) (2.7)

Sendo 7; um vetor unitario, tem-se que M, -, =1, e a
equagdo (2.7) resulta em,

A1 (n;®N,) = (/1117911171) )(n1®N1)
Assim, conclui-se que,
A = A5ea? (2.8)

Aplicando o logaritmo natural em ambos os lados da
equacao (2.8) tem-se,

In(1;) = In(A722;7) = In(A®) + In(277) (2.9)

Bonet e Wood (1997) e Souza Neto, Peric e Owen (2008)
definem uma familia de tensores deformacdo (espaciais),
baseados no tensor alongamento esquerdo V, obtidos através
de,

1 _
£(m)=E(1_Vm) m=#=0
n(V) m=0

onde o tensor deformacéo logaritmico, conhecido também como
deformacao de Hencky, é obtido param = 0.

A relacdo entre o tensor alongamento esquerdo e o
tensor esquerdo de Cauchy-Green (Finger) b é representada
como,

V2 =b=FF" (2.10)



35

e substituindo o gradiente de deformacdo na equacao (2.10) se
deduz que,

3
V=>) 4(n®n) (2.11)
2

Deste modo, o tensor deformacao logaritmico unidimensional na
direcdo de n, € obtido por,

e = In(1,) (2.12)

Assim, voltando para a equacédo (2.9), para o elemento
de barra a decomposicdo multiplicativa do gradiente de
deformacdo é igual a decomposi¢cdo aditiva da deformacéo
logaritmica em suas parcelas viscoelastica e viscoplastica,

e=g" 4 ¢&"P (2.13)

Na equacédo (2.12), o subscrito 11 denotando a direcdo
axial da barra e o sobrescrito (0) referente a deformacéo
logaritmica sdo omitidos a fim de simplificar as futuras deducdes.
Bonet e Wood (1997) e Driemeier, Proenca e Alves (2005)
apresentam esta consideracdo de deformacbes finitas
unidimensional através da formulagdo de um problema
elastoplastico.

2.2 FORMULAGAO LAGRANGEANA CORRENTE

Denomina-se de formulacdo Lagrangeana Corrente
guando o equilibrio estrutural é definido na configuragcao espacial
corrente do corpo. Alguns autores como Belytschko, Liu e Moran
(2006), denominam esta formulacdo corrente, de formulacéo
Lagrangeana Atualizada. Porém, Bathe (1996), Hinton (1992),
Mufioz-Rojas e Duarte Filho (2001) e Reddy (2004) descrevem a
formulacédo Lagrangeana Atualizada quando o equilibrio € obtido
em uma configuracao intermediaria, que geralmente é escolhida
como a ultima configuragao convergida do processo incremental-
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iterativo de solucdo. Gadala, Dokainish e Oravas (1984)
apresentam uma interessante revisdo bibliografica comentando
as diferentes formulagbes para a solugcdo de problemas néo
lineares geométricos.

Geralmente, na formulacdo Lagrangeana Atualizada
unidimensional, apds integrar as equacdes de equilibrio na
configuracé@o intermediaria, faz-se a consideracéo de pequenas
deformacdes. Isto significa manter as areas e comprimentos
constantes durante a cineméatica do corpo. Lembrando que
quando se fala em pequenas deformacdes ndo significa dizer
pequenos deslocamentos, sendo que grandes rotacdes sao
consideradas.

Assim, se a configuracdo intermediaria de referéncia for
escolhida como a configuracdo corrente, a formulacéo
Lagrangeana Atualizada confunde-se com a formulacéo
Lagrangeana Corrente.

Geralmente, o Método dos Elementos Finitos &
apresentado em termos da forma fraca das equacdes diferenciais
consideradas. No contexto da mecénica dos soélidos isto implica
no uso das equagfes dos trabalhos virtuais ou das poténcias
virtuais (BONET e WOOD, 1997). Ambas as formulacgdes,
trabalhos virtuais ou poténcias virtuais, apés a discretizacédo pelo
Método dos Elementos Finitos, convergem para 0 mesmo
sistema de equac¢fes ndo lineares de equilibrio estrutural, como
demonstrado em Carniel (2012). Porém, esta afirmacao s6 é
vélida para a correta escolha dos pares tenséo-deformacgéo, os
quais devem ser energeticamente conjugados. Sendo o equilibrio
energético, na formulacdo Lagrangeana Corrente, realizado na
configuracdo deformada (espacial), a medida tensorial de tenséo
que efetivamente esta agindo sobre o corpo, € chamada de
tensdo de Cauchy, também conhecida como tensdo real.
Tomando como exemplo a andlise de um problema
unidimensional, a interpretacdo fisica da tensdo de Cauchy é
apresentada pela razdo entre a forca e a area da secao
transversal na configuracéo espacial do corpo.

Segundo Crisfield e Wood (1991) e Reddy (2004), para o
principio dos trabalhos virtuais formulado na configuracéo
corrente, o0 par energeticamente conjugado do tensor tenséao de
Cauchy o € a variavel virtual da parte linear do tensor
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deformacao de Almansi, também chamado de tensor deformacéo
Euler, dado por,

1
5elA) = > (Vx6ul + Vx(?u’T) (2.14)

sendo que a equagdo corrente dos trabalhos virtuais é
apresentada como,

6W=Ja:6£(LA)dQ—Jf-6u’dﬂ—ft-6u’dl"=0 (2.15)
Q Q r

Para o principio das poténcias virtuais formulado na
configuragdo corrente, o par energeticamente conjugado do
tensor tensao de Cauchy o é a variavel virtual do tensor taxa de
deformacao, definido como,

1
6d = (V00! + v, 50" ) (2.16)

e consequentemente a equacao das poténcias virtuais pode ser
expressa por,

5W=fa:addn—ff-av’da—ft-avldr:0 (2.17)
Q Q r

Nas equacfes (2.15) e (2.17) Q e T sédo o dominio e 0
contorno do corpo, respectivamente, f representa a forca de
corpo, t a tracéo, u! e v! sdo os campos de deslocamento e
velocidade, respectivamente, no sistema de referéncia local do
elemento e &(-) é a variavel virtual arbitraria considerada. O
subscrito (), nas equacbes (2.14) e (2.16) refere-se a
configuracdo deformada (vide Figura 2).

Deve-se lembrar que os conjugados energéticos do
tensor tensdo de Cauchy, definidos como &4 e &§d, ndo
corresponde a variagdo destes tensores, devido a néo
distributividade do operador perturbacdo (MUNOZ-ROJAS,
2003).
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Neste trabalho optou-se por apresentar o equilibrio
estrutural segundo o principio das poténcias virtuais. Contudo,
para o caso unidimensional, a obtengéo da equacao de equilibrio
discretizada apresenta 0 mesmo nivel de dificuldade matematica
em ambas as formulagdes, segundo Carniel (2012).

Para facilitar o tratamento das equacdes discretizadas e a
implementacdo da formulagdo em um programa de elementos
finitos convencional torna-se conveniente organizar a equacao
(2.17) em uma forma matricial compacta, dada por,

SW = f(SdTa do - f sv' f da — fdv’Tt dr=0 (2.18)
Q Q r
Assim, particularizando para o caso unidimensional obtém-se,
SW = fadnTan dv — fav’Tf dv — fav’Tt da=0 (2.19)
14 14 A

sendo que f é forca por unidade de volume (forca de corpo), t é
forca por unidade de area (tracdo). Na sequéncia do trabalho,
omite-se na equacdo (2.19) o subscrito 11 referente a direcéo
axial da barra.

2.3 DISCRETIZACAO DA EQUACAO DE EQUILIBRIO

Para obter a solugdo numérica da equacdo (2.19),
primeiramente, aproximam-se 0s campos de deslocamento e
velocidade, via elementos finitos, através de funcbes de
interpolacdo definidas no dominio fisico do elemento. Deste
modo, obtém-se um sistema de equacdes para cada elemento
finito, o qual pode ser montado em um sistema global e
posteriormente resolvido através de um método numérico de
solucdo, onde tem-se geralmente como solucdo os
deslocamentos nodais da estrutura discretizada.

Sendo assim, apresenta-se primeiramente o tensor taxa
de deformacgédo d, o qual é definido como a parte simétrica do
tensor gradiente de velocidade [, e pode ser escrito como,
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1
sendo que,
o ! 2.21

Substituindo a equacéo (2.21) na equacédo (2.20) e aplicando o
operador perturbagdo, chega-se em,

1
6d = (V00! + v, 50" (2.22)

Particularizando para o elemento de barra obtém-se,

a6vl,

2.23
ox (2.23)

6d = Sdll =

O campo de deslocamentos, no sistema de referéncia
local espacial x, para o elemento de barra de dois nés é
aproximado por,

ul N1 0 0 N2 0 0 1
u|=lo N 0 0 N, 0O
uly 0 0 N, 0 0 NJ"™

ul = Nqg' (2.24)

onde N é a matriz das funcbes de interpolacdio e q' os
deslocamentos nodais locais do elemento. Analogamente,
obtém-se o campo de velocidades discretizado, o qual é dado
por,



40
v! = Ng' (2.25)

sendo que uma perturbagdo virtual no campo de velocidades é
escrita como,

svt = N&g' (2.26)

Figura 2 - Representacao cineméatica de um elemento de barra.

Ye, YG‘

X3 LOI AO

26, Zg bt

Fonte: producéo do préprio autor.

Obtendo somente a direcdo axial da equacédo (2.26) e
derivando em relacdo a coordenada x,, chega-se em,
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8617115 oN, 0 0 N,
0x4 0%y 0x4

0 o] 2.27)

Utilizando as fungbes de interpolacdo lineares
comumente empregadas no Método dos Elementos Finitos para
a discretizacdo de problemas unidimensionais (vide
Chandrupatla e Belegundu (2002)), reescreve-se a equagao
(2.27) como,

asvl,
=~ gt 2.28
0x, B.5q ( )
onde,
1 1
B,=-[-1 0 0 1 0 0]=-B, (2.29)
L L
sendo,
Bo=[-1 0 0 1 0 0] (2.30)

Assim, substituindo a equacéo (2.28) na equagéao (2.23)
obtém-se,

5d = = B,5q" (2.31)

Deste modo, a equacdo (2.19) das poténcias virtuais
discretizadas é apresentada como,
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. | T _ . | T . 1 T
(B,8q") odv= | (N5q") fdv+ | (N6¢") tda (2.32)
|4 |4 A
Sendo esta equacao valida para qualquer §¢', resulta em,
foTa dv = fNTf dv + fNTt da (2.33)
14 14 A

As mesmas funcdes de interpolacdo lineares utilizadas
para discretizar os campos de deslocamento e velocidade s&o
utiizadas para discretizar a geometria em relacdo as
coordenadas x (formulacéo isoparamétrica (COOK, et al., 2001)).
Sendo assim, integrando no dominio do elemento de —1 < ¢ <1,
e fazendo o mapeamento da geometria para o dominio de x,
reescreve-se a equacao (2.33) como,

1 L 1 L
fj B,To- dEda=fJ NTf—dEda+JNTtda (2.34)
AJ-1 2 AJ-1 2 r

e substituindo B, = (1/L)B,,

1 1 1 L
By"o=d da=fj NTf =d da+fNTtda
J | Biroy deaa= | | wrgasaas | (2.35)

1 1
fint fext

Como a equacao (2.35) é definida no dominio local do
elemento, esta deve ser rotacionada para o sistema de referéncia
local-global. Isto é realizado para que a resposta da solugdo do
sistema de equacdes nao lineares seja obtida no sistema de
coordenadas globais. Assim, faz-se a seguinte transformacéao,

g _ )
{ ine = 1" S (2.36)
fgxt = TTféxt
onde T é a matriz de rotacdo para o elemento de barra, definida
nas coordenadas espaciais como,
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T m* nt 0 0 O
[lz m> n®> 0 0 O }
T = l3 m3 n3 0 0 0 (2 37)
0 0 0 I mt nt '
0 0 0 2 m? n?
0 0 0 B m® nd

sendo I}, m! e n!, parai = 1,2, 3, os cossenos diretores dos eixos
locais espaciais x;, x, € x5 referentes aos eixos globais x;, y; €
Z¢;, respectivamente, como ilustrado na Figura 2.

Para resolver numericamente o sistema de equagdes nao
lineares obtido através das equagbes (2.35) e (2.36),
primeiramente deve-se montar a forca interna e externa de cada
elemento, dadas no sistema local-global e representadas pelo
sobrescrito ()9, para o um sistema global, segundo a seguinte
operacao,

( nel
| Fne = \U0),
i=1

nel

fexe = [\,
i=1

onde A é um operador de montagem do sistema local-global para
0 sistema global e nel é o nimero total de elementos da malha
de elementos finitos. Deste modo, o sistema de equacdes de
equilibrio ndo lineares global é representado através um residuo,
dado por,

(2.38)

7= fint — fext (2.39)

2.4 SOLUCAO DO SISTEMA NAO LINEAR DA EQUAGCAO DE
EQUILIBRIO

Em um programa de elementos finitos que contempla
uma formulagéo ndo linear geométrica e/ou material, geralmente
0 algoritmo de solugdo € incremental-iterativo. A parte
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incremental define o incremento de tempo, informando o passo
de carga, deslocamento ou ambos. Ja a parte iterativa esta
relacionada com a solugéo do sistema néo linear da equacéo de
equilibrio, equacéo (2.39), para o incremento de tempo corrente.
Com incrementos de tempo menores, geralmente consegue-se
obter maior estabilidade na solugcdo do sistema ndo linear
(principalmente utilizando o método de Newton-Raphson; vide
secdo 2.4.1). Outro beneficio de um processo de solugéo
incremental €é obter o comportamento do campo de
deslocamentos, deformacdes ou tensbes com o passar do
tempo.

A solucao de problemas estruturais obtidos por analise de
elementos finitos pode ser realizada utilizando diversos métodos
numéricos. Dentre eles podem-se citar o método de Newton-
Raphson com controle de carga e suas variantes (Completo,
Modificado e com Preditor), método do Controle de
Deslocamentos, método do Controle de Deslocamentos
Generalizado e o método do Comprimento de Arco.

O método de Newton-Raphson com controle de carga é
de facil implementacdo, porém possui problemas de
instabilidades numéricas e ndo obtém a solucdo completa de
equilibrio em problemas de snap-through, representado na
Figura 3-a. Como o método é incremental com relagédo a forca,
nota-se na Figura 3-a que a solug¢do pula do ponto A para o
ponto B. Analogamente ocorre 0 mesmo problema com o método
do Controle de Deslocamentos, porém em problemas envolvendo
snap-back, Figura 3-b. Contudo, o método do Controle de
Deslocamentos Generalizado e o método do Comprimento de
Arco tratam problemas tanto em snap-through quanto em snap-
back. Souza Neto, Peric e Owen (2008), Bonet e Wood (1997) e
Crisfield e Wood (1991) apresentam a formulagdo do método do
Comprimento de Arco, sendo que este Ultimo faz uma andlise
detalhada do método e apresenta uma variancia do mesmo,
chamado de método do Comprimento de Arco Cilindrico. Sobre o
método do Controle de Deslocamentos Generalizado, pode-se
citar como referéncias Yang e Shieh (1990), Kuo e Yang (1995),
Kuo e Yang (1994) e o trabalho de Cardoso e Fonseca (2006) o
qual apresenta o método do Controle de Deslocamentos
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Generalizado como sendo um método do Comprimento de Arco
ortogonal.

Figura 3 - a) snap-through; b) snap-back.

Forga Forga

Deslocamento Deslocamento
a) b)
Fonte: producéo do préprio autor.

Estruturas que tém geralmente um comportamento
instavel, do tipo shap-through, quando simuladas através de um
procedimento quase-estatico, obtém-se “pseudo-solucdes” do
campo de deslocamentos, isto &, resultados nao realistas. Este é
0 caso de solu¢des obtidas através do método do Comprimento
de Arco e do método do Controle de Deslocamentos
Generalizado para problemas que possuem pontos criticos.
Deste modo, estruturas com este comportamento devem ser
simuladas através de uma andlise transiente, pois assim,
considerando as forcas de inércia, obtém-se um resultado mais
condizente com o fendmeno fisico observado.

Analisando a Figura 3-a, na regido do ponto A ocorre
uma instabilidade estrutural. Isto significa, por exemplo, que se
um incremento de forca positivo for aplicado fara com que aquele
determinado ponto da estrutura desloque-se para a regidao do
ponto B. Dependendo do material e da geometria do corpo este
deslocamento do ponto A ao ponto B pode ser abrupto e gerar
altas acelerac0es.
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2.4.1 Método de Newton-Raphson Completo

Devido a praticidade da formulacéo e da implementacao,
e pela posterior aplicagdo em problemas transientes ndo lineares
(secdo 2.6), utiliza-se neste trabalho o método de Newton-
Raphson Completo para a solucdo numérica de sistemas de
equacdes nao lineares.

No método de Newton-Raphson Completo a matriz
tangente K (inclinacdo da curva de forca interna) € atualizada a
cada passo iterativo durante o processo de solucdo, conforme a
Figura 4.

Figura 4 - Exemplo do processo iterativo de solucdo através do
algoritmo de Newton-Raphson.

Forga

K© KO K fint
T
(3)
finlA \*
2)A
fint fext
1) A
fint
(0)
fint
Aq® Aq® Aq®
« >
> (=3) Deslocamento
- @ 1
—> )
q©® 1

Fonte: producdo do proprio autor.

Um ponto positivo deste método é que para fungdes bem
comportadas, obtém-se taxa de convergéncia, no minimo
guadrética, proximo ao ponto 6timo da solucdo do sistema de
equacdes. Isto significa que préximo ao ponto de equilibrio, o
residuo decresce de forma quadratica. Porém, o método possuli
algumas desvantagens, como oscilacdes entre pontos da curva
de forca interna ou problemas numéricos em funcbes muito
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planas ou préximo a pontos de maximo ou minimo, 0s quais
tornam a matriz tangente singular ou mal condicionada.

Como comentado anteriormente, o algoritmo de solugéo
apresentado é incremental-iterativo. Deste modo, padroniza-se
neste trabalho o subscrito (-),,;,; como o passo incremental de
tempo corrente e o sobrescrito (-)*V referente ao processo
iterativo corrente.

Para a solucdo da equacdo (2.39) pelo método de
Newton-Raphson, primeiramente lineariza-se a mesma em torno
da dltima iteracdo convergida, em relacdo aos deslocamentos
nodais globais q, através de uma expansdo em série de Taylor
truncada no termo de primeira ordem,

(x)

r(guth +aqnt) = (a) + il (‘iZJ ) Mgy (2:40)

n+1
Deste modo, procura-se um incremento Aqﬁl"#)que zere
a aproximacao linear, chegando em,

Kr(a5:) 2a = -7 (as)

KT(k) Aq(k+1) — _r(k)

n+1 n+1 n+1

(2.41)

onde K é denominada de matriz de rigidez tangente, sendo esta
referenciada ao sistema global de coordenadas, e dada por,

)
or
k) _ n+1
Ko = P (k) (2.42)
n+1

Assim, para cada iteracdo (k) os deslocamentos séo atualizados
da seguinte forma,

a5 = q$), + nqlP (2.43)
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sendo que o processo segue iterativamente até que certo critério
de parada seja satisfeito. Neste trabalho o critério de parada
escolhido é obtido pela norma Euclidiana (L,) do residuo,

|| r;kﬁl) ” , < Tolerancia (2.44)

Assim, o processo iterativo é resumido na Figura 5.

Figura 5 - Algoritmo Newton-Raphson.

ENQUANTO (||r§l""++11)||2 > Toleréncia)

- Calcula: KTS‘JBI e rﬂ?l

— Resolve o Sistema Linear: KT(k) Aq(kH) = —r®

n+1 n+1 n+1
- Atualiza: qglk:ll) = q;kjl + Aq;":f)

(k+1)

- Calcula:r, |

FIM ENQUANTO
Fonte: produgéo do préprio autor.

A matriz de rigidez tangente global pode ser obtida pela
montagem das matrizes tangentes local-global de todos os
elementos, dada por,

nel

) _ g (k)
Kkl = N\ (x5, (2.45)

i=1

Omitindo o intervalo de tempo corrente e a iteracdo anterior
(-);’?l na equacao (2.45) tem-se,

nel

kr= \(k), (2.40
i=1
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sendo que K‘}’ € a matriz de rigidez tangente do elemento no
sistema referencial local-global, expressa por,

orf(q%)
g _
K, = 349 (2.47)
onde ¢9 =[q1 9q2]" sdo os deslocamentos nodais globais do
elemento, como pode ser visualizado na Figura 2.

2.5 MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE CONSISTENTE DO
ELEMENTO

Para garantir a alta taxa de convergéncia do
procedimento de Newton-Raphson Completo, necessita-se do
correto cébmputo da matriz de rigidez tangente, a qual deve ser
consistente com o a discretizagdo realizada pelo Método dos
Elementos Finitos.

Expandindo a equacéo (2.47) chega-se em,

K9 = ar9(q9) a(fmt ext) afmt afext (2.48)
- .
2q9 aq9 0q9  0dq°

Neste ponto faz-se a consideracdo que o vetor de forca externa
nao é funcao dos deslocamentos nodais, assim,

ofs,
g _ “Jint
KJ = 3q0 (2.49)

Substituindo a equacao (2.36) na equacao (2.49) obtém-se,

of? d
K7 =g = 5q5 (T find)

9 o1
=— TTfJ By o= dtda
dq9 AJ-1 2

Sendo o integrando constante, chega-se em,

(2.50)



50
g 0 Tp T
K7 = p (TTB,y" 0 A) (2.51)

onde A é a éarea da secdo transversal do elemento na
configuracdo deformada. Das equacdes (2.30) e (2.37) tem-se
que o produto TTB,” resulta em,

i ‘ (2.52)

se,

(X%
L
|
mt =26 - Y6 (2.53)
| 2 _ .1
lnl:ZG Zg
L

Substituindo a equacéo (2.53) na equacao (2.52) chega-se em,

[_ll '| __(xg - xfl;)_
[-m*| ~(vé —v8)
_nl 1 —(zz—zl) 1
TTBT=| ==l S T == 2.54
0 | 11| Ll cz—xh| L% (2.54)
1
| ™| Wé-y)
n L (28— z5) ]

onde c, pode ser apresentado em funcdo das coordenadas
globais espaciais x; como ¢, = Gxg, onde,
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xl

1 0 0 -1 0 0 G

1

[0 1 0 0 -1 o] v

~lo o 1 o0 o0 —1| _ 1%
¢= |—1 0 0 1 o0 o|¢*T (2 @

lo 1 0 0 1 OJ V2

o 0 -1 0 0 1 :

| 22 ]

Analisando a cinematica representada na Figura 2, nota-
se que x; =X;+q9, onde X; sdo as coordenadas globais
materiais. Deste modo, ¢, pode ser reescrito como,

¢, =Gxg =G Xg+q9) (2.56)

Substituindo a equacéo (2.54) na equacéo (2.51), tem-se,
g 0 1
KT =T<Cx0' Z A) (257)

Assim, a matriz tangente consistente do elemento fica definida
como,

dc 1
& _ (22X, 2
Ky _<6q9)aL 4
K%:C (a_o-)l
g Cx o 1 ol A *\oq9/ L
KT=KT +KT+KT+KT g < aL_l (258)
L _
KT—cxa<aqg>A
KA — 1 /0A
T‘“‘“Z(W)

faltando definir suas derivadas. Da equacdo (2.56) percebe-se
que c, € funcéo explicita de q9. Porém, o, L e A sdo funcdes dos
deslocamentos locais q!. Assim, pela regra da cadeia chega-se
em,
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doc  do dq"

347 = 3qi3q (2.59)
oLt 9L ' aq

307 = 3T 3q7 (2.60)
0A 0A 0q'
347 = 34190 (2.61)

A relacdo entre os deslocamentos no sistema referencial
local e global do elemento é obtida como,

q' =Tq9 (2.62)
e sua derivada em relacéo a q9 fica,
aq' oT 2q9
T_9% 9+ (2.63)
aq9 0q9 aq9

Substituindo a equacdo (2.63) nas equagbes (2.59) a
(2.61) e posteriormente na equacdo (2.58) chega-se em,

(e dcy\ 1
Ky = (6q9>UZA

oo (90V(OT 4,09 \1
KT_C"(BT]’)(W‘I +WT)Z

T=6&0 aq' /\oq9 1 aq9

A_ . 1e9A\/OT  0q9
KT-Cx“z(a—qJ(W" +WT)

As derivadas da equacéo (2.64) sao realizadas através
do conceito de derivada direcional. Segundo Bonet e Wood

(1997) a derivada direcional de um campo tensorial F em relagéo
a x na direcdo de w € obtida por,
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0F(x) d
x Vo [F(x + ew)] e (2.65)

Nos apéndices A, B, C e D sao apresentados o0s
desenvolvimentos das derivadas direcionais de dc,/dq9, do/dq',
dL=1/0q' e 0A/0q", respectivamente. Deste modo, apresenta-se,

dcy
3q0 = G (2.66)
do BX
——=C% (—") (2.67)
0q! 1+ By, q'
oL 1 - By,
_aq’ = —(Loe?) 17 B dl B, q (2.68)
0
0A 1\% By
— =—_la.2v[= S 2.69
aq [ 0 V<e£> ](1 ¥ onql> (2.69)

O escalar ¢¢ é denominado de médulo tangente, o qual
depende do modelo material e é obtido através da derivada da
tensdo em relacdo a deformacdo. Neste trabalho, o modelo
material tem caracteristicas viscoelastica, viscoplastica e
acoplamento de dano, as quais serdo apresentadas no capitulo
3. Deste modo, define-se o mdédulo tangente como,

cverd — eod — a_O' (2_70)
oe

Substituindo as equacbes (2.66) a (2.69) na equacao
(2.64) chega-se nas matrizes constituintes da matriz de rigidez
tangente global do elemento,
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K =¢ <O’A>
L L
By, oT aqd \1

(o vepd - n9 —_ —
Kz C"[C <1+onq’>] <6q9q +aqu>LA

By T 9q?
P ST . L. )
T QU[ (Loe®) <1+B%q0]6wq +0W

2 (1)2" By, <6T 9+aqu)
04V \ee 1+ By, q' ang aq9

Neste ponto, considera-se que esta sendo empregada
uma descricdo Lagrangeana Corrente. Isto implica que os
deslocamentos nodais serdo sempre nulos, uma vez que ele esta
medindo a distancia de um ponto na Ultima configuracao até a
posicdo que ele ocupava na configuracdo de referéncia, que
neste caso, € a mesma (MUNOZ—ROJAS e DUARTE FILHO,
2001). Assim, traz-se o referencial para a configuracdo corrente
pela definicdo de push forward (BONET e WOOD, 1997).
Sabendo que 0q9/dq9 =1, onde I é a matriz identidade, e
lembrando-se da equacéo (2.54) onde ¢, = LTTB,", a equac&o
(2.71) reduz-se a,

(2.71)

1
K#=Cx0'z{—

Ko = ( gA ) .
T\l
CvepdA
K§ = (T) TTB,"BoT = TT (KT
. f (2.72)
o
Kk = (— — )TTBOTBOT =17 (K§)T
20Av
(K = (— ) T"B"BoT =17 (K§')T

~ l -

Nota-se na equacdo (2.72) que K%', KL e KA sio

matrizes referentes ao sistema local do elemento, que podem ser
resumidas em,
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[1 0 0 -1 0 0]
|0 0 0 0 O 0|
o _ 0 00 0 0O
K; —C><|_1 00 1 0 0| (2.73)
[0 0 0 0 O 0J
0O 00 0O 0O
sendo que,
CvepdA
= C:—
=0~ I
g A
Se ():L—)C:—T
20Av
O=4-c=-—

2.6 FORMULACAO TRANSIENTE NAO LINEAR

O objetivo de empregar uma formulacao transiente para a
solucdo de problemas nao lineares de elementos finitos € obter
um resultado numérico condizente com o fenémeno fisico
observado, principalmente em problemas onde as forcas inerciais
sao significativas.

A equacdo do movimento global discretizada para o
instante de tempo t,,,, pode ser apresentada da seguinte forma,

MGpi1 + Cqniq + fine(Qni1) = fextn+1 (2.74)

onde M é a matriz de massa, € a matriz de amortecimento, g é o
vetor de acelera¢des nodais e g é o vetor de velocidades nodais,
q é o vetor de deslocamentos nodais, f;,; € a for¢ca interna e
fext rEpresenta a forca externa.

Segundo Wriggers (2008), para obter a integragdo
numérica da equacdo (2.74) em funcdo dos deslocamentos
nodais, basicamente dois métodos podem ser utilizados, os quais
sdo conhecidos como métodos de integracdo explicito ou
implicito.
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e« Métodos Explicitos: sdo de facil implementacdo, pois a
solucéo no instante de tempo t,,; depende somente dos
valores ja conhecidos do tempo t,. Estes métodos sao
muito eficientes quando a matriz massa € obtida de forma
diagonal (lumped mass matrix) desacoplando a solucao
do sistema de equacdes. Porém os métodos explicitos
geralmente necessitam passos de tempo muito pequenos
para evitar problemas de instabilidade numérica.

e Métodos Implicitos: nestes métodos a solugcao depende
das variaveis do ultimo instante de tempo conhecido t,, e
também das solu¢des no instante t,,,, 0 qual ndo é
conhecido. Deste modo os métodos implicitos requerem
a solucdo de um sistema de equagbes algébricas néo
lineares a cada passo de tempo. Contudo, a vantagem
destes métodos é que podem ser formulados de modo a
serem incondicionalmente estaveis, isto €, o tamanho do
passo de tempo ndo € limitado. Porém, somente em
problemas lineares o0s métodos implicitos sao
incondicionalmente estaveis.

Como o intuito é avaliar o comportamento transiente de
estruturas trelicadas, alguns problemas poderdo necessitar que
as simulacbes considerem periodos de tempo relativamente
grandes. Neste caso, a fim de evitar a utilizacdo de incrementos
de tempo muito pequenos é apresentada somente a formulacéo
do método implicito de integracdo no tempo. Ressaltando que
um meétodo ser incondicionalmente estavel ndo significa que o
mesmo ter4 boa precisdo. Em outras palavras, se 0 método
apresentar convergéncia no tempo t,,;, Ndo se tem garantia que
os resultados estejam corretos.

O mais conhecido dos esquemas implicitos de integracéo
no tempo é o Método de Newmark, o qual aproxima as
velocidades e acelera¢des nodais em fungédo dos deslocamentos,
dadas por,

{ijn+1 = a1(qn+1 — qn) — 2qn — az3qy (2.75)
Qni1 = a4(qn+1 - qn) + asqn + a6qy
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onde as constantes {a;,i = 1, ...,6} sdo,

_ 1 . _ 1 . _ 1-206;
= B (At)?’ “2= BiAt’ %= 2p,

_ P P T
a4—m, as = ; a6—<1 2B1)At

onde B, e B, sdo parametros do método de Newmark.
Substituindo a equacéo (2.75) na equacédo (2.74) obtém-

se um sistema ndo linear de equagdes cuja incognita é o

deslocamento q,,, ;. Deste modo, o residuo é escrito como,

(2.76)

T(qns1) = MGnyq + Cdpir + fine(@nit) — fextn+1 (2.77)

Utilizando o método de Newton-Raphson, (vide secdo 2.4.1),
para a solugéo do sistema néo linear, chega-se em,

I_(T(qn+1)Aqn+1 = —1(qn+1) (2.78)

onde K; é a matriz de rigidez tangente para o sistema n&o linear
transiente. Caso M, C e f,, nao forem funcbes dos
deslocamentos, K fica definida como,

_ OF(qns1)
Kr(qni1) = —— 2= = ;M + a,C + Kp(qnyy)  (2.79)

0qn+1

sendo que Kr é a mesma matriz de rigidez tangente do problema
guasi-estatico, apresentada na equagéo (2.46).

O processo iterativo é analogo ao apresentado na Figura
5, somente substituindo r e Ky por ¥ e Ky, respectivamente.
Assim, soluciona-se o sistema nao linear para q,,,, 0 qual é
substituido na equacao (2.75) para o calculo das velocidades e
aceleracdes no instante t,, ;.

De acordo com Cook et al. (2001), a matriz de massa
local-global do elemento, consistente com a discretizagdo em



58
elementos finitos, € obtida segundo a seguinte integral no
dominio do corpo,

M9 = f pNTN dQ (2.80)
Q

onde N é a matriz das func¢des de interpolagéo, definida na
equacao (2.24), e p é a densidade do material do elemento.
Assim, utilizando funcdes de interpolacdo lineares, a matriz
massa tridimensional do elemento de barra é dada por,

200 10 0
020010
PA0L0002001|
g
M 6 100200| (2.81)
l010020J
0010 0 2

Como a massa da estrutura ndo muda com O processo
de deformacdo, a matriz massa consistente global é montada
uma Unica vez, seguindo a seguinte operacéo de montagem,

M= [\(M9), (2.82)
/

Caso o amortecimento global seja considerado, o mesmo
pode ser obtido de varios modos. O método mais simples é obter
uma matriz de amortecimento proporcional, também chamado de
amortecimento de Rayleigh, (COOK et al., 2001). Neste método
0 amortecimento é calculado através da soma de uma propor¢ao
da matriz massa e da matriz de rigidez,

onde p, e p, sdo pardmetros estruturais que devem ser

ajustados experimentalmente. Porém, em um modelo material
viscoelastico-viscoplastico o amortecimento € considerado
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através de amortecedores que estdo inseridos na parte viscosa
de cada bloco reoldgico, como sera mostrado na Figura 8 do
capitulo 3. Deste modo o amortecimento global € ndo é
considerado nas andlises realizadas neste trabalho.

O método de Newmark, assim como outros métodos
implicitos e explicitos, sdo por esséncia desenvolvidos para
problemas lineares. Contudo, quando aplicados em problemas
mecénicos ndo lineares tendem a nao preservar todas as
guantidades fisicas relatadas na mecéanica do continuo. Estas
guantidades fisicas sdo as equacbdes de momento linear,
momento angular e energia mecéanica. Por exemplo, se forem
escolhidos os parametros B, =1/2 e B, =0 0 método de
Newmark é equivalente ao método explicito das diferencas
centrais, conservando a equacdo de momento angular. Porém
para obter estabilidade numérica os pardmetros devem ser
B, =1/2 e B, = 1/4. Deste modo ndo havera amortecimento de
amplitudes, contudo o momento angular ndo sera conservado.
Wriggers (2008) e Crisfield (1997) fazem uma discussdo mais
aprofundada sobre estratégias numeéricas de contornar estes
problemas.
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3 FORMULACAO NAO LINEAR MATERIAL

A premissa da formulagcdo ndo linear material deste
trabalho € desenvolver um modelo unidimensional que consiga
representar o0 comportamento experimental de polimeros sujeitos
a deformacgbes pequenas a moderadas. O modelo deve ser
capaz de representar, satisfatoriamente, ensaios experimentais
uniaxiais, como os representados na Figura 6, para o Polietileno
de Alta Densidade (PEAD), e na Figura 7 para o Polipropileno
catalisado com Metaloceno (mPP).

Figura 6 - Curvas experimentais de ensaios de compressao
obtidas em taxas de deformacdo de engenharia constantes para
o PEAD.
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Fonte: producdo do proprio autor. Dados obtidos de Zhang e
Moore (1997).

Para representar estas curvas experimentais, € proposto
um modelo de viscoelasticidade linear juntamente com um
modelo de encruamento dependente do tempo
(viscoplasticidade) e um modelo de dano acoplado para
considerar a degradacdo material. Além da andlise
fenomenolégica do comportamento material, um dos objetivos
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deste capitulo é mostrar o tratamento das equacdes constitutivas
em um enfoque numérico ndo linear aplicado a um programa de
elementos finitos.

Figura 7 - Curvas experimentais de ensaios de fluéncia obtidas
em tensfes de engenharia constantes para o mPP.
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Fonte: producdo do préprio autor. Dados obtidos de Drozdov,
Christianses e Potarniche (2012).

3.1 MODELO VISCOELASTICO-VISCOPLASTICO
ACOPLADO COM DANO

O modelo tedérico proposto €é representado
esquematicamente na Figura 8. O modelo divide-se basicamente
em duas partes, sendo uma viscoelastica e outra viscoplastica.

A parte viscoelastica é representada pelo modelo
generalizado de Kelvin-Voigt (SHAW e MACKNIGHT, 2005). Este
modelo é composto por uma mola de constante elastica E, em
série com nbr blocos reolégicos de Kelvin. Cada bloco reoldgico
de Kelvin é composto por um arranjo em paralelo entre uma mola
de constante elastica E; e um amortecedor de viscosidade n;,
ondei =1,..,nbr.



63

Figura 8 - Representagdo do modelo material viscoelastico-
viscoplastico.
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Fonte: producao do préprio autor.

O bloco viscopléastico é formado por um amortecedor de
viscosidade 7,,, em paralelo com um dispositivo friccional, cujo
coeficiente de atrito € dado por g,,, como apresentado por Simo e
Hughes (1998). Neste caso g, representa a funcao da tensao de
escoamento do material, sendo definida juntamente com a lei de
encruamento isotrépico na secéo 3.1.3.

O modelo de dano acoplado a relacdo construtiva
descreve a degradacéo das propriedades mecanicas do material
com o0 aumento da deformacéo plastica. Deste modo, a evolucéo
do dano esta inserida no processo de encruamento do material.
Para tal fim, é utilizado neste trabalho o modelo de dano de
Lemaitre (LEMAITRE, 1984) para descrever o processo de
degradacdo em materiais poliméricos. Segundo Lemaitre (1996)
a formulacao original do modelo de dano de Lemaitre é utilizada
para descrever a falha ductil de materiais metélicos, através da
nucleacdo, crescimento e coalescéncia de vazios. No entanto,
Oral e Anlas (2012) utilizaram o modelo de Gurson-Tvergaard-
Needleman (GTN) (TVERGAARD e NEEDLEMAN, 1984) para
identificagdo dos parametros de materiais poliméricos.
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Lembrando que o modelo GTN também é um modelo utilizado
para a falha ddctil de metais, assim como o modelo de Lemaitre.

Contudo, o processo de degradacdo mecanica em
materiais poliméricos ndo é analogo aos dos metais. Alvarado-
Contreras, Polak e Penlidis (2012) descrevem que para
polimeros semicristalinos o processo de degradacédo é diferente
para as fases cristalina e amorfa, Figura 9.

Figura 9 - Representacao das estruturas amorfa (linhas curvas) e
cristalina (linhas retas).

Fonte: Brinson e Brinson (2008).

Para a fase cristalina, o processo de degradacdo é
descrito pela ruptura das ligacdes intermoleculares que mantem
unida a estrutura cristalina. J4 o dano na fase amorfa é
considerado como um mecanismo que diminui 0 ndmero de
ligacdes moleculares.

Em ensaios de fluéncia em fibras de PEAD com grau de
cristalinidade acima de 85%, realizados por da Costa Mattos e
Chimisso (2011), relatam que o dano ocorre devido a ruptura
progressiva das fibras. Deste modo, a evolucdo do dano é
significativa na transicdo entre as fases secundaria e terciaria da
curva de fluéncia,

Figura 10.
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Figura 10 - Curva tipica de fluéncia em polimeros mostrando as
trés fases do processo de deformacéo.

Deformacgao

Tempo

Fonte: producao do préprio autor.

Assim, consegue-se perceber que a caracterizagao
fenomenoldgica do processo de degradacdo mecénica em
materiais poliméricos ndo é uma tarefa f4cil.

3.1.1 Leide Evolugédo do Modelo Viscoelastico

Na viscoelasticidade linear, para um dado conjunto de
parametros constitutivos constantes, a resposta material
depende somente do tempo (MUNOZ-ROJAS et al., 2011).
Geralmente, em um modelo viscoelastico, as relacbes
constitutivas unidimensionais entre a tensdo e a deformacdo,
equacéo (3.1), e entre a deformacéo e a tenséo, equacéao (3.2),
sdo apresentadas na forma integral através do principio da
superposicdo de Boltzmann, o qual é desenvolvido em detalhes
por Brinson e Brinson (2008).

o(t) = ft‘}’(t —1)é(r)dt (3.1)
0

t
e(t) = f J(t —1)o(r)dt (3.2)
0
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Nas equacbes (3.1) e (3.2), ¥ e J sdo denominados de
funcdo relaxacdo e funcéo fluéncia, respectivamente, e 7 € a
variavel de integracdo com dimensédo de tempo. Assim, segundo
Silva (2009), tendo como referéncia o modelo viscoelastico linear
de Kelvin-Voigt, o qual € mostrado na Figura 8, a funcéo fluéncia
representada em séries de Prony pode ser escrita como,

nbr

J(@t) == Z (1 —e ) (3.3)

Em ensaios de fluéncia, onde a tensao é teoricamente
constante, a equacao (3.2) pode ser reescrita como,

e(t) = a. J(t) (3.4)

Para obter a equacado (3.4) a representagdo de um pico
de tensdo é escrita através da funcéo de Heaviside H,(t), assim
tem-se,

o(t) = g, Hy(t — 0) (3.5)

sendo que a derivada da equacao (3.5) em relacdo ao tempo é
dada por,

a(t) = O¢ 6Dirac(t —-0) (3.6)

onde 6pirqc € denominado de Delta de Dirac. Substituindo a
equacao (3.6) na equacéao (3.2) e calculando a integral, obtém-se
a equacéao (3.4).

Deste modo, a equacdo (3.4) pode ser utilizada para
obter os parametros materiais presentes na equacdo (3.3)
realizando um ajuste entre as curvas experimentais de fluéncia e
do modelo tedrico. Um meio de realizar este ajuste € através da
utilizacdo de algum método de otimizacdo. Mais detalhes sobre a
obtencdo dos parametros materiais sao apresentados no
apéndice H.
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A viscoelasticidade linear, além de sua forma integral,
como demonstrado até o momento, pode ser apresentada
através de equagbes diferenciais que representam uma lei de
evolucdo do comportamento viscoso do modelo. Apesar da
solucdo destas equacbes diferenciais serem mais tediosas se
comparadas a sua forma integral, 0 modelo matematico torna-se
mais elegante e propicio para sua posterior discretizacdo e
utilizacdo em um programa de elementos finitos.

Visualizando somente a parte viscoelastica da Figura 8
as tensbes em cada mola e amortecedor dos blocos reoldgicos
de Kelvin séo obtidas por,

{O’M =FE¢ ; i=1,..,nbr —  Tensao nas Molas (3.7
o, =n¢§ ; i=1,..,nbr - Tensdo nos Amortecec )

sendo que neste caso o0s indices repetidos ndo representam
somatorio. Assim, a tensdo em cada bloco reolégico é dada por,

o=oy+o,=Eel +n& ; i=1,..,nbr (3.8)

Tendo em mente a decomposicdo aditiva da deformacdo
apresentada na sec¢éo 2.1, a tensdo na mola E, é apresentada
como,

o = Ey(e¥¢ —€Y) (3.9

onde "¢ é a deformacdo total viscoeldstica, a qual é conhecida a
priori. Caso ndo haja deformacéo plastica, ¢ = «.

A deformacédo viscosa total é obtida pela soma de todas
as deformacdes viscosas de cada bloco, como pode ser visto na
Figura 8, e pode ser escrita como,

g = Z & (3.10)

Se aplicada uma tensdo no modelo generalizado de
Kelvin-Voigt, esta age igualmente tem todos os blocos reolégicos
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e na mola E,. Deste modo, substituindo a equacao (3.10) na
equacdo (3.9) e igualando o resultado com a equacdo (3.8)
chega-se em,

o=Ey| " — Z g |=Eg +n¢& 5 i=1,..,nbr (3.11)

Definindo as variaveis, t;, =n;/E; e w;=Ey/E;, a
equacdo (3.11) pode ser reescrita como,

nbr

1 w; .
& +—¢ + = 267’ =—c¢% ; [=1,..,nbr (3.12)
T; T;

onde 7; € denominado de tempo de relaxacdo e w; de fator de
rigidez. Deste modo, a equacdo (3.12) representa a lei de
evolucédo para cada deformacéo viscosa do modelo viscoelastico
generalizado de Kelvin-Voigt.

3.1.2 Leide Evolugédo do Modelo Viscoplastico

Voltando para a Figura 8, analisa-se somente o bloco
reologico que representa a parte viscoplastica. Se uma tensao
aplicada a este bloco for superior a tensdo de escoamento g,
tanto em tracdo como em compressdo, o dispositivo friccional
comecara a ‘“escorregar’” e uma tensdo sera gerada no
amortecedor. Holmes (2007), Andrade e Mufioz-Rojas (2005) e
Simo e Hughes (1998) definem a tensdo no amortecedor de
tensdo extra, a qual é representada matematicamente como,

g—a, se dg>a,
Oox = o+o0, se 0<0y (3.13)
0 se g € (—ay, ay)

ou também pode ser reescrita através da funcéo sinal sign(-),
por,
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Oex = (o] — ay)sign(a) (3.14)

A tensdo no amortecedor também é obtida através de,
Oex = Nup€"? (3.15)
Deste modo, igualando as equacdes (3.14) e (3.15) e resolvendo

para €'P obtém-se,

1
EP = — (|a| - ay)sign(a) (3.16)
Nvp

Definindo a funcdo de escoamento unidimensional por,
®=lo|—0,20 (3.17)

sua derivada em relagéo a tensao é&,

oD
=i 3.18
o sign(o) (3.18)

Assim, substituindo as equagbes (3.17) e (3.18) na equacao
(3.16) chega-se em,

EVP = @6;(3 = @si n(o) (3.19)
op 90 Mgy 2 '

Devido ao fato de @ ser ndo negativo, apresenta-se a
notacdo de funcdo rampa (®), a qual é definida por,

(@+[P]) (@ se >0
(@) = 2 :{0 se <0 (3.20)

Deste modo, a equacdo de evolucdo da deformacédo
viscoplastica obtida na equacdo (3.19) é conhecida como
equacao constitutiva de Perzyna.
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Seguindo o desenvolvimento de Simo e Hughes (1998),
define-se a lei de evolucdo do multiplicador plastico como,

. _ (D)
y=—

3.21
oo (3.21)

Finalmente, substituindo a equacéo (3.21) na equacao
(3.19), a lei de evolugdo do modelo de Perzyna pode ser
apresentada como,

&P =y sign(o) (3.22)
3.1.3 Lei de Encruamento Isotrépico

Segundo Pires (2001), considerando apenas o
encruamento isotrépico, pode-se estabelecer a variacdo da
funcdo da tensdo de escoamento uniaxial g, em relacdo a
deformacdo plastica de duas maneiras: através do trabalho
plastico total w? (work hardening) e pela deformacgéo plastica
acumulada &P (strain hardening). No primeiro caso, considerando
um ensaio uniaxial monotbnico, o trabalho plastico total,
representado pela area sombreada da Figura 11, corresponde a
energia dissipada pelos mecanismos plésticos.

Deste modo, sua lei de evolucdo unidimensional é
expressa por,

WP = géP (3.23)

sendo que a funcdo da tensdo de escoamento fica definida
como,

g, = a,(wWP) (3.24)
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Figura 11 - Trabalho elastico e plastico.

(¢}
w = wP + w° P

wP

__\\~\

Fonte: Souza Neto, Peric e Owen (2008).

Segundo Souza Neto, Peric e Owen (2008), outra
escolha adequada para representar a variavel interna de
encruamento a (vide secdo 3.2) € uma medida escalar de
deformacdo. Assim, escolhendo a deformacdo plastica
acumulada &P como medida escalar de deformacdo, sua
equacao de evolucdo para o caso unidimensional é apresentada
como,

G = &P = |¢P| (3.25)

sendo que esta lei considera que o encruamento é linear em

relacdo a quantidade de escoamento plastico e independente do

sinal de £P (SIMO e HUGHES, 1998). Assim, a funcédo da tenséo
de escoamento fica definida como,

g, = 0,(&P) (3.26)

Neste trabalho considera-se apenas a formulacdo

baseada na deformacdo viscoplastica acumulada (strain

hardening). Como o0 modelo material é viscoplastico, as
equacdes (3.25) e (3.26) ficam definidas como,

P = |vp| (3.27)

sendo que,
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g, = 0, (§P) (3.28)

A funcdo da tensdo de escoamento deve representar
satisfatoriamente o comportamento do material durante o
processo de plastificacdo. Miled (2011) utiliza uma lei de poténcia
para representar o encruamento em polimeros. Porém, neste
trabalho é utilizada uma equagdo exponencial com saturacao
juntamente com uma contribuicdo linear, dada por,

0y (£%) =0, + (0w — gy, )[1 — e €/ + K&vP (3.29)

onde gy, 0, , & € K s@o parametros materiais. o, € a tensao
inicial de escoamento, g, € a tensdo de saturagdo, ¢ é a
deformacdao plastica acumulada que modela a curvatura da curva
exponencial e K é o modulo referente a contribuicdo linear. A
equacdo (3.29), sem a contribuicéo linear, foi proposta por Voce
(1955) e também ¢é descrita em Simo e Hughes (1998). No
trabalho de Ponthot e Kleinermann (2006) esta mesma equacao
é utilizada para modelar o encruamento em processos de
conformacéo de metais.

3.1.4 Leide Evolugcédo do Modelo de Dano

Modelos fenomenoldgicos sao desenvolvidos,
essencialmente, considerando que a degradacdo afeta o
comportamento macroscopico material. Geralmente estes
modelos sédo referenciados na bibliografia como modelos
estudados pela Mecénica do Dano Continuo, ((KRAJCINOVIC,
1996), (LEMAITRE, 1996)). Lange (2011) descreve a Mecéanica
do Dano Continuo como sendo a teoria que proporciona um
melhor entendimento dos problemas de ruptura em estruturas
através da introducdo de uma varidvel que represente a
degradacdo mecénica dos materiais que ocorre antes da
formacdo da macrotrinca. Para tal, essa varidvel deve ser local,
ou seja, definida na mesma escala do Elemento de Volume
Representativo (EVR), isto €, a macroescala. O EVR ¢é ilustrado
na Figura 12.
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Figura 12 - Elemento de Volume Representativo (EVR) em um
corpo danificado.

Fonte: modificado de Lemaitre e Desmorat (2005).

Desde os primeiros trabalhos realizados nesta area por
Kachanov (1958), muitas formulacbes diferentes foram
desenvolvidas até os dias de hoje. A primeira interpretacéo fisica
da variavel de dano foi realizada por Rabotnov (1963) que prop6s
uma reducdo da area da secéo transversal de uma barra devido
a microtrincas. Sendo assim, a variavel de dano é expressa
como,

p, =4-94 (3.30)
6A
onde 6A é a é&rea total de interseccdo de um certo plano com o
EVR e 64 é a area efetiva de resisténcia mecanicae 0 < D, < 1.
Considerando o material isotropico, e sendo as microtrincas
igualmente distribuidas em todas as direcdes, a variavel de dano
fica independente da direcdo n e pode ser considerada somente
como uma variavel escalar D. A varidvel de dano também pode
ser tensorial (segunda ou quarta ordem), assim pode descrever a
propriedade material de compdsitos ou caminhos de
carregamento. Besson (2010) apresenta algumas formulagdes
gue utilizam a varidvel de dano como sendo isotrépica e
anisotrépica. Freitas (2010) apresenta uma formulacdo de
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evolugdo do dano ortotrépico (tensorial de segunda ordem)
aplicado a metais.

Um conceito também apresentado por Rabotnov (1968)
foi o de tensédo efetiva, a qual é a tensao que efetivamente esta
agindo sobre a area resistente do material. Para o caso
unidimensional é dada por,

o
1-D

G = (3.31)

Para evitar as dificuldades de calcular a éarea de
resisténcia efetiva 64, Lemaitre (1984) propde a hipotese de
equivaléncia de deformacdes, a qual nos diz que a deformacéo
associada a um estado danificado em uma dada tensdo é
equivalente a deformacao associada ao estado virgem sob acéo
da tenséo efetiva, conforme Figura 13.

Figura 13 - Equivaléncia de deformacdes. a) Danificado. b)

Equivalente.
F

N 2

|

e R TING)

i
T

a)

-
”{A )
K

b)

Fonte: modificado de Freitas (2010).

Lemaitre afirma que este principio resulta na seguinte
conclusdo: “Qualquer equacao constitutiva de deformacéo para
um material danificado pode ser derivada do mesmo modo que
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para um material virgem, exceto que a tensdo usual deve ser
substituida pela tenséo efetiva (LEMAITRE, 1996)”.

A lei de evolugdo do dano de Lemaitre mostrada por
Souza Neto, Peric e Owen (2008) e particularizada para o caso

unidimensional por Esmaeili e Ochsner (2011), é apresentada
como,

S

b=l

sendo que y € o multiplicador plastico e r e S sdo parametros
materiais de evolucédo do dano. A variavel (—Y) é denominada de
taxa de liberacdo de densidade de energia de deformacdo por
dano, e definida como,

1dw, a?
_yy = e L — 3.33
( ) 2.dD g=const ZEO(]- - D)Z ( )

onde w, corresponde a densidade de energia de deformacéo
elastica.

Neste trabalho considera-se que a evolucéo do dano esta
diretamente ligada ao processo de plastificagdo. Contudo, o
mecanismo de dano pode ser significativo somente apds certa
quantidade de deformacdo plastica acumulada. Deste modo, a
evolugéo do dano é representada por,

0 se &P < 5;”

. s
b=1_"7 <—Y) se &P =g° (3.34)
T

1-D

sendo que g—g” representa o limiar de dano, o qual é um

parametro material a ser identificado.
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3.1.5 Equacdes Constitutivas Continuas com Dano
Acoplado

Nos itens abaixo €é apresentado um resumo das
equacbes constitutivas continuas e leis de evolugdo do modelo
material. O acoplamento do dano é realizado segundo os
conceitos de tensao efetiva e equivaléncia de deformacdes.

l. Relacdo Tensao-Deformacao Elastica;

0 =(1—-D)Eyc® =(1—D)Ey(e — &’ —&"P) (3.35)
Il Lei de Evolucdo Viscoelastica (Modelo Generalizado de
Kelvin-Voigt):
w1, W w; .
& +—¢g +—ev=—¢" ; i=1,..,nbr (3.36)
T; T; T;

nbr
gV = Z & (3.37)

j=1

"I, Funcdo de Escoamento:

® =0, () 2 0 (3.38)

g, (&) = g, + H(£"P)

H(EP) = (00 — 0y, )[1 — e~ /2] 4 K&vP (3.39)
V. Lei de Evolucéo Viscoplastica (Modelo de Perzyna):
0P sign(o
' , ome) (3.40)

VP — =
TV TV a=n

V. Multiplicador Plastico:
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@

14 3.41
oo (3.41)
VI. Lei de Encruamento Isotrépico (Strain Hardening):
G = &P = |éVP| = v (3.42)
(1-D)
VII. Lei de Evolucdo do Dano (Modelo de Lemaitre):
0 se &P < 5;”
_ _ S
D=1_71_ <—Y) se &P >gP
1-D\r (3.43)
onde,
Y —02
=)= 2E,(1— D)2

3.2 CONSIDERACOES TERMODINAMICAS

Segundo Bonet e Wood (1997) uma formulag&o
hiperelastica consiste em um caso especial quando o trabalho
realizado pelas tensdes durante o processo de deformacgéo
depende somente do estado de tempo inicial e da configuragdo
final. Assim, o comportamento material € independente do
caminho de deformacao (path-independent), sendo denominado
de material hiperelastico. Deste modo, as tensdes séo derivadas
de uma funcdo de energia elastica acumulada, a qual é
denominada de potencial de energia livre.

Sabe-se que o processo de deformacgdo plastico e
viscoso € dissipativo. Deste modo, para uma formulacdo
termodinamicamente consistente, necessita-se de um potencial
de dissipagdo no qual se possam derivar as relagbes
constitutivas que governardo 0 processo cinético. Além do
potencial de dissipacdo, necessita-se de uma funcdo de
escoamento que represente satisfatoriamente o modelo material
a ser representado.
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Assim, uma formulacdo hiperelastica necessita dos
seguintes requisitos:

l. Um potencial de energia livre;
Il. Um potencial de dissipacao;
Il Uma fungéo de escoamento.

sendo que todos os itens citados acima devem representar o
comportamento experimental do material.

As formulacdes termodindmicas desenvolvidas nesta
secao sdo baseadas nos trabalhos de Vaz Jr., Mufioz-Rojas e
Lange (2011), Lange (2011), Souza Neto, Peric e Owen (2008),
Pires (2005) e Bellenger e Bussy (2001) através de principios
basicos, como equacdes de equilibrio, primeira e segunda leis da
termodin@mica e a definicdo dos potenciais de energia livre e de
dissipacao.

A equacdo da conservacdo da quantidade de movimento
em sua forma local espacial pode ser apresentada como,

Jr tdr + fﬂf o = Jﬂ pit dQ (3.44)

onde f é forca de corpo agindo no dominio Q, t é a tracdo agindo
nos contornos do corpo T, it é a aceleracdo do corpo e p é a
densidade do material na configuracdo espacial x. Da equacgéo
(3.44) para it = 0, resulta a equacao espacial local de equilibrio,

{Vx-a+f=0 em £} (3.45)

t=on em T

onde n € o vetor unitario normal a superficie deformada .

A equacado da conservacdo do momento da quantidade
de movimento em sua forma local espacial pode ser escrita
como,
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fxxtdl“+fx><fdﬂ=fx><pildﬂ (3.46)
r Q Q

da qual chega-se na seguinte expresséo,
Eal =0 (3.47)

onde & é denominado de tensor alternante, o qual € um tensor de
terceira ordem. Assim, da equacao (3.47) resulta a simetria do
tensor tensdo de Cauchy, o = o7.

A primeira lei da termodinamica esta relacionada a
conservacdo da energia, e a segunda lei representa a
irreversibilidade da geragéo de entropia. Deste modo, a primeira
e a segunda lei para um sélido pode ser representada em sua
forma local por,

pé=0:£+pg—V, ¢, — 12 Leida Temodindmica
1
psS — gpg' +V,- (%) >0 — 22 Lei da Temodinamica

(3.48)

sendo estas validas para cada ponto do dominio de Q. Na
equacao (3.48) ¢ é a taxa da energia interna por unidade de
volume, g é uma fonte de geracéo de energia, ¢, € o fluxo de
calor por conducdo, s é a entropia por unidade de massa e 0 € a
temperatura.

Isolando pg na equacéo da primeira lei e substituindo na
equacdo da segunda lei, chega-se em,

ps'+Vx-(%)—%(pé—a:é+vx-¢c)20 (3.49)

Define-se a energia livre de Helmholtz por unidade de massa
como,

Y=e—0s (3.50)

sendo sua taxa obtida por,
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Y=é—0s—6s (3.51)

Sabe-se que,
(%)= ()ocroonf) e
5 ()=~

Isolando é na equacéo (3.51) e substituindo na equacéao
(3.49) juntamente com as definicbes das equacgbes (3.52) e
(3.53), e apo6s algumas manipulacdes matematicas, chega-se a
seguinte inequacéo,

o 1
—p(p + s6) +0:E— o Ve 20 (3.54)

a qual é denominada de desigualdade de Clausius-Duhem.

Neste ponto torna-se conveniente tratar o problema
segundo o enfoque da termodindmica com variaveis internas.
Segundo Souza Neto, Peric e Owen (2008), o ponto inicial para a
termodindmica com variaveis internas € a hipétese que, para
cada instante de um processo termodindmico, o estado
termodinamico (definido por a, ¥, s e ¢.) para um dado ponto é
totalmente determinado pelo conhecimento de um namero finito
de varidveis de estado. Deste modo, o estado termodindmico
depende somente dos valores instantaneos das variaveis de
estado. Sendo assim, define-se um conjunto de variaveis de
estado como,

{,0,V,0,a} (3.55)

onde g, 6 e V,0 sdo variaveis instantaneas e a € um conjunto de
variaveis internas definidas como,

a={aq,a,, .., an} (3.56)
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Estas variaveis internas estdo associadas com mecanismos
dissipativos e podem ser de natureza escalar, vetorial ou
tensorial.

Como comentado anteriormente, as relacdes
constitutivas, assim como as leis de estado, sdo obtidas através
de potenciais de energia. Na termodinamica dos processos
irreversiveis, identificam-se 0s potenciais de estado e de
dissipacao.

Escrevendo a desigualdade de Clausius-Duhem para o
caso unidimensional e isotérmico (§ =0 e V,0 = 0), chega-se
em,

oé—pPp=0 (3.57)
Assume-se a energia livre de Helmholtz como potencial de

estado. Este potencial deve ser uma funcéo convexa de todas as
variaveis de estado, dado por,

Y =yl a) (3.58)

Obtendo a taxa da energia livre de Helmholtz, pela regra da
cadeia chega-se em,
e, Y

=W + ' k=1 ] 3.59
w_age aakakl =15..,nv ( . )

Substituindo a equacéo (3.59) na equacéo (3.57) e considerando
a decomposicdo aditiva do tensor deformacdo em uma parcela
elastica e outra inelastica, ¢¢ = ¢ — &, chega-se em,

d ay .
<a — pa;/)e)é + pa;/)e g —Apa, =0, k=1,..,nvi (3.60)

onde A, é uma forca termodindmica conjugada a cada variavel
interna, definida como,
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= - e v 3.61
Ak p a ’ k 1! ,Tl l ( )

O principio do determinismo termodindmico exige que as
equacles constitutivas sejam tais que a desigualdade da
equagdo (3.60) deve respeitar todo e qualquer processo
termodindmico. Assim, esta deve ser valida para qualquer taxa
de deformacdo total, resultando na seguinte relacéo constitutiva,

oy

= (3.62)

o=p

Neste ponto considera-se que 0s processos dissipativos
relacionados a plasticidade estdo associados ao encruamento
isotropico e ao dano. Deste modo, as forcas termodinamicas
associadas a estes processos sdo dadas respectivamente por,

H = p% (3.63)
(N =p5r (3.64)

onde H é chamado de médulo de encruamento isotropico sendo
a sua variavel interna associada. (—Y) é denominado de taxa de
liberacdo de densidade de energia de deformacdo por dano, a
qual representa a energia liberada por perda de rigidez do
material devido a degradacdo mecéanica. D € a variavel de dano
associada a (—Y).

Da inequacéao (3.60) resulta a seguinte inequacao,

Dipt = 06' —Ha — (=Y)D =0 (3.65)

a qual é denominada de dissipac¢do intrinseca. Para satisfazer a
equacdo (3.65) assume-se que existe um potencial de dissipacéo
¢ =¢(o,H,Y; €, a,D) em que as varidveis de estado ¢¢,a e D
aparecem como parametros. Este potencial deve ser convexo em
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relacdo a g, H e Y, positivo e ter valor zero na origem {o,H,Y } =
{0,0,0}.

Assim, através do principio da normalidade generalizada
(LUBLINER, 2006), as leis de evolucao das variaveis dissipativas
séo obtidas por,

_ . Oy
__,9
——yaH (3.67)
. Op
~3n (3.68)

Para o modelo unidimensional, o potencial de estado é
apresentado como,

(1= D)Eo(e®)?

2p +yH@) (3.69)

¥ =19p4(e’, D) + P (a) =

onde y°¢ é a contribuicdo elastica afetada pelo dano é Y é a
parte referente ao encruamento isotropico. Ja o potencial de
dissipacao é expresso por,

=9+ (3.70)
onde,
( 1 ) 02 g’ lo| H(a)
% z_n,_r_l“> +[(1—D)_“y°_(1—D)
Y (s+1)
Lo = (1—D)(s+1)< )

sendo que ¢! é referente aos processos inelasticos de
deformacéo € ¢ é a componente referente ao dano. Nota-se
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nesta formulacdo que a teoria referente a plasticidade é néao
associativa. Isto significa que na equacéo (3.70), o potencial de
dissipacdo proposto é diferente da funcédo de escoamento, ¢ #
D.

3.3 ANALISE NUMERICA DO MODELO CONSTITUTIVO

Na secdo 3.1.5 foram apresentas as equacdes na forma
continua que regem o modelo constitutivo unidimensional
viscoelastico-viscoplastico acoplado com dano. Porém, no
quadro de um programa de elementos finitos, onde as equacdes
sdo tratadas de forma discreta, torna-se necessario a aplicacao
de algum método de integracdo numérico para a discretizacéo
das leis de evolug¢do do modelo material.

Tendo o modelo material discretizado, seu conjunto de
equagbes constitui uma rotina independente no programa de
elementos finitos, a qual calcula a resposta cinética resultante da
analise cinematica previamente realizada.

A localizacdo da superficie de escoamento para um dado
estado de deformacdes constitui um problema puramente local,
dado pelas seguintes consideracfes:

l. Seja x um ponto de interesse, pertencente ao corpo, que
obedece ao modelo constitutivo material;

Il. Assume-se que o estado local do corpo no ponto x, em

certo tempo t,, € completamente definido. Isto significa
que os valores de

{en(0), &7.(%), £17 (%), 5 (), D ()} (8.71)

on () (3.72)

sdo conhecidos.
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Supde-se que é dado um incremento de deformacéo total As(x),
que leva o estado ao tempo t,,; = t, + At. O objetivo € atualizar
as variaveis da equacéo (3.71) para se obter um novo estado de
tensbes na equacdo (3.72) de maneira que as equacgles
constitutivas do modelo sejam satisfeitas. Deste modo, a
integracdo incremental sobre um passo de tempo [t,,t, + At] €
regida pela cinética do corpo, sendo a deformacdo total a
variavel basica independente. Neste trabalho, o processo de
atualizacdo das variaveis locais é obtido através de uma
metodologia de predicdo elastica e posterior correcdo plastica, a
gual é comentada com mais detalhes na préoxima secéo. Este
processo de solucdo, através da correcdo de uma predicdo
elastica, € conhecido como algoritmo de retorno. llustra-se na
Figura 14 a solucdo de um problema classico de plasticidade
computacional, mostrando o papel do algoritmo de retorno, o
gual sera formulado adiante.

Figura 14 - Rotina de integragdo local do modelo material
(algoritmo de retorno).

{gnr &, 5?:5—:’7: Dn} Rotina de {£1l+1' Eni1s 83‘11'5,'?11' Du+1}
@ Integracéo do .
{£ns1 = & + A} Modelo Material (G}

Fonte: producdo do proprio autor.

3.3.1 Algoritmo de Integracdo

Para a formulacdo do algoritmo de retorno, deve-se
primeiro revisar, sucintamente, a familia de esquemas de
integracdo numérica de equacdes diferenciais ordinarias,
denominada de regra do ponto médio generalizada (SIMO e
HUGHES, 1998).
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Seja f:R—-R uma fungdo suave, considera-se o0
seguinte problema unidimensional,

x@) =f (x(t))}
(0 =, m [0,T] (3.73)

O algoritmo de integracdo da regra do ponto médio

generalizado para um Unico parametro é definido como,
Xni1 = Xn + AL f(Xp19)

Cos = v £ s 9 0] (3.74)

onde x,41 = x(t,4q) NO tempo t,,; =t, + At. Esta familia de
algoritmos possui alguns esquemas de integracdo bem
conhecido, em patrticular,

9= 0 = Eulerafrente (explicito)
9=1/2 = Regrado pontomédio (3.75)
9=1 = Euler atras (implicito)

Sendo assim, as equacdes continuas do modelo
constitutivo podem ser discretizadas através da aplicacdo de
algum dos esquemas de integracdo apresentados na equacao
(3.75).

Para a integragdo das equacdes de governo do modelo
material apresentado neste trabalho é adotado o algoritmo
implicito completo, também conhecido com Euler a tras
(backward Euler). A utilizagdo deste algoritmo possui as
seguintes vantagens:

l. E incondicionalmente estavel em problemas lineares. Isto
significa que em conjungdo com uma precisdo de
primeira ordem garante que o0 algoritmo seja
convergente;

Il. Geralmente tem uma boa precisdo para passos finitos;
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Il Pode-se obter um operador tangente consistente, o qual
em conjungdo com o procedimento Newton-Raphson
Completo, geralmente consegue-se convergéncia
quadrdtica perto do O&timo, para problemas bem
comportados;

V. Sua implementagdo computacional € relativamente
simples.

Assim, realizando a integracdo implicita das equacfes
(3.35) a (3.43) obtém-se as equacdes discretizadas do modelo
constitutivo, as quais sao apresentadas abaixo.

l. Relacdo Tensdo-Deformacdo Elastica:

Opt+1 = O t+ At[(l - Dn+1)E0(€n+1 n+1 n+1)]
Ont1 — Op = AtOyyq = At[(l - Dn+1)E0(€n+1 En41— n+1)]

_ vp
Ope1 = (1 - Dn+1)Eo(€n+1 —Eni1— €n+1)

Il Lei de Evolucdo Viscoelastica (Modelo Generalizado de

Kelvin-Voigt):

O processo de integracdo implicito do modelo
unidimensional generalizado de Kelvin-Voigt é adaptado da
formulacéo tridimensional apresentada no trabalho de Nedjar e
Le Roy (2012). Johnson (1999) e Zienkiewicz, Watson e King
(1968) apresentam uma formulagéo alternativa para o modelo de
Kelvin com aplicagdo em elementos finitos.

1 w;
v _ oV -t gV cve R
gi n+1 gi n + At _;gl Tl+1 T: En+1 + T; Ent+1 ; L= 11 "-;nbr
At At w; ” tw; ,,

v v
Eingy T T Ens1

— &1 =&, 1 Ene1 5 1=1,..,nbr

i

sendo,
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nbr

S%+1 = Z g]?]n+1
j=1

Deste modo,
nbr
v v =
[; + At(1 + wplef ,,, + At w; Z SRl A (3.76)
j:l,j$i

T &, + At w; ety

parai=1,..,nbr.
A equacao (3.76) representa um sistema linear dado por,

Hepyy = b
onde,
v v ve
[ lner ] [ 7y &1, T At w1 &p54 1
v v ve
I €2 41 I I Ty £2n+At Wy Eniq I
v : . — :
acial (PR R y ve |
|£(nbr—1)n+1 | |T(nbr—1) g(nbr—l)n + At Wmbr-1) €n+1 |
v v ve
[ Enbrpsq l Tnbr Enbry, + At Wnbr €n+1 J
[T+ At(1 + wq) At w,q At w, At w, 1
| At w, Ty + At(1 4 wy) - At w, At w, |
H=| : : : : |
| At W(nbr-1) At Wenpr-1) " Tbr-1) T At(l + w(nbr—l)) At W(nbr-1) |
l At wypy At wypr At Wppy Topr + AL(1 + Wppy)

O vetor solugédo &7, contém as deformacdes viscosas
de cada bloco reoldgico de Kelvin para o instante corrente. Nota-
se que se At for constante, H mantém-se constante durante todo
0 processo de solucgéo.

"I, Funcdo de Escoamento:




VI.

VII.

|07 411 —vp
q)‘f'l"-]. (D +At [(1 D +1) y( Tl+1)

| o1 &P

CI’n+1=m Oy\Ent1

Lei de Evolucao Viscoplastica (Modelo de Perzyna):

eP — vp_I_At[ Sign(an+1)]

n+1 = n Vn+1m

sign(on41)

Eny1 = En + A)@mm
n+

5 AVnyr = At Ynaq

Multiplicador Plastico:

0]
Yn+1 = Vo + AL M]

Nvp

At
Aypiq = _<¢n+1>
Nvp

Lei de Encruamento Isotrépico (Strain Hardening):

_ _ Yn+1

vp _ VP

I3 =&, +At [ ]

nl (1 n+1)
51;17 _ =vp + AVn+1

nt1 =5 T AID, )

Lei de Evolucdo do Dano (Modelo de Lemaitre):

D,.1 =D, + At

Yn+1 (_Yn+1)s
(1 - Dn+1) r

89
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AYniq (‘Yn+1)s 0'121+1
Dy =Dy + () =
TR A =Dy \ (Fara) 2Ey(1 — Dyyq)?

Figura 15 - Resumo das equacgdes constitutivas discretizadas via
integracdo implicita.

Relagéo Tensdo-Deformacéao Elastica:

Onp1 = (1 — Dn+1)Eo(5n+1 — 41— 52&1) (3.77)
Lei de Evolugéo Viscoelastica (Modelo Generalizado de Kelvin-Voigt):
nbr
Hel, i =b ; €. = Z 81?n+1 (3.78)
j=1

Funcao de Escoamento:

|Un | v
¢’n+1 = ﬁ - Jy(5n31 (379)

sendo,

ay(&2%1) = oy, + (0w — 0, [1 - e_(éﬁl/%)] +K&, (3.80)

Lei de Evolugdo Viscoplastica (Modelo de Perzyna):

vp vp sign(on41)
= AYpyq — s .
€nt1 = &n T AVn41 S ) (3.81)
Multiplicador Plastico:
At
AYpi1 = —(Pyiq) (382)
Nvp
Lei de Encruamento Isotrépico (Strain Hardening):
. _ AV
EP =8P +— 3.83
n+1 n (1 _ Dn+1) ( )

Lei de Evolugéo do Dano (Modelo de Lemaitre):

_ AVni1 —Yni1 3
Drar = Dot 5 _Dn+1)( - ) (3.84)
sendo,
0_2
(—Yn41) = 5 (3.85)

2E(1 = Dpy1)?

Fonte: produgéo do préprio autor.
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Figura 16 - Algoritmo referente a rotina numérica do modelo
material.

n

DADOS DE ENTRADA: {&,, &}, &7, &F, Dy} € {eq41 = &, + Ac}

Avaliacdo da Contribuicdo Viscosa da Parte Viscoelastica:

- Calcula: €%, = eppq — &7

— Monta H e b e resolve o sistema linear: HEY ., = b
nbr

- Calcula: e},4 = Z £

v
T n+1
j=1

Estado Teste (Preditor Elastico): ();,,; = Aynsr =0

vp t _ vp
&1 T én
— Dfiyy =Dy

wvp U _ _vp
- & =

n+1 n

— vp
=051 = (1= Dp)Eo(ens1 — €141 — &)
[
St =—T"——0,(57
n+1 (1 _ Dn) Y( n )

Verificacdo da Condicdo de Escoamento:

SE &, <0 ENTAO
- Passo elastico: (Ypyq = (D41
SENAO
Fase de Correcao:
— Passo plastico: Solugdo do sistema ndo linear da Figura 1
— Atualizagio das variaveis (-)p4q
FIM SE

- Calculo do Médulo Tangente Algoritmico: CV¢P4

SAIDA

Fonte: produgéo do préprio autor.
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A metodologia utilizada na rotina do modelo material,
obtida ap6s a discretizacdo das equacbes de governo, é
conhecida como preditora-corretora. Define-se um estado auxiliar
de teste, que é obtido através do ‘congelamento’ do fluxo
plastico. Isto significa que o estado teste € puramente elastico
para todo o incremento de deformacao total recebido da andlise
cinemética de elementos finitos. Neste estado teste, avalia-se a
condicdo de escoamento. Deste modo, se o0 passo for elastico, o
estado teste é a solucdo atual do problema incremental. Por
outro lado, se o passo for plastico, acessa-se o0 algoritmo de
retorno, o qual fara uma correcdo plastica retornando o ponto a
superficie de escoamento, definida pela equagéo (3.79).

Sendo assim, o algoritmo de retorno € responséavel pela
solucdo do sistema de equacbBes ndo lineares referentes a
plasticidade, apresentadas na Figura 15. Na Figura 16 ¢
apresentado um esquema da légica da rotina numérica do
modelo material, onde nota-se que falta definir o procedimento
de solucéo do sistema ndo linear de equacdes do algoritmo de
retorno e a expressao para 0 madulo tangente algoritmico ¢V¢P<,

Para resolver o sistema ndo linear definido pelas
equacdes da Figura 15, é utilizado o método de Newton-
Raphson, o qual é apresentado na se¢do 2.4.1. Analisando o
problema, nota-se que o sistema € definido por nove equagdes,
(3.77) a (3.85), onde 0,41, Dny1, En5y) Enny) AVnyq € Yyyq S80 aS
incégnitas. Porém, rearranjando as equacgbes e através de
manipulacdes matematicas simples, pode-se reduzir o sistema
para no maximo duas equacdes. Através das equacgbes (3.77),
(3.79), (3.81), (3.82) e (3.83), pode-se obter,

O-Ttl+1 _ Ayniq Eo sign(aflﬂ)
(1 - Dn) (1 - Dn+1)

At
— 0y (Ayn+1: Dn+1)
vp

At
AYnir = @

] (3.86)

e com as equacdes (3.77), (3.81), (3.84) e (3.85) chega-se em,
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(1= Do) [2rEg \(1 = D)

. t 275
Ayniq Eo 519“(0n+1)>
(1 - Dn+1)

A 1 ot
Dyt =D, + Yn+1 [ ( n+1

(3.87)

Sendo assim, 0 novo sistema nao linear é representado
pelas equacdes (3.86) e (3.87), onde as incognitas sao Ay,,,, €
D, ... Definem-se os vetores das equacdes e das incognitas
respectivamente por,

FA Ay
F(y) = V] y= "“] 3.88
W =1r] 7 Y= D, (3.88)
onde,
At At
FAy = Ayp41 + _Gy(Ayn+1' Dpy1) = — el
Mop Mop (3.89)
F =D...—D AVn+1 [ (c )2]5
D n+1 n (1 _ n+1) ZTEO 1
sendo,
o = 01t1+1 _ AYni1 Eo Sign(artzﬂ) (3.90)
YT (A -Dy) (1= Dps1)

Resolvendo o sistema néao linear pelo método de Newton-
Raphson, lineariza-se F(y) por Séries de Taylor, truncando no
termo de primeira ordem,

F(y+Ay) =F(y) + %Ay (3.91)

Deseja-se encontrar a solucdo para F(y + Ay) = 0, deste modo,

oF JoF
ie2 Ay = —F(y) ; _a;y)

5 =VFO) =] (392)
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onde J(y) é denominada de matriz Jacobiana, expressa por,

[ OFy  O0Fny ]

_ _|9AYn41 0Dpyq

[aAVnH aDn+1J

(3.93)

Calculando as derivadas da equacdo (3.93), chega-se

em,

0Fy, _ ﬁaay(AVnHanH) _ﬂ 9y
08V 4 My 0BVnir Nop 08Y 4

0Fy, _ﬁady(Ayn-flan-fl) _ﬂ |
0Dy 44 Nvp 0Dy Nvp 0Dy 4y

(3.94)
dFp 1 [ 1 ( )2]5 AVt { a [ 1 ( )2]5}
=— —(c —_— —(c

0AYny4q (1 = Dny1) 127E, ! (1 = Dyy1) (0AYn4q 127E, !

JF, A 1 s A d 1 s

o R e )
0Dy 41 (1 = Dny1)?127E, (1 = Dny1) 0Dy 127E,
onde,
90y (A¥n+1, Dns1) ( ) e~ (Enha/z0) + K
—————————— = (0, — 0,
aA]/n+1 o gc(l - Dn+1) (1 - Dn+1)

A _ sign(cy) Eq sign(oy41)

aA'Vn+1 (1 - Dn+1)

aJ A D. _(Evp /ec)

0y (841, Dni1) _ (0_ o )AVn+1 e ‘il n K Aynq

0Dpyq ° 707 g, (1 = Dpyy)? (1= Dpy1)?
(3.95)

A _ sign(c;) Ayny1 Eq sign(ogsq)

aDn+1 (1 - Dn+1)2

a 1 s 1 s E, sign(o
[ (C1)2] — [ (51)2] _ Gk sign(oy,1)
0Ayny4q 127E, 21E, TEq(1— Dpyy)
0 [ 1 (cl)z]s — [ 1 (Cl)z]s_l 61 By Aynyy sign(op41)
0D, .1 127E, 2rE,

TEy(1 — Dpy1)?
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Assim, o algoritmo de solucdo do sistema nao linear local
da rotina do modelo material € apresentado na Figura 17.

Figura 17 - Algoritmo Newton-Raphson local.

ENQUANTO (||F*+V]|, > Tolerancia)

- Calcula: J¥ e F®
— Resolve o Sistema Linear: J® Ay*+D) = _ (0
- Atualiza: y*+D = y( 4 Ayk+D

- Calcula: F&+1)

FIM ENQUANTO
Fonte: producao do préprio autor.

Utilizando o modelo de dano de Lemaitre, para 0 caso
tridimensional, Souza Neto (2002) apresenta o algoritmo de
retorno do sistema local através da solucdo de uma Unica
equacdo n&o linear. Esmaeili e Ochsner (2011) particularizam
esta solucdo para um problema unidimensional. Porém,
consegue-se obter uma Unica equagdo nédo linear, consistente
com o procedimento de Newton-Raphson, considerando a lei de
evolucdo da variavel de encruamento isotropico igual a lei de
evolucdo do multiplicador plastico, e ndo através da definicdo do
strain hardening. Isto implica que a fungdo da tensdo de
escoamento é somente funcdo do multiplicador plastico, equacéo
(3.96), sendo que utilizando a definicdo do strain hardening a
tensdo de escoamento é funcdo do multiplicador plastico e da
variavel de dano, como demonstrado na equagéo (3.97).

@¢=R=y
3.96
{Rn+1 = Rn + Ayn+1 - ay( Rn+1) = ay(Ayn+1) ( )

G = &P = |77
(3.97)

—Up —Up + Ayn+ 1

G =& tgp 7 (&) =0 Duv)
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Na equacéo (3.97), nota-se que a variavel de dano afeta
0 encruamento, e consequentemente a superficie de escoamento
do modelo material. Deste modo, analisando o processo de
plastificacdo, a aproximacdo da equacdo (3.97) € fisicamente
mais consistente que a apresentada na equacéo (3.96). Mesmo
assim, propde-se um estudo mais detalhado comparando ambas
as consideracfes para 0 encruamento isotropico.

3.3.2 Mddulo Tangente Consistente

Para a montagem da matriz de rigidez tangente obtida
através do processo iterativo de equilibrio incremental global, a
escolha apropriada do moédulo tangente deve ser realizada.

O modulo tangente pode ser continuo ou algoritmico. O
maodulo continuo é obtido quando a derivada da equacéo (3.98) é
obtida através das equacbGes constitutivas continuas
apresentadas na secdo 3.1.5. J& o mddulo algoritmico deve ser
consistente com o algoritmo utlizado para discretizar as
equag0des constitutivas, as quais sao apresentadas na Figura 15.

do i
R — Continuo
crerd = { 9% (3.98)

00741

- Algoritmico
En+1

Para manter a taxa de convergéncia do procedimento de
Newton-Raphson global (a qual deve ser no minimo quadrética
préximo ao ponto de étimo da solugdo do sistema nédo linear)
deve-se utilizar o mdédulo tangente algoritmico, devido as
equacles constitutivas serem obtidas de modo incremental,
como apresentado por Simo e Taylor (1985).

Analisando o algoritmo da rotina do modelo material
apresentado na Figura 16, o modulo tangente algoritmico é
obtido em trés situacdes. A primeira é quando a solucéo esta no
regime viscoelastico (VE), isto é, 0 estado teste é a solu¢do do
problema incremental. A segunda é definida somente pelo
modelo viscoelastico-viscoplastico (VEP). E finalmente a terceira
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€ guando se considera o modelo viscoelastico-viscoplastico com
dano acoplado (VEPD).

®L,, <0 VE
Dens Se Pn1 -

6Gn+1

[6aﬁ+1

cverd = { se ®L,, >0 — VEP (para &P < &) (3.99)

| 041
9%n11 se ®L,, >0 — VEPD (para &’ = &)
041

As expressbOes das derivadas da equacgdo (3.99) sdo
apresentadas nos apéndices E, F e G, respectivamente.

Tendo desenvolvido as derivadas da equacdo (3.99)
deve-se avaliar se as mesmas foram calculadas de forma
correta. Um método de realizar esta validacdo € implementar o
algoritmo do modelo material em um programa de elementos
finitos e avaliar se o residuo decresce de forma quadratica
durante o processo iterativo.

Porém, em problemas estruturais nao lineares, onde
utiliza-se o0 método de Newton-Raphson para a solucéo do passo
incremental, se houver convergéncia, a mesma pode ser
subquadratica, dependendo da tolerancia ou do critério de
parada estabelecido (BELYTSCHKO, LIU e MORAN, 2006).
Deste modo, a validacdo do modulo tangente algoritmico, pela a
analise de convergéncia quadratica pode ndo ser uma boa
opcao.

Outra maneira de avaliar o correto computo do médulo
tangente algoritmico é realizando as derivadas da equacao (3.99)
através de algum método numérico. Geralmente os métodos de
diferenciacdo numérica apresentam problemas de convergéncia,
onde a solucdo fica dependente do incremento de perturbacéo
utilizado para realizar a derivada. Este é o caso dos métodos das
diferencas finitas a trés, centrais ou a frente. Contudo, esta
instabilidade dos resultados, referente ao incremento de
perturbacédo, pode ser resolvida utilizando um método, chamado
neste trabalho de derivada complexa. O método da derivada
complexa foi apresentado primeiramente por Lyness e Moler
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(1967), os quais demonstram que a derivada de uma funcéo f(x)
qualquer em relacado a variavel x pode ser aproximada por,

Of (x) _Im[f (x + hi)] (3.100)
ax h .

onde h é uma perturbagdo finita, i =v—1 e Im[f(x + hi)]
representa a parte imaginaria de f(x + hi). Martins, Sturdza e
Alonso (2003) realizam uma comparac¢ao entre os resultados das
derivadas numeéricas da funcéo escalar

flx)= ex/(\/sen3(x) +cos3(x)), obtidas com os métodos das

diferencas finitas e o método da derivada complexa. Deste modo,
€ apresentado que mesmo com perturbagbes finitas muito
pequenas (entre 1071¢ a 1073%01) onde o método das diferencas
finitas falha, os resultados obtidos com o método da derivada
complexa mantém-se estaveis. Como aplicacbes deste método
no ambito de elementos finitos e Otimizagc&do, podem-se citar o
trabalho de Mundstock (2006) em problemas lineares e o
trabalho de Stahlschmidt (2013) para analises nao lineares.

Assim, neste trabalho utiliza-se o método da derivada
complexa para avaliar as derivadas da equacao (3.99) e validar
as expressdes analiticas apresentadas nos apéndices E, F e G.
Deste modo, o médulo tangente algoritmico numérico € calculado
como,

_ 00n+1 _ Im[opyq (€41 + hD)]
Ont1 h

(3.101)

O problema proposto para a validagdo do maddulo
tangente algoritmico é obtido através da analise de um elemento
finito de barra de dois noés, restrito em uma das extremidades,
sendo que na outra extremidade estd sujeito uma taxa de
deslocamento constante de ¢ = 125 [mm/min]. O elemento
possui o comprimento inicial de L, = 0.0508 [m] e a é&rea da
secdo transversal inicial 4, = 4.160 x 10> [m?]. As propriedades
materiais propostas, as quais correspondem a um polimero
hipotético, sdo apresentadas na Tabela 1. Todas as propriedades
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sdo informadas no Sistema Internacional de Unidades (SI). A
simulacgéo é realizada até uma deformacéo total € = 0.4, sendo a
andlise transiente dividida em 1000 incrementos de tempo. Na
Figura 18, apresentam-se a curva tensdo-deformacéo e a curva
de evolucdo do dano em funcdo da deformacdo total. Ja na
Figura 19, plota-se o médulo tangente algoritmico calculado
analiticamente e numericamente através da derivada complexa
da equacdo (3.101) com h = 1072°, Nota-se que o valor absoluto
do erro relativo percentual entre os resultados numérico e
analitico ndo ultrapassam 0.3%.

Tabela 1 - Propriedades materiais no Sl propostas para a
validacdo do médulo tangente algoritmico.

Poisson e v p
Massa
Especifica 0.50 950.00
E, E; T;
Propriedades 2.0137E9  3.0376E9 1.0000E3
Viscoeldsticas 5.9522E9  1.0000E6

3.2205E9 1.0000E9

Propriedades Oyo K O & Nup
Viscoplasticas  1.0000E7 1.0496 7.5089E7 1.2405E-1 1.0000E8

Propriedades S r &y D,
do Dano 095  1.2500E6 0.10 0.99
Fonte: produgéo do préprio autor.

Durante a formulacdo numérica de um modelo material
para a posterior aplicagdo em um programa de elementos finitos,
a parte mais complicada, e/ou tediosa, do trabalho é obter a
expressao analitica do modulo tangente algoritmico. Mesmo em
um modelo unidimensional, como o apresentado neste trabalho,
as derivadas implicitas e manipulagbes matematicas séo
constantes durante o desenvolvimento da equacdo (3.99),
exigindo muita atencédo de quem o faz.



100

Deste modo, em um modelo material mais elaborado,
com aplicagbes tridimensionais, pode-se imaginar 0 quao
complexa é a tarefa de obtencdo do modulo tangente algoritmico
analitico.

Portanto, a utilizacdo da derivada complexa para o
célculo do mddulo tangente algoritmico torna-se relevante,
principalmente na formulagdo de modelos materiais mais
complexos.

Para a avaliacdo da derivada complexa, as variaveis do
cédigo computacional necessitam ser declaradas como variaveis
complexas. Isto implica no dobro de armazenamento de
memoéria. Porém, as variaveis complexas ficam restritas a rotina
do modelo material, sem alteracdo no codigo de elementos
finitos. Para o modelo unidimensional apresentado neste
trabalho, ndo se notou diferencas significativas de tempo
computacional entre analises utilizando os médulos tangentes
algoritmicos analitico ou numérico. Porém, sugere-se um estudo
detalhado para aplicacdes tridimensionais.
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Figura 18 - Curva tensdo-deformacdo-dano para 125 [mm/min]
regibes de deformacdo viscoelastica (VE),
viscoplastica (VEP) e a regido afetada pelo dano (VEPD). a)
Curva total. b) Regido VE ampliada.
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Figura 19 - Curvas de validacdo do médulo tangente algoritmico
referentes a simulagédo apresentada na Figura 18. a) Curva total.
b) Regido VE ampliada.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo é dividido em duas se¢bes. Na primeira
parte apresentam-se 0s ajustes entre as curvas numericas e
experimentais para a obtencdo dos parametros materiais do
modelo tedrico. Discutem-se algumas particularidades do
modelo, e também, a caracteristica ndo linear de alguns
materiais poliméricos, como o0 mPP e o PEAD, em relacdo aos
tipos de carregamentos externos aplicados.

O objetivo da segunda secdo é apresentar e discutir
alguns resultados numéricos obtidos através da simulacdo de

estruturas trelicadas submetidas a carregamentos transientes.
4.1 AJUSTE DE CURVAS

Em deformacgdes finitas, o0 comportamento mecanico de
diversos materiais poliméricos € nédo linear em relagéo ao tipo de
carregamento externo. Esta afirmacédo é analisada através dos
exemplos da Figura 20 e da Figura 21, sem a influéncia do dano.

Analisando a Figura 20 e aplicando a metodologia de
identificacdo de parametros apresentada no apéndice H,
ajustam-se primeiramente os parametros viscoelasticos para a
curva de fluéncia em o,,, = 5.2 [MPa], a qual € apresentada por
Zhang e Moore (1997). Na sequéncia 0s parametros
viscoplasticos sdo ajustados através do ensaio de &, = 107°.
Mantendo as propriedades fixas, simula-se para é&.,, = 1072.
Neste caso, nota-se claramente que para o modelo teorico
representar a curva experimental, um novo conjunto de
parametros materiais deve ser ajustado.

De forma analoga, € realizada a mesma analise em
ensaios de fluéncia para o mPP, apresentados na Figura 21.
Verifica-se uma alta ndo linearidade da resposta estrutural,
sendo que uma predicdo para og.,, = 16 [MPa], utilizando os

parametros viscoplasticos ajustados para 0., = 15 [MPa],
superestima significativamente a resposta experimental em
Oeng = 20 [MPal].
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Figura 20 - Ensaios de compressdo em taxas de deformacéo de
engenharia constantes para o PEAD.
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Fonte: producdo do proprio autor. Dados experimentais obtidos
de Zhang e Moore (1997).

Figura 21 - Ensaios de fluéncia em tensbGes de engenharia
constantes para o mPP.
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Os parametros viscoelasticos sdo ajustados para

s

Oeng = 5 [MPa], cuja curva experimental & apresentada por
Drozdov, Christianses e Potarniche (2012).

Figura 22 - Sensibilidade do modelo tedérico em relagdo ao
coeficiente de Poisson em um ensaio de fluéncia em tenséo de
engenharia constante para o mPP.
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Fonte: producdo do proprio autor. Dados experimentais obtidos
de Drozdov et al. (2010).

Uma caracteristica importante do modelo teérico é a
sensibilidade do histérico de deformacdo, em ensaios de
fluéncia, com relacdo ao coeficiente de Poisson. No gréafico da
Figura 22, o ajuste entre as curvas experimental e tedrica foi
realizado utilizando v = 0.50 e sem a influéncia do dano. Porém,
quando simula-se o ensaio no programa de elementos finitos,
com as propriedades previamente ajustadas, percebe-se que
uma pequena variagdo no coeficiente de Poisson faz com que as
curvas teérica e experimental divirjam significativamente, sendo
que o melhor ajuste é encontrado para v =0.49. Esta
caracteristica deve-se aos erros de aproximagéo, em relagéo aos
deslocamentos, realizado pelo Método dos Elementos Finitos.
Deste modo, entende-se que o melhor ajuste € realizado para
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v = 0.49, pois este coeficiente corrige os erros relativos a
aproximacdo do campo de deslocamentos durante a simulacéo
do ensaio experimental no programa de elementos finitos. Notou-
se, também, que esta sensibilidade é pouco significativa nas
simula¢gBes uniaxiais de tracdo ou compressdo, em taxas de
deslocamento ou deformagfes constantes.

Diversas metodologias podem ser propostas para levar
em consideracdo a resposta ndo linear viscoelastica e
viscoplastica ao carregamento externo. Dentre algumas delas,
podem-se citar os trabalhos de Mufioz-Rojas et al. (2011) e Liu
(2007) os quais descrevem que as propriedades materiais sédo
funcdo do nivel de tensdo, e os trabalhos de Chehab e Moore
(2004), Drozdov, Christianses e Potarniche (2012) e Dasari e
Misra (2003) que dizem que as propriedades variam segundo a
taxa de deformacdo. Para obter a correta resposta estrutural
devem-se conhecer, a priori, quais sdo as tensdes ou taxas de
deformacdo para a escolha correta das propriedades materiais
em um dado instante de tempo. Porém, analisando a
implementacdo destas metodologias em um programa de
elementos finitos, as tensdes e taxas de deformacdo sé&o
computadas durante o processo iterativo de equilibrio estrutural.
Sendo assim, as propriedades materiais devem ser estipuladas e
corrigidas durante o processo iterativo global de Newton-
Raphson, possivelmente acarretando problemas de
convergéncia. Contudo, ndo é objetivo deste trabalho apresentar
0 tratamento destas metodologias, pois a ndo linearidade em
relacdo aos carregamentos ndo sera considerada. Mesmo assim,
sugere-se um estudo mais detalhado sobre como considerar esta
nao linearidade e sua posterior implementagdo em um programa
de elementos finitos.

Para determinar os parametros de dano em ensaios
uniaxiais de tragdo, primeiramente expdem-se o comportamento
fenomenolégico tipico de muitos polimeros, como é o caso do
PEAD, mPP e do Polipropileno Isostatico (iPP) . A Figura 23-a
exemplifica um ensaio de tragdo a uma baixa taxa de
deformacdo. Seguindo o exposto por Diez (2009), nota-se a
existéncia de basicamente quatro estagios de deformacéo.
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Figura 23 - Curva tipica de polimeros sujeitos a ensaios uniaxiais
de tracdo. a) Baixa taxa de deformacdo. b) Alta taxa de
deformacao.

a)

A

Fonte: producao do préprio autor.

O primeiro estdgio corresponde a deformacgéo
viscoelastica e a transicdo para a deformacdo viscoplastica. No
segundo estagio ha a ocorréncia da estriccdo (necking) onde,
geralmente, ha uma queda da resisténcia mecanica. Ja no
estagio trés ocorre uma propagacdao de fluxo plastico (cold
drawing), onde a tensdo mantem-se praticamente inalterada.
Finalmente no estagio quatro h4 um aumento da resisténcia
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mecénica até a fratura do corpo de prova. Neste processo de
deformacdao, a evolucdo do dano pode ser identificada na regido
quatro, onde teoricamente comecaria a degradacdo das cadeias
moleculares. Porém, o modelo material proposto, quando
submetido a baixas taxas de deformacao, representa somente o
fendbmeno fisico observado no primeiro estagio de deformacéo,
onde a degradacao material é irrelevante.

Calcagno et al. (2010) e Dasari e Misra (2003) avaliam
experimentalmente o comportamento mecanico, em ensaios
uniaxiais de tracdo, do PEAD, Policarbonato e Polipropilenos
sujeitos a diferentes taxas de deformacédo. Assim, para taxas de

deslocamento superiores a g = 100 [mm/min] o PEAD, mPP e o
iPP apresentam uma resposta estrutural analoga a representada
na Figura 23-b. Nestes trabalhos € identificado, através do
ensaio experimental, que a fratura do corpo de prova ocorre com
a formacdo de uma pequena estriccdo ou até mesmo sem
estriccdo. Deste modo, devido a alta taxa de deformacdo,
considera-se que a degradagcdo material ocorre sem o
alinhamento das cadeias moleculares. Assim, o modelo teoérico
acoplado com dano pode ser utilizado para modelar
individualmente o ensaio uniaxial de tais materiais, desde que
estes estejam sujeitos a taxas de deslocamentos acima de
g = 100 [mm/min].

A determinacdo dos parametros  viscoplasticos
juntamente com os parametros do modelo de dano de Lemaitre é
realizada através do ajuste das curvas experimentais obtidas no
trabalho de Dasari e Misra (2003). Escolheu-se os ensaios
uniaxiais de tracdo para o iPP e PEAD, sujeitos a taxas de
deslocamento de ¢ = 125[mm/min] e ¢ = 380[mm/min],
respectivamente. Na Figura 24 e na Figura 25 sdo apresentadas
as curvas de tensdo-deformacdo-dano ajustadas aos ensaios
experimentais. Nota-se que o melhor ajuste é obtido para o iPP,
sendo que para o PEAD o modelo ndo é capaz de representar as
oscilacdes decorrentes da perda de rigidez devido a degradacéo
do material. A evolugdo do dano em ambos 0s casos € quase
linear em relacdo a deformacdo e a falha ocorre proximo a um
dano critico de D, = 0.20 para o iPP e D, = 0.28 para o PEAD.
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Fonte: producdo do proprio autor. Dados experimentais obtidos
de Dasari e Misra (2003).
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Tabela 2 - Propriedades materiais no Sl ajustadas para o iPP
para um ensaio uniaxial de tracdo em taxa de 125 [mm/min].

Poisson e v p
Massa
Especifica 0.50 950.00
E, E; Ti
Viscoelasticas 7.0000E8 1.0000E4
2.0000E8 2.0000E5
Propriedades Tyo K Oeo & Nup
Viscoplasticas 8.1917E6 5.6369E7 4.6090E7 1.6113E-2 1.6739E8
. —vp
Propriedades s T &, D,
do Dano 0.26 1.0019E6 0.13 0.2

Fonte: produgéo do préprio autor.
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Figura 25 - Curva tensdo-deformacdo-dano em taxa de
deslocamento constante para o PEAD.
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Fonte: producédo do proprio autor. Dados experimentais obtidos
de Dasari e Misra (2003).

Tabela 3 - Propriedades materiais no Sl ajustadas para o PEAD
para um ensaio uniaxial de tracdo em taxa de 380 [mm/min].

Poisson e v p

Massa

Especifica 0.46 950.00

Ey E; T
Viscoelasticas 9.7968E8  5.0000E3
7.4721E8 1.0000E5

Propriedades Oyo K O & Mop
Viscopléasticas  6.0000E6 1.7007E7 1.5974E7 1.7586E-2 1.1166E8
Propriedades s r & D,

do Dano 0.12 1.0000E4 0.2 0.28

Fonte: producao do préprio autor.
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Na Tabela 2 e na Tabela 3 apresentam-se as
propriedades ajustadas para o PP e para o PEAD,
respectivamente. Como o trabalho do Dasari e Misra (2003) nédo
apresenta curvas de fluéncia, as propriedades viscoelasticas do
iPP foram determinadas por tentativa e erro. Ja as propriedades
viscoeldsticas do PEAD foram ajustadas para a curva

experimental de fluéncia em o,,, = 5.47 [MPa] apresentada por
Liu (2007).

4.2 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta se¢do sdo apresentados dois exemplos humeéricos,
sendo um bidimensional e outro tridimensional. Ambos os
exemplos sdo sujeitos a grandes deslocamentos e deformagoes.
As geometrias das estruturas apresentam um comportamento
instavel (snap-through) durante o processo de deformacéo.
Assim, as estruturas estdo sujeitas a altas aceleragbes, sendo
que as forcas inerciais devem ser consideradas. Deste modo,
num ambito de elementos finitos, a formulacdo n&o linear
geomeétrica transiente e a cinematica de deformacdes finitas,
tornam-se essenciais para a obtencdo de uma resposta estrutura
condizente com o fenébmeno fisico que as estruturas devem
apresentar.

Para garantir a validade do modelo material em
aplicaces para polimeros, considerando a degradacdo material,
as estruturas sdo submetidas a carregamentos que geram taxas
de deformacdes elevadas. Porém, como comentado na se¢éo
4.1, a resposta estrutural de alguns polimeros sujeitos a
deformacdes finitas € ndo linear em relacdo ao carregamento.
Pelo fato deste trabalho ndo apresentar um modelo teérico que
engloba esta nao linearidade, consideram-se as propriedades
materiais fixas durante todo o processo de deformacéo.

As geometrias das estruturas foram obtidas no trabalho
de Driemeier, Proenca e Alves (2005).
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4.2.1 Estrutura de Duas Barras

A andlise numérica bidimensional €& realizada
considerando uma estrutura classica de duas barras, onde a
geometria inicial e o histérico do carregamento pontual sao
apresentados na Figura 26. As propriedades materiais utilizadas
sdo apresentadas na Tabela 3. O intervalo de tempo de 0.0 [s]
até 0.2 [s] foi discretizado em 2 x 10® incrementos, resultando
em um At =1 x 107*[s]. J& o intervalo de tempo de 0.2 [s] até
1.0 [s] foi discretizado em 10* incrementos, acarretando um
At =8x 1075 [s].

Figura 26 - Estrutura de duas barras. Geometria inicial e historico
do carregamento.

——— 220 [mm] —>ie—— 220 [mm] —> 00 02 1.0 ts]

Fonte: producdo do proprio autor.

Trés andlises séo realizadas, sendo a primeira somente
viscoelastica, a segunda levando em consideragdo o modelo
viscoplastico e a terceira com a contribuicdo do modelo de dano
acoplado.

Na Figura 27 é apresentado o histérico do deslocamento
considerando somente a analise viscoelastica. Observa-se que a
regido de instabilidade estd situada entre 0.18[s] e 0.19 [s],
sendo que para exatamente 0.1900 [s] ocorre o snap-through.
Apds o snap-through a estrutura oscila entre as duas geometrias
mostradas na Figura 27 nos intervalos de 0.2 [s] até 1.0 [s].
Sabe-se que 0 modelo viscoelastico é dissipativo. Porém, quase
ndo h&a amortecimento durante o tempo de simulagao estipulado.
Isto se deve as altas viscosidades dos amortecedores dos blocos
reoldgicos de Kelvin, as quais foram identificadas pelo ajuste da



113

curva experimental da Figura 25. Na Figura 28 apresenta-se a
curva tensdo-deformacao.

Figura 27 - Andlise 2D viscoelastica. Historico do deslocamento
vertical do né de aplicacdo da forca e geometria deformada em
certos instantes de tempo.
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Fonte: producao do préprio autor.

A mesma analise é realizada, s6 que desta vez
considera-se o0 modelo de encruamento. Na Figura 29 é
apresentado o historico do deslocamento considerando somente
uma analise viscoelastica-viscoplastica. Nota-se que o modelo é
altamente dissipativo, sendo que ao final de 1.0 [s] quase ndo ha
oscilagcbes da estrutura. O mesmo fato € observado na curva
tensdo-deformacéo da Figura 30.
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Figura 28 - Andlise viscoelastica. Curva tensdo-deformacédo para
ambas as barras.
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Fonte: produgéo do préprio autor.

Na simulacdo considerando o modelo de dano, cujo
histérico do deslocamento é apresentado na Figura 31, até o
limiar de dano ser atingido a analise é representada pelo modelo
viscoelastico-viscoplastico. Apds o limiar, o dano é ativado e a
degradacao material afeta o historico de deformacéo até o dano
critico ser obtido, o qual é um indicador da falha do material.
Com intuito de avaliar o comportamento de degradacdo do
material através do modelo de dano, na Figura 31 e na Figura 32
apresentam-se os resultados apds o dano critico. Nota-se que
para os parametros de dano utilizados a degradacdo material
ocorre rapidamente apds o limiar de dano ser atingido. Na Figura
33, mostra-se que a evolugdo do dano em funcéo da deformacéo
viscoplastica acumulada € quase linear. J& na Figura 34 plota-se
0 historico da variavel de dano, o qual apresenta um
comportamento ndo linear para a simulagéo realizada.
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Figura 29 - Andlise 2D viscoelastica-viscoplastica. Histérico do
deslocamento vertical do n6 de aplicacdo da forca e geometrias
inicial e deformada para o tempo de 1.0 [s].
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Fonte: producéo do préprio autor.

Figura 30 - Analise viscoelastica-viscoplastica. Curva tenséo-

deformacao para ambas as barras.
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Sendo o modelo dano proposto neste trabalho valido
somente para taxas de deformacdo relativamente altas, mostra-
se na Figura 35 o histérico da taxa de deformacao. Percebe-se
gue apdés o snap-through a estrutura é sujeita a taxas de
deformacdo muito altas, as quais vao diminuindo gradativamente
com o passar da deformacdo, devido a dissipacao realizada pelo
processo de deformacéo plastica.

Figura 31 - Analise 2D viscoelastica-viscoplastica acoplada com
dano. Histérico do deslocamento vertical do n6é de aplicacéo da
forca e geometrias em instantes de tempo especificos.
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Figura 32 - Analise viscoelastica-viscoplastica acoplada com

dano. Curva tensdo-deformacao para ambas as barras.

500
400
300
200
100
0
-100
-200
-300

Tenséo de Cauchy [MPa]

-0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

Deformacao Logaritmica [ ]
Fonte: producao do préprio autor.

1.00

Figura 33 - Evolugdo da variavel de dano em funcdo da

deformacdao viscoplastica acumulada para a analise 2D.
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Figura 34 - Historico da variavel de dano para a analise 2D.
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Figura 35 - Historico da taxa de deformacédo para ambos os
elementos da estrutura.
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4.2.2 Domo Trelicado em Forma de Estrela
O segundo problema consiste na analise numérica de um

domo trelicado tridimensional cuja geometria inicial e o histérico
do carregamento externo sdo mostrados na Figura 36. As
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propriedades materiais e a discretizagdo do tempo de simulagéo
sdo as mesmas do exemplo bidimensional.

Figura 36 - Domo trelicado. Geometria inicial e histérico do
carregamento.
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Assim como no exemplo anterior, trés analises sao
realizadas, sendo a primeira somente viscoelastica, a segunda
levando em consideragcdo o modelo viscoplastico e a terceira
com a contribuicdo do modelo de dano acoplado.

No grafico da Figura 37 é apresentado o histérico do
deslocamento vertical do né 7 onde é aplicada a forca pontual,
considerando somente uma analise viscoelastica. Analisando o
histérico do campo de deslocamentos da estrutura deformada,
percebe-se que a partir de certo nivel de carregamento, o domo
apresenta duas regibes de instabilidade. O primeiro snap-
through, correspondente ao n6 7, ocorre aproximadamente em
0.0034 [s]. Com o aumento do carregamento, ocorre o segundo
snap-through em 0.0116 [s], relativo aos nés 1 a 6. Visualizando
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a ampliacdo realizada na Figura 37, nota-se um padrdo de
vibragdo ndo homogéneo. Isto deve-se ao fato, que a frequéncia
de vibracdo do n6 7 é diferente da frequéncia em que os nés 1 a
6 oscilam.

Figura 37 - Analise viscoelastica 3D. Histdrico do deslocamento
vertical do né 7 e geometria deformada em certos instantes de
tempo.
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Na Figura 38 é apresentado o histérico do deslocamento
do n6 7 considerando somente uma andlise viscoelastica-
viscoplastica. Como no caso 2D, nota-se que o modelo é
altamente dissipativo, sendo que ao final de 1.0 [s] quase ndo ha
oscilactes da estrutura e os deslocamentos e deformacgdes séo
elevados.

Considerando a degradacdo material, observa-se na
Figura 39 o histérico do deslocamento do né 7, assim como 0s
instantes de tempo para o limiar de dano e para o dano critico.
Durante todo o processo de deformacgdo apresentado na Figura
39, notou-se que o dano afeta igualmente os elementos 1 a 6.
Portanto, nesta simulacdo a falha teoricamente aconteceria nos
elementos de 1 a 6 no tempo de 0.3212 [s].
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Figura 38 - Andlise 3D viscoelastica-viscoplastica. Histérico do
deslocamento vertical do n6 7 e geometrias inicial e deformada
para o tempo de 1.0 [s].
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Na Figura 40 mostra-se a evolugdo do dano em funcéo
da deformacdo viscoplastica acumulada, que assim como nho
exemplo 2D, é quase linear. J& na Figura 41 plota-se o histérico
da variavel de dano, onde percebe-se uma rapida evolugéo da
degradacao material de forma nao linear.

Salientando novamente que o modelo de dano proposto
neste trabalho é vélido somente para taxas de deformacgéo
relativamente altas, mostra-se na Figura 42 o historico da taxa de
deformacdo. Diferentemente da estrutura 2D, nota-se que as
taxas de deformagdo mais elevadas ndo ocorrem
instantaneamente apds a ocorréncia do snap-through, mas sim
com o0 aumento do carregamento externo. Este resultado é
decorrente da altura do domo ser consideravelmente menor que
suas outras dimensdes. Deste modo, durante o snap-through as
forcas de inércia sdo menos significativas que a aplicacao
transiente do esforgco externo.
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Figura 39 - Andlise 3D viscoelastica-viscoplastica acoplada com
dano. Histérico do deslocamento vertical do n6 7 e geometrias
em instantes de tempo especificos.
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Figura 41 - Histoérico da variavel de dano referente aos elementos
labé.
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Figura 42 - Histérico da taxa de deformacado referente aos
elementos 1 a 6.
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5 CONCLUSAO

A premissa deste trabalho era apresentar uma
formulacdo continua unidimensional ndo linear geométrica
transiente e nado linear material, e seu posterior tratamento
numérico no quadro de um programa de elementos finitos.
Dentre as diversas metodologias de expor o problema de
equilibrio e a consideracdo ndo linear geométrica, decidiu-se
apresentar o problema segundo uma formulagdo Lagrangeana
Corrente, utilizando o principio das Poténcias Virtuais. Tendo a
matriz de rigidez tangente consistente desenvolvida, o problema
transiente foi formulado de forma relativamente facil, onde as
velocidades e aceleragbes foram aproximadas pelo método de
Newmark.

Com o problema ndo linear geométrico transiente
formulado, seguiu-se para a definicdo do modelo material. Para
tal, decidiu-se utilizar o modelo viscoelastico linear generalizado
de Kelvin-Voigt juntamente com o modelo viscoplastico de
Perzyna acoplado com dano de Lemaitre para a simulagdo do
comportamento uniaxial de materiais poliméricos. Contudo, apds
um estudo mais detalhado do comportamento fenomenoldgico
dos polimeros, através do exposto na literatura, notou-se que o
modelo proposto era capaz de representar as seguintes
condicoes:

I. Ensaios experimentais uniaxiais onde a taxa de
deformacdo é baixa, e para deformacdes abaixo de 20%,
onde teoricamente os processos de degradacdo material
sao irrelevantes e podem ser desconsiderados;

II. Ensaios experimentais uniaxiais a altas taxas de
deformacéo, onde o dano evolui rapidamente até a falha
do corpo de prova, sem a ocorréncia de fluxo plastico em
tenséo constante (cold drawing);

[lI. N&o leva em consideracdo o comportamento nao linear
em relacdo ao carregamento externo.
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Sendo definido o campo de validade do modelo material,
apresentaram-se as leis de evolug¢édo e formulou-se o problema
segundo um enfoque termodinamico com variaveis internas. Para
0 acoplamento do modelo material no programa de elementos
finitos, integraram-se numericamente as leis de evolugéo, através
de método implicito de Euler, resultando o algoritmo de retorno e
0 médulo tangente consistente analitico. O mddulo tangente
consistente analitico foi validado através de método da derivada
complexa, sendo obtida uma diferenca relativa maxima de 0.3%
no problema avaliado.

Na metodologia para a identificacdo dos parametros
materiais, apresentada no apéndice H, utilizou-se o PSO para
realizar o ajuste entre as curvas experimental e teérica. Devido a
formulacdo material ser unidimensional, nesta metodologia ndo é
necessario a chamada do programa de elementos finitos pelo
programa de otimizagdo para realizar o ajuste de curvas. Notou-
se durante a otimizacdo, que o PSO apresenta alta taxa de
convergéncia. Um fato importante a ser comentado € a nao
unicidade de solu¢cbes durante o processo de identificagdo dos
parametros materiais. Estes fatos ndo foram abordados a fundo
no desenvolvimento deste trabalho, pois ndo é o objetivo do
mesmo focar nos detalhes do processo de identificacdo de
parametros e do PSO.

Ao final, apresentaram-se algumas particularidades do
modelo e resultados numéricos, chegando-se nas seguintes
conclusoes:

l. Para aplicagdo em grande parte dos polimeros, o
modelo ndo é capaz de representar a ndo linearidade
em relacdo ao carregamento nem as regides I1, 11l e IV
do ensaio uniaxial de tracdo em baixas taxas de
deformacdao (vide Figura 23);

Il. O modelo teo6rico é muito mais sensivel a néo
linearidade em relacdo ao carregamento, nhas
simulagdes de ensaios de fluéncia do que nas
simulagbes de ensaios uniaxiais de tracdo ou
compressao;



VI.

VII.

VIII.

129

As simulacbes de fluéncia no programa de elementos
finitos, utilizando os pardmetros previamente
identificados pela metodologia proposta, tornam-se
altamente sensiveis ao coeficiente de Poisson.

Nos ensaios uniaxiais em taxas de deformacéo
relativamente altas, o modelo tedrico conseguiu
representar de forma adequada as curvas
experimentais, sendo o melhor ajuste obtido para o iPP.

Notou-se que o melhor ajuste dos parametros do
modelo de dano de Lemaitre, tanto para o iPP quanto
para o PEAD, resultaram em um padréo quase linear da
curva tensdo-deformacdo e deformacdo-dano apds o
limiar de dano.

Nos exemplos numéricos percebeu-se que em
estruturas submetidas a carregamentos bruscos e com
mudancas significativas na geometria, € imprescindivel
gue as simulacbes considerem a ndo linearidade
geométrica e a resposta transiente do campo de
deformacdes e tensdes.

Percebeu-se que nas simulacbes realizadas
considerando o modelo de dano acoplado, as respostas
estruturais sdo intuitivamente muito mais realistas do
gue as resposta obtidas somente com o modelo
viscoelastico ou considerando o modelo viscoelastico-
viscoplastico sem dano.

Em ambos o0s exemplo numéricos apresentados, a
evolugdo do dano ocorreu de forma abrupta e ndo
linear, devido as altas taxas de deformacdo em que as
estruturas estavam sujeitas. Porém o comportamento
da variavel de dano em fungdo da deformacao
viscoplastica acumulada é quase linear em ambos o0s
exemplos.
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Em ambos os exemplos apresentados, o amortecimento
estrutural devido aos processo dissipativos relativos ao
encruamento e a degradacdo material sGo muito mais
significativos que o0s observados nas analises
considerando somente o modelo viscoelastico.

SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Com base nos resultados e dificuldades apresentados

durante o desenvolvimento deste trabalho, sugere-se alguns
tépicos para futuras contribuicdes que venham a ser realizadas
nesta area.

Durante o processo iterativo de Newton-Raphson tanto
global quanto local, constatou-se em muitos problemas
dificuldades de convergéncia. Deste modo, sugere-se a
implementacdo de um método mais robusto de solucéo,
como, por exemplo, o método de Newton-Raphson com
busca em linha (line-search);

Sugere-se desenvolver um modelo material acoplado
com dano que consiga representar isoladamente o
comportamento uniaxial de polimeros em diferentes taxas
de deformacao;

Propbe-se formular uma metodologia que leve em
consideracdo a nao linearidade material de certos
polimeros referente ao carregamento externo e uma
forma consistente de aplicd-la em um programa de
elementos finitos.

Em modelos materiais mais complexos torna-se
conveniente realizar o calculo do médulo tangente
consistente através do método da derivada complexa.
Assim, sugere-se um estudo sobre a viabilidade deste
método, analisando o tempo computacional e possiveis
problemas numéricos que venham ocaorrer,
principalmente em modelos 3D.
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Em materiais onde o comportamento estrutural e os
mecanismos de deformacdo e degradacdo material sédo
altamente néo lineares, como € o caso da maioria dos
polimeros, recomenda-se previamente um estudo
aprofundado e detalhado do comportamento experimental
fenomenolégico e, se possivel, da caracteristica
micromecénica do material. Deste modo, tém-se o
minimo de subsidios para propor um modelo teérico que
represente adequadamente a resposta estrutural
observada.
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APENDICE A - Cémputo de dc,/dq9

Pelo conceito da derivada direcional avalia-se a variagcao
de c,(q9) em uma direcdo arbitraria w a partir da variacdo de
c.(q9+ew) em relacdo a € para € =0. Assim, a derivada
direcional da equacéo (2.56) é apresentada como,

dcy

d
- g
5qs " = gclex@ +ew| (A1)
acy d
w=—[Gx; (q9 + ew)]
2q9 dde ¢ e=0 (A.2)
- g
de [G (X +q9 + ew)] o
9 6 Lxe+q9+ )] A3
qs” "¢ gKeta®+tew) (A.3)
Realizando a derivada em relagéo a ¢, chega-se em,
ac,
39 w = Gw (A.4)

Comparando os dois lados da igualdade na equacéo (A.4) fica
evidente que,

Ot _ . A5
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APENDICE B - Computo de da/dq"

Para o célculo de do/dq' necessita-se, a priori, de uma
relacdo da qual seja possivel obter o campo de tensdes a partir
do movimento cinematico do corpo. Este movimento cinematico é
obtido através de um campo de deslocamentos e pode ser
descrito por alguma medida de deformacdo. Deste modo, as
relagbes entre as medidas de tensdo e de deformagdo sé&o
conhecidas como relagbes constitutivas, e apresentadas,
genericamente, da seguinte forma,

o' =C:¢& (B.1)

onde ¢* e & sdo medidas tensoriais de segunda ordem de
tensdo e de deformacéo, respectivamente, as quais devem ser
energeticamente conjugadas. C* €& denominado de tensor
constitutivo material, o qual é um tensor de quarta ordem que
contém as propriedades do material.

No modelamento material fenomenoldgico, a relagédo
constitutiva € utilizada para representar certos fenémenos fisicos
experimentais, como um ensaio de tracdo, por exemplo. Deste
modo, independente de qual modelo material e quais os
conjugados energéticos sejam utilizados, o0s paradmetros
materiais do tensor constitutivo devem ser ajustados aos ensaios
experimentais. Deste modo, pode-se representar de forma
adequada simulacBes onde os fendmenos fisicos observados
nos experimentos sejam predominantes.

Neste trabalho, o equilibrio estrutural foi obtido através do
principio das poténcias virtuais. Deste modo o conjugado
energético da tensdo de Cauchy é a perturbacgdo virtual da taxa
de deformacdo, sendo que a relacdo constitutiva unidimensional
em forma de taxas é apresentada como,

& = co4d (B.2)

Como esta relacdo constitutiva esta em forma de taxas
recebe o nome de relacdo hipoelastica. Com frequéncia a

equacdo (B.2), com um C°?¢ conveniente, € usada como a
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equacdo constitutiva fundamental que define o comportamento
material. Porém, para modelos bidimensionais ou
tridimensionais, tal aproximagdo ndo garante um carater
hiperelastico ao material, sendo que as tensdes ndo podem ser
obtidas diretamente de um potencial elastico (vide secdo 3.2).
Nestes casos, as equacdes em formas de taxas devem ser
integradas no tempo, causando assim, dificuldades substanciais
em uma andlise de elementos finitos, devido a problemas
associados com a objetividade sobre incrementos finitos de
tempo (BONET e WOOD, 1997). Outro problema relatado por
Bazant, Gattu e Vorel (2012) € o uso de relacbes constitutivas
hipoelasticas utilizando pares energeticamente nao conjugados,
0 que é comum em programas comerciais de elementos finitos.
Porém, segundo Belytschko, Liu e Moran (2006) e Dunne e
Petrinic (2006), integrando a equacéo (B.2) em relacdo ao tempo,
a mesma é transformada em uma relacéo hiperelastica, dada
por,

L
g =C%ln <L_o) =C%¢ (B.3)

onde ¢ é o tensor deformacdo logaritmico. Uma observacéo
importante é que a transformacdo da relacdo constitutiva
hipoelastica (B.2) em uma relacdo hiperelastica somente
resultard na medida de deformacéo logaritmica para problemas
unidimensionais. Isto se deve ao fato de que as relacdes
constitutivas hiperelasticas sdo obtidas através de fungbes
potenciais, como abordado na secdo 3.2, e ndo através da
integracdo temporal de relacdes constitutivas hipoelasticas.

Como a célculo de do/dq' ndo é direto, 0 mesmo pode
ser obtido através da regra da cadeia em relagdo ao tensor
deformacao logaritmico. Deste modo,

do do de

aql s oq! (B4)

Utilizando a relagéo constitutiva obtida na equacéo (B.3),
o primeiro termo da equacéo (B.4) fica,
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gZ CU’E (BS)

Para realizar a derivada do segundo termo da equacao
(B.4), necessita-se escrever a deformacgéo logaritmica em funcéo
dos deslocamentos nodais locais. Deste modo, escrevendo a
deformacdo logaritmica em funcdo da componente axial do
tensor alongamento esquerdo V, tem-se,

e=1Iny,) (B.6)

onde V;; é definido na equacéao (2.10) e dado por,

v —(1+aul) B.7

Analisando a equacdo (2.24) o deslocamento local no
sentido axial da barra é aproximado por,

uly=[N; 0 0 N, 0 0]] 3 (B.8)

Se neste caso as fungfes de interpolacdo lineares N; e
N, forem referenciadas ao sistema de referéncia local material X,
a derivada da equacdo (B.8) em relacdo a coordenada X; e
obtida por,
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aull - aNl aNZ u%

ax, _ lax, 0X, u?

onde,

1
By,=-[-1 0 0 1 0 0]

0 0 — 0 0|l 5[|=Bx4

(B.9)

(B.10)

Substituindo a equacdo (B.9) em (B.7) e posteriormente na

equacgéo (B.6), chega-se em,

e =In(1+ By,q")

(B.11)

Derivando a equagdo (B.11) pelo conceito da derivada

direcional,

e d
—_— W = — l
o™ = aeleld + EW)]L=0

Substituindo a equacéo (B.11) na equacéo (B.12),

o¢ —d[l (1+ Bx,q' + eBx,w)]
aqlw_de n qu € XOW o
d
= E[ZH(D)] -

(B.12)

(B.13)

onde D=1+ BXOq’ + eBy,w. Derivando em relacdo a ¢, chega-

se em,
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de _ 1dD]
aqt” " [paell -,

1
= B
[(1 + By, q' + eBX0w> (Bx,

(B.14)

e parae =0,

de
0q! W=

() x| = (aeg)» @29

Assim,

de _ BXO B.16
9q'  \1+ By,q' (8.16)

Finalmente, substituindo as equacgtes (B.5) e (B.16) na
equacao (B.4), chega-se em,

99 _ poe(Bh (B.17)
q! 1+ By, q' '
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APENDICE C - Cémputo de dL~1/dq"

Das equacdes (B.3) e (B.6) a deformacéo logaritmica
pode ser escrita como,

e=In (Li> = In(Vy) (C.1)

0

Da equacdo (B.7) sabe-se que V;; =1+ BXOq‘.
Substituindo na equacéo (C.1) e isolando para L, chega-se em,

L = Lye™(1+Bxot!) (C.2)

Aplicando a definicdo da derivada direcional em L1,

oLt d

2 w="l1"1q!

T [L7(q" + ew)]L:O (C.3)
aL_l d ln(1+BX ql+eBX w) -
_Bq’ w= e [Loe 0 0 ] (C.4)

€=0

aL~1 d 1

- W — — In(D)

aq1 w= de{[L"e D] }e=o (C.5)

onde D=1+ BXOq’ + eBy,w. Derivando em relacdo a e, chega-
se em,

aaL—;w = {_ [(Loem(D))—Z <%Loezn(n)>]} B (C.6)
W= {0 B )|, (€7

Parae = 0,
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oL™1 . n-1
F i [(Loeg) ((1 + Bx,q') BXOW)] (C.9)

Assim, conclui-se que,

oL 1 et By,
LR Ve (€19
0
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APENDICE D - Cémputo de d4/dq"

Para obter a derivada da é&rea em relagcdo aos
deslocamentos locais nodais, necessita-se primeiramente obter
uma relacdo de atualizacdo das mesmas em funcdo dos
deslocamentos. Deste modo, Crisfield e Wood (1991)
apresentam uma relacdo de atualizacdo das areas baseando-se
na definicdo do coeficiente de Poisson v. Esta consideragéo leva
em conta deformacdes perpendiculares ao eixo axial da barra.
Deste modo, toda a sec¢éo transversal ao longo do comprimento
da barra é atualizada de forma homogénea, segundo a seguinte
expressao,

-l

O comprimento discretizado a partir da deformacéo
logaritmico, obtido pela equacdo (C.2) é dado por L = Lye® =

Loel”(“B"oq). Substituindo na equacéo (D.1),

LO 2v 1 2v
A B AO (Loeg) B AO (eln(1+BX0q’)> (DZ)

Aplicando a definicdo da derivada direcional,

Y. d
—_— = -— l
aql w de [A(q + EW)] e=0 (D3)
J0A d [A ( - >2vl
_lw = — 0 L w
aq de eln(1+3xoq +€Bx, ) €=0 (D.4)

_d
T de

1 2v
Ao (em(D))

onde D=1+ BXOq’ + eBy,w. Derivando em relacdo a e, obtém-
se,

€=0
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oA _l, d ( 1 )ZV D.5
aq,W— % de \en(®) €=0 o
» 1 \& 14 1
= (e =)
€=0
0A L : 2
o 1 _ 2 o) /(pin(D)
aql o {Ao [Zv (eln(D)) ( dee n /(e n ) )]}
0A Ly
a_qlw = _AO 2v (m)
0A )R
m [ 1 In(D)
aq w= { Ao [ZV (em(D)) (D de/e )]}

94 =) G
a_ql { AO [2v< ln(D)) <5BX()W/€ITL(D)):|}

Aplicando € = 0,

o 1,\2v-1 B
a_q’W =—A4, [ZV <;) ((1 + BXo ) we >] o

Assim, nota-se que,

R N[

€=0

< o & ——In(D)/(e®) )]}

€=0

€=0

(D.6)

€=0
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APENDICE E - Médulo tangente algoritmico viscoelastico

O mddulo tangente algoritmo viscoelastico é obtido por,
d aO-rtl+1 t
CVePt = ———= se &; 1 <0 (E.1)
En+1

Segundo a Figura 16, a tenséao teste é obtida por,

O-Ttl+1 =(1- Dn)Eo(5n+1 —Eni1— f;z]p) (E.2)

Realizando a derivada em relagéo a deformacéo total, chega em,

00341 0&n41
———=({1-D,)E,|(1- .
Sendo,
nbr
=) (E4)
j=1

sua derivada em relacdo a deformacéo total é,

nbr nbr v
v !
a€n+1 _ 0 v _ aé‘] n+1
- e =)y Lnn (E.5)
Oent1 Ognyq — = Oent1

Da equacédo (3.78), tem-se que a deformacdo viscosa de cada
bloco reolégico de Kelvin é obtido por,

onde o vetor b pode ser escrito como,
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[ 1 At wq

I T2 &, I At (Uz
b=| 5 |+ €n+1

| ] |

E.7
T(nbr-1) €E’nbr-1)n lAt w(nbr 1) E.7
Tnbr g;L]brn \_At wnbr _
by
O sistema da equacéo (E.6) pode ser reescrito como,
eh41 = H'(by + £n41b2) (E.8)

Assim, a derivada de cada deformagdo viscosa em relagdo a
deformacao total € obtida por,

v
0€n41

=a= H_lbz (Eg)

a“gn+1

onde a é o vetor correspondente a solugdo do sistema linear.
Deste modo, o moddulo tangente algoritmo viscoelastico é
apresentado como,

nbr

dat
crerd = r"“ =1 —-DyE,| 1- E aj | se dp; <0 (E.10)
n+1 -
j=1
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APENDICE F - Moddulo tangente algoritmico viscoelastico-
viscoplastico

O mddulo tangente algoritmico viscoelastico-viscoplastico
€ obtido abaixo do limiar de dano.

do.
cverd = ML oo @t >0 - (para&P <&P)  (F.1)

En+1

Deste modo, a relacéo tensdo-deformacao é escrita como,

On+1 = E0(5n+1 —En41— 5;1131) (F.2)

Realizando a derivada em relagcédo a deformacéao total, chega em,

0041 _ E, (1 _ 0€ni1 _ ag:ﬁh) (F.3)

Ont1 Ognt1  0&n4q

Assim, obtendo as derivadas da equacdo (F.3), o mddulo
tangente algoritmico viscoelastico-viscoplastico é apresentado
por,

aO—n+1 ‘AS =
cverd = Yo AL se @, >0 - (para&? <gl) (F.4)

sendo que,
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Oy — O. V)
A = Me‘(%ﬁq/‘gc) +K
c

At
cﬂz =1 + _clq,l
Nvp

At
As = —sign(ot,,)

vp
_,, EoAs . ¢
Ay = 1+——2sign(atyy)
A
nbr
CAS = EO 1-— Z a]-
j=1

onde q; € definido na equacéo (E.9).

(F.5)
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APENDICE G - Mobdulo tangente algoritmico viscoelastico-
viscoplastico com dano acoplado

O mddulo tangente algoritmico viscoelastico-viscoplastico
com dano acoplado deve ser calculado a partir do limiar de dano.

00,41 —vp
cverd = Ters se L, >0 - (para&® =¢gF) (G.1)

Deste modo, a relacéo tensdo-deformacao é escrita como,

On1 = (1 — Dn+1)E0(£n+1 — &1 — 5531) (G.2)

Realizando a derivada em relagcédo a deformacéao total, chega em,

do, as? ae’P
a_nH = (1= Dn41)Eo (1 _G#H—GLH>
En+1 En+1 En+1 (G.3)
Drs
a£n+1 0 “n+1

e _ v vp
onde &nyq = Ent1 — En+1 ~ Epta-

Assim, obtendo as derivadas da equacéo (G.3), o mddulo
tangente algoritmico viscoelastico-viscoplastico levando em
consideracao o dano, é apresentado por,

do B
crerd = — M 15 o @t >0 - (para&? = &F) (G.4)

0¢ny1 B

sendo que,
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B, = T2~ %) e/ 4
SC
At B,

Nvp (1 n+1)
At sign(oy.1)

By=1+.—

Ba = E (1 - Dn+1)
_ﬂ |On 41l _ﬂ Ayni1 By
o Nvp (1 - Dn+1)2 Nvp (1 - Dn+1)2
B = _3071—"'1
4E5(1 = Dyyq)®
By = Th4

4E3(1 = Dpyy)”
Br=as n+1)< nH)

1B == n+1)( nﬂ)

(G.5)

bﬂ“}ﬂ 03|b3

B. = AYniq < n+1)
? (1 - Dn+1)
S Ayn+1 <_ n+1) -
By = — B
T r(A-Dp)\ 7 °
B, — — S Ayn+1 (_Yn+1)s_1 B
1 7 (1= Dpyq) r °
By =

1-Bg—By—Bny
_ sign(oy41) % ByBi2 | AVn+1 B12]
P (A-Dn) 1B, By (1= Dyyo)
Big =1+ By Eg n41 + (1 — Dyyy) Eg Bys
nbr

Bis = (1 —Dpy)Eg| 1 - Z a;

=

onde q; € definido na equacéo (E.9).
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APENDICE H - Metodologia para a identificacdo dos parametros
materiais

Para saber se o modelo tedrico proposto consegue
representar de forma satisfatéria 0 comportamento uniaxial de
polimeros, deve-se encontrar um conjunto de parametros
materiais fisicamente consistentes com o ensaio experimental. O
procedimento para encontrar este conjunto de parametros
materiais é conhecido, geralmente, com ajuste de curvas ou
ajuste de parametros.

Tendo em maos a curva experimental, simula-se o
mesmo ensaio numericamente e através de algum método de
otimizagdo, minimiza-se 0 erro entre as curvas experimental e
numérica. Deste modo, os parametros materiais sdo ajustados
de maneira que os pontos da curva teorica se aproximem ao
maximo dos pontos da curva experimental.

No contexto de otimizacdo, o problema de ajuste de
parametros pode ser posto como,

Min  F,p;(%)
X
(H.1)
T.q. x<x<X

onde F,;,;(x) é denominada de fungdo objetivo, x € o vetor de
variaveis a serem otimizadas, que neste caso sdo 0s parametros
materiais. x e x s8o os limites laterais inferior e superior, 0s quais
definem a regido viavel de busca. A funcdo objetivo pode ser
definida de varios modos. Porém, neste trabalho decidiu-se
minimizar a norma euclidiana da diferenca entre os pontos das
curvas experimental f., € numerica fp,;,. Assim, a fungdo
objetivo é apresentada como,

Fobj = ”fexp _fnum”2 (H.2)
Diferentes métodos e estratégias de otimizacdo podem

ser utilizados para realizar o ajuste de parametros. Em Arora
(2004) pode-se encontrar inUmeros métodos de otimizacdo que
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podem ser utilizados para solucionar o problema proposto na
equacdo (H.1), sendo alguns deles baseados em gradientes e
outros heuristicos, como é o caso dos Algoritmos Genéticos.
Cada método de otimizacdo tem suas peculiaridades e ndo € o
objetivo explorar estes detalhes.

Neste trabalho decidiu-se utilizar o método de Otimizagéo
por Enxame de Particulas — Particle Swarm Optimization (PSO)
para realizar o ajuste dos parametros materiais. Segundo
Rosendo (2010) o PSO é um método de otimizacao desenvolvido
nos anos 90 por Kennedy e Eberhart (1995) baseado na andlise
do comportamento inteligente de revoadas de passaros. Sendo o
PSO um algoritmo de ordem zero, isto €, que ndo é baseado em
derivadas, o processo de solugcdo é mais custoso se comparado
aos algoritmos baseados em gradientes. Porém, para problemas
nao convexos, envolvendo poucas variaveis de projeto e onde a
obtencéo dos gradientes nao é trivial, o PSO torna-se uma boa
alternativa. Como caracteristicas principais, o algoritmo
apresenta uma alta taxa de convergéncia, evita minimos locais e
é de facil implementacdo. O cddigo do PSO foi implementado
seguindo o trabalho de Pedersen (2010), sendo o algoritmo
apresentado na Figura 43. As variaveis w, ¢, € c¢; S@0
parametros estipulados pelo usuario. Neste trabalho utilizou-se
¢y, = ¢4 = 0.5, w=1.2e 100 particulas.

Como o modelo material é uniaxial, o ajuste de
parametros pode ser realizado sem a necessidade da simulacéo
do ensaio no programa de elementos finitos. Considerando o
comportamento material viscoelastico linear, primeiramente
ajustam-se os parametros viscoelasticos da equacdo (3.3)
através de um ensaio de fluéncia a uma tensdo baixa. Porém,
para garantir que esta tensdo esteja abaixo da tensdo de
escoamento inicial, um ensaio experimental de fluéncia e
recuperacdo deve ser realizado para detectar a ocorréncia de
deformacao viscoplastica acumulada &P, como apresentado na
Figura 44.
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Figura 43 - Algoritmo do método PSO.

DADOS DE ENTRADA: {w, ¢, ¢, %, x}

Inicializar cada posicdo e velocidade das particulas com valores
randdmicos no dominio viavel de busca:

x « Rand( x,%);

_ v=—|x—x|

v < Rand(v,v)onde = = T
- v =x-x

Assumir_a _melhor posicdo conhecida de cada particula _com
sendo a posicao inicial:
P <X
Encontrar a melhor posicao conhecida inicial da nuvem:
g < x para o menor valor de Fop;(x);

ENQUANTO (assumir algum critério de parada):
LACO sobre as particulas da nuvem:
Obter valores randémicos:
Ty, Ty < Rand(0,1);
Calcular a velocidade da particula:
Ve wv + ey (p — X) + cg1y(g — x);
Manter a velocidade dentro dos limites viaveis:
v<v<v,
Atualizar a posicdo da particula:
X« x+v;
Manter a posicéo dentro dos limites viaveis:
x<x<X
SE (Fobj (x) < Fopj(p)) ENTAO
p<x
FIM SE;
SE (Fobj (%) < Fop;(g)) ENTAO
g <X
FIM SE;
FIM LACO;

A melhor posi¢cdo esta armazenada em g.
FIM ENQUANTO;

SAIDA.

Fonte: producao do préprio autor.
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Figura 44 - Curva tipica de fluéncia e recuperacao para materiais
poliméricos.

— Experimental

Deformacéo

Tempo
Fonte: producao do préprio autor.

Analogamente ao procedimento proposto por Chehab e
Moore (2004), tendo os parametros viscoelasticos identificados,
com o auxilio do principio da superposicdo de Boltzmann,
equacdes (3.1) e (3.2), e com o histérico experimental de
tensdes, pode-se avaliar a contribuicdo viscoelastica das curvas
experimentais, tanto em ensaios de tracdo, com em ensaios de
fluéncia, conforme mostrado na Figura 45.
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Figura 45 - Contribuicfes viscoelastica e viscoplastica das curvas
experimentais. a) Ensaio de tracdo. b) Ensaio de fluéncia.
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A funcédo da tensdo de escoamento pode ser avaliada em
funcdo da deformacdo viscoplastica acumulada, segundo
equacdao (H.3), e também em funcdo taxa da deformacéo
viscoplastica acumulada, equacdo (H.4). A equacdo (H.4) é
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obtida rearranjando as equacbes (3.38), (3.40) e (3.41) e
considerando um ensaio monotdnico positivo.

0,(e%) =0y, + (0w — 0y, )[1 — e E"/]| + KeP  (H.3)

0y () = =gy ~ Mop(1 = D) &7 (H.4)

Tomando como exemplo o0 ensaio de tracdo da Figura 45-
a, ttm-se os dados experimentais para g, P e &P, onde &P é
calculado numericamente através do histérico de &P por
diferencas finitas centrais. Deste modo, para encontrar 0s
par@metros viscoplasticos e de dano, ajusta-se as curvas das
equacoes (H.3) e (H.4), conforme ilustrado na Figura 46.

Figura 46 - Curvas de ajuste dos parametros viscoplasticos e de
dano.
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Fonte: producao do préprio autor.

Na equacdo (H.4), o histdrico da variavel de dano é
obtido resolvendo a equacdo nao linear da lei de evolucdo de
dano, equacao (3.84), utilizando o método de Newton-Raphson.



