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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho foi obter uma formulacao
alternativa para os chamados elementos Hermitianos 2-simplex do tipo
(3) e enriquecer esta formulacdo adicionando fun¢gBes com valor nulo
em todos os nés do elemento, porém com derivadas parciais unitarias
em apenas um destes nés. O elemento Hermitiano convencional é um
elemento antigo na literatura, possui grau p=3 e os graus de liberdade
do elemento sdo os deslocamentos e suas derivadas parciais em cada
nd. O elemento formulado neste trabalho e sua versdo enriquecida
possuem continuidade c? (a continuidade C* s6 é assegurada nos nés
do elemento). A formulagdo dos elementos é baseada no Principio da
Minima Energia Potencial e por se tratar de uma formulagdo de
deslocamento as condi¢des de contorno de derivadas (Neumann) ou
mistas (Cauchy-Robin) que séo prescritas no contorno sao satisfeitas
sem nenhuma dificuldade. As tensbes e/ou fluxos sdo obtidos sem
nenhum pos-processamento adicional e com precisdo semelhante a
dos deslocamentos. Neste trabalho estes elementos foram aplicados
para a solugdo de diversos problemas da elasticidade plana e axi-
simétrica, problemas de vibragéo livre de membranas e problemas de
potencial. A énfase principal nestas analises foi o0 estudo das taxas de
convergéncia com malhas homogéneas e com malhas distorcidas.
Outro aspecto estudado foi a convergéncia para os problemas de
locking de Poisson e especial atencao foi dada para as andlises de erro
em tensdes (ou fluxos) pontuais que é o ponto forte deste tipo de
elemento. ApOs diversas comparacdes realizadas ao longo deste
trabalho concluiu-se que os resultados obtidos com este tipo de
elemento sdo melhores do que a grande maioria de elementos
triangulares disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Elementos Hermitianos, Tridngulo de Hermite,
enriquecimento, elasticidade bidimensional, vibracdo livre de
membranas, QST.
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ABSTRACT

The main objective of this work was to obtain an alternative formulation
for the so-called Hermitian 2-simplex type-(3) elements and enrich this
formulation by adding functions with null value on all the nodes of the
element, however with unitary partial derivatives one node. The
conventional Hermitian element is an old element with degree p=3 and the
degrees of freedom are the displacements and the partial derivatives in
each node of the element. The element formulated in this work and their
enriched versions have C° continuity (C* continuity is assured only at the
element nodes). The formulation of the elements is based on the Principle
of Minimum Potential Energy and because it is a displacement formulation,
the prescribed Neumann (partial derivatives) or the Cauchy-Robin (mixed)
boundary conditions are satisfied without any difficulty at the boundary
nodes. Stresses and/or fluxes are obtained without any additional post-
processing of finite element solution and with precision similar to the
precision obtained for displacements. In this work these elements were
applied to the solution of various problems of plane elasticity, axial-
symmetric elasticity, free vibration of membranes and potential problems.
The main emphasis in these analyzes was to study the rates of
convergence obtained with homogeneous meshes and distorted meshes.
Another aspect studied was the convergence for material locking problems
(EPD) and special attention was given to the analysis of error in stress (or
fluxes). After several comparisons made throughout this work it was
concluded that the results obtained with this type of element is better than a
large majority of triangular elements available in the literature.

Keywords: Hermitian elements, Hermite Triangle, enrichment, two-
dimensional elasticity, free vibration of membranes, QST.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo mostram-se 0s objetivos e as motivacdes para o
desenvolvimento deste trabalho. O enfoque principal deste trabalho foi
0 estudo dos elementos finitos denominados Hermitianos 2-simplex e a
sua utilizacdo para a solucdo dos problemas da elasticidade, de
vibracao livre de membranas e problemas de potencial.

1.1 - MOTIVACAO

Os elementos denominados de Hermitianos do tipo 2-simplex séo
elementos triangulares de lados retos com 3 nés e 10 graus de
liberdade que séo os deslocamentos e derivadas parciais em cada né e
o deslocamento do centroide do elemento. Trata-se de um elemento do
grau p=3 e continuidade C°. A continuidade C* é garantida apenas nos
nés do elemento.

Desde a década de 1970 este elemento ja foi bem detalhado na
literatura com aplicacbes voltadas para o estudo de placas e cascas.
Sao encontradas poucas aplicacdes deste elemento para o estudo de
problemas elasticos, vibracdo livre de membranas e problemas de
potencial. Um dos enfoques deste trabalho foi estudar a aplicacdo
deste tipo de elemento para estas situagcdes onde existem poucos
registros na literatura do seu desempenho.

Por outro lado, os elementos Hermitianos unidimensionais sdo
bastante conhecidos na literatura e extensamente utilizados nas
andlises da flexdo de vigas. Dias e Barbieri (2011) propuseram uma
formulacdo enriquecida para estes elementos para o0 estudo
preferencialmente dos problemas com fortes gradientes na solucao
analitica (Anexo I). Os bons resultados obtidos por estes autores para
fluxo e potencial gerou a expectativa de obter elementos Hermitianos
bidimensionais enriquecidos e com resultados precisos para fluxos
(tensBes) nos nds do elemento. Esta foi a motivacdo principal para o
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desenvolvimento de uma nova formulacdo para o elemento Hermitiano
2-simplex prevendo o seu enriquecimento.

1.2 - OBJETIVOS
Geral:

O principal objetivo deste trabalho foi obter uma formulacéo
alternativa para os chamados elementos Hermitianos 2-simplex do
tipo (3) e enriquecer esta formulacdo de maneira analoga ao
realizado para o elemento unidimensional de Hermite.

Especifico:

Realizar analises de convergéncia com malhas homogéneas e
malhas distorcidas para problemas da elasticidade, vibracéo livre de
membranas e para problemas de potencial.

1.3 - ESCOPO DO TRABALHO

Este capitulo introdutério foi escrito para mostrar ao leitor a principal
motivacdo que deu origem ao estudo das formulagbes convencionais e
enriquecidas do chamado Triangulo de Hermite também conhecido
como elemento Hermitiano 2-simplex do tipo (3) e os principais
objetivos deste trabalho.

No capitulo 2 é mostrado um breve histérico e revisdo da bibliografia
descrevendo alguns trabalhos relevantes que marcaram 0
desenvolvimento deste tipo de elemento. Logo apds esta etapa é
mostrada uma formulacao alternativa para estes elementos (uma nova
base para o espaco de elementos finitos) e também uma formulacéo
prevendo o enriquecimento do elemento.

O capitulo 3 foi destinado para os problemas da elasticidade. No
inicio deste capitulo sdo mostrados alguns conceitos basicos da Teoria
da Elasticidade aplicados aos problemas planos e aos problemas axi-
simétricos. Neste capitulo sdo formulados os elementos e resolvidos
diversos exemplos utilizando as hipoteses do estado plano de tenséo
(EPT), estado plano de deformacdo (EPD) e/ou problemas axi-
simétricos. Somente sao apresentados 0s conceitos suficientes para
entender as formulacBes dos elementos finitos apresentadas neste
texto para elasticidade. A parte final deste capitulo € composta por uma
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coletanea de resultados numéricos obtidos com a solucdo de diversos
problemas caracteristicos que muitas vezes considerados como
benchmark para novos elementos. S&o realizadas diversas
comparagbes com os resultados obtidos com outros elementos da
literatura e analises da convergéncia h para deslocamento, tenséo e
energia. Para alguns problemas, especial atencdo foi dada para as
andlises de erros nas tensdes obtidas com malhas muito distorcidas ou
elaboradas com elementos com raz&o de aspecto muito ruim.

No capitulo 4 sdo mostradas as formulacBes do elemento para os
problemas de Vibracdo livre de Membranas e os problemas de
Potencial. Especial énfase é dada para os resultados obtidos com o
elemento enriquecido e para as taxas de convergéncia do erro no fluxo
(pontual) e o erro nas primeiras frequéncias naturais de membranas.
No inicio do capitulo é mostrada a equacgéao diferencial que governa a
vibragdo livre de membranas. Logo na sequéncia sdo mostradas as
formulagbes do elemento Hermitiano para os problemas de potencial e
de vibracao livre de membranas e é mostrada a formulacéo enriquecida
do elemento Hermitiano para estes dois tipos de problemas. A parte
final deste capitulo é focada no estudo da convergéncia h das solucdes
numeéricas de alguns problemas tipicos e para verificar a influéncia do
enriquecimento do elemento na precisédo dos célculos.

O Ultimo capitulo, Capitulo 5, é destinado as consideracdes finais e
sugestdes para futuros trabalhos no tema desta dissertacao.
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Capitulo 2
As Formulacdes para o Elemento ‘Hermitiano n-
Simplex’

2.1 — REVISAO DE ELEMENTOS HERMITIANOS

Os elementos triangulares sdo muito estudados na literatura pela
sua versatilidade para aproximar geometrias com contorno arbitrario
(contorno com curvas) e porque possuem poucos graus de liberdade
(poucos noés). A procura dos chamados elementos de alto
desempenho, elementos com poucos graus de liberdade fisicos e com
boa precisdo nos calculos tem sido o objetivo de diversos autores
desde que surgiu o MEF, Felippa (2003).

Os elementos triangulares mais comuns utilizados para a analise de
tensdes planas sdo os elementos Lagrangeanos com graus de
liberdade (gdl) de deslocamento em cada um dos nés do elemento, os
elementos mais conhecidos sdo o CST, 0 LST e o QST, Figura 2.1.

Figura 2.1 — Elementos CST (3 nés), LST (6n6s) e QST (10 nés)
Lagrangeanos
Fonte: Martha L.F. (1994)

O CST (Constant Stress/Strain Triangle) € o elemento linear com 3
nos e 6 gdl. Este elemento também é chamado de triangulo linear ou
Triangulo de Turner. De acordo com Felippa (2003) este elemento foi
desenvolvido por Jon Turner, Ray Clough e Harold Martin em 1952—
1953 (Clough (1994)) e publicado em 1956 (Turner et al. (1956)).
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O LST (Linear Stress/Strain Triangle) é o elemento quadratico com 6
nés e 12 gdl. Este elemento também é chamado de triangulo
guadratico ou Triangulo de Veubeke. Foi desenvolvido por B. Fraeijs de
Veubeke em 1962-1963 (Zienkiewicz (2001)) e publicado em 1965
(Fraeijs Veubeke (1965)).

O QST (Quadratic Stress/Strain Triangle) é o elemento clbico com
10 nés e 20 gdl. Este elemento também é chamado de triangulo
cubico. Foi desenvolvido em 1965 por Felippa. O triangulo chamado de
BCIZ é muito semelhante ao QST formulado por Felippa e apareceu na
literatura em 1966 (o BCIZ também é conhecido na literatura como
triangulo de Zienkiewicz).

Os chamados elementos Hermitianos 2-simplex do tipo (3) sédo
elementos triangulares de lados retos com graus de liberdade (u,
oui/ox, oui/oy) em cada um dos vértices do triangulo e u. no baricentro
(ou centroide), Figura 2.2. Estes 10 gdl sé@o suficientes para aproximar
uma variavel u(x) com polinbmio cubico completo para xeQe
(Qe=triangulo). Apesar de possuir continuidade C' nos vértices do
triangulo, este elemento possui apenas continuidade C° ao longo dos
lados.

Graus de Liberdade:

¢ = U; (‘deslocamento’)
O = oui/ox e duildy (‘gradiente)

Figura 2.2 — Elemento Hermitiano Cubico

Segundo Felippa (2003), o elemento QST com 3 nds e 18 gdl foi
desenvolvido por ele em 1965 em sua tese de doutorado, porém foi
aplicado somente para a analise de flexdo de placas. Ele adota a
seguinte regra para dar nome aos elementos com fungdes de
interpolacdo cubicas: QST-noés/ngl## onde ## é igual a C (graus de
liberdade convencionais de deslocamento), G (graus de liberdade de
deslocamento e derivadas nos vértices do elemento) ou RS (graus de
liberdade de deslocamento, rotacdo e deformacédo), ngl significa o
numero total de gdl do elemento. Nas Figuras 2.3 e 2.4 estdo ilustrados
alguns destes elementos incluindo os seus nos e os graus de liberdade
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associados aos nés, observar que a notacdo deste autor é diferente da
adotada neste trabalho: (uy,uy) indicam os deslocamentos no plano, uy,x
€ Uy indicam as derivadas parciais de u, 6 indica rotacéo
perpendicular ao plano e e indica o tensor deformacéo.

Uyg, Uy Ui, Uys

Uy Uyx3 0.3, ens

u.\._\'}; Uyy3 g‘\ﬂ Ery3
35 Exys

2

O
Ux2, Uy2

Hx2, Uy2
Uy, x2, Uyx2 622, €n2
Uy, llyg Uxl, Uyp Ury2 Uyy2 Uy, Uy €yy2, Exy2
: Uy xl, Uyxi 01, €xi
Uryly Uyyl Cyyl, Cxyl
QST-10/20C QST-4/20G ’ QST-4/20RS

Figura 2.3 — QST incluindo o n6 central
Fonte: Felippa (2003)

Este autor, Felippa (2003), cita que desde 1965 ja foram
apresentadas as funcbes de interpolacdo para os elementos QST-
10/20RS e QST-3/18G, porém estas formulacBes s6é foram utilizadas
para a flexao de placas e nédo para problemas planos da elasticidade.

Uy3, Uy3
s thy3 Uy x3, Uyx3
Uxy3 Uyys

Uy, U3
023, €
€yy3, €xy3

FQU7  Uy7
Uxg, Uys gg

2ot e, Uy iy
o Uy 2, Uyx2 0.2, €x2
Uyj, Uyi Uxl, Uys Uxy2 Uyy2 tyg, Uy Eyy2, Exy2

Hyxh Hyxl 0.1, €y
Uy yl, Uyyl €yyis Exyl
QST-9/18C QST-3/18G QST-3/18RS

Figura 2.4 — QST sem o né central
Fonte: Felippa (2003)

Na Figura 2.4 sdo mostrados os elementos QST sem gdl no n6 do
centroide. Em seu trabalho de 2003 também n&o foram apresentados
resultados utilizando o elemento QST-3/18G nas suas comparaces e
tentativa de obter um elemento 6timo para andlises elasticas.
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Cowper et al. (1970) também mostra a formulacdo de um elemento
para problemas planos com 18 gdl. Este elemento foi desenvolvido
como sendo a parcela de membrana de um elemento triangular para
casca e estes autores utilizaram o sistema de coordenadas (&)
ilustrado na Figura 2.5 para escrever as expressoes das funcdes de
interpolagdo do elemento. Os deslocamentos no plano (u,v) foram
aproximados com polinémios cubicos completos (10 termos em cada
uma das componentes) e os graus de liberdade utilizados para
aproximar a componente u do deslocamento foram (u;, ou/o€, oui/on)
para cada né do elemento e u. no centroide do elemento.
Similarmente, foram utilizados 10 gdl para aproximar v e a matriz de
rigidez foi obtida em funcédo destes 20 gdl. ApGs a obtencdo da matriz
de rigidez do elemento, os graus de liberdade do centroide foram
eliminados e a matriz de rigidez resultante é escrita em funcéo de 18
gdl associados apenas aos nés do elemento.

Ul

Figura 2.5 — Sistema de Referencia (§,n)
Fonte: Cowper et. al (1970)

Ferrante (1975) também mostra as funcdes de interpolacdo para um
elemento triangular de lados retos com aproximagéo cubica para 0s
deslocamentos e empregando coordenadas de area (Figura 2.6). O
uso destas coordenadas é mais pratico para formular o elemento do
que o uso das coordenadas (&,m) de Cowper et al. (1970).

Para o triangulo ilustrado na Figura 2.6, x=(x,y) e as func¢des de
coordenadas de area; (Li(x), i=1,2,3); podem ser escritas na seguinte
forma:

L(x)=A(X)/A (i=1,2,3) (2.1)
ou,
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Li(X):(ai+biX+Ciy)/2A (Izl,2,3) (22)
sendo,
(2.3)
A=[(X2Y3-X3Y2)+(X3Y1-X1Y3) +(X1Y2-Xay1)]/2
A=XYXkYi (2.4)
bi=yi-Y« (2.5)
Ci=Xk-Xj (26)

com i, j e k fazendo permutacéo ciclica entre 1,2 e 3.

Figura 2.6 — Coordenadas de Area para x=(Xx,y)
Fonte: Ferrante (1975)

O elemento QST mostrado por Ferrante (1975) € um elemento do
tipo Hermitiano 2-simplex com graus de liberdade dados por (u;, oui/oX,
oui/oy) em cada um dos vértices do triangulo e us no né central,
elemento QST-3/20G da Figura 2.1. Este elemento utiliza 10 gdl para
aproximar u(x) e a sua expressao matematica € a seguinte:

u(x) = Ziilq)i(x)ui +Zi3—1(pi(x)% +Z?_1Wi(x)% @.7)
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onde ®@;(x), ¢i(x) e y;i(x) sdo dadas por:
@, (x) =L, +3L,%(L, +L;) -7 L,L,L,
®,(x) =L, +3L,°(L, +L,) -7 L,L,L,

®,(x)=L,° +3L,°(L, +L,)-7L,L,L,
®,(x)=27L,L,L,

(2.8)

o,(x)=c,L L, —c,L L, +(c, —c,)L,L,L,
@,(x) =c,L,’L, —c,L,L, +(c, —c,)L,L,L, (2.9)
@3(x) = c,L°L, —c,L°L, +(c, —C,)L,L,L,

v, (x) =b,L°L, —b,L°L, + (b, —b,)L,L,L,
v,(x) =b,L,°L, —b,L,°L, + (b, —b,)L,L,L, (2.10)
y,(X) = b1|—32L2 - b2|—32|—1 +(b, —by)L,L,L,

Para aproximar v(x) também foram utilizados outros 10 gdl com
expressao similar a Equacao 2.7. Ferrante (1975) cita que a vantagem
deste elemento com relacdo ao elemento Lagrangeano cubico (10 nds)
€ que esta formulagédo proporciona reducé@o na largura de banda do
sistema final de equacdes. No entanto, nenhum resultado numérico
utilizando este elemento foi apresentado neste trabalho.

A base matematica para obter elementos do tipo QST com “n+1”
vértices foi proposta por Ciarlet e Raviart (1972) e Ciarlet (1978). Para
obter funcbes de interpolacdes cubicas para estes elementos estes
autores empregam o sistema de coordenadas do baricentro (Anexo 1)
e 0 seguinte teorema:

‘Teorema: Seja K um n-simplex com vértices a;, (1< i <n+1), e seja
ap=(ata+a)/3, (1< i < j < k <n+1). Entdo um polindmio p(x) no espago
P; é unicamente determinado pelo seu valor e pelo valor das suas
primeiras derivadas nos vértices a;, (1< i <n+1), e 0 seu valor no ponto
aijk,(1$i<j<k$n+1).'
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Na demonstracédo do teorema, Ciarlet (1978) mostra que V p(xX) € P3
pode ser escrito em funcdo do sistema de coordenadas do baricentro
na seguinte forma:

p(x) = (=24 +341F -7%; D Ak )p@a)
i Bt (2.11)
+> M (20 + A, —1) Dp(a;)(a; — &) + 27 ) LAk, p(ay,)

i#] i<j<k

sendo que p(a;) designa o valor de p(x) no vertice i; Dp(a)(a-a) € a
derivada direcional de p(x) no vértice i (com o valor da derivada
direcional de p(x) em cada vértice é possivel obter o valor das suas
derivadas parciais em cada vértice) e (AyApA3) corresponde as
coordenadas do baricentro (ver Anexo Il) do conjunto com ‘n+1’ pontos
(0<Ai<1, 2A=1; i=1,2,3 para triangulos). Quando n=2 trata-se de um
tridngulo e quando n=3 trata-se de um tetraedro.

Segundo Kirby et al. (2012), os elementos do tipo ‘Hermite n-simplex
type (3) estdo disponiveis na literatura quase desde o surgimento do
MEF; aparecendo, pelo menos desde o classico trabalho de Ciarlet e
Raviart (1972).

Outro elemento muito semelhante ao elemento Hermitiano em
estudo é o chamado Triangulo de Zienckiewcz que apareceu na
literatura em 1966 e as vezes também é chamado de triangulo BCIZ,
Bazeley et al.(1966). Este elemento utiliza apenas os valores de p(x) e
de suas derivadas nos 3 nés do elemento para construir a aproximacao
para p(x). E um elemento de continuidade C° e a interpolacéo de p(x) é
dada por:

PO = P, :6p(a,) — 2> pla) +

in(ai) -(a, —a,;,)=0}>P, (2.12)

Sengupta e Dasgupta (1990) utilizaram a mesma aproximacao ja citada
por Ferrante (1975) para obter expressdes explicitas para a matriz de
rigidez de um elemento elastico plano com 18 gdl. Os graus de
liberdade utilizados por estes autores foram (u;, dui/ox, oui/dy, Vv;, oviloX,
oviloy) em cada ndé do elemento e os deslocamentos (Ue, V) Nno
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centroide do triangulo. Neste trabalho foram apresentados apenas dois
exemplos numéricos.

Embora os elementos Hermitianos sejam elementos antigos, é
possivel encontrar na literatura diversas aplicagdes recentes utilizando
estes elementos para a solucao de diversos problemas da mecanica do
continuo. Um exemplo destas aplicacdes € o trabalho de Ueda e
Tabata (2007) que utilizaram este elemento para a solucdo de
problemas de potencial bidimensionais. Estes mesmos autores Ueda e
Tabata (2009), também analisaram problemas de potencial com
elementos hermitianos tetraédricos dando énfase também para as
andlises de erro e convergéncia h.

2.2 - FORMULACAO ALTERNATIVA

Nesta formulacao alternativa para os elementos do tipo ‘Hermite 2-
simplex’ também foram utilizadas as coordenadas de area para o
triangulo, porém com uma pequena mudanca. Os coeficientes, a;, b e ¢;
das Equacdes 2.4 a 2.6 sdo divididos por 2A e as funcbes de
interpolacgdo lineares passam a ser escritas na seguinte forma:

Li(x)=¢i(x)=ai+bx+cy (i=1,2,3) (2.13)

Como ja mencionado anteriormente, as aproximacdes clbicas (QST)
sdo obtidas utilizando 10 gdl para os tridngulos. Neste trabalho é
proposta a seguinte expressao para aproximar um polindémio cubico em
funcdo dos valores de (p;,0pi/ox,opildy) em cada um dos vértices do
triangulo e de um deslocamento generalizado p*:

3 3 w3 op;
p(x) = E(Di(x)pi + é@i(x)& + é‘l’i(”@*‘ D, (x)p* (2.14)

sendo,

D,x) =360 -26°(x) (=123

D, (X) =1— D, (X) — D, (X) — D4(X) (2.15)

o,(x)=(x-%x)0°(x)  (i=123) (2.16)
vi)=y-y)o ) (i=123) (2.17)
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Note que as funcdes do tipo ®;(x) para i=1,2 ou 3 s6 dependem das
funcbes ¢i(x)=Li(x) e valem 1 no n6 i e se anulam nos outros dois nés
do triangulo. A fungéo ®4(x) é uma fungéo do tipo bolha obtida com a
combinacéo linear de @(x), ®,(x) e d3(x). O valor de ®@4(x) é nulo em
todos os nos e lados do elemento.

As derivadas parciais das fungbes ®;(x) para j=1,2 ou 3 séo dadas
por:

od;(x) 00;(x)

2 6140067001 2 (1=123) (2.18)
e,
0 6t 00-07001 U (-129) (2.19)

Estas derivadas sdo nulas em todos os nos do elemento porque o
termo entre colchetes é nulo em todos estes nds. Como @4(x) é uma
combinacao linear destas funcdes, as derivadas de ®4(x) também sao
nulas em todos os nds do elemento.

As funcdes ¢i(x) para i=1,2 ou 3 dependem das funcdes ¢i(x)=Li(x) e
de (x-x;)). Estas funcBes se anulam em todos os nos do elemento e
suas derivadas parciais sdo dadas por:

8(Pj(x) 5¢,—(X)

g0+ 2x-x)a00 L (=123) (2.20)
e,
aq’i(x):z(x—xj)q)j(x)adgf’x) (1=123) (2.21)

Como ¢;(x)=1 para x=x;, entdo og;(x)/0x=1 no vértice j e se anula nos
outros dois vertices do triangulo, pois ¢j(x)=0 nestes nds. A derivada
parcial dgj(x)/0y se anula em todos os vértices do triangulo.

As fungdes yi(x) para i=1,2 ou 3 dependem das fun¢des ¢i(x)=Li(x) e
de (y-y). Estas funcdes se anulam em todos os nds do elemento e
suas derivadas parciais sdo dadas por:

oy,09) _
X

9,(x)
ox

(y-y) (%) (i=123) (2.22)
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a\Vj(X)
oy

9,(x)

v (i=123) (2.23)

:¢12(X) + 2(y - yj)(l)j(x)

Analogamente, Oy;j(x)/0x=0 em todos os vértices do triangulo e
Oyj(x)/oy=1 no no j e igual a 0 nos outros dois nos.

Observe que o valor de ®4(1/3,1/3,1/3) ndo é unitario e nem o valor
das outras funcdes que aparecem na Equacdo 2.13 sdo nulos neste
ponto. Portanto, p* foi chamado de deslocamento generalizado e é
incluido na aproximacdo da Equacdo 2.13 para assegurar a correta
aproximacdo para p(x) quando todas as suas derivadas parciais sao
nulas nos vértices, isto €, p(x) é constante.

2.2.1 - Elementos com Lados Retos

Para os elementos de lados retos a relacdo entre as coordenadas
cartesianas x=(x,y) com as coordenadas de area (L;,L,,L3) sdo dadas
por:

X = Z;Li (X)X, (2.24)

e as derivadas parciais das funcdes de interpolacdo obtidas a partir da
Equacéo 2.12 séo constantes e valem o¢i(x)/ox=b; e opi(x)/oy=c;

2.3 — COMPARACAO DAS FUNCOES DE INTERPOLACAO

Nas Figuras 2.7 e 2.8 estdo mostradas algumas fungbes de
interpolacdo associadas ao n6 1 de um elemento com vértices em
(1,0), (0,1) e (0,0), nbs 1, 2 e 3, respectivamente.

Nestas figuras o subscrito ‘C’ indica as fungbes associadas ao
elemento convencional de Ciarlet (1978). Para este triangulo as
coordenadas de area da Equacéo 2.12 sdo dadas por Li(X)=x, L(X)=y
e L3(x)=1-x-y.



(@) D1c(X)=-2X3+TX2y+TXY*+3X>-TXy (b) ®1(x)=3x>-2x°
~-— 0 N
N
\\
0 N
~ 1.50
175 4 3.25 .
0 ! 0
0 |
- / BN

(€) 0D (x)/ox (d) oD (x)/ox

Figura 2.7 — Fungdes de Interpolagéo de Ciarlet (1978), ®;¢(X), e para a
formulacao alternativa, ®,(x)
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-0,148
0

/

(@) @1c(X)=x>-2x7y-2xy"-x*+2xy
0

-0,80

() Og1c(x)/ox

/

-0,148

0

1\

(b) @1(x)=(x-1)x°

N

N

(d) 991(x)/ox

Figura 2.8 — Fung0des de Interpolagéo de Ciarlet (1978), ¢ic(X), € para a
formulacao alternativa, ¢,(x)

2.4 - ENRIQUECIMENTO DO ELEMENTO HERMITIANO

Com o objetivo de melhorar a qualidade de p(x) da Equacéo 2.13 e
de suas derivadas parciais o0 enriqguecimento da aproximacdo é
realizado incluindo apenas novas fungbes de interpolacdo associadas
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as derivadas parciais em cada vértice do elemento. A expressédo para a
aproximacao enriquecida para p(x) é a seguinte:

3 _m*(i)

000 =Y D0p, + 3> o (X)ts

i=1 i=1 m=1

Y (X)B + @, (x)p* (2.25)
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sendo que as fungdes @;(x) sdo as mesmas definidas anteriormente
na Equacéo 2.15,

P () =(x-x)0,""(x) (=123 m=12.., m*()) (2.26)
V)= =y, ™00 (=123 m=12..,k*(j) (2.27)
mm% ap(x) i-123) (2.28)
g, - -2 e

e m*(j) e k*(j) indicam o numero de fung¢Bes associadas as derivada
parciais do né j. Deve-se notar que as Equacdes 2.28 e 2.29 foram
obtidas avaliando o valor das derivadas parciais de p(x) em cada
vértice do elemento.

Para visualizar o comportamento das funcdes omi(X) € ymi(X) ao
longo dos lados de um elemento as curvas para as primeiras 4 funces
do tipo ¢mi(x) ao longo do lado 3-1 do elemento padrdo (também
chamado de 2-simplex unitario) formado pelos vértices (1,0), (0,1) e
(0,0) do item anterior estdo ilustradas na Figura 2.9. Todas estas
fungbes possuem derivada parcial com relagdo a x iguala 1l noné 1l e
derivadas parciais nulas no né 3.

Observa-se que os graus de liberdade am € By estdo associados ao
no i. Portanto, com este tipo de aproximacdo é possivel melhorar a
interpolacdo de p(x) utilizando apenas o enriquecimento de um n6 do
elemento. As fungBes ndo estdo associadas aos lados do elemento.

Apesar de melhorar as aproximacdes para p(x) e de suas derivadas
parciais, 0 elemento ainda continua possuindo continuidade C°.



0.00

Figura 2.9 — Fungdes do tipo ¢m:1(x) ao longo do lado 3-1.
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Capitulo 3
As Formulagdes do Elemento ‘Hermitiano 2-
simplex’ para a Elasticidade Plana

3.1 - PROBLEMAS PLANOS (EPT E EPD)

Seja um corpo elastico como o ilustrado na Figura 3.1 que é
submetido a carregamentos externos. Cada ponto P deste corpo
elastico é identificado pelas suas coordenadas com relagdo ao sistema
de coordenadas cartesianas fixo e apés a aplicacdo dos
carregamentos externos este ponto passa a ocupar uma nova posi¢éo
com relagdo ao sistema fixo, P*. O deslocamento do ponto P pode ser
escrito na seguinte maneira:

u=r-ro=(u,v) (3.1)

sendo que (u,v) denotam as componentes dos deslocamentos nas
direcOes x e y, respectivamente.

Figura 3.1 — Deformagéo do Corpo Elastico

Na Figura 3.1 estdo indicados os carregamentos das forcas
concentradas no contorno, f, das pressdes no contorno, p, e das for¢as
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concentradas no dominio, Q. Nao estéo ilustradas as forcas de corpo,
b, e os carregamentos oriundos de efeitos térmicos.

Para obter as equacOes de elementos finitos para os problemas
planos, estado plano de tensdo (EPT), e estado plano de deformagéao
(EPD), € mais comum encontrar na literatura especializada o vetor
deformacdo {€} sendo escrito na seguinte forma:

€ ou/ ox

{e} =18, = ov /oy (3.2)
Vs oul oy + ov/ox

sendo que &y, &y, € &y, =Yx/2 denotam as componentes do tensor
deformacéo de Cauchy.

3.1.1 - Estado Plano de Tenséo (EPT)

O EPT normalmente é encontrado em corpos com espessura
pequena e com carregamentos no plano. Nestes problemas néo existe
restricbes para 0 deslocamento na direcdo transversal ao
carregamento e a relacdo entre o vetor tensdo e o vetor deformagéao é
dada por:

Gy . 1 v O
{6} ={oy (=Pl =——|v 1 0 I} (3:3)
Ty 00 >

sendo que E e v denotam o médulo de Young (modulo de elasticidade)
e o Coeficiente de Poisson do material.

A componente g,, do tensor de Cauchy ndo é nula e seu valor é
obtido a partir da lei de Hook:

€, :—E(GXX +GW) (3.4)

e o deslocamento na direcdo z € calculado com integracdo da Equacao
3.4.
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3.1.2 - Estado Plano de Deformacéo (EPD)

O EPD é encontrado em corpos longos com éarea da secao
transversal pequena e com cargas transversais constantes e
distribuidas ao longo do seu comprimento.

Neste caso &,,=Yx,=Yy,=0 € a relag¢éo {c}= [D]{¢} € dada por:

oy - 1-v v 0
{o} =10, 1 =[DKe} = Trva-a2v| " 1=v 1_02V BT
Ty 0 0

€ G, =V(Ct+0yy).
3.2 - PROBLEMAS AXI-SIMETRICOS

Os problemas elasticos axi-simétricos séo caracterizados por corpos
de revolucao (eixo z é o eixo de simetria) submetidos a carregamentos
também axi-simétricos. Nas equacdes que descrevem este tipo de
problema normalmente é utilizado o sistema cilindrico de coordenadas
(r,0,2) e o vetor deformagéo é dado por:

€ oulor

{g} _ €, _ ow/oz (36)
Yz oul/ oz +ow/or
€90 ulr

sendo que (u,w) denotam os deslocamentos na direcdo x e z,
respectivamente.

A relacdo entre o vetor tensdo, {6}={61,6,,:060,7.}, € O vetor
deformacéo é dada por {c}=[D}{e} e a matriz constitutiva para materiais
homogéneos isotrépicos vale:
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1 Y 0 %
1-v 1-v
v %
1 0
_ E(1-v) 1-v 1-v
Ol= —F—— 1-2 3.7
(l+ V)(1—2V) 0 0 v 0
2(1-v)
v Y 0 1
11-v 1-v i

3.3 - FORMULACAO PARA PROBLEMAS PLANOS (EPT E EPD)

Como ja foi visto anteriormente no Capitulo 2, nos elementos do tipo
‘Hermitiano 2-simplex’ as componentes do deslocamento séao
interpoladas utilizando a seguinte expressao:

u D, ¢, vy 0O O O .. o 0
{ }:[ 1 1 1 4 {a} (3.8)
\Y 0 0 0O @ ¢ y; .. 0 Dy,
sendo que {g}={u,0U/X,0U1/8Y,V1,0V1/0X,0V41dy,..., u* V*}' e Di(X), ¢i(X) e
yi(X) sdo as funcdes de interpolacdo definidas nas Equacdes 2.15 a
2.17.
Para os problemas planos a relagdo entre o vetor deformacéo e as
componentes do deslocamento pode ser escrita na seguinte forma:

€ ou/ ox

{e}=1ey (= ovloy = [BKa} (3.9
Yy oul oy + ovlox

sendo que [B] é uma matriz (3x20) que relaciona as trés componentes
do vetor deformacéo com os deslocamentos e é dada por:
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0 do v o g o s
ox  oX  OX X
Bl=| 0 0 0O o0 o oy g OOy
g oy 0y oy (3.10)
oby 09 vy 0Py e Qyy o 0By OO,
| oy oy oy OX OX OX oy ox |

A matriz de rigidez do elemento, [K], € obtida utilizando a classica
expressdo da literatura de elementos finitos (Chandrupatla e
Belegundu, 2002):

[K] = [, [B]' [D][B] tdA (3.11)
sendo que t denota a espessura do elemento (constante), A denota a

area do triangulo e [D] é a matriz (3x3) que correlaciona as tensdes
com as deformacdes, {c}= [DJ{c}.

3.4 - FORMULACAO PARA PROBLEMAS AXI-SIMETRICOS

Para os problemas axi-simétricos a relacao entre o vetor deformacao
{e} e as componentes do deslocamento u e w pode ser escrita ha
seguinte forma:

€, oulor

€ ow/oz
=47zl _ ~[B 3.12
e} Y oul/ oz +ow/or [BJa} (3.12)

€00 ulr

onde,



49

o S T VI
or or or or
0 o0 o % d o %
B] = 0z 0z o0z 0z
Oy 0y Oyy 09y Opy Oy Obs Oby (3.13)
o6z o0z o6z o o o oz or
L T T T A
L r r r r dax20

e que {g}={uy,du./8X,0U1/dy,V1,0W1/8X,OW1/BY, ..., U*, W}

A partir desta definicdo para [B] a matriz de rigidez do elemento é
calculada da maneira convencional, isto é:

[K] = 2n, [B]'[D][B] r drdz (3.14)

3.5 - INTEGRAGCAO NUMERICA

Observar que para elementos de lados retos as Equactes 3.11 e
3.14 podem ser avaliadas analiticamente empregando a conhecida
relacdo mostrada por Eisenberg e Malvern (1973) para integragdo em
triangulos:

ristt! (3.15)

st
=il L dA =24 (2+r+s+1)

Entretanto, neste trabalho as integrais das Equa¢fes 3.11 e 3.14
foram avaliadas numericamente e utilizando 16 pontos de integracao
gue garantem precisao nos calculos para polindmios até grau 8 (Akin,
J.E.,2004; Zhang et al., 2009).

No Anexo Il é detalhada a quadratura utilizada para estas integrais e
sdo apresentados os pontos e pesos de integracéo listados por Zhang
et al. (2009).
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3.6 - VETOR FORCA

Para os problemas planos o vetor forca é calculado de maneira
usual. Para carregamentos {fy,f,} distribuido no dominio tem-se:

t
f
Bl |0 @ v 900 Ca Ol ga (3.16)
f* 0 0 0 @, ¢, y; ... 0 @, |f,
e quando {f,,f,} esta distribuido no contorno o vetor forga € dado por:
f, @y @p ypr O O 0 .. 0 Offf
= dr
{o} I{o 0 0 @y ¢y Yy .. O ony (3.17)

sendo que ®@ir(x), ¢ir(X) e yir(x) indicam o trago das fungdes di(x),
oi(X) e vi(x), respectivamente. Ressalta-se que neste caso as duas
Gltimas componentes do vetor forca sdo nulas porque a funcéo ®4(x) é
nula no contorno dos elementos.

3.7 - ELEMENTO REDUZIDO (CONDENSACAO ESTATICA)

A matriz de rigidez da Equacéo 3.11 ou da Equacdo 3.14 possui
dimensdo igual a 20x20 para o0 elemento Hermitiano sem
enriguecimento (N*=1). Para este elemento o modelo reduzido com
ordem 18x18 é obtido empregando o processo de condensacao
estatica de Guyan (1965) para eliminar os graus de liberdade
associados aos deslocamentos generalizados u* e v*. Este processo
reduz apenas 2 graus de liberdade do sistema de equacdes do
elemento, entretanto, os outros graus de liberdade restantes estdo
associados somente aos nés do elemento.

O sistema de equacdes que representa o equilibrio estatico do
elemento pode ser escrito na seguinte forma:

PRpsiiags
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sendo que {g*} ={u*v*}' e {f*} representa as componentes do vetor
forca associadas a u* e v*.

Eliminando {q*} desta equacéo é obtido o sistema reduzido de ordem
18x18:

[KeKa.} ={f} (3.19)
sendo que,
[KR] = [Kll] - [K12][K 22]_1[K 21] (3.20)
€,
{f} = {f} - [K K .17 {F*} (3.21)

Este mesmo processo é repetido para os elementos Hermitianos
enriquecidos.

3.8 - RESULTADOS E DISCUSSOES
3.8.1 - Alguns “Patch Tests”

Os chamados patch tests tém sido utilizados para a validacdo e
andlise de convergéncia de novos elementos finitos quando h—0 ou
guando as discretizacdes sdo construidas com malhas distorcidas. O
primeiro teste mostrado na sequencia foi proposto por Zienkiewicz e
Taylor (2000) para um EPT cuja solucdo analitica para os
deslocamentos é dada por:

u( x) = 0,002x
(3.22)
v(x) = —0,0006y

Para estes deslocamentos as componentes de deformacédo valem
exx(X)=0,002, &,,(x)=-0,0006 e &,,(x)=0. Entéo, para v=0,3 e E=1000 as
componentes de tensdo s&o iguais a ox(X)=2,0 e 6,y(X)=Tyy(X)=0.

A malha de elementos triangulares ilustrada na Figura 3.3 possui 0s
mesmos nos da malha original proposta por Zienkiewicz e Taylor
(2000), Figura 3.2, e foram realizados dois testes com condi¢cdes de
contorno distintas:
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Teste 1: Deslocamentos e derivadas prescritas nos nds do contorno
de acordo com a solucao analitica;

Teste 2: Deslocamentos e derivadas prescritas nos nés 1 e 4 e
carregamento de pressdo uniforme, p=oy(x)=2,0; no lado 2-3.

4:(0,2) 5

—93:2,2)

1:(0,0) & 362:(1,0)

Figura 3.2 — Geometria e Malha de Elementos Finitos Quadrangulares
Fonte: Zienckiewicz e Taylor (2000)

Os resultados obtidos nestas analises estdo resumidos nas Tabelas
3.1 a 3.3. Os erros para 0os deslocamentos para os dois testes foram
iguais e pode-se observar nestas tabelas que todos os resultados de
tensdo e deslocamento praticamente coincidem com a solucdo
analitica.

Figura 3.3 — Malha de Elementos Finitos Distorcida para Testes

Tabela 3.1 — Resultados de tensfes para o Teste 1
N6 X y Ox | Oyyx107 | 1,,x10%°

0,723711 | 1,650895 | 2,000 | -0,767 -0,884
0,349105 | 0,723711 | 2,000 | -0,249 0,364
1,650895 | 1,276288 | 2,000 | 0,191 -0,104
1,276288 | 0,349105 | 2,000 | 0,178 0,114

N[O




Tabela 3.2 — Erros em deslocamentos para o Teste 1

N6 X

y

[u(X)-umer(X)|

[V(X)-Vmer(X)|

0,723711

1,650895

6,875x10™""

4,705x10™"

0,349105

0,723711

3,316x10™"

2,062x10™"

1,650895

1,276288

1,568x10"°

3,637x10™""

O|N(O |01

1,276288

0,349105

1,214x10™°

9,949x107

Tabela 3.3 — Resultados de tensdes para o Teste 2

N6 X

y

Oxx

13
Gyyx10

3
Tyx10

0,723711

1,650895

2,000

-1,569

0,569

0,349105

0,723711

2,000

-0,277

0,669

1,650895

1,276288

2,000

0,475

0,116

(N |01

1,276288

0,349105

2,000

-0,761

0,686

3.8.2 - Placa com Carregamento Parabdlico
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O problema ilustrado na Figura 3.4 foi resolvido por Cowper et al.
(1970) e depois por Sengupta e Dasgupta (1989) utilizando também os
elementos Hermitianos. A solucdo de referencia, indicada como ‘Exata’
nas tabelas, é a de Cowper et al. (1970) e alguns resultados obtidos
com diferentes malhas construidas utilizando o padrao MxM (M

divisdes em x e M divisdes em y) estdo mostrados nas Tabelas 3.4 a

3.10 (em todas as tabelas mostradas neste exemplo SeD indica a
solucéo de Sengupta e Dasgupta (1989) e Cowper indica a solucdo de
Cowper et al. (1970)).

Tabela 3.4 — Comparacéao de resultados do deslocamento u(x)

. 10Etug . 10Etu,
[(1-vZ)Ng L] [(1-vZ)Ng L]

Malha SeD Cowper | Presente | SeD | Cowper | Presente

1x1 -1,50795 | -1,507941 | -1,50794 | 2,19341 | 2,1934 2,19344

2x2 -1,51981 | -1,519812 | -1,52049 | 1,86841 | 1,8684 1,88129

3x3 -1,51977 | -1,519773 | -1,51972 | 1,80463 | 1,8046 1,80305

4x4 -1,51988 | -1,519862 | -1,51975 | 1,78967 | 1,7896 1,78666

5x5 -1,51991 | -1,519900 | -1,51983 | 1,78513 | 1,7852 1,78591
10x10 - - -1,51992 - - 1,78264
Exato -1,519928 1,7837




ettt
| D TN
L
A
Y
- L -

co(X)=No[1-4(x/L)?]

E=1
v=0.3
t=1

L=1
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Figura 3.4 — EPT com distribuicdo parabdlica de carregamento e malha 4x4
para 1/4 do dominio
Fonte: Adaptado de Cowper et. al (1970)

Tabela 3.5 — Comparacao de resultados do deslocamento v(x)

10Etv, 10Etv,
VC * — 2— VD * _ 2—
[(1-v7)Ng L [(1-v7)Ng L
Malha | SeD | Cowper | Presente | SeD Cowper | Presente
1x1 1,31824 | 1,31824 | 1,31824 | 5,08546 | 5,085466 | 5,08547
2x2 1,28574 | 1,28574 | 1,28703 | 5,07360 | 5,073595 | 5,07292
3x3 1,27936 | 1,27936 1,27921 | 5,07364 | 5,073633 | 5,07369
4x4 1,27787 | 1,27787 1,27757 | 5,07357 | 5,073544 | 5,07365
5x5 1,27743 | 1,27742 1,27749 | 5,07353 | 5,073507 | 5,07357
10x10 - - 1,27717 - - 5,07349
Exato 1,27727 5,073478
Tabela 3.6 — Comparacgéo de resultados de 6,,(X)
Gxx*:locxx(XA /No Gxx*:Gxx(XB)/NO
Malha SeD Cowper | Presente SeD Cowper | Presente
1x1 -1,44190 | -1,44190 | -1,44190 | 0,039928 | 0,039928 | 0,039928
2x2 -1,40138 | -1,40137 | -1,38107 | 0,004236 | 0,004235 | 0,001034
3x3 -1,40559 | -1,40559 | -1,40191 | 0,000848 | 0,000848 | 0,000192
4x4 -1,40791 | -1,40789 | -1,40707 | 0,000329 | 0,000329 | 0,000117
5x5 -1,40880 | -1,40880 | -1,40805 | 0,000165 | 0,000166 | 0,000109
10x10 - - -1,40947 - - 0,000023
Exato -1,40954 0,0




Tabela 3.7 — Comparacdo de resultados para tensbes
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Ox*=100(Xp)/No oy *=100yy(Xs)/No

Malha SeD Presente SeD Cowper | Presente

1x1 | 4,70735 | 4,70735 | 4,70736 | 4,70735 | 4,70735

2x2 | 4,17499 | 4,08438 | 4,17501 | 4,17500 | 4,08438

3x3 | 4,11899 | 4,09362 | 4,11905 | 4,11902 | 4,09362

4x4 | 4,10967 | 4,10286 | 4,10976 | 4,10971 | 4,10286

5x5 | 4,10773 | 4,10534 | 4,10768 | 4,10767 | 4,10534
10x10 - 4,10668 - - 4,10668
Exato 4,10670 4,10670

Chama atencdo na Tabela 3.7 o fato de que os resultados de
Sengupta e Dasgupta (1989) para ox* sado diferentes dos resultados
para oy,*. Para concluir este exemplo foram analisados os resultados
obtidos com a malha 4x4 para o elemento enriquecido com 2 e 3
funcbes adicionais em cada n6, N*=2 e N*=3, respectivamente.
Ressalta-se nas Tabelas 3.11 a 3.14 que a convergéncia para 0s
deslocamentos e tensGes ndo é monotdnica.

Os resultados de deslocamento sempre indicam melhorias com o
acréscimo das funcdes enriquecedoras e 0 mesmo nao se verifica para
tensoes.

Tabela 3.8 — Comparacao de resultados de tensdes

oy *=100(Xa)/No

Malha SeD Cowper | Presente

1x1 | 8,55810 | 8,55810 | 8,55810

2x2 | 8,59864 | 8,59863 | 8,61893

3x3 | 8,59440 | 8,59441 | 8,59809

4x4 | 8,59219 | 8,59211 | 8,59293

5x5 | 8,59124 | 8,59120 | 8,59195
10x10 - - 8,59053
Exato 8.59046

Tabela 3.9 — Comparativo das tensdes c,,(X,L/2)

X 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Exato 1 0,96 0,84 0,64 0,36 0
1x1 1,03993 - - - - 0,031810
5x5 1,00011 | 0,960291 | 0,840043 | 0,641148 | 0,359848 | -0,003140
10x10 | 1,00002 | 0,960023 | 0,840022 | 0,640010 | 0,360141 | -0,000195




Tabela 3.11 — Comparagéo de resultados do deslocamento u(x)

Tabela 3.10 — Convergéncia para energia

- 10ECU
1-v?)L2Ny
Malha Cowper Presente
1x1 2,7879813 | 2,7879813
2x2 2,7933662 | 2,7931087
3x3 2,7935404 | 2,7935164
4x4 1,7935617 | 2,7935596
5x5 2,7935667 | 2,7935655
10x10 - 2,7935696
Exato 2,7935695

Elemento ug* Erro % Uc* Erro %
SeD -1,51988 | 0,003158 | 1,78967 | 0,334697
N*=1 -1,51975 | 0,011711 | 1,78666 | 0,165945
N*=2 -1,51989 | 0,002500 | 1,78502 | 0,074003
N*=3 -1,51995 | 0,001447 | 1,78413 | 0,024106
Exato -1,519928 1,7837

Tabela 3.12 — Comparacéo de resultados do deslocamento v(x)

Malha V¥ Erro % Vp* Erro %

SeD | 1,27787 | 0,0464317 | 5,07357 | 0,0017695

N*=1 | 1,27757 | 0,0229402 | 5,073653 | 0,0034142

N*=2 | 1,27740 | 0,0096312 | 5,073514 | 0,0006698

N*=3 | 1,27731 | 0,0025847 | 5,073454 | -0,0005144

Exato 1,27727 5,07348

Tabela 3.13 — Energia de Deformacéo Elastica
Malha U* Erro %
N*=1 | 2,79355968 | -3,5152x10™
N*=2 | 2,79356146 | -2,8780x10™
N*=3 | 2,79356227 | -2,5881x10™
Exato 2,7935695

56
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Tabela 3.14 — Andlise de Tensdes em funcéo de N*

Ponto | Elemento Oyl ow* T
N*=1 -1,40707 | 8,59293 0,0
A N*=2 -1,41085 | 8,58915 0,0
N*=3 -1,40639 | 8,59361 0,0
Exato -1,40954 | 8,59046 0,0
N*=1 0,00117 | 4,10286 0,0
N*=2 -0,01825 | 4,13821 0,0
B N*=3 -0,00564 | 4,09358 0,0
Exato 0,0 4,10670 0,0
N*=1 -0,04853 | -0,04853 | 0,04982
C N*=2 -0,02271 | -0,02271 | 0,02366
N*=3 0,01156 | 0,01156 | -0,00836
Exato 0,0 0,0 0,0
N*=1 4,10286 | 10,0012 0,0
D N*=2 4,13821 | 9,98175 0,0
N*=3 4,09358 | 9,99436 0,0
Exato 4,10670 10,0 0,0

3.8.3 - Viga Longa Engastada com Momento na Extremidade

A viga longa de comprimento L= 32mm mostrada na Figura 3.5 é
engastada em x=0 e carregada com um momento fletor M= 100Nmm
na outra extremidade. O valor do modulo de elasticidade é tomado
como sendo E= 768 MPa de tal modo que a solugcédo exata para o
deslocamento vertical v(L,0) é igual a 100mm. Para este problema a
solucéo analitica vale:

U(X)=-kXy , V(X)=k(X*+vy?) (3.23)

sendo que K denota a curvatura da viga deformada, K=M/El com
I=hb%12.

Para comparar resultados com os disponiveis na literatura foram
construidas malhas com padrédo de N divisées em x por M divisdes em
y variando desde 2x2 até 32x2. O objetivo da elaboracdo destas
malhas é testar a qualidade dos resultados para elementos com razao
de aspecto ruim. O problema foi resolvido empregando o EPT e no lado
engastado foram prescritos deslocamentos e derivadas parciais de
acordo com a solucéo analitica.



E=768MPa, v=1/4, h=1mm

M=100Nm

= X I b=2mm

D

T

Figura 3.5- Viga loga engastada em flexdo e malha 2x2
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Os resultados mostrados na Tabela 3.15 sdo para o deslocamento
v(L,0). Os resultados dos outros elementos ilustrados nesta tabela
foram citados por Felippa (2003). Nota-se que para todas as malhas os
resultados obtidos com o elemento Hermitiano coincidem com a
solucéo analitica do problema.

Tabela 3.15 - Deslocamento vertical v(32,0)

Malhas com N subdivisGes em x e M subdivisdes em
y
Elemento 32x2 16x2 8x2 4x2 2x2
ALL-3I 87,08 76,48 38,32 5,42 0,39
ALL-3M 81,36 53,57 9,59 0,71 0,04
ALL-EX 84,90 69,09 24,23 2,47 0,16
ALL-LS 85,36 68,25 20,83 1,89 0,12
CST 54,05 36,36 15,75 4,82 1,28
FF84 98,36 97,17 96,58 96,34 96,27
LST-Ret 89,05 81,04 59,58 28,93 9,46
OPT 99,99 99,99 99,99 99,96 100,07
Hermitiano Qualquer Malha: v(32,0)=100,00;
v(32,1)=100,02441; u(32,1)=-6,2500000

Os resultados para tensdes em x=L/2 obtidos com a malha grosseira
2x2 estdo mostrados na Tabela 3.16. Novamente, todos os valores
praticamente coincidem com a solugdo analitica (ty=0y,=0 € ox=-My/l).
O mesmo comportamento é observado para a energia de deformacéo
elastica cujo valor exato é 312,50 e o valor obtido com todas as malhas
foi 312,500000038.
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Tabela 3.16 — Tensfes em x=L/2 para a malha 2x2

y Oxx Syy Txy

1 -150,000 -0,491085x10° | 0,123450x10°
0 | -0,12091x10™"" | 0,746301x10™" | -0,262344x10®
-1 150,000 0,493444x10° | 0,123314x10°

3.8.4 - Viga Engastada com Deslocamento nas Extremidades

O problema ilustrado na Figura 3.6 foi resolvido por Vaz Jr. et al.
(2009) para comparar resultados de tensao obtidos com o método de
volumes finitos (MVF) e MEF. Como foi mencionado por estes autores,
ndo existe solugdo analitica para o problema e por este motivo foi
tomada como referencia a solugéo obtida utilizando malha com 16.000
elementos finitos isoparamétricos lineares para as comparacfes de
resultados.

A malha com 6 divisbes em y e 60 divisdes em x foi utilizada para as
simula¢des numéricas deste exemplo. Além dos valores mostrados na
Figura 3.6 foram prescritos também valores nulos para u(x),ou(x)/oy e
ov(x)loy nos engastes. O problema foi resolvido empregando as
hipéteses do EPT com E=210 GPa e v=0,30.

v(0,y)=0.5mm v(L,y)=-0.5mm
u(0,y)=0 u(L.y)=0
l} y
X t H=5mm |
I: L=50mm :ll

Figura 3.6- Viga bi-engastada com deslocamentos nas extremidades.

Na Figura 3.7 sdo mostrados os resultados obtidos para a tensao
cisalhante ao redor do canto esquerdo superior da viga. Note que a
solucdo do MEF aproxima-se bastante da curva de referencia e o refino
da malha foi necessério para captar o efeito da elevada concentracao
de tensdes existente no ponto (0;2,5). O comportamento das tensfes
cisalhantes ao longo de y obtidos nesta analise pode ser visto na
Figura 3.8 e na Tabela 3.17. Estes resultados também estdo muito
préximos dos valores de referencia.



Tabela 3.17 — Resultados para t,,(X,0) e 1,,(25,y), [MPa]

Figura 3.7 — Comparagéo dos resultados de t,(x) para y=2,5 e 0<x<5

Hermitiano | Referencia Hermitiano Referencia
a T (@,0) T(a,0) T(25,8) T(25,8)
0 76,2976 72,1660 | 2,522x10™% | -9,171x10
2.5 -72,0845 -72,4605 -67,4478 -67,4137
5.0 | -67,6363 67,6199 | 1,962x10% | -9,171x10°
80.0 Z
n
60.0 —|
S 400 —|
s 7
> 7
e 200 —
0.0
-20.0 —
E Referencia
-40.0 -] %— Presente
-60.0 —|
-80.0 7\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\
0.0 1.0 2.0 3.0 40 5.0
X [mm]

60
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o
[=}

4.0 -
'g‘ -
£ 7
> 3.0 —
] Referencia
2.0 é —<&>—  Presente
1.0 —
0'07\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\
-80.0 -60.0 -40.0 -20.0 0.0
Txy [MPa]

Figura 3.8 — Comparagcéao dos resultados para t,,(L/2,y)

3.8.5 - Problema de Cook

O chamado problema de Cook é muito conhecido na literatura e
sempre é utilizado para testar novos elementos finitos. Este problema
foi proposto por Cook (1974) e sua geometria, as condicBes de
carregamento e as condi¢cdes de contorno estdo ilustradas na Figura
3.9. A condicdo de EPT é utilizada nas analises numéricas e a sua
solucdo analitica ndo é conhecida. O valor v.=23,956mm é tomado
como referencia para efeito de comparacdes e foi obtido por Felippa
(2003) utilizando o elemento OPT.

Na Tabela 3.18 estdo mostrados os resultados de deslocamento do
ponto C obtidos com o elemento QST3/18 proposto neste trabalho para
malhas com MxM divisdes. Os outros resultados mostrados nesta
tabela sédo de alguns elementos conhecidos da literatura, os resultados
da familia TE4 foram mostrados por Piltner e Taylor (2000) e todos os
outros por Felippa (2003).

Observa-se na Tabela 3.18 boa convergéncia dos resultados do
elemento Hermitiano que mostra diferenca de apenas -1,43% com
relacdo ao valor de referencia para a malha 2x2 e 0,0125% para a
malha 32x32. Os resultados para tensGes para 0s pontos A e B
indicados na Figura 3.9 também podem ser considerados muitos bons
e estdo mostrados nas Tabelas 3.19 e 3.20. Nestas tabelas os
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resultados da familia TE4 e do elemento ‘Allman’ sédo citados por
Piltner e Taylor (2000) e todos os outros por Bergan e Felippa (1985).

y A 48m
—~ -] P=1N
J 5 T Careganenio
16 Y pC Distribuido
Y
Z
E=1MP
44 :ﬂ v=1/3 :
/ A t=1mm
7
7
" / > X

Figura 3.9 — Problema de Cook (1974) e malha 4x4
Fonte: Adaptado de Felippa (2003)

Tabela 3.18 — Convergéncia para v¢
Subdivisbes da Malha

Elemento 2x2 4x4 8x8 16x16 | 32x32 | 64x64
ALL-3I 21,61 | 23,00 | 23,66 | 23,88 | 23,94
ALL-3M 16,61 | 21,05 | 23,02 | 23,69 | 23,87
ALL-EX 19,01 | 21,83 | 23,43 | 23,81 | 2391
ALL-LS 19,43 | 22,32 | 23,44 | 23,82 | 23,92
CSsT 11,99 | 18,28 | 22,02 | 23,41
FF84 20,36 | 22,42 | 23,41 | 23,79 | 2391
LST-Ret 19,82 | 22,62 | 23,58 | 23,86 | 23,94
OPT 20,56 | 22,45 | 23,43 | 23,80 | 23,91 | 23,95
FFQ 21,66 | 23,11 | 23,79 | 23,88 | 23,94

HL 18,17 | 22,03 23,81
HG 22,32 | 23,23 23,91
Q4 11,85 | 18,30 23,43
Q6 22,94 | 23,48
QM6 21,05 | 23,02
TE4 20,27 | 22,49 23,82
TE4 1 20,74 | 22,64 23,83
TE4 2 21,14 | 22,64 23,88

Hermitiano | 23,615 | 23,827 | 23,905 | 23,945 | 23,959
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Tabela 3.19 — Tensdo Maxima em A

Subdivisdes da Malha

Elemento 2x2 4x4 8x8 16x16 32x32
CST 0,0760 | 0,1498 | 0,1999 | 0,2217

FF(a=1.5,8=0.5) | 0,4700 | 0,2129 | 0,2309 | 0,2333 | 0,2359
HL 0,1582 | 0,1980 0,2294
HG 0,0933 | 0,1628 0,2225
Q4 0,1281 | 0,1905 0,2358

Q6 0,1866 | 0,2210

QM6 0,1900 | 0,2239 0,2364
Allman 0,1523 | 0,2047 0,2324
TEA4 0,1640 | 0,2085 0,2336
TE4 1 0,1587 | 0,2061 0,2326
TE4 2 0,1491 0,1973 0,2299

Hermitiano 0,24773 | 0,23971 | 0,23709 | 0,23686 | 0,23686

Felippa (2003) também comenta que sdo poucos 0s resultados na
literatura que mostram as tensdes em todo o dominio e que existe uma
singularidade em x=(0,44). Resultados de tensdo sdo mostrados na
Figura 3.10 (obtidos com malha de 32x32 elementos).

ALL-3I - Allmann 88, integracdo 3 pontos interior, Felippa (2003)
ALL-3M - Allmann 88, integracédo 3 pontos médios, Felippa (2003)
ALL-EX - Allmann 88, integragdo exata, Felippa (2003)

LST-Ret - Retrofitted LST, Felippa (2003)

ALL-LS - Allmann 88, least square strain fit, Felippa (2003)

OPT - Elemento com gdl de rotagdo nos nds, Felippa (2003)
TE4 - Elemento com gdl! de rotacgéo, Piltner e Taylor (2000)
TE4_1 - Elemento com gdl de rotacgéo, Piltner e Taylor (2000)
TE4_2 - Elemento com gdl de rotagéo, Piltner e Taylor (2000)
FF84 - Free Formulation 1984, Bergan e Felippa (1985)

FFQ - Free Formulation Quadrilateral, Nygard (1986)

HL - Elemento finito hibrido, Cook (1974)

HG - Elemento finito hibrido, Cook (1974)

Q4 - El Lagrangeano conforme bilinear quadril., Cook (1974)
Q6 - El ndo conforme bilinear quadrilateral, Taylor et al. (1976)
QM6 - El conforme bi linear quadrilateral, Taylor et al. (1976)

ALL - EL triangular com rotac&o nos vértices, Allmann (1984)
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Tabela 3.20 — Tensdo Minima em B (compressé&o)

Subdivisdes da Malha
Elemento 2x2 4x4 8x8 16x16 32x32
CST 0,0360 | 0,1002 | 0,1567 | 0,1844
FF(a=1.5,8=0.5) | 0,1804 | 0,1706 | 0,1902 | 0,1981 | 0,2012
HL 0,1335 | 0,1700 0,2005
HG 0,1394 | 0,1566 0,1952
Q4 0,0916 | 0,1510 0,2002
Q6 0,1936 | 0,1936
QM6 0,1565 | 0,1853
Hermitiano 0,16755 | 0,19982 | 0,20326 | 0,20348 | 0,20351

Na Figura 3.11 € mostrado o resultado para a tenséo equivalente de
Von Mises em todo o dominio e ilustra a concentracdo de tensdes ao
redor do ponto singular. As ilustracdes mostradas nestas figuras foram
obtidas utilizando algoritmo préprio escrito em Fortran.

a) o (x) b) 6,(x) C) Tyy(X)

Figura 3.10 — Analise de tensdes para a malha 32x32
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Seq.

0.534E+00
0.836E+00
0.478E+00
0.4Z0E+00
0.36ZE+00
0.304E+00
0.Z46E+00
0.188E+00
0. 130E+00
0.72ZE-01
0.141E-01

Figura 3.11 — Tensédo de Von Mises para a malha 32x32
3.8.6 - Cubic

O problema denominado de ‘Cubic’ € também muito utilizado na
literatura para a validagdo de novos elementos finitos devido a
existéncia de uma solucdo analitica, Li G. et al. (2003), Beckers et al.
(1993), Yazdani et al. (1997), Vaz et al.(2009). Trata-se de um
problema plano com carregamento parabdlico de cisalhamento em um
dos extremos, Fenner (1986). A geometria deste problema e as
condi¢cbes de carregamento estdo ilustradas na Figura 3.12 e na
extremidade x=L sdo prescritas condi¢cdes de contorno de acordo com
a solucéo analitica do problema.

Considerando que P(y)=6Pna(1/4—y*/H?)/H, entdo a solucdo
analitica para os deslocamentos é dada por:

u(x,y)=—Prnaxy {1(L2 —x2)+ 2+V(y2 —HZH (3.24)

El |2 6 4



sendo que | representa 0 momento de inércia da se¢do. A solucédo

v(xy)=-

P

El | 3

3
max L

+—+
2 6 24

L?x X

analitica para tensdes é:

Este problema foi resolvido utilizando a hipotese de EPT e foram
adotados os seguintes valores nas analises: Pya= 250N, E= 300GPa,

=
Oy =Xy—”|‘ax; c,=0er, =(

3
AESV (L _x)+

8

H? y*

7Pmax
2 )1

| |

vxy 2
2

Valores
Prescritos
u(Ly)
ou(L,y)/ ox
ou(L.y)! oy
v(L.y)
ov(L,y)! ox
ov(L,y)l oy

Figura 3.12 — Problema ‘Cubic’

L= 80mm, H= 40mm, v= 0,30 e t= 1mm (espessura).

Tabela 3.21 — Erros em Tensfes

(3.25)

(3.26)

Erro em 1,(L/2,y) Erro em o,(x,H/2)
y Malha 8x4 Malha 16x8 X Malha 8x4 Malha 16x8
0 | -1,133x10° | -1,351x10° | 0 | 0,940x10° | 0,893x10™
5 3,236x10™° | 10 | -0,114x10? | 0,217x10™
10 | 2,335x10™ | 5,411x10™° | 20 | -0,428x10° | 0,564x10™*
15 6,438x10"° | 30 | 0,187x10” | 0,123x10™"°
20 | -1,155x10" | 6,846x10™° | 40 | 0,157x10* | 0,319x10™°
25 6,398x10"° | 50 | 0,118x10° | 0,111x107°
30 | 2,335x10” | 5,261x107° | 60 | 0,239x10" | 0,262x10°
35 3,223x10° | 70 | -0,171x10" | -0,549x10°
40 | 1,133x10° | -5,880x10™* | 80 | -0,270x10" | -0,362x10°
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Na Tabela 3.21 estdo mostrados alguns resultados obtidos com as
malhas 8x4 e 16x8 (malha NxM; N divisbes em x por M divisbes em y)
para t.(L/2,y) e para cu(x,H/2). Estes resultados ja eram esperados,
pois o elemento Hermitiano possui aproximagdo cubica para
deslocamentos e a solucao analitica deste problema também é cubica.

Outro aspecto que também foi avaliado com este problema é a
influéncia da distorcdo da malha nos resultados de tensdo. Nas Figuras
3.13 a 3.16 estao ilustradas as diferencas entre a solugao analitica e os
valores de T,y(X,y) € ox(X,y) obtidos com malhas homogéneas e malhas
distorcidas.

i

0. 100E-0%
0.635E-03
0.37ZE-03
0.580E-04
-0.ZEEE-02
—-0.570E-03
-0.884E-03
-0.1Z0E-0%
—-0.151E-02
-0.133E-02

. -0.214E-02
MIN.=-0.144E-2 MAX.=0.842E-3

Figura 3.13 — Diferenca em t,, para malha homogénea

0.100E-02
0_686E-03
0. 37ZE-03
0.580E-04
-0_ECEE-02
-0_570E-03
-0.834E-03
-0_1Z0E-0Z
-0_151E-0Z
-0.133E-0Z
-0.Z14E-0Z

Figura 3.14 — Diferenca em t,, para malha distorcida

Observe que a distorcdo da malha ndo influenciou de maneira
significativa os resultados de tensdo. Ainda, os erros obtidos para os
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deslocamentos (ndo mostrados) foram da mesma ordem de grandeza
dos erros em tensoes.

0.190E-0Z
0.158E-02
0.1Z6E-02Z
a
a

. 227E-02

.6l8E-03
0.E9EE-02
-0.260E-04
-0.347E-03
-0.E&3E-02
-0.953E-03
-0.121E-0Z

Max

MIN.=-0.114E-2 MAX.=0.114E-2

Figura 3.15 — Diferenca em oy, para malha homogénea

0.130E-02
0.158E-D2
0.1Z£E-0DZ
0.927E-02
0.515E-03
0.Z35E-03
-0.Ze0E-D4
-0.347E-03
-0.852E-02
-0.989E-03
-0.131E-02

MIN.=-0.131E-2 MAX.=0.190E-2

Figura 3.16 — Diferenca em o,, para malha distorcida
3.8.7 - Anel Composto

Neste exemplo s@o analisadas as tensfes em anéis compostos
obtidos a partir da montagem com interferéncia de um anel externo e
um anel interno.

Para o anel interno antes da montagem o raio interno a=10mm e
¢i=25.072mm, respectivamente.

O anel externo possui raio interno c,=25mm e b=50mm,
respectivamente.

As restricdes de deslocamento na regido de interferéncia séo
prescritas utilizando penalidades (penalty approach). Para a malha
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ilustrada na Figura 3.17 (malha 8x2) as condicbes de restricdo de
deslocamento SA0 Uj3-U1p=A, U14-U11=A € Uq5-Uqo=A.

A:
¢;=25,072mm

r C,=25,000mm v

Figura 3.17 — Geometria e malha 8x2

Na literatura este tipo de restrigdo € chamado de ‘multipoint
constraints’. Estas restricdes sdo incluidas na formulacdo do problema
introduzindo uma modificagcdo na energia potencial total (energia
potencial total é designada por IT). A energia potencial total modificada
€ escrita na seguinte forma:

[Ty =T + C [(U13-Uso -A)* + (Ura-Ung -A)? + (Uzs~Usz -A)7] (3.27)

sendo que C é uma constante positiva grande (C=10" neste exemplo).

A influéncia destas restricdes na matriz de rigidez e no vetor forca é
obtida a partir das derivadas parciais olly/ou; para j=10,11,...,15.
Maiores detalhes destes calculos podem ser vistos em Chandrupatla e
Belegundu (2002). Ainda, na regido de contato ndo s&do prescritas
restricbes de deslocamento na direcdo z, isto é, trata-se de duas
superficies em contato e sem atrito.

Alguns resultados para o deslocamento radial u(r,z), para a tenséo
o (r,z) e para og(r,z) que foram obtidos com 3 malhas diferentes
estdo ilustrados na Tabela 3.22. As Figuras 3.18 a 3.20 foram
elaboradas com os dados obtidos com a malha 32x2 e mostram
comparaces de deslocamento e tensdes com a solucdo analitica.
Observa-se também na Tabela 3.22 que os resultados obtidos com as
malhas mais grosseiras estdo proximos dos valores da solucao
analitica e da malha mais refinada.



Tabela 3.22 — Resultados para o,(r,0), og(r,0) € u(r,0)x100

70

Cilindro Interno

Cilindro Externo

r 10 15 20 25,072 25 30 35 40 45 50
on(r,0)  8x2 -3,580 -123,684 -168,001 | -188,239 | -188,437 | -112,128 | -65,705 | -35,489 | -14,817 | -0,02910
16x2 -0,670 -124,553 -168,212 | -188,600 | -189,095 | -112,101 | -65,630 | -35,469 | -14,791 | -0,00302
32x2 -0,152 -124,606 -168,224 | -188,615 | -189,148 | -112,096 | -65,627 | -35,467 | -14,790 | -0,00048

Analitico 0 -124,842 -168,536 | -188,967 | -188,967 | -111,980 | -65,560 | -35,431 | -14,775 0,0
Goo(1,0) 8x2 -450,151 -323,676 -280,273 | -259,832 | 315,564 | 238,188 | 191,708 | 161,566 | 140,888 | 126,095
16x2 -448,889 -323,963 -280,370 | -259,974 | 315,297 | 238,201 | 191,734 | 161,575 | 140,898 | 126,106
32x2 -448,663 -323,987 -280,375 | -259,981 | 315,274 | 238,203 | 191,735 | 161,575 | 140,898 | 126,107
Analitico -449,430 -324,588 -280,894 | -260,463 | 314,945 | 237,958 | 191,538 | 161,409 | 140,753 | 125,978
u(r,0)x100 8x2 -2,24314 -2,15943 -2,31586 | -2,57343 | 4,62657 | 4,06066 | 3,68849 | 3,43722 | 3,26673 | 3,15270
16x2 -2,24301 -2,15888 -2,31590 | -2,57343 | 4,62657 | 4,06066 | 3,68842 | 3,43722 | 3,26671 | 3,15269
32x2 -2,24300 -2,15889 -2,31590 | -2,57343 | 4,62657 | 4,06066 | 3,68842 | 3,43722 | 3,26671 | 3,15269
Analitico -2,24715 -2,16288 -2,32018 | -2,57819 | 4,62181 | 4,05649 | 3,68463 | 3,43368 | 3,26335 | 3,14945
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Figura 3.18 — Comparac¢édo dos resultados para u(r,0)
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Figura 3.19 — Comparacéo dos resultados para o,(r,0)
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Figura 3.20 — Comparagéao dos resultados para cg(r,0)

3.8.8 - Placa Semi-Espessa Circular com Carregamento Transversal

O objetivo desta aplicacdo é analisar a convergéncia para tensoes,
para o deslocamento transversal e para a energia de deformacéo de
uma placa circular semi-espessa com carregamento unitario
transversal e uniformemente distribuido, Figura 3.21. Trata-se de um
problema axi-simétrico e nas analises foi utilizado R= 40mm, espessura
t= 2mm, E= 210GPa e v=0,250.

“mmmuutx_ﬁmmufiiﬁniuuu

Figura 3.21 — Placa Circular com carregamento transversal unitario e malha de
elementos finitos 5x4

Os valores tomados como referencia para o deslocamento
transversal w(0,0) e para a energia de deformag&o U foram obtidos por
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Weissman e Taylor (1990) utilizando a teoria de Reissner-Mindlin para
placas. As expressodes analiticas para estes dois valores sao:

_gR* 8 (tY
w(0,0) = 64D{a+ 3L v)[R] } (3.28)
e
_qR% 4 (tY
U_768D|:B+K(1—V)[R}:| (3.29)

sendo que o=1 para placa engastada, a=(5+v)/(1+v) para placa
simplesmente apoiada, k=5/6, p=1 para placa engastada, B=(7+v)/(1+v)
para placa simplesmente apoiada, ¢ denota o dngulo do setor circular
analisado (p=1 rad neste exemplo) e D é a rigidez de flexao,
D=Et*/12(1-v?).

Os resultados obtidos para o deslocamento transversal w(0,0) e para
a energia de deformacéo elastica, U, estdo mostrados na Tabela 3.23.

Os resultados para placa simplesmente apoiada obtidos com a
malha 5x4 mostram erros da ordem de 0,04354% para w(0,0) e
-0,11906% para U (||e||F"=0,0345). Para a placa engastada a
convergéncia é um pouco mais lenta e com a malha 5x4 obteve-se
erros da ordem de 1,0523% para w(0,0)0 e 1,63218% para
U(|le||e=?=0,1277). Na Figura 3.22 é mostrada a curva para a
convergéncia de [le]lc=" em funcdo de h (h=R/M, M=nimero de
elementos na direcdo r). Observa-se que a curva ajustada com
coeficientes de determinacdo R?=0,998723 para h < 8mm é uma reta e
sua expressdo matematica é ||e||e=" = 0,011427h+0,046742. Isto indica
que existe uma dependéncia linear deste parametro em funcéo de h,
mantendo o numero de divisdes constantes na diregéo "z".
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Tabela 3.23 — Convergéncia h para Placa Engastada

Malha w(0.0) Erro % u ||‘3||EER
5x4 0,26786551 | 1,0523 | 35,693467 | 0,1277
10x4 0,26922911 | 0,5486 | 35,974225 | 0,0926
20x4 0,26990122 | 0,3003 | 36,110125 | 0,0695
40x4 0,27018129 | 0,1968 | 36,166703 | 0,0572
80x4 0,27027716 | 0,1614 | 36,186259 | 0,0523
160x4 0,27031171 | 0,1487 | 36,193429 | 0,0504
Referéncia | 0,27071429 - 36,285714 -

Tabela 3.24 — Convergéncia h para Placa Apoiada

Malha w(0.0) Erro % u "e”EER
5x4 1,1273660 | 0,04354 | 207,466989 | 0,0345
10x4 1,1273405 | 0,04579 | 207,472392 | 0,0341
20x4 1,1273535 | 0,04464 | 207,478614 | 0,0336
40x4 1,1273737 | 0,04286 | 207,486759 | 0,0330
80x4 1,1273861 | 0,04176 | 207,491735 | 0,0327
160x4 1,1273904 | 0,04138 | 207,493430 | 0,0326
Referéncia | 1,1278571 - 207,714286 -

A andlise de convergéncia para tensdes foi realizada tomando como
referencia a solugdo obtida por Timoshenko e Goodier (1970) para
placas simplesmente apoiadas. Os valores de referencia mostrados
nas Tabelas 3.25 a 3.27 foram obtidos utilizando as seguintes
expressoes:

2+vz® 3B+v)r’z 3(2+v)z 3(3+Vv)Rz
G”(r’z):q{ 8§ ¢© 32 ¢ 40 ¢ 32 o (3:30)
o (rz)=q- 2 +32_1 (3.31)
“ 4c® 4c 2 '
3qr 2 2
rz)=—.-(c -z 3.32
7,(r,2) 8C3( ) (3.32)

sendo c=t/2



Tabela 3.25 - Convergéncia h para ¢,,(0,2)
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z Referéncia 5x4 10x4 20x4 40x4 80x4
1.0 | -487,61250 | -492,144 | -488,615 | -487,866 | -487,778 | -487.776
0.5 | -243,70078 | -246,320 | -244,297 | -243,901 | -243,872 | -243,880
0.0 0,0 -0,31505 | -0,17418 | -0,16391 | -0,17832 | -0,19146
-0.5 | 243,70078 | 245,723 | 243,969 | 243,577 | 243,515 | 243,499
-1.0 | 487,61250 | 492,067 | 488,432 | 487,579 | 487,425 | 487,399

Observando os resultados da Tabela 3.25 nota-se que 0s erros para
o+(0,1) sdo iguais a 0,929% para a malha 5x4, 0,205% para a malha
10x4 e 0,052% para a malha 20x4. Para a tensdo o,,(0,1), Tabela
3.26, foram obtidos erros da ordem de 2,736% para a malha 20x4 e
erros da ordem de 0,087% para a malha 40x4. Finalmente, para a

tensdo cisalhante 1,(16,0) os erros obtidos também foram muito
0,00066% para as

pequenos;

2,1935%, 0,33966%, 0,02833% e

malhas 5x4, 10x4, 20x4 e 40x4, respectivamente.

ER

[lell

0.14

0.12

0.10

0.08

0.06

%

MEF

Ajustado (Linear)

0.04

0.0

2.0

4.0

6.0
h

8.0

Figura 3.22 — Convergéncia h para [¢].* (Placa Engastada)



Tabela 3.26- Convergéncia h para ¢,,(0,2)
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z Referéncia 5x4 10x4 20x4 40x4 80x4
1,0 | -1,000000 | -2,76413 | -1,32105 | -1,02736 | -0,99913 | -0,99900
05 | -0,843750 | -2,56491 | -1,12810 | -0,86865 | -0,84466 | -0,84155
0,0 -0,500000 -0,80105 -0,52110 -0,50187 -0,50300 -0,49674
-0,5 -0,156250 0,90670 0,06252 -0,13247 -0,15809 -0,15289
-1,0 0,0 2,30213 0,46375 0,06553 0,005614 0,00251

Tabela 3.27- Convergéncia h para t,,(16,2)

z Referéncia 5x4 10x4 20x4 40x4 80x4
1,0 0 -0,18099 | -0,04557 | -0,00103 | 0,00290 | 0,00056
0,5 4,50 4,49433 | 4,48852 | 4,50097 | 4,50103 | 4,49970
0,0 6,00 6,13161 | 6,02038 | 6,00170 | 5,99996 | 5,99991
-0,5 4,50 4,65832 | 4,53880 | 4,50138 | 4,49885 | 4,50015
-1,0 0 0,11101 | 0,03855 | 0,00028 | -0,00310 | -0,00067

Outro fato observado a partir dos resultados da Tabela 3.27 é que os

valores de t,,(16, z) ndo s&o simétricos com relacdo ao eixo z e isto &
devido a orientacdo dos tridngulos da malha. Analises realizadas com
orientagdo invertida para a malha 20x4 mostraram 1,(16;0,5) e
1,(16;-0,5) iguais a 4,50138 e 4,50097, respectivamente. Estes
resultados séo o inverso dos valores mostrados na Tabela 3.27.

3.8.9 - Locking de Poisson (Locking de Material)

O problema ilustrado na Figura 3.23 foi resolvido utilizando a
condicdo de EPD com o objetivo de avaliar a convergéncia deste tipo
de elemento com relagdo ao locking de Poisson que ocorre quando
v—0.5 devido a singularidade da matriz [D].

O problema analisado é uma placa quadrada de lado igual a 2 e
espessura unitaria. Levando em consideracdo a antissimétrica do
problema, apenas ¥ do dominio foi discretizado com malhas
denominada de MxM como ilustrado na Figura 3.23.

De acordo com a teoria, Babuska e Szab6 (1982), as solucdes de
elementos finitos (up,vy) € Hk(Q) com k<1,76 para v=0,30 e Kk<1,69
para v=0,4999. Para k>1 e resultados de elementos finitos obtidos a
partir de um conjunto de malhas uniformes é esperado obter a seguinte
relacdo para o erro relativo, Babuska e Suri (1990):

Jefl = < ¢ pP (3.33)
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)Y
v=1 > v=-1
u=20 u=0
X
Condig6es de Contorno Malha 2x2 Malha 4x4

Figura 3.23 — CondigOes de Contorno e Malhas 2x2 e 4x4 utilizadas para
discretizar 1/4 do dominio

sendo que B=min(p,k-1), p indica a ordem do elemento e |e||c=" é a
norma do erro relativo que é calculada utilizando os valores da energia
de deformacéo obtidos com elementos finitos, Uygr, € com o valor de
referéncia, Uget; ||€]le5"=|Umer/Urer. -1|*%.

Os valores obtidos com diversas malhas para a energia de
deformacdo estdo mostrados na Tabela 3.28 e a convergéncia h para
lle]lER é ilustrada na Figura 3.24. Os valores de referencia que
aparecem na Tabela 3.28 foram obtidos por Babuska e Szab6 (1982)
para E=1 MPa.

Os valores da Tabela 3.28 foram utilizados para ajustar curvas do
tipo y=Cx* com o método dos Minimos Quadrados e os valores obtidos
para p foram: p=0,75911 para v=0,3 e $=0,63317 para v=0,4999. Estes
resultados estdo de acordo com o previsto na teoria e mostram que
este elemento apresenta pouca sensibilidade com relagdo ao locking
de Poisson até os valores de v igual a 0,4999. Deve-se chamar a
atencdo que esta conclusdo é valida para este exemplo e que mais
investigacdes ainda sdo necessarias para estender esta afirmacao para
todos os problemas.



Tabela 3.28 — Convergéncia h para a Energia de Deformacédo

malha h =0,3 ER =0,4999 ER
v el v lell
1x1* 2,0 0,1387465 2,485><1O_1 0,1666055 5,581><1O'l
2x2 0,5 0,1316771 8,735><10_2 0,1313835 1,850><10'l
4x4 0,25 | 0,1310299 5,175><10_2 0,1288427 1,193><10'l
6x6 0,166 | 0,1308711 3,824><10_2 0,1281260 9,267><1O'2
8x8 0,125 | 0,1308044 3,085><10'2 0,1277974 7,747><10'2
10x10 0,1 | 0,1307689 | 2,608x10° | 0,1276111 | 6,734x10°
20x20 0,05 | 0,1307099 1,513><10’2 0,1272685 4,288><10'2
Referéncia - 0,130680 - 0,127035 -
* indica valor obtido com a malha distorcida da Figura 3.3
1.00 —
-+ —S— v=030
f w 1 —A— v=04999
© _
0.10 —
0.01 T T T T
0.01 0.10 1.00

h

Figura 3.24 — Convergéncia ||e||e™" x h
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3.8.10 - Placa Quadrada com Furo Central

A andlise de uma placa quadrada com um furo central de raio a com
carregamento de tragao cy,=cy uniformemente distribuido ao longo da
linha y=tw é um problema classico da elasticidade. Na Figura 3.25 é
mostrada a geometria analisada neste exemplo com w=2 e a/w=1/2. Os
valores de referencia para oy, € o, mostrados na Tabela 3.29 foram
obtidos por Hengst (1938), enquanto que o valor para a tensao
equivalente de Von Misses, c¢q, foi obtida utilizando elementos finitos



79

isoparamétricos lineares com malha refinada (17.069 elementos e a
versdo educacional do aplicativo Algor).

Além de ser um problema classico da elasticidade, este problema foi
escolhido porque apresenta fator de concentracédo alto (muito acima de
3 que é o valor para placa infinita) e foi resolvido empregando a
condicdo de EPT com E= 210GPa e v= 0,25. Duas malhas foram
utilizadas nestas analises e o0s resultados para tensbes estdo
mostrados na Tabela 3.29 (a malha 1 é mostrada na Figura 3.25 e a
malha 2 foi obtida usando elemento com a metade do tamanho dos
elementos da malha 1).

ittt

B

SENghuE

£l A

>

T

Figura 3.25 — Placa Quadrada com furo central e Malha 1 de elementos finitos
(65 nos e 96 elementos)

Tabela 3.29 — Comparacdes para tensdes

Malha 1 Malha 2
Ref. 65 nos Dif. % 225 nos Dif. %
96 el. 384 el.

o, | 6,328 6,23363 1,491 6,38619 | 0,919
o | -3,912 | -3,79403 | 3,016 | -3,95414 | 1,077
6,368 6,21627 | 2,383 6,38313 | 0,238
Oy 1,0 1,00202 | 0,202 1,00029 | 0,029
Oy 1,0 1,00256 | 0,256 1,00061 | 0,061

o> m >
£
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3.8.11 - Andlise do Locking de Poisson - Piltner & Taylor (2000)

Um problema resolvido por Pilther e Taylor (2000) para comparar o
desempenho de alguns elementos finitos triangulares com relagcdo ao
locking de Poisson (EPD) € o ilustrado na Figura 3.26. Trata-se de uma
viga com carga cisalhante igual a P=300N em uma extremidade e com
deslocamentos restritos na outra extremidade. O problema foi resolvido
com E=1500MPa, v=0,49/0,499/0,4999/0,49999 e espessura t= 0,5mm
para comparacao de resultados.

P=300N

o~

A
10mm =!

|A
=

Figura 3.26 — Problema proposto por Piltner e Taylor (2000), EPD

O valor mostrado como exato na Tabela 3.30 para o deslocamento
do ponto A foi citado por Pilther e Taylor (2000). Nesta tabela estédo
ilustrados os resultados do elemento Hermitiano com N*=1 e os
resultados destes autores (todos os outros elementos). Mesmo com
uso da malha grosseira ilustrada na Figura 3.26 os resultados do
elemento Hermitiano (N*=1) para v=0,4999999999 apresentaram erro
de apenas 2,15% com relacdo a solugdo exata. Nota-se pouca
sensibilidade do elemento com relagédo ao locking de Poisson.

Tabela 3.30 — Deslocamento do ponto A guando v—0,5

v CST | Alman | TE4 | TE4 1| TE4 2 HerNrT'_tf”o
0,49 12,07 | 22,05 | 51,05 | 41,05 | 7527 | 77,75
0,499 12,13 | 13,43 | 50,78 | 39,94 | 74,64 | 76,84
04999 | 12,11 | 12,24 | 50,73 | 39,81 | 74,58 | 76,75
0,49999 | 12,11 | 12,12 | 50,73 | 39,80 | 74,57 | 76,74
0,4999999999 | - ! i i ! 76,69

Valor Exato=78,375 (Piltner e Taylor, 2000)
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Capitulo 4
As Formulacdes do Elemento ‘Hermitiano 2-
simplex’ para Membranas e problemas de Potencial

4.1 — VIBRACAO LIVRE DE MEMBRANAS
Seja u(x,t) o deslocamento transversal de uma membrana que é

funcdo do ponto x=(x,y) e do tempo, t. Entdo u(x,t) satisfaz a seguinte
equacdo diferencial (Weaver et al., 1990):

TFZ“(X’ f), ofulx t)} U gty vx—(xy) e t20 @)

aXZ ay2 atZ =

sendo que T denomina a intensidade de tensdo (normalmente é
constante em toda a membrana e o seu valor € igual ao produto da
tracdo pela espessura), p € a massa por unidade de area e f(x,t) € a
forca externa (carga de presséo que age na dire¢ao transversal).

Para f(x,t)=0 esta equacdo também pode ser escrita na seguinte
forma (equacéo da onda):

{82”(X’t)+azu(x’t)}—imzo YX=(%y)eQ 120 (4.2

aXZ ayZ C2 atz

sendo c=(T/p)*2.

Assumindo a hipétese de que u(x,t) possui movimento harmonico no
tempo com frequéncia o [rad/s], isto &, u(x,t)=u(x)e™”, entdo a Equacio
4.2 pode ser escrita na seguinte forma:

o%u(x) N o%u(x)
ox2 oy?

+xUX)=0 Vx=(xy)eQ 0>0 4.3)
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e que é conhecida como Equacdo de Helmholtz. Esta equacdo é
escrita em funcdo da frequéncia e k=w/c é conhecido como nimero
caracteristico da onda.

As condi¢Bes de contorno para a Equacdo 4.1 sdo as condicdes
homogéneas de deslocamento em todo o contorno da membrana.

4.2 - TORGAO ELASTICA DE BARRAS

Uma das abordagens empregadas para o estudo da tor¢éo elastica
de barras é utilizando a funcéo tensédo. Normalmente a funcéo tenséo é
denominada por ¢(x) nos livros classicos da elasticidade, porém, para
nao confundir com as fun¢cBes de interpolacdo neste capitulo ela sera
chamada de u(x). A equacédo diferencial para esta funcdo pode ser
escrita na seguinte forma (exemplo, Boresi e Lynn (1974)):

o%u(x) o%u(x)
ox? Y

-2G6 Vx=(xy)eQ (4.4)

sendo que G denomina o médulo de cisalhamento do material e 0
indica a taxa de tor¢do da barra (&ngulo/comprimento).

4.3 - FORMULACAO DO ELEMENTO HERMITIANO

A variavel u(x) que representa o deslocamento transversal para os
problemas de membrana ou a funcéo tensédo para a torcdo de barras
prisméaticas pode ser aproximada em um triangulo empregando a
expressao mateméatica da Equacao 2.14, isto é:

3 3 3

u(x) = Y, (0 u; +30,(x) Z D, (x)u* (4.5)

sendo que as funcbes ®@i(x), ¢i(x) e yi(x) ja foram definidas nas
Equacbes 2.15, 2.16 e 2.17.

A aproximacdo da variavel u(x) também pode ser escrita na forma
matricial e sua expresséo é:

U(X) = [CDl(x) (Pl(X) \.|Il(X) CD4(x)]1X10 {C]} = [N]{Q} (4.6)
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sendo {0}={u1,du./0X, du,/dy,...,u*}".
O gradiente de u(x) pode ser escrito na seguinte forma:

ou(x)| | 0Py(x)  Ogy(x) Oy (x) 00 ,4(x)

0 0 0 0 0
Vu(x) = auz(x) - 8d)§x) a(pl)éx) a\,/féx) 8<Dj((x) {a} = [BKa} (4.7)
oy A L O O

A matriz de rigidez e a matriz de massa com densidade unitaria para
0s problemas de vibracdo livre de membranas sdo calculadas por
Chandrupatla e Belegundu (2002) com as seguintes integrais:

K]= [, [8]'[B]dA (4.8)
M) = [, INJ'[NJdA 4.9)

4.4 - FORMULACAO ELEMENTO HERMITIANO ENRIQUECIDO

A formulacdo para o Elemento Hermitiano enriquecido é obtida a
partir da Equacéo 2.25. A variavel u(x) é aproximada com a seguinte
expressao:

m*(i)

Z(Pmi(x)o'mi +Z Yy () By + D, (x)u*

U= Y0,00u, +

3
i= i=1 m=1 (4. 10)

N
N
=
I
1N

sendo que as fungbes @i(x), emi(X) € ymi(X) sdo as mesmas fungdes ja
definidas anteriormente nas Equagfes 2.15, 2.26 e 2.27.

Para os elementos Hermitianos convencionais onde m*(i)=k*(i)=1 foi
dada a designacdo de N*=1 e para os elementos Hermitianos
enriquecidos com m*(i)=k*(i)=2 foi dada a designacao de N*=2 e assim
por diante. Além de resultados para os elementos convencionais
também sdo mostrados neste capitulo alguns resultados obtidos com
elemento Hermitianos enriquecidos, N*=2 e N*=3.

Por exemplo, para o elemento Hermitiano N*=2 tem-se:
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u(x) = z O;(x)u; + z i (X0t + Z\Vki (x) By + P, (x)u* (4.11)

3 3
i=1 i=1 m=1 i=1 k=1

e
aLO() 00y (x)  Opyy(x) Opy(x) Oyiu(X) Oyn(X) 00, (x)

vu) =4 0 Lo| ox ox ox ox X T ox e
W) [T 00,0) Ggulx) 0n() Qv dwu() 00,00 [ (4.12)

o) Ly oy oy oy Yy

Desta ultima expresséo identifica-se a matriz [B] necesséria para o
célculo da matriz rigidez do elemento:

0D,(x) 09y, (x)  09y(x)  Owyy(x)  Owy(X) 0, (x)
OX oX ox X

0 0
B=| o000 G000 00000 GUnx) ) 500) (4.13)
v o vy Ty

e a matriz [N] necessaria para o célculo da matriz massa é dada por:

N =[®,0) @u() .10 v vau) - @0  (419)
4.5 - VETOR FORCA PARA TORCAO ELASTICA

O vetor forca local para os problemas de torcdo elastica de barras
prismaticas é dado por (Chandrupatla e Belegundu (2002)):

{fr=- L IN]'2GOdA (4.15)
e considerando 2G6=1 tem-se:
ff}=-] N dA (4.16)

4.6 - MODELO REDUZIDO

O grau de liberdade u* é eliminado do sistema de equac¢des com uso
do processo da reducéo de ordem de Guyan (1965). Esta etapa reduz
apenas um gdl por elemento, entretanto, ele é desejavel porque os
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outros graus de liberdade restantes estdo associados apenas aos nds
do elemento e possuem significado fisico. As equacdes resultantes
apos este processo podem ser acopladas em aplicativos convencionais
de elementos finitos e o tempo de processamento gasto para a
execucdo desta etapa é praticamente nulo porque apenas 1 gdl é
eliminado.

As equacgbes do elemento para membranas podem ser escritas na
seguinte forma:

M M g K K f
11 12 (.:1.1 RS 12 )8 | _ N 4.17)
M,, m*|lu* K,, k*|lu* f*
Apéds a eliminagcdo do grau de liberdade u* o sistema de equacgbes
reduzido pode ser rescrito da seguinte maneira, Guyan (1965):

[MR]{dl}"'[KR]{ql} = {fR} (4-18)
sendo
'M,, M
MR — t 11 12 ,
MAQF| } Q] 4.19)

(K K
[Kel=[QI'| 12}[(91,

K, k* (4.20)
_roit) 1
ff)=[Q] {f } “.21)
e
@-|
=K, k* (4.22)

4.7 - RESULTADOS E DISCUSSOES

Quando néo for citado, todos os calculos de fluxo obtidos a partir dos
resultados de elementos finitos convencionais foram realizados
empregando a técnica de suavizacdo global (global smoothing
technique) descrita por Hinton e Campbell (1974).
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Todas as andlises de vibragao livre de membranas foram realizadas
utilizando c=(T/p)"?=1 e as frequéncias naturais foram obtidas com uso
do Método da lteracdo Sub Espacial (sub-rotina INVITR disponivel em
Chandrupatla e Belegundu, 2002).

4.7.1 - Torgéo de Quadrado

O problema da tor¢cdo de barras prismaticas com secao transversal
quadrada (ou membrana quadrada com carga estatica uniforme) foi
escolhido para testar os resultados do elemento Hermitiano
enriquecido. Matematicamente este problema pode ser expresso na
seguinte forma:

Encontrar a solucdo u(x) para,
Au(x,y)=-2Gb=-1 V (Xx,y)eQ (4.23)
ux,y)=0 Vv (xy)el
sendo que Q={(x,y)eR*-1<(x,y)<1} e T={(x,y)eR* x,y=+1}. A sua
solucéo analitica é igual a (Boresi e Lynn, 1974):

u(x) :%(1_)(2)_% i(—l)(”’l”z cos(nnx/2) cosh(nny/2) (4.24)

n° n-135,.. n® cosh(nn/ 2)

Devido a simetria do problema apenas ¥ do dominio foi discretizado
utiizando malhas com padrdo MxM (M subdivisbes em x e M
subdivisbes em vy), Figura 4.1. Para obter as curvas ilustradas nas
Figuras 4.2 e 4.3 foram tomados como referencia os seguintes valores
U(u(x))=0,281154023289 (energia) e u,,(1,0)=-0,67531447504 (neste
texto também aparece u,n(x) indicando du(x)/on e para este problema
U,n(1,0)=u,,(0,1)). Os valores de referencia foram calculados a partir da
solugdo analitica utilizando 500 termos na série da Equacéo 4.24. As
normas utilizadas para medir as diferencas entre a solucdo analitica e
os valores obtidos com as solu¢ges do MEF foram as seguintes:

lell. = (uGo — unoof | (.25
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lec] =

Uy (L0) = Uy, (20) (4.26)

sendo que [u(x)|. =2U(u(x)), |u, (). =2U(U,(x)) e un(x) denota a
solucéo de elementos finitos.
A

i
Y

2

Dominio Malha 2x2 Malha 4x4

Figura 4.1 — Dominio e Malhas 2x2 e 4x4 utilizadas para discretizar ¥4 do
dominio

Nas Figuras 4.2 e 4.3 estdo mostradas curvas obtidas para os
elementos triangulares lineares (T3), quadraticos (T6), cubicos (T10) e
elementos Hermitianos N*=1 e N*=2 em fun¢do do numero de grau de
liberdade ativos das analises.

Todas as curvas ilustradas nestas Figuras podem ser aproximadas
com curvas do tipo ‘lei de potencia’ (Power Law) e os valores ajustados
para os parametros destas curvas estdo mostrados nas Tabelas 4.1 e
4.2. Nestas tabelas também s&o mostrados os erro relativo em funcao
do nimero de graus de liberdade, er(N), que é calculado tomando
como referencia o valor do obtido para o elemento Hermitiano
convencional (N*=1).

T3 - Triangulo trés nés, deslocamentos, Hughes et al. (1995)
T6 - Triangulo de seis nos, deslocamentos, Hughes et al. (1995)
T10 - Triangulo de dez nds, cubico, Hughes et al. (1995)
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Figura 4.2 — Convergéncia para |||, em funcéo do numero de gdl, N
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Figura 4.3 — Convergéncia para |e.| em funcdo do nimero de gdl, N
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Analisando os resultados para os erros na norma da energia nota-se
que a razdo de convergéncia obtida com os elementos Hermitianos
N*=1 e N*=2 sdo praticamente as mesmas obtidas com o elemento
triangular cubico (T10). Entretanto, os resultados obtidos com o
elemento N*=1 sempre foram melhores do que todos os outros da
Tabela 4.1.

Para o fluxo em x=(1,0) este comportamento ndo se repete e a
melhor taxa de convergéncia é observada para o elemento N*=2. Para
malhas grosseiras os melhores resultados para o fluxo sdo obtidos com
0 elemento N*=1 que possui apenas 3 gdl por nd, enquanto que o
elemento N*=2 possui 5 gdl por né. Para malhas mais refinadas os
resultados do elemento N*=2 sdo melhores porque ele apresenta a
melhor taxa de convergéncia para o fluxo.

Tabela 4.1 — Parametros a e b para HeHE =axN" e erro relativo, ex(N)

Elemento a b er(100) | er(1000)
Linear (T3) 0,867 | -0,504 51,19 168,74
Quadratico (T6) | 0,951 | -0,934 7,75 9,49
Cubico (T10) 0,397 | -0,979 2,63 2,90
Hermitiano, N*=1 | 0,184 -1,022 1 1
Hermitiano, N*=2 | 0,318 | -1,023 1,72 1,71

Nas Figuras 4.4 e 4.5 sdo mostradas as curvas para a convergéncia
h para [e||. e ||, respectivamente. Estas curvas também podem ser

interpoladas com uma lei de potencia e os parametros ajustados com o
método dos minimos quadrados estdo ilustrados na Tabela 4.3.
Salienta-se que as melhores taxas de convergéncia h foram obtidas
com o elemento N*=2. Para o fluxo a taxa de convergéncia deste
elemento é de 4,92491, enquanto obteve-se 4,05264 para o elemento
T10 e 3,68053 para o elemento N*=1.
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Tabela 4.2 — Parametros a e b para HeFH:abe e erro relativo, eg(N)

Elemento a b er(100) | er(1000)
Linear (T3) 0,654 -0,497 | 4076,93 | 93182,37
Quadréatico (T6) 0,440 -1,009 259,54 1824,77
Cubico (T10) 0,629 | -2,002 3,83 2,74
Hermitiano, N*=1 | 0,084 | -1,856 1 1
Hermitiano, N*=2 | 3,647 | -2,470 2,57 0,63

Tabela 4.3 — Par@metros a e b ajustados

e =a” fec|=axr’
Elemento a b a b
Linear (T3) 0,86699 | 1,00815 0,65123 0,99205

Quadratico (T6) 0,25122 | 1,85229 | -2,02632 | 2,09803

Cubico (T10) 0,04505 | 1,93917 | -4,79733 | 4,05264
Hermitiano, N*=1 | 0,05680 | 2,01798 | -4,59309 | 3,68053
Hermitiano, N*=2 | 0,05898 | 2,02609 | -2,72839 | 4,92491

4.7.2 - Vibragéo Livre de Membrana Eliptica

O objetivo desta aplicacdo é avaliar a convergéncia dos resultados
obtidos com o elemento Hermitiano para as frequéncias naturais de
vibragdo de uma membrana eliptica com semieixo maior a=4 e
semieixo menor b=2,5. Os deslocamentos no contorno sao nulos
(condicdo de contorno) e devido a simetria do problema, apenas ¥ do
dominio foi utilizado para obter as respostas numéricas.

Na Figura 4.6 estdo ilustrados os quatros conjuntos de condi¢des de
contorno utilizadas para avaliar as frequéncias naturais (modos de
vibragdo) utilizando apenas esta parcela do dominio. Nesta Figura a
notacdo u,,=0 indica a condicdo de simetria, isto é, du/on=0 e esta
condicao de contorno é satisfeita exatamente nos nés do contorno.

As malhas de elementos finitos utilizadas para a solucdo deste
problema foram ilustradas na Figura 4.7. Embora os elementos destas
malhas apresentem boa razdo de aspecto elas ndo sdo malhas
homogéneas. Importante salientar que o contorno da elipse é
aproximado por retas (elemento linear) e, portanto, existe um erro de
aproximacao da geometria da elipse.
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Condicbes de Contorno Tipo de Modo Esperado

u,,=0

u=0

Figura 4.6 — Condi¢des de Contorno para % do dominio
Fonte: Adaptado de Gutiérrez-Vega et al. (2002)

u,,=0

/

u=0

)

Para as analises de erros foi tomado como referencia os resultados
obtidos a partir do aplicativo numérico escrito em Matlab e
disponibilizado por Wilson (2004) na internet.

Os modos de vibragdo para uma membrana eliptica com bordas
fixas podem ser escritos como sendo o produto de fungbes de Mathieu
e o valor das frequéncias naturais é obtida com o céalculo dos zeros das
funcbes radiais, Wilson (2004). Este problema de vibragdo da
membrana eliptica ja foi resolvido por diversos autores e outras boas
fontes de referencia podem ser encontradas na literatura, como
Gutiérrez-Vega et al. (2002), Wilson e Scharstein (2007) e Troesch e
Troesch (1973), dentre outros.


http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/authors/16483

a) M1

nos=42 elementos=59

b) M2
noés=111 elementos=175
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c) M3
n6s=359 elementos=626

Figura 4.7 — Malhas para a Solugéo do Problema de Vibragao Eliptica

Os resultados obtidos com as malhas da Figura 4.7 estao ilustrados
nas Tabelas 4.4 e 4.5 e na Figura 4.8. As curvas ilustradas na Figura
4.8 mostram que os resultados do elemento Hermitiano N*=1 obtidos a
partir de malhas grosseiras sdo melhores do que os resultados obtidos
com o elemento Hermitiano N*=2. Entretanto, esta relagdo se inverte
para malhas mais refinadas.

Tabela 4.4 — Diferenga percentual para as primeiras frequéncias naturais
obtidas com o elemento Hermitiano N*=1

M1 Dif. % M2 Dif. % M3 Dif. % Referencia
0,7952430 | 0,554917 | 0,7996328 | 0,005977 | 0,7996822 | 0,000201 | 0,79968058
1,1146088 | 0,804521 | 1,1238480 | 0,017727 | 1,1237516 | 0,009155 | 1,12364876
1,3994872 | 0,424283 | 1,4068313 | 0,098254 | 1,4058588 | 0,029059 | 1,40545036
1,4667551 | 0,051282 | 1,4684665 | 0,065335 | 1,4678318 | 0,022087 | 1,46750768
1,6776783 | 1,254607 | 1,7014731 | 0,145914 | 1,6998716 | 0,051655 | 1,69899401
1,8183346 | 0,186594 | 1,8243505 | 0,143634 | 1,8225608 | 0,045393 | 1,82173386
1,9952015 | 0,625112 | 2,0119497 | 0,209069 | 2,0091447 | 0,069361 | 2,00775215
2,0306889 | 0,084264 | 2,0337838 | 0,236799 | 2,0303093 | 0,065545 | 2,02897929
2,1884542 | 0,335919 | 2,1857172 | 0,210432 | 2,1826410 | 0,069400 | 2,18112742
2,3047030 | 0,472585 | 2,3228531 | 0,311217 | 2,3179564 | 0,099757 | 2,31564631
2,3059306 | 0,917274 | 2,3344818 | 0,309528 | 2,3294598 | 0,093747 | 2,32727803
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Tabela 4.5 — Diferenga percentual para as primeiras frequéncias naturais
obtidas com o Elemento Hermitiano N*=2

M1 Dif.% M2 Dif. % M3 Dif. % Referencia
0,7944150 | 0,658462 | 0,7996105 | 0,008765 | 0,7996793 | 0,000164 | 0,79968058
1,1115969 | 1,072561 | 1,1236926 | 0,003904 | 1,1237301 | 0,007235 | 1,12364876
1,3962185 | 0,656857 | 1,4065998 | 0,081782 | 1,4058297 | 0,026989 | 1,40545036
1,4640427 | 0,236118 | 1,4682128 | 0,048049 | 1,4678018 | 0,020040 | 1,46750768
1,6667111 | 1,900121 | 1,7004711 | 0,086934 | 1,6997370 | 0,043726 | 1,69899401
1,8113450 | 0,570272 | 1,8237531 | 0,110844 | 1,8224862 | 0,041297 | 1,82173386
1,9786295 | 1,450513 | 2,0102846 | 0,126135 | 2,0089216 | 0,058246 | 2,00775215
2,0274826 | 0,073771 | 2,0335695 | 0,226235 | 2,0302841 | 0,064311 | 2,02897929
2,1813754 | 0,011379 | 2,1848422 | 0,170315 | 2,1825375 | 0,064657 | 2,18112742
2,2765742 | 1,687316 | 2,3215296 | 0,254063 | 2,3177715 | 0,091768 | 2,31564631
2,2919564 | 1,517726 | 2,3311780 | 0,167569 | 2,3290312 | 0,075328 | 2,32727803

Tabela 4.6 — Diferenga percentual para as primeiras frequéncias naturais

obtidas com o Elemento Linear (T3

M1 Dif. % M2 Dif. % M3 Dif. % Referencia
0,8056151 1,304 0,8013229 0,764 0,8001254 0,614 0,79968058
1,1399305 2,271 1,1285093 1,247 1,1249600 0,928 1,12364876
1,4352358 2,554 1,4157901 1,164 1,4083686 0,634 1,40545036
1,5069159 2,738 1,4793024 0,855 1,4706351 0,264 1,46750768
1,7615834 5,001 1,7199101 2,517 1,7044525 1,595 1,69899401
1,8938351 4,152 1,8443275 1,429 1,8279161 0,526 1,82173386
2,1109040 5,799 2,0394337 2,216 2,0163857 1,061 2,00775215
2,1214978 4,471 2,0601062 1,448 2,0375478 0,337 2,02897929
2,3114564 5,620 2,2180137 1,350 2,1913421 0,131 2,18112742
2,4552500 6,532 2,3651494 2,622 2,3295369 1,077 2,31564631
2,4958243 8,234 2,3792785 3,180 2,3407431 1,509 2,32727803
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Figura 4.8 — Diferenca percentual para as primeiras 11 frequéncias naturais da
elipse em fungdo da malha e do tipo de elemento Hermitiano (N*=1: M1=<,
M2=A, M3=[7; N*=2: M1=¢, M2=A, M3=H)

Para simples efeito de comparacdo, na Tabela 4.6 estdo ilustrados
os resultados para as primeiras frequéncias naturais da membrana
eliptica obtida com as malhas M1, M2 e M3 utilizando o elemento
triangular T3 nas andlises. Na Tabela 4.7 é mostrada a diferenca
relativa destes resultados com relagdo aos resultados obtidos com os
elementos N*=1 e N*=2.

Tabela 4.7 — Diferenca relativa para as primeiras frequéncias

M1 M2 M3

Freq. N*=1 N*=2 N*=1 N*=2 N*=1 N*=2
1 2,35 1,98 127,89 87,22 3050,74 | 3744,09
2 2,82 2,11 70,34 319,42 101,43 128,34
3 6,02 3,88 11,85 14,24 21,83 23,51
4 53,39 11,59 13,09 17,80 11,97 13,20
5 3,98 2,63 17,25 28,95 30,89 36,49
6 22,25 7,28 9,95 12,89 11,60 12,75
7 9,27 3,99 10,60 17,57 15,30 18,22
8 53,06 60,61 6,11 6,40 5,15 5,251
9 16,73 | 493,92 6,41 7,93 1,90 2,04
10 13,82 3,87 8,42 10,32 10,80 11,74
11 8,97 5,42 10,27 18,98 16,10 20,04
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4.7.3 - Vibracéo Livre de Membrana Rémbica (60°)

Nesta aplicacdo s&o obtidas as primeiras frequéncias naturais de
vibragdo para uma membrana rémbica com lado igual a 1 e angulo
interno igual a 60°. De maneira andloga ao realizado no exemplo
anterior, apenas ¥4 do dominio também foi discretizado e 4 andlises
foram realizadas com condi¢des de contorno semelhantes as da Figura
4.6.

b) M2 (n6s=66, elementos=95)

a) M1 (n6s=24, elementos=29)

c) M3 (n6s=149, elementos=242) d) M4 (n6s=380,elementos=664)

Figura 4.9 — Malhas para Membrana Rémbica (60°)

As malhas utilizadas nestas simula¢es sao ilustradas na Figura 4.9
e como solucao de referencia para a analise de erros foram adotados
os resultados de Bauer e Reiss (1973). Os resultados de Bauer e Reiss
também foram obtidos numericamente, porém alguns destes resultados
praticamente coincidem com alguns valores analiticos obtidos por
Lamé (citado por Bauer e Reiss, 1973).

Embora as malhas da Figura 4.9 ndo sejam uniformes os elementos
destas malhas apresentam boa relacdo de aspecto e os resultados
obtidos nas analises estdo mostrados nas Tabelas 4.8 e 4.9. Na Tabela



97

4.8 € mostrada a convergéncia h para o elemento N*=1 e na Tabela 4.9

os resultados para o elemento N*=2.

Tabela 4.8 — Convergéncia para o elemento Hermitiano N*=1

Bauer e
e Reiss M1 M2 M3 M4
Lamé (1973)
2,52276 2,50986 | 2,52511 | 2,52393 | 2,52337
16/3 5,33333 5,32147 | 5,34516 | 5,33889 | 5,33613
7,26589 7,17886 | 7,28892 | 7,27511 | 7,27033
8,49364 8,43759 | 8,52465 | 8,50734 | 8,50003
112/9 12,4444 12,3305 | 12,4901 | 12,4688 | 12,4584
14,2307 14,0823 | 14,3323 | 14,2697 | 14,2474
17,1464 16,6422 | 17,2705 | 17,2063 | 17,1723
17,2014 16,9706 | 17,3086 | 17,2477 | 17,2263
64/3 21,3333 21,8897 | 21,5029 | 21,4157 | 21,3744
208/9 23,1111 22,9176 | 23,2470 | 23,1829 | 23,1575
23,7151 22,9275 | 23,9677 | 23,8212 | 23,7597
27,0102 25,9446 | 27,2720 | 27,1383 | 27,0741
29,4563 28,3568 | 29,7973 | 29,6249 | 29,5288
29,6572 28,4504 | 29,9384 | 29,7967 | 29,7355
304/9 33,7777 32,2355 | 34,2072 | 33,9770 | 33,8765
Tabela 4.9 — Convergéncia para o elemento Hermitiano N*=2
Bauer e
e Reiss M1 M2 M3 M4
Lame (1973)
2,52276 2,49577 | 2,52326 | 2,52330 | 2,52319
16/3 5,33333 5,25117 | 5,33505 | 5,33599 | 5,33543
7,26589 7,05662 | 7,27482 | 7,27045 | 7,26921
8,49364 8,28185 | 8,50332 | 8,50117 | 8,49851
112/9 12,4444 11,9836 | 12,4487 | 12,4568 | 12,4550
14,2307 13,9091 | 14,3065 | 14,2609 | 14,2452
17,1464 15,9794 | 17,1932 | 17,1812 | 17,1667
17,2014 16,4691 | 17,1917 | 17,2126 | 17,2185
64/3 21,3333 20,3563 | 21,3601 | 21,3706 | 21,3653
208/9 23,1111 21,9828 | 23,1639 | 23,1555 | 23,1467
23,7151 22,1754 | 23,8552 | 23,7858 | 23,7514
27,0102 26,9608 | 27,0826 | 27,0762 | 27,0609
29,4563 31,0354 | 29,5880 | 29,5640 | 29,5157
29,6572 34,5022 | 29,6092 | 29,6886 | 29,7121
304/9 33,7777 33,9460 | 33,8883 | 33,8695 | 33,8537
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Figura 4.10 — Diferenca percentual para as primeiras 15 frequéncias naturais
da membrana em fun¢éo da malha e do tipo de elemento Hermitiano (N*=1:
M1=, M2=0,M3=A, M4=[J; N*=2: M1=¢, M2=0,M3=A, M4=H)
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Figura 4.11 — Diferenca relativa para as primeiras 15 frequéncias naturais da
membrana (M1=, M2=Hl, M3=A e M4=#)
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Como pode ser visto nas Figuras 4.10 e 4.11, para as malhas mais
grosseiras o0s resultados obtidos com o elemento N*=1 sdo os
melhores. Para malhas mais refinadas os resultados melhores foram
obtidos com o elemento N*=2.

4.7.4 - Vibracao Livre de Membrana Quadrada

Neste Ultimo exemplo analisa-se uma membrana quadrada de lado
1. Como nos casos anteriores, apenas % do dominio foi discretizado e
as analises foram feitas também considerando condi¢bes de contorno
como as mostradas na Figura 4.6.

Esta membrana foi analisada com as malhas M1, M2,...,M20
(mesmas malhas do Exemplo 3.8.1) e as solugfes analiticas para as
frequéncias naturais sdo dadas por:

o(n,m)=r(nz+m2)*? [rad/s] (n,m=1,2,3....) (4.27)

Os resultados da Tabela 4.10 foram obtidos utilizando a malha M14
e mostram os valores obtidos para as primeiras frequéncias naturais de
uma membrana quadrada empregando os elementos N*=1 e N*=2,

Os resultados mostrados na Tabela 4.11 mostram a convergéncia h
para as primeiras frequéncias naturais da membrana. Como podem ser
observados nesta tabela, os resultados com malhas grosseiras
apresentam erros negativos e o0s resultados com malhas mais
refinadas apresentam erros sempre positivos. Apos atingir a faixa de
convergéncia assintética (malhas mais refinadas) estes valores foram
ajustados com a técnica dos minimos quadrados e as taxas de
convergéncia h obtidas foram iguais a 1,723; 1,714; 1,859 e 1,893 para
os primeiros modos (linhas pontilhadas, Figura 4.12).

Como visualizado os resultados obtidos com o elemento N*=2 s&o
melhores, no entanto, deve-se ressaltar que o nimero de graus de
liberdade para o elemento N*=1 é igual a 675 e para o elemento N*=2
€igual a 1125.



Tabela 4.10 — Erro Relativo para as 8 primeiras frequéncias

100

Freqg. | Exato [HZ] N*=1 Erro % N*=2 Erro % E*
»(1,1) | 0,7071068 | 0,7071923 | -0,01209 | 0,7071638 | -0,00806 | 1,500
»(1,2) | 1,1180340 | 1,1183763 | -0,03061 | 1,1182741 | -0,02147 | 1,425
®(2,2) | 1,4142135 | 1,4146977 | -0,03423 | 1,4143157 | -0,00723 | 4,734
®(3,1) | 1,5811388 | 1,5822772 | -0,07200 | 1,5821805 | -0,06588 | 1,092
®(3,2) | 1,8027756 | 1,8040709 | -0,07185 | 1,8034931 | -0,03980 | 1,805
w(4,1) | 2,0615528 | 2,0640845 | -0,12280 | 2,0638548 | -0,11166 | 1,099
»(3,3) | 2,1213203 | 2,1236144 | -0,10814 | 2,1228343 | -0,07137 | 1,515
w(4,2) | 2,2360679 | 2,2385350 | -0,11100 | 2,2375211 | -0,06633 | 1,673
1.0E+2 —
— Resultados dos Ajustes:
—| Mode (1,1)
— Erro % = 0.999689*h**1.72287
—| Coef.determinacao, R-2= 0.975478
Mode(2,1
S 10E+1 = Er?o?’/(o =2).50742*h**1.71415 N
e = Coef. determinagéo, R-2 = 0.978373
w — Mode(3,1)
— Erro % = 9.34622*h**1.85922
Coef. determinagéo, R-2 = 0.997719
1.0E+0 — p
— Modo (4,1) e
— Erro % = 17.5207*h**1.89314 e
—| Coef. determinagdo, R-2 = 0.99819 -
1.0E-1 —
- —<&>—  modo (1,1)
10B-2 — ~ O modo (2,1)
] —A—— modo (3,1)
| % modo (4,1)
10E-3 ERERAR \ T
0.01 0.10 1.00

Figura 4.12 — Convergéncia h para as primeiras frequéncias naturais de uma
membrana quadrada




Tabela 4.11 — Convergéncia h para o1

rad/s], elemento Hermitiano N*=1

Malha 0,1 Erro % 02,1) Erro % 0,1) Erro % 0@,1) Erro %
M1 4,31031 | 2,9834 | 4,60794 | 34,404 | 9,.00793 | 9,3277 - -
M2 4,41152 | 0,7052 | 6,75980 | 3,7724 | 9,65624 | 2,8016 - -
M3 4,44454 | 0,0374 | 7,02109 | 0,0529 | 10,05518 | 1,2138 | 13,08178 | 0,9933
M4 4,44458 | 0,0383 | 7,03053 | 0,0813 | 9,99200 | 0,5779 | 13,06483 | 0,8624
M5 4,44521 | 0,0525 | 7,03375 | 0,1272 | 9,98297 | 0,4870 | 13,05319 | 0,7725
M6 4,44466 | 0,0401 | 7,03204 | 0,1029 | 9,96787 | 0,3351 | 13,02649 | 0,5665
M8 4,44416 | 0,0289 | 7,03001 | 0,0739 | 9,95483 | 0,2038 | 12,99805 | 0,3469
M10 | 4,44381 | 0,0209 | 7,02855 | 0,0532 | 9,94805 | 0,1356 | 12,98306 | 0,2311
M14 | 4,44342 | 0,0120 | 7,02696 | 0,0306 | 9,94174 | 0,0720 | 12,96902 | 0,1228
M20 | 4,44310 | 0,0049 | 7,02572 | 0,0129 | 9,93796 | 0,0339 | 12,96061 | 0,0578

Exato | 4,44288 - 7,02481 - 9,93458 - 12,95312 -
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Capitulo 5
As Conclusfes Finais e Sugestbes para Futuros
Trabalhos

As principais conclusfes obtidas com as andlises realizadas durante
a execucao deste trabalho estdo listadas na sequencia de acordo com
a ordem dos capitulos do texto.

5.1 - TRATAMENTO MATEMATICO E NOVAS FORMULACOES

No Capitulo 2 deste trabalho foi mostrado um breve histérico
contemplando as primeiras formulacdes do elemento Hermitiano e o
rigor matematico demonstrado nos trabalhos de Ciarlet (1978) e Ciarlet
e Riviart (1972).

Foi proposta uma formulacdo alternativa para este elemento e
verificou-se que os resultados obtidos com esta nova formulagéo foram
muito semelhantes aos resultados obtidos com a formulacdo
convencional do elemento para alguns problemas da elasticidade.

A formulagé@o enriquecida que foi uma das principais etapas deste
trabalho também produziu bons resultados. Os resultados obtidos nos
Capitulos 3 e 4 mostraram esta caracteristica do elemento enriquecido.

5.2 - PROBLEMAS DA ELASTICIDADE

Como comentado anteriormente, o elemento Hermitiano é um
elemento antigo, porém pouco estudado para as aplicacdes da
elasticidade e os problemas de membrana e potencial. Assim sendo,
diversos exemplos foram resolvidos durante o desenvolvimento desta
dissertacdo para verificar a convergéncia deste tipo de elemento e
apontar seus pontos positivos e negativos.

Aspectos negativos:
- 0 elemento Hermitiano 2-simplex possui apenas continuidade C°.
- mesmo a formulacao enriquecida continua com continuidade C°.
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-0 numero de graus de liberdade por né para o elemento
convencional é igual a 3 para os problemas de membrana e potencial e
6 para os problemas da elasticidade.

-a continuidade C' sé é assegurada nos nés do elemento.

Aspectos positivos marcantes deste tipo de elemento:

-0 elemento pode ser acoplado em aplicativos convencionais de
elementos finitos e existe a possibilidade (com ou pouco de trabalho)
de obter as matrizes dos elementos na sua forma explicita;

-as deformacdes sdo imediatamente obtidas a partir dos resultados
dos nés e calculadas com precisdo semelhante aos deslocamentos;

-tem poucos nos (3 apenas) e todos com graus de liberdade fisicos
(mesmo para as formulagbes enriquecidas). A largura de banda da
matriz rigidez final € menor do que a obtida com o elemento cubico
Lagrangeano (T10);

-0 elemento é pouco sensivel a distorcdo da malha, conforme
resultados para elasticidade apresentados no item 3.8.1 e 3.8.6, para
membranas o problema da membrana eliptica;

-0 elemento é pouco sensivel ao locking de Poisson, conforme
analisado para EPD nos itens 3.8.9 e 3.8.11;

-foram obtidos excelentes resultados para carregamentos de flexao
em vigas, mesmo utilizando malhas distorcidas;

-foram obtidos excelentes resultados para carregamentos de
cisalhamento, mesmo utilizando malhas distorcidas;

-no estudo da convergéncia h ficou evidenciado que os resultados
obtidos com o(s) elemento(s) Hermitiano(s) sdo muito melhores do que
a maioria dos resultados divulgados na literatura utilizando outros
elementos. Os resultados obtidos na solugdo do ‘Problema de Cook’ no
item 3.8.5 ilustram muito bem esta caracteristica do elemento; e

-as solucdes obtidas com o elemento enriquecido também foram
satisfatérias e indicaram melhorias nos valores de deslocamento e
tensdo, embora ndo apresente caracteristica monotbnica de
convergéncia.

5.3 - PROBLEMAS DE VIBRACAO LIVRE DE MEMBRANAS E DE
POTENCIAL

No estudo da torcéo elastica de barras (problema de potencial) com
0s elementos Hermitianos convencionais e enriquecidos ficaram
evidenciados os seguintes aspectos:
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-as taxas de convergéncia h obtidas com os elementos Hermitianos
(convencional e enriquecidos) nas andlises do erro utilizando a norma
da energia estao proximas das taxas de convergéncia do elemento T10
(Lagrangeano cubico).

-0 enriqguecimento melhora de maneira significativa a taxa de
convergéncia h para o fluxo (norma L.).

-analisando as taxas de convergéncia em fungdo do ngl com
enriguecimento uniforme da malha verificou-se que o elemento
Hermitiano convencional € mais apropriado para ser utilizado com
malhas grosseiras e 0 enriquecido produz melhores resultados com
malhas mais refinadas.

-as taxas de convergéncia do erro em funcéo de N seguem o mesmo
padrdo comentado anteriormente para a convergéncia h. Analises
adaptativas nao foram analisadas neste trabalho; e

-a convergéncia para o fluxo ndo €é monotbnica com o
enriquecimento uniforme do elemento.

O estudo da vibragéo livre de membranas utilizando os elementos
Hermitianos convencionais e enriquecidos foi realizado para verificar a
convergéncia destes elementos para problemas dinamicos. Ficou
evidenciada nestes estudos a boa convergéncia dos resultados obtidos
para as primeiras frequéncias naturais das membranas e que para
malhas mais refinadas o enriqguecimento é uma boa alternativa para
obter resultados mais precisos.

5.4 - SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Algumas sugestfes para futuros trabalhos relacionadas com o tema
desenvolvido nesta dissertagéo:

-todos o0s estudos de enriquecimento mostrados neste trabalho
foram realizados com enriquecimento uniforme de todos os nés da
malha. Assim sendo, sugere-se que se utilize um processo adaptativo
associado ao enriquecimento dos nés da malha;

-uma extensdo natural deste trabalho é a implementagdo do
elemento Hermitiano tridimensional convencional (Ueda e Tabatta,
2009) e do elemento enriquecido;

-realizar estudos em analises dindmicas relacionando o nimero de
elementos por comprimento de onda e a precisdo dos calculos das
frequéncias naturais do sistema;

-formular o elemento com lados curvos;
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-elaborar a forma explicita para a matriz rigidez para os problemas
da elasticidade, membrana e potencial para o elemento N*=1;

-estudos para comparar 0s tempos de computagdo para o elemento
com enriquecimento;

-utilizar o elemento formulado neste trabalho para o estudo de
problemas da acustica linear e

-utilizar este elemento em analises nao lineares, pois as tensdes séo
calculadas com precisdo semelhante & precisédo dos deslocamentos e
sem pds-processamento.
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Anexo | - Elementos Hermitianos Enriquecidos

Os elementos Hermitianos unidimensionais sdo conhecidos na
literatura e talvez a sua principal aplicacao seja para o estudo de flexdo
de vigas. Sao elementos cubicos (p=3) com dois nés e dois graus de
liberdade em cada né que sdo o deslocamento (u) e sua derivada
(dui/dx). Este elemento possui continuidade C' e para um elemento de
comprimento L, uma variavel u(x) suficientemente continua pode ser
aproximada utilizando a seguinte expressao:

u(x) = Hy (x)uy + Hz(x)% +Hg (XU, + H4(x)aaﬁ 0<x<L (AL1)
X X

sendo que Hi(x) denotam o0s conhecidos polinémios de Hermite
ilustrados na Figura Al.1 e suas expressfes matematicas sdo dadas
por:

H,() = 1_3@) +2m (AL2)
H,(x) = X{l— ()L(H (AL3)
Hy () = 3@ - z@ (AL4)

x)* x
H4(x):x{(|—j —J (AL5)

Uma maneira de enriquecer a aproximacdo da Equacdo Al.l foi a
realizada por Dias e Barbieri (2011). Estes autores introduziram
funcbes com valores nulos nas extremidades (nds), porém com
derivadas unitarias em cada n6 do elemento. O objetivo deste
enriquecimento foi melhorar o grau da aproximacgdo de u(x) e da sua
derivada mantendo a principal caracteristica deste elemento que é a
continuidade C'. Como pode ser visto na sequencia, as funcées de
enriquecimento estdo associadas aos nos do elemento e isto permite
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melhorar a aproximacao de u(x) para um n6 da malha apenas (se for

desejado).
1.0

0.8

H;()

0.6

0.4

0.2

0.0

LI HH‘HH‘HH‘HH‘HH
I
w

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X/L

Figura Al.1 — Polindmios de Hermite unidimensionais

O enriquecimento foi realizado com a seguinte aproximacdo para
u(x):

u(x) = ¢;(x)uy + Z;il(Pj(X)Oﬂj + Ga(X)Uy + D W (X)B 0<x<L

(AL6)
valores associadosao n6 1 valores associadosao né 2
sendo que as funcdes de interpolacao associadas ao n6 1 séo:
@, (x) =H,(x) (AL.8)
x )
(pj(X)sz(X)x(l—Lj (i=2,...,m) (A1.9)

e as fun¢des de interpolacdo associadas ao n6 2 sao:

¢, (X) =H;(x) (AI.10)
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Wl(x):H4(X) (A|.11)
\pj(x)=H4(x)x(EjJ (j=2,....n) (A1.12)

As fungdes enriquecedoras para o n6 1 estdo ilustradas nas Figuras
Al.2 e AlL.3 de onde observa-se que todas elas possuem derivadas
unitarias no no 1.

=
o

¢1(x)
¢y(x)

o
o

o1

o o
~ ()]

o
(N

o
o

T T ‘ T T ‘ T T ‘ T T ‘ T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x/L

Figura Al.2 — Fungdes de Interpolacdo Associadas aos Graus de Liberdade do
né 1
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Figura Al.3 — Detalhe das fungbes ¢;(x), j>2

Entdo, a partir da Equacao Al.6 pode-se avaliar a derivada de u(x)
no né 1 e que é dado por:

du(0) (AL13)

~ m
dx = ijl a;

e esta é a interpretacdo fisica dos parametros o; que aparecem na
aproximacao de u(x). Analogamente, a derivada de u(x) em x=L (n6 2)
é dada por:

dull) _
i = By (Al.14)
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Problema 1 Encontrar a solucdo u(x) para a seguinte equacédo
diferencial:

d?u(x)

X2

+f(x)=0 V 0<x<1 (Al1.15)

com condi¢Bes de contorno homogéneas e f(x) igual a:

1 . a’ (X=X, )(1-x)

f(x) = 20 1 o2 (x— %) [t a?(x-x.)T (Al.16)

Este problema j& foi resolvido por Novotny et al.(2000) utilizando
técnicas hp adaptativas e com malhas construidas com a finalidade de
minimizar o niumero de graus de liberdade para alcancar o valor um
erro pré-especificado (erro medido na norma HY(Q)). Outra solucédo
empregando técnicas hp adaptativas encontrada na literatura é a de
Rachowicz et al. (1989) e estas duas solu¢des foram tomadas como
referencia para as comparacdes de resultados mostradas na
sequéncia. A solucdo analitica para u(x) é dada por:

u(x) = @A—x)ftan "t a(x — x,) +tan™

ax,] (Al.17)
e pode ser visualizada na Figura Al.4 para x,=4/9. Note que existe um
forte gradiente da fung&o u(x) ao redor de X, para valores altos de a.

O problema foi resolvido com duas malhas diferentes:

Malha 1:
12 elementos, nos posicionados x=[0;2;3,25;3,75;3,9;4;4,1;4,25;4,45;
5,25;6,5;7,5;9]/9

Malha 2:
7 elementos, noés posicionados x=[0;3,0;3,75;4,0;4,25;4,85;6,25;9]/9.




118

=200

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Figura Al.4 — Solug&o Analitica e n6s da malha com 7 elementos finitos;
(x,=4/9; =5, 50 e 200)
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0.001 =
0.0001 —|
El N*=
— <—=< Malha 1 (12 elementos)
_| ©—© Malha 2 (7 elementos) N*=9 N*=7
16005 | A—aA Novotny et al.(2000)
= 4&—2A Novotny et al.(2000) N*=10
] ¥—¥ Novotny et al.(2000) -
—| +—+ Rachowicz et al.(1989)
1E-006
I I I I T T
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N

Figura AL5 — Convergéncia para ||e||=||e||n1 () (Xe=4/9 € a=50) (N*=m=n)
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Na Figura AlL5 estdo ilustrados os comparativos do erro medido na
norma H'(Q) obtido nestas duas anlises quando a=50. Observa-se
que os erros obtidos com o elemento enriquecido da Equacéo Al.6
utilizando N*=1+m=1+n (p=constante) sdo melhores do que os valores
de referencia que foram obtidos utilizando técnicas hp adaptativas.

Na Figura Al.6 repete-se a andlise de convergéncia para o erro
medido na norma H'(Q) quando a=200 (nesta figura os circulos vazios
indicam solugcbBes obtidas para N* constante para todos os nés da
malha e crescente N*=2,3,...,11). Os mesmos comentarios anteriores
também séo validos para este caso.

10 —
g -
- il
T
= 1
01 —
= &— Malha1 (12 elementos)
] G—=© Malha 2 (7 elementos)
—| A—=A Novotny et al.(2000)
0.01 — A—A Novotny et al.(2000)
= ¥—V Novotny et al.(2000)
— +—+ Rachowicz et al.(1989)
0.001 \ \ T T T T
10 100
N

Figura Al.6 — Andlise de convergéncia para ||e[|=||e]||n1q) (X.=4/9 e a=200)

A convergéncia para o fluxo em x=x, pode ser vista na Figura Al.7
onde os simbolos indicam solu¢cdes obtidas com N* crescente
(N*=2,3,...;como na figura Al.6). Observa-se que a convergéncia nao é
monotdnica, porém na medida em que sdo acrescidas funcdes
enriquecedoras o fluxo tende ao seu valor analitico.
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Figura Al.7 — Convergéncia para o Fluxo em x=X, (X,=4/9 e a=200).
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Figura Al.8 — Convergéncia para u(X,); (X,=4/9 e a=200)
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A convergéncia para 0 u(xe) pode ser vista na Figura Al.8 onde os
simbolos indicam soluc¢des obtidas com N* crescente (N*=2,3,...;como
na figura AL7). Salienta-se que a convergéncia também nao é
monotdnica, porém na medida em que s&o acrescidas funcbes
enriquecedoras o valor de u(Xg) tende ao seu valor analitico.

Todos os resultados mostrados nas Figuras AL5 a Al.8 indicam que
a malha 2 com 7 elementos foi a mais eficiente para a solugdo do
problema. Nos dois casos, malha 1 e malha 2, os resultados sempre
foram melhores do que os resultados tomados como referencia para
comparacgoes.

A solugdo com malhas homogéneas

O problema em estudo com x,=4/9 e =200 foi resolvido
empregando malhas homogéneas com o objetivo de verificar a
convergéncia com relagéo ao refino h.

Os resultados ilustrados na Figura Al.9 mostram a convergéncia do
erro no fluxo em x=x, em funcdo do niimero de elementos e do grau de
enriguecimento de u(x). Nota-se que esta convergéncia ndo €
monotdnica e que a razdo de convergéncia também é variavel. Para
poucos elementos (malhas mais grosseiras) a convergéncia € mais
acentuada do que para as malhas mais refinadas.

Por exemplo, para o elemento com N*=3 a convergéncia para o fluxo
em X, € bastante lenta quando o nimero de elementos varia entre 40 e
60. Como os erros medidos na norma H'(Q) s&o bastante influenciados
pelos valores ao redor de x,, este comportamento também aparece na
Figura Al 9.
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Figura Al.9 — Convergéncia para o Fluxo em x=X, (X,=4/9 e a=200)

Tomando como referencia a curva para N*=3 na Figura Al.9 nota-se
claramente que existe um primeiro intervalo onde a razdo de
convergéncia € grande (até 40 elementos), depois esta taxa de
convergéncia é praticamente nula entre 40 e 60 elementos e depois ela
volta a crescer, porém com taxa menor do que a inicial. Este
comportamento se repete para todas as curvas ilustradas na Figura
Al.10 e pode estar associado ao erro ao redor de Xo.

Como pode ser observada na Figura Al.11, a convergéncia do erro
medido na norma H(Q2) também é afetada pela existéncia do grande
(forte) gradiente da solucéo em torno de Xo.
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Figura Al.10 — Convergéncia para o Fluxo em x=x, (X,=4/9 e a=200)
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Figura Al.11 — Convergéncia para ||e||=||e||n1q) ( X,=4/9 & a=200)
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Problema 2: Encontrar u(x) para o problema,

60 du(x) dzu(x) _ 2

X dx dx?

V 1<x<2 (A1.18)

para u(1)=1 e u(2)=0.

Este é um problema condutivo-convectivo e j& foi resolvido
anteriormente por Kelly et al. (1980) e também citado por Zienckiewicz
e Taylor (2000). A sua solucao analitica esta ilustrada na Figura Al.12 e
nota-se que existe forte gradiente ao redor de x=2. Nesta figura
também é mostrada a posicdo dos nés para a malha de 3 elementos
finitos utilizada nas solu¢des numéricas.

120
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Figura Al.12 — Solugéo analitica e malha com 3 elementos finitos

As curvas ilustradas na Figura Al.13 mostram a convergéncia para o
erro no fluxo, ||er||=|du(2)/dx—duper(2)/dx|, e para o erro em
deslocamento u(x) medido na norma H(Q), llel|=]lellni@). As linhas
pontilhadas que aparecem nesta figura indicam curvas ajustadas a
partir de uma regra exponencial, ‘In(Y)=AX+B’. Estas curvas ajustadas
podem ser escritas em funcdo do nimero de graus de liberdade de
cada andlise (N=4xN*-2) e os coeficientes para as suas expressodes
matematicas estdo mostrados na Tabela Al.1.
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Tabela Al.1 — Valores Ajustados para A e B
Curva A B R’
In [le[|ni=AxN+B -1,1072 0,4683 | 0,9812
In |lek||lL. = AxN+B -2,3055 9,1781 | 0,9989

1E+2

10

0.1 = o S
0.01 S
_ 0001 o
z S
0.0001 S
1E-5 o =S
1E-6 o8 el o
1E-7 S [legll S

1E-8

S L L L L O

Figura Al.13 — Convergéncia para ||eg|| e ||e]|=]|e||11y em funcéo de N*

As Figuras Al.14 e Al.15 foram inseridas neste texto para mostrar os
valores os erros no fluxo, ||eg||=|du(X)/dx-duper(x)/dX|, € do erro para o
deslocamento, ||ey||=|u(X)-umer(X)], €, em todo o dominio. Calculado
com enriguecimento (m=n=2), resultando em 12 gdl para o modelo,
N*=12. Constata-se que os erros no fluxo ao longo de todo o dominio
sdo comparaveis com os erros em deslocamento.
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Figura Al.14 — Erro no fluxo ||ef]| obtido com N*=12
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Figura Al.15 — Erro no deslocamento ||e,|| obtido com N*=12

A solucéo do Problema 2 com malhas homogéneas

As mesmas analises de convergéncia para o erro no fluxo,
|leel|=ldu(2)/dx — dumer(2)/dX|, e para o erro em u(x) medido na norma
HY(Q), lled|=llel|il@) foram realizadas com malhas homogéneas
(malhas com 2,4,8,16,32...elementos) e N* variavel. As curvas da
Figura Al.16 mostram os resultados para ||e||41(q) em funcéo de N*. As
curvas podem ser ajustadas com uma lei de potencia do tipo
‘In(Y)=AIn(X)+B’ e os valores obtidos (minimos quadrados) para A, B e
para o coeficiente de determinagdo R estédo resumidos na Tabela Al.2.
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Tabela Al.2 — Ajustes com Minimos Quadrados para In(||e||41(q))=A In(N)+B
Curva A B R’
N*=2 -2,8055 4,9497 0,9997
N*=3 -3,7149 7,3857 0,9982
N*=4 -4,3838 9,1045 0,9837
N*=5 -5,6511 12,9976 0,9687
N*=6 -6,9127 17,1090 0,9922
N*=7 -7,8562 20,1522 0,9892

Assim como para o erro mensurado na norma HYQ), o
comportamento do erro pontual no fluxo em x=2 em func¢éo de Ng (N*)
também segue lei de potencia quando sao utilizadas malhas
homogéneas mais refinadas para a solugdo do problema. Estes
resultados podem ser vistos na Figura Al.17 e na Tabela Al.3. Nota-se
gue os valores de A das Tabelas Al.2 e Al.3 s&o muito proximos.
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Figura Al.16 — Convergéncia para |[e[|=||e||s1) em fun¢éo de N*
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Figura Al.17 — Convergéncia para ||e|]| em fungéo de N
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Tabela Al.3 — Ajustes com Minimos Quadrado para In(J|eg[))=A In(N)+B
RZ

Curva A B

N*=2 -2,7454 9,7338 0,9998
N*=3 -3,7044 12,2994 0,9997
N*=4 -4,6602 15,0809 0,9998
N*=5 -5,5073 17,2055 0,9997
N*=6 -6,1247 18,4834 0,9993
N*=7 -7,2611 21,9423 0,9996
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Anexo |l - Sistema de Coordenadas do
Baricentro

Ciarlet (1978), A denominac&o de n-simplex no espaco R" é dada ao
conjunto convexo e fechado denominado por K com (n+1) pontos aeR"
que sao chamados de vértices. Por hipdtese assume-se que este
conjunto de pontos ndo seja degenerado, isto é:

n+1

K={x=>""2a,0<x<1>"" =1 (All.1)

X a; a, ag .. ap,
[A]{k}={1},[A]=Ll L, 11} (AlL2)

€ um sistema nao singular.
Quando n=2 o conjunto K representa um triangulo e quando n=3 K é
um tetraedro. A Unica solucéo {Ag, A, As,..., }Wl}t para:

Yita =X
szrlk =1 (A||3)

é chamada de sistema de coordenadas do baricentro para xeR".
O baricentro ou centro de gravidade do simplex K é um ponto de K
com todas as coordenadas dadas por 1/(n+1).
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Anexo Il - Integracdo em Triangulos

Os célculos das integrais de area (triangulo) necessarios para avaliar
a matriz de rigidez e a matriz de massa foram realizados utilizando uma
regra de quadratura. Uma regra de quadratura pode ser definida como
sendo o conjunto de pontos X; e pesos w;, i=1,2...n de tal modo que a
integral de uma funcéo f(x) definida no triangulo é aproximada por:

[f)dA =AY f(x)w, (Alll.1)

sendo que n indica 0 numero de pontos, X; sS40 0s pontos da
guadratura, w; sdo pesos de integracdo associados aos pontos X; e A
denota a area do tridngulo.

A quadratura é dita de ordem p se a integral da Eq.(Alll.1) for exata
para todos os polindbmios até ordem p. De acordo com Zhang et
al.(2009) a quantidade de pontos utilizadas na regra de quadratura
para triangulos segue a quantidade mostrada na Tabela Alll.1.

Tabela Alll.1 — NUmero de Pontos para Quadratura de ordem p em Tridngulos

p n p n p n

1 1 8 16 | 15 | 52
2 3 9 19 | 16 | 55
3 6 10 | 25 | 17 | 61
4 6 11 | 28 | 18 | 72
5 7 12 | 33 | 19 | 73
6 | 12 | 13 | 37 | 20 | 88
7 115 ] 14 |46 | 21 | 91

As integrais deste trabalho foram avaliadas com 16 pontos de
integracdo disponibilizados por Zhang et al. (2009) seguindo a regra de
permutacéo indicada na Tabela Alll.2 e os valores da Tabela Alll.3.
Akin (2004) também disponibiliza 16 pontos de integra¢éo, porém com
preciséo inferior aos pontos e pesos da Tabela Alll.3.



Tabela Alll.2 — Regra de Permutacéo para Tridngulos
Tipo de Permutacéo (Ly,Lo,L3) NUmero de pontos
S3(1/3) (1/3,1/3,1/3) 1
S»,i(a) (a,a,1-2a) 3
Slll(a,b) (a,b,l'a-b) 6

Tabela Alll.3-Quadratura com 16 pontos para Tridngulos

Permutacéo: S,,(a)

a 0,1705693077517602066222935014914645
w 0,1032173705347182502817915502921290
pontos 3
Permutacéo: S,;(a)
a 0,0505472283170309754584235505965989
w 0,0324584976231980803109259283417806
pontos 3
Permutacéo: S,,(a)
a 0,4592925882927231560288155144941693
w 0,0950916342672846247938961043885843
pontos 3
Permutacéo: Si11(a,b)
a 0,2631128296346381134217857862846436
b 0,0083947774099576053372138345392944
w 0,0272303141744349942648446900739089
pontos 6
Permutacao: S;(a)
a 1/3
w 0,1443156076777871682510911104890646

pontos

1
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Anexo IV — Normas de Erro

Os erros das solugdes de elementos finitos sdo avaliados utilizando
a diferenca entre a solucdo exata e a solucdo numérica do MEF. Os
erros em deslocamento, e,, sdo avaliados empregando da seguinte
maneira:

€y =Ueyata ~UnEF (AIV.1)

e os erros em tensdes (ou fluxo) séo iguais a:
€5 = Ocxata ~ ONEF (AIV.2)
A norma L, foi utilizada neste trabalho para quantificar os erros para

os deslocamentos, tenséo (fluxo) e energia das solucdes de elementos
finitos. As expressdes matematicas para estas normas sao:

"eu”LOO = |uexato _UI\/EF| (AIV.3)
leo... =10exto —Oner| (AIV.4)
leull,, = Vexato ~Urer| (AIV.5)

sendo que U denota energia.

A norma L(QQ) é outra norma que também foi utlizada nas
avaliacdes do erro para os deslocamentos e tensdes (fluxos). Sua
expressao matematica é:

1/2
lley ll,= {jeuteu dQ} (AIV.6)
Q

1/2
lles = {je e dQ} (AIV.7)



133

Para os problemas da elasticidade também foi utilizada a norma da
energia nas medidas do erro e sua expressdo é dada por, Zienkiewicz
e Taylor (2000),

1/2
e, ||E:{I(Beu)t D Be, dg} (AIV.8)

Q

sendo que D é a matriz constitutiva do material e B é a matriz que
correlaciona as deformagBes com os deslocamentos, Egs. (3.10) e
(3.13).

Para os problemas de potencial o erro na normal da energia é obtido
com a mesma expressao da Eq.(AlV.8) trocando a matriz constitutiva D
pela matriz identidade | e utilizando a matriz B para os problemas de
potencial definida na Eq.(4.13).

A norma relativa da energia, denominada por ||e/||c=", é avaliada
utilizando a norma da energia da solugdo exata e a norma da
Eq.(AIV.8). Sua expressao matematica é:

lleu Il =100 lley Ilg /1l €oa Il (AIV.9)

sendo

1/2
”uexata “ E:|:_[(BL’|exata)t D Buexata dQ:| (AIVlO)
Q



