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Resumo

FRANCO, Maisa Damazio. Otimizagao Topolégica Aplicada
ao Projeto de Microestruturas Osteocompativeis. 2014.
110. Dissertagdo (Programa de Pés Graduagdo em Engenharia
Mecénica) - Universidade do Estado de Santa Catarina, Join-
ville, 2014.

Devido aos problemas como osteoartrite e fraturas, cada vez mais
tem se recorrido as cirurgias de implante de prétese, como por
exemplo, os implantes de quadril. Estas préoteses devem ser pro-
duzidas com materiais biocompativeis, como por exemplo, o tita-
nio, e devem possuir propriedades mecanicas préximas a do meio
Osseo, que apresenta caracteristicas de materiais porosos. O ob-
jetivo deste trabalho é o projeto otimizado de microestruturas de
titdnio, de modo a minimizar a diferencga entre o tensor de pro-
priedades elasticas do osso e do material da proétese. Para isso,
sdo utilizadas duas ferramentas bem estabelecidas na literatura:
a otimizagao topolégica de meios continuos e o método de homo-
geneizagao por expansao assintética. A eficicia da formulagao é
verificada por meio do projeto de diferentes microestruturas.

Palavras-chave: Osteoatrite. Arranjo Microestrutural. Otimi-
zacao Topoldgica. Homogeneizacao.






Abstract

FRANCO, Maisa Damazio. Topology optimization applied
to osteo-compatible microstructures project. 2014. 110.
Dissertagdo (Programa de Pés Graduagéo em Engenharia Mecénica)
- Universidade do Estado de Santa Catarina, Joinville, 2014.

Due to problems such as osteoarthritis and fractures, it is ob-
served an increasingly amount of prosthesis implant surgery, as
for example, hip prosthesis. These implants must be made with
biocompatible materials such as titanium, and must have me-
chanical properties close to the bone, which has characteristics
of porous materials. The objective of this work is the design of
optimum titanium microstructures, in order to minimize the dif-
ference between the tensor of elastic properties of the bone and
of the prosthesis material. For this purpose, two well established
tools are used: the topology optimization and the continuous ho-
mogenization method, by means of asymptotic expansion. The
efficacy of the formulation is verified by designing different mi-
crostructures.

Key-words: Osteoarthritis. Topology Optimization. Homoge-
nization. Microstructure. Biocompatible.
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INTRODUCAO

A osteoartrite (artrose) é um processo degenerativo da carti-
lagem e é uma das patologias mais comuns na populacao adulta. Esta
patologia resulta de um processo anormal entre a destruicao cartilagi-
nosa e a reparag¢ao da mesma, onde entende-se por cartilagem articular,
um tipo especial de tecido que reveste a extremidade de dois ossos jus-
tapostos (unidos) e que possuem algum grau de movimentagao relativo
(como no caso de joelhos, tornozelos, dedos, quadril, etc. A figura 1 ilus-
tra a articulagdo fémur-quadril saudavel (esquerda) e com osteoartrose
(direita).

QUADRIL NORMAL QUADRILCOM ARTROSE

Acetdbulo

A

Figura 1: Quadril normal (esquerda) e quadril com artrose (direita).

Fonte: (GOMES, 2014).

Um dos sintomas mais comuns na osteoartrite é a dor, mas em
casos mais graves pode ocorrer a perda de mobilidade. Entao nestes
casos, deve-se substituir a articulagdo por uma prétese, que ird funcio-

nar como mecanismo da articulagdo. A prétese deve ser corretamente
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fixada nos ossos que compoem o conjunto articulado, para evitar com-

plicagoes.

Um exemplo de cirurgia para colocacao de proteses em substi-
tuicao da articulagao natural é a artoplastia, que consiste na substitui-
¢ao da articulacao que liga o fémur com o quadril, ilustrada na figura 2.
As primeiras artroplastias foram realizadas no ano de 1938 (LOURES,
2012). Desde entdo, o avango em materiais e técnicas cirtirgicas tem

sido constante.

Figura 2: (A) Radiografia de um quadril normal. (B) Quadril com ar-
trose. (C) Radiografia apds a artroplastia.

Fonte: (GOMES, 2014).

Atualmente, as técnicas mais utilizadas sao divididas em im-
plantes cimentados e implantes nao cimentados, onde os primeiros sao
fixados com um polimero acrilico conhecido como cimento 6sseo. Ja os
implantes nao cimentados sao produzidos geralmente com titanio, ou
ligas de titdnio, que sdo biocompativeis, ou seja ndo sofrem rejeicao
do corpo humano. Segundo Hatem (2014), nestes casos, a prétese fixa-
se através do crescimento 6sseo pelas porosidades do material. Como
este crescimento 6sseo demora algumas semanas para se completar, a

fixacdo inicial é feita com parafusos, como mostra a Figura 2.
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Para uma boa adaptacao ao implante é necessario que se tenha
cuidado com a rigidez da protese, pois o ideal é que o o0sso e o implante
se deformem similarmente. Quando o osso sofre esfor¢o mecénico ocorre
hipertrofia (acumulac¢do em excesso de osso no entorno da prétese), e
na auséncia do esforgo, ocorre atrofia (retirada de material ésseo no en-
torno da prétese) (DUARTE; ALBERTI, 2013), ou seja, quando existe
uma diferenca significativa no comportamento material da prétese e do
0ss0, ocorre uma redistribuicao na regido de contato, o que nem sempre

é desejavel.

As ligas de titAnio tém propriedades diferentes as do meio 0sseo,
pois o titanio é isotrépico e possui rigidez muito maior do que a do
0sso. Uma forma de obter uma prétese de titdnio com propriedades
mecénicas especificas ¢ modificar a distribuicdo de titdnio (material
base) em um nivel microscépico, com o objetivo de modificar o arranjo
microestrutural. Embora este procedimento possa ser feito por tentativa

e erro, verifica-se que nao é viavel do ponto de vista econémico e médico.

Assim, este trabalho propoe a andlise do projeto da microes-
trutura de titdnio utilizando duas ferramentas bem estabelecidas na
literatura: a otimizacao topolégica de meios continuos e o método da

homogeneizacao por expansao assintotica.

Otimizacdo Topoldgica de Microestruturas

Segundo Mendonga (2005), um material composto é um con-
junto de dois ou mais materiais diferentes, que sao combinados em
escala macroscopica e agem como uma unidade, com o objetivo de ob-
ter um conjunto de propriedades que os componentes individuais nao

apresentam.

Ja um material poroso, é um material contendo espacos vazios
ou preenchidos por fluidos, sendo uma classe particular de material
composto. Na natureza, pode-se encontrar varios tipos de materiais

porosos, como por exemplo madeira, ossos, cortica, rochas e etc. O
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meio poroso tem sido um alvo de pesquisa muito atual, pois o projeto
de materiais porosos permite melhorar algumas propriedades como, por
exemplo, a rigidez, a resisténcia mecanica e a resisténcia a corrosao, en-
tre outras (CARDOSO; FONSECA, 2003). Bendsge e Sigmund (1999)
mostram a influéncia da densidade/porosidade de um material no mé-
dulo elastico efetivo (figura 3), onde fica claro que quanto menor a

densidade, menor o médulo eldstico efetivo.

1.0

e o
[+}] o
T T

Young's modulus, E
e
=Y

Density, p

Figura 3: Microestruturas com coeficiente de Poisson de 1/3.

Fonte: (BENDSQE; SIGMUND, 1999).

O material poroso tem sido foco de varios avangos na area da
medicina regenerativa, onde estao substituindo enxertos dsseos naturais
(que possuem problemas como rejeigdo e falta de doador) por supor-
tes porosos de titdnio (FONTES, 2010). Estes suportes devem prover
caracteristicas mecanicas semelhantes ao meio ésseo, e porosidade sufi-
ciente para a migracao do tecido 6sseo (HOLLISTER; KIKUCHI; LIN,
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2003). Muitos trabalhos apresentam sugestdes para o desenvolvimento
desses suportes, como por exemplo Yaszemski et al (1995) que demons-
tram que os suportes devem ter uma rigidez compativel com o tecido
6sseo, Cleynenbreugel et al (2002) que estudam a altera¢ido do mate-
rial para que a rigidez axial da prétese coincida com a rigidez do osso
trabecular e Hollister et al (2002), que utilizam a homogeneizagao para
calcular a relagao entre o didmetro dos poros de um suporte e a sua

rigidez efetiva.

Assim surge a seguinte questdao: dado um material, e dadas as
propriedades desejadas para uma estrutura, qual serd a melhor distri-
buicao deste material, para que as propriedades desejadas sejam alcan-
cadas? Esta resposta pode ser obtida utilizando os método de otimi-
zacao e de homogeneizacdo, uma vez que a otimizagao topoldgica de
meios continuos, difundida por Bendsge e Kikuchi (1988), é utilizada
para definir a distribui¢do étima de material, com o objetivo de satis-
fazer uma fungao associada as propriedades efetivas do meio poroso, e

a homogeneizacao é utilizada para calcular estas propriedades efetivas.

Hollister et al (2003) utilizou estas duas ferramentas para en-
contrar um suporte ésseo com uma arquitetura que oferece proprie-
dades elasticas préximas as do osso. Matematicamente, um meio para
encontrar a distribui¢do de material que oferega as propriedades deseja-
das é minimizar a diferenga entre os coeficientes elasticos da estrutura
otimizada e os coeficientes eldsticos da estrutura desejada (problema

inverso). A fungao objetivo utilizada por Hollister et al (2003) foi
F :” Cfsz - Ci*jkl ||L27 (1)

onde C* s@o as componentes do tensor constitutivo eldstico desejado e
CH s80 as componentes do tensor constitutivo elastico de propriedades
efetivas do meio poroso. Assim suportes para alguns tipos de 0ssos

foram encontrados, como mostra a figura 4.

O uso conjunto de otimizagdo topoldgica e homogeneizagao

para a solucdo de problemas inversos associados a determinacao de
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(a) Crista iliaca

(¢) Condilo mandibular

Figura 4: Microestruturas otimizadas para diferentes tipos de ossos

Fonte: (HOLLISTER; KIKUCHI; LIN, 2003).

microestruturas étimas foi inicialmente proposto por Sigmund (1994).
A partir de entao, varios pesquisadores obtiveram resultados interes-
santes nesta area. Entre eles podemos citar o trabalho de Sigmund e
Torquato (1997) onde sdo obtidas microestruturas de materiais com
coeficientes térmicos negativos ou iguais a zero, Sigmund e Gibiansky
(2000) onde propriedades extremas séo obtidas para valores restritos de
volume especifico (quantidade de material base), e Yin e Yang (2001),
onde sao obtidas microestruturas associadas a propriedades prescritas.
Guth (2012) utiliza estas técnicas para trabalhar com materiais cons-
tituidos de células trelicadas, obtendo a melhor distribui¢do das bar-
ras da célula unitaria para que se possa maximizar propriedades como
modulo de cisalhamento, médulo volumétrico, coeficiente de Poisson e

condutividade térmica (figura 5).
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Figura 5: Maximizagdo da condutividade térmica, utilizando apenas
areas como variaveis de projeto e aplicando restricdo de isotropia no
tensor térmico.

Fonte: (GUTH, 2012).

Nas aplicagoes da area biomédica, deve-se ter cuidado com o
material de fabricagdo. Assim, cada vez mais surgem estudos sobre o
desenvolvimento de novas ligas metélicas para aplicacdes biomédicas,
onde procura-se fornecer materiais estruturais com excelente compa-
tibilidade biolégica quimica e mecénica. Um material muito utilizado

para a fabricagdo de préteses e suportes 6sseos é o titanio.

Segundo Niinomi (2008) e Abdel-Hady e Niinomi (2013), ele-
mentos como o Ni6bio(Nb), o Tantalo(Ta) e o Zirconio(Zr) sdo ade-
quados para utilizacdo em ligas de titanio para uso biomédico, pois
estas ligas possuem baixa rigidez (que é desejado no caso de implantes)
além de serem nao téxicas e antialérgicas. Porém, mesmo as ligas com
baixa rigidez, ainda possuem uma rigidez maior que o meio 6sseo. As-
sim, um meio de diminuir a rigidez das ligas é inserindo porosidade nao
relacionada por um projeto microestrutural, como mostra a Figura 6.
Deve-se salientar que embora interessante, esta abordagem nao permite
o projeto de materiais com propriedades anisotropicas, como é o caso

da maioria dos o0ssos.
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Figura 6: Relagao entre o médulo eldstico (E) e a porosidade do titanio.

Fonte: (NIINOMI, 2008).

Organizacdo do Trabalho

O capitulo 1 consiste em uma revisdo sobre o meio Gsseo e as
suas propriedades. Neste capitulo, sdo apresentadas as diferencas entre

os tipos de osso e os fatores que influenciam as propriedades.

O capitulo 2 é dedicado ao método de homogeneizacgao por ex-
pansao assintética, onde é mostrada a dedugao dos coeficientes homo-
geneizados de um tensor constitutivo, baseado em uma pequena parte

repetitiva do material, chamada de célula unitaria.

O capitulo 3 aborda o conceito de otimizacao em geral, ou seja,

o procedimento matematico que busca o valor extremo de um funcional.

O capitulo 4 apresenta rapidamente o conceito de otimizacao
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estrutural, e depois se aprofunda no método de otimizagao topolégica.

O capitulo 5 define a proposta do trabalho em questao, tra-
zendo o problema a ser otimizado e alguns conceitos necessarios para a
solucao do problema como, por exemplo, o critério de 6timo e a andlise
de sensibilidade, onde as derivadas das fungoes sao deduzidas analiti-

camente, para poder ser implementadas no algoritmo de otimizagao.

O capitulo 6 apresenta os resultados de véarias simulagoes nu-
méricas. Foram realizadas simulagoes para a verificagdo do algoritmo de
homogeneizacdo, para a validagao do algoritmo de otimizacdo, e enfim

foram feitas varias simulagoes para a solugao do problema proposto.

Finalmente o capitulo 7 traz as conclusoes e sugestoes para

trabalhos futuros.
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1 PROPRIEDADES OSSEAS

O osso é um 6rgao resistente e rigido, que tem por fungao mecéa-
nica proteger os 6rgaos internos, dar suporte aos musculos, sustentacao
do corpo, entre outras. O osso também serve como reservatério de mi-

nerais essenciais ao corpo humano (ROCHA, 2012).

O comportamento dsseo é muito interessante, pois ele tem a
capacidade de remodelacao, ou seja, o osso pode mudar a sua microes-
trutura e as suas propriedades de acordo com a excitacdo mecanica. O
0sso renova-se continuamente ao longo da vida, e tem a capacidade de
se auto-regenerar quando fraturado (TORMENA, 2009).

O osso é formado pelas seguintes componentes:

e Medula 6ssea: preenche a cavidade medular e os espagos trabecu-
lares. Ela é responsavel, também, pela producao de células san-

guineas;
e Periésteo: camada que envolve o 0sso;
e Endedsteo: tecido conjuntivo que reveste internamente o 0sso;
e Cartilagem articular: reveste as articulagoes;

e Tecido 6sseo: é formado por trés células dsseas (osteoblastos, os-
teoclastos e ostedcitos) e também pela matriz calcificada que é
formada por fibras de coldgeno e cristais de hidroxiapatita (que é
um mineral formado basicamente por fosfato de célcio). O tecido
0sseo também é o responsavel pelas propriedades mecanicas do

0SS0.
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Um osso também pode ser classificado de acordo com a sua

porosidade:

e Osso cortical: é formado por laminas ésseas muito proximas entre
si, organizadas paralelamente, tornando este tipo de osso uma
substancia dura e compacta. Ele se localiza na parte externa do
0ss0 e sua porosidade varia entre 5% e 20%, como mostra a figura
7.

Figura 7: Estrutura do osso cortical.

Fonte: http://yannaspinola.blogspot.com.br/.

e Osso trabecular (osso esponjoso): é formado por laminas dsseas
(trabéculas) irregularmente dispostas e com espagos entre si. Ge-
ralmente se localiza na parte interna dos ossos e sua porosidade

varia entre 30% e 90%, como mostra a Figura 8.

Assim o osso é formado pela camada externa de osso cortical e

pela camada interna de osso trabecular (Figura 9).
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Figura 8: Estrutura do osso trabecular.

Fonte: (TORMENA, 2009).

Dtsa Trabecular

oy ur‘j‘

Figura 9: Sec¢@ao do osso mostrando osso trabecular e cortical.

Fonte: (DOBLAR¢; GARCiA; GOMEZ, 2004).

1.1 Propriedades Mecanicas do Osso Trabecular

As propriedades materiais do osso trabecular sdo muito impor-
tantes para caracterizar uma série de patologias ésseas e também para
analisar o remodelamento ésseo para a aplicagoes de implantes. O osso

trabecular estd mais sujeito a sofrer doencas do que o osso cortical,



38 Capitulo 1. PROPRIEDADES OSSEAS

portanto o estudo das suas propriedades é de grande utilidade no de-
senvolvimento de processos de cura (RHO; SPEARING; P.ZIOUPOS,
1998).

No passado acreditava-se que uma trabécula unitaria, um o6s-
teon e uma fina casca do osso cortical possuiam as mesmas propriedades
mecanicas que grandes amostras de osso cortical, independente do tipo
ou tamanho (WOLFF, 1892). Choi et al (1990) encontraram o médulo
de elasticidade de micro amostras de osso cortical (5,4 GPa), com um
valor consideravelmente menor do que o médulo de elasticidade en-
contrado por outros autores em grandes amostras de osso (17.1 GPa).
Essa discrepancia néao é diferente em amostras de osso trabecular, pois

existem variaveis que influenciam as propriedades do osso trabecular:

e A porosidade é o parametro que mais tem influéncia na nas pro-

priedades mecénicas;
e A orientacdo das trabéculas;

e As propriedades da trabécula individual, embora esta varidvel

tem uma menor influéncia em comparagao com as outras duas.

Assim, com uma revisao bibliografica sobre as propriedades de
0ssos, encontram-se valores na faixa de 1 a 20 GPa, como mostra a
Tabela 1.

Pode-se perceber pela Tabela 1 que a variacao das proprieda-
des é muito grande. Vale lembrar também que o osso é um material
organico vivo, e que existe muita variagao de acordo com as pessoas e a
idade. Assim, idealmente, a fabricacado de suportes e préteses deve ser

personalizadas para cada pessoa/tipo de 0sso.

Neste trabalho, os dados do meio 6sseo utilizados nas simula-
¢oes foram (REILLY; BURSTEIN, 1975), (VANVBUSKIRK; ASHMAN,
1981)

e Modulo de elasticidade na dire¢ao x (F,): 11,5 GPa ,
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Tabela 1: Modulos de elasticidade do osso trabecular encontrados na
literatura.

Fonte Médulo de elasticidade (GPa)
Wollf (1892) 17— 20
Runkle e Pugh (1975) 8,69+ 3,17
Townsend et al (1975) 11,38
Williams e Lewis (1982) 1,30
Ashman e Rho (1988) 12,7+£2,0
Ryan e Williams (1989) 0,76 + 0,39
Hodgskinson et al (1989) 15
Kuhn et al (1989) 3,81
Mente and Lewis (1989) 7,8+£5,4
Choi et al (1990) 5,35+ 1,36
Rho et al (1993) 10,4+ 3,5
Rho et al (1997) 19,6 £3,5

Fonte: (RHO; SPEARING; P.ZIOUPOS, 1998).

e Modulo de elasticidade na direcao y (E,): 11,5 GPa ,
e Modulo de cisalhamento (Gyy): 3,3 GPa ,

e Coeficiente de Poisson (v4y): 0,31

resultando no tensor constitutivo elastico 2D para Estado Plano de

Tensao
12,723 3,944 0,000

C" = 3,944 12,723 0,000 | GPa,
0,000 0,000 3,3000
que corresponde a um material ortotrépico. Se o material fosse iso-

trépico, entdo o termo cisalhante Cf; deveria assumir um valor igual a

4,389G Pa, ligeiramente maior do que o valor considerado (3,300 GPa).
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2 HOMOGENEIZACAO

O método de homogeneizacao é utilizado para encontrar as
propriedades efetivas de um material composto que apresenta um pa-
drao periédico em sua distribuicdo de fases materiais. Este método
foi desenvolvido por Sanches (1980) na década de 70 em paralelo com
Benssousan et al (1978) e Cioranescu e Paulin (1979). A partir de en-
tao varios outros pesquisadores foram desenvolvendo e melhorando o
método, como Léné e Leguillon (1982) que combinaram a técnica ma-

temética com o método de elementos finitos.

O método de homogeneizagao, parte do pressuposto de que um
material pode ser descrito por uma célula base (volume representativo),
que é uma pequena parte repetitiva do material. Assim, as proprieda-
des efetivas podem ser encontradas pela andlise desta tinica célula. Uma
maneira de utilizar a homogeneizagao é com o uso de expansoes assin-
toticas para substituir as equagoes diferenciais com coeficientes de osci-
lacao rapidos por equagoes diferenciais cujos coeficientes sao constantes
ou com variacao lenta (HASSANI; HINTON, 1998).

No que segue, serdo apresentados os conceitos e formulagoes
utilizados para a implementacao da homogeneizacao por expansao as-

sintética utilizada neste trabalho.

2.0.1 Expans3do Assintética

Uma funcao F ¢é dita com periodicidade regular se

F(x +NY) = F(x), (2.1)
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niy 0 0
onde x = (x1,x9,23) é o vetor posicio, N = |0 ny 0| com
0 0 ns

n1,n2,n3 valores inteiros arbitrarios, e Y = (Y7 Yz Y3)T.

Um exemplo é a distribui¢do das propriedades de um material

composto peridédico, onde
Cijri(x + NY) = Cija (x), (2.2)

tal que Cjyjr; pode ser chamado de Y-periédico, onde Y contém o pa-

drao de periodicidade.

Se uma fun¢do com periodicidade regular for utilizada para des-
crever um meio heterogéneo, pode-se considerar duas diferentes escalas:
uma escala macroscopica, descrita por X, e uma escala microscopica,
descrita pela varidvel y (figuras 10 e 11). Se assumirmos que existe
uma proporcionalidade entre as dimensdes macro e microscopicas, en-
tao é possivel definir um pardmetro 9, tal que dy = x ou 'y = x/J
(HOLLISTER; KIKUCHI; LIN, 2003).

o®

i i+l x
Figura 10: Funcao com oscilacoes rapidas.

Fonte: (HASSANI; HINTON, 1998).
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o x.y)

i i+1 y=X/

Figura 11: Uma oscila¢do na escala microscopica.

Fonte: (HASSANI; HINTON, 1998).

2.1 Homogeneizacdo de um Problema de Elasticidade

Para demonstrar as equacoes necessarias para a homogenei-
zacao de um problema de elasticidade, serd utilizado o procedimento
apresentado por Guedes e Kikuchi (1990) e Hassani e Hinton (1998).

Considera-se um problema geral de elasticidade (representado
na figura 12) com um material poroso e com microestrutura periédica,

como pode ser visto na figura 13.

Seja Y um paralelipipedo retangular aberto (veja figura 14) de-
finido por Y =)0, Y1[x]0, Y1[x]0, Y3[, € R3, e seja v um conjunto aberto
pertencente a Y com contorno definido por s = dv (sendo suave o

suficiente). Tem-se que ¥ é a parte sélida da célula, ou seja ¥ =Y \ v.

A parte sélida do problema é definida como
VP ={zecQ|(y=21/5) ¥}, (2.3)

e ainda define-se
todas as celulas

50 = U si. (2.4)

i=1
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Figura 12: Problema Geral de Elasticidade.

Fonte: (HASSANI; HINTON, 1998).

Figura 13: Estrutura Celular.

Fonte: (HASSANI; HINTON, 1998).

Considerando as relagoes tensao - deformagao e deformacao -

deslocamento

b 5 5
05 = Cijkleklv (2.5)
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A J

Figura 14: Célula Base.

Fonte: (HASSANI; HINTON, 1998).

o 1 (8uk n 8’&1)
kb &m 8xk ’
aplicando o principio do trabalho virtual e considerando a simetria

Céjkl = C('Sz'kl =Cy

i i ijl

/ Cz]klauk%dﬁ / fzvde—l—/tvzdF—l—/ pzvzdS

YveV’ (27)

(2.6)

 deve-se encontrar u € U tal que

onde Cjj; € o tensor constitutivo de propriedades elasticas, u € U é
o deslocamento, v € V é o deslocamento virtual, U é o espaco que
contém os deslocamentos que satisfazem o problema, V é o espaco das
fungoes que assumem valor nulo em I';,, p sdo as tragoes na fronteira
interna da célula, t sdo as tragdes no contorno da pecae I' =T, UTy
onde I'y, é a parte do contorno com condigbes de contorno essenciais e

I'; é a parte do contorno com condi¢bes de contorno naturais.

Utilizando expansdo assintotica, assumindo que ¢ — 0 e fa-

zendo varias manipulacdes matematicas que podem ser encontradas em
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Guedes e Kikuchi (1990), Hassani e Hinton (1998) e Cardoso e Fonseca

(2003), chega-se na equacao de equilibrio no nivel macroscopico

1 ouy  Ou 0v;(z)
— | ¢y k+—k>dY] g0 =
/Q [m /¥ " (a v Oy Oz,

/Q(ﬁ /¥fidY> vi(a:)dQ—l-/Ftivi(x)dr Vvevt (28)

e aos seguintes problemas de equilibrio:

1) Seja x*! a solugao de:

IXEL Buy(y) ovi(y)
Ciipg—2 =222y :/ Cii—=22dY, 2.9
/¥ P 0y, Oy; X M Oy, (29)

2) Seja ¥ a solugao de:

8\I/k 81}1 /
o dy = v (y 2.10
/¥ M G ay] p (2.10)

onde y e ¥ sdo campos de deslocamento da célula unitaria, u® é o

campo de deslocamentos na macroescala, u' é o campo de deslocamen-

tos na microescala, com expressao

8xl

e ﬁ% é uma constante arbitraria da integracao em y.

Introduzindo 2.11 em 2.8 obtém-se

1 axkl
leé(cﬁkl‘CWa—p v
B oV, Ov;(x)
_/ (IYI/C”“ dY) AL

+/ (i/ fidY) vidQ+/tivi(a:)dF VveVe (212
Q |Y| X r
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e, convencionando,

Xy
Czjkl |Y|/ < igkl — z]pq a )dY (2.13)
\\
Tij(x)_LCijkl%—JdY, (2.14)

pode-se escrever a equacao 2.12 como

oud(z) Ov ( ) ov;(x)
/Q Ci kl dQ = / T”(x)a—xjdﬁ

bi(z)vi(x)dQ + [ ti(z)dT Vve Vo (216)
+ fpmenns [

~ 217 . ’ . H
A equacao 2.16 representa o equilibrio macroscépico, onde C; ki
¢ o tensor das propriedades homogeneizadas, 7;; sdo as tensoes residuais

dentro da célula devido as tracoes p, e b; sdo as forcas de corpo médias.

Como os problemas microscépicos e macroscopicos nao estao
acoplados, a solugdo do problema de elasticidade pode ser descrita

como:
(1) Encontre x e ¥ dentro célula base, solucionando as equagdes 2.9
e 2.10 considerando a periodicidade;
2) Encontre CH, ., 7;; e b; utilizando as equacoes 2.13, 2.14 e 2.15;
ijkl J

(3) Solucione a equacao 2.16 no nivel macroscépico.

2.1.1 Coeficientes Homogeneizados

Para calcular as equagdes apresentadas anteriormente, precisa-
se de algum método numérico. Neste trabalho serd utilizado o método

de elementos finitos.
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Tem-se que, para um caso bidimensional, os indices do tensor

constitutivo homogeneizado podem assumir valores de 1 e 2, ou seja:

H H H
C‘1111 C'1122 Clll2

H __ H H H
C" = C‘1122 C2222 C‘2212

H H H
Chiie Ca1p Chono
porém para simplificar, serda assumido que

11 —>1
22 — 2
12— 6

tal que
cfi off off
cH=|cl clf ck

H H H
C(16 026 C(66

e, como o tensor é simétrico, apenas os coeficientes CH, CH, CIL CI

CiL e CH precisam ser calculados.

Se néo existirem forgas de corpo, pode-se encontrar os coefici-
entes homogeneizados utilizando apenas as equacoes 2.9 e 2.13. Entao
considerando os somatérios dos indices 7, j, p e ¢, agrupando de forma

conveniente, e utilizando a notacao simplificada, a equagao 2.9 se torna:

oy 0 Ay o oy
Xk X O 3xfl) dva(y)
C 1 C 1 C +C 4
( 21 a L 26 a 22 ayQ 26 ayQ 5‘y2
kl kl kl kl
X1 X5 X1 X5 dva(y) 8v1(y)>]
Croai + Ops 22 + Ol + Cpp 22— + dYy =
( 16 o 26 242 66 21 66 8y1> ( o1 3
/i%huéﬂgﬁ+%hméﬂi@~+0%z(&”@)+Ehﬂw>}dy Vv eV
y oy 0y2 Y2 oy
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Agora variando os indices para a equacdo 2.13, obtém-se os

seguintes coeficientes:

1 11 11 11 11
CH - — (Cn - 0113% O 8>;2 O (8X1 . Ixa )) qy,
Y 2

1 22 22 29 29
Cg = v <Cl2 - C1 8921 — Co 822 — Chs <8X1 + Oz )> dyY,
Y 2

22 22 29 29
Cg - 1 <CQ2 — O o —Cx 9% —C <8X1 + 2 >> dy,
v Yy Y2 Y

1 a 12 a 12 a 12 a 12
Cle = — <C16 —on 2 0,22 o < Xy ﬁ)) dy,
Y Y Y2 Y

1 Iv12 912 9y 12 Ov12
02% = v (025 —Cn >;1 — Oy >;2 — (o ( X + X2 )) dY,
Y 2

1 Oy 12 Or12 vz gyl2
Cét = — (066 — O 2 — 0 22— g ( X 2Xo )) ay.
Y 1 Oy Oy Oy

Para simplificar ainda mais a notacao define-se

Xt =i,
X?Q = A,
Xi’ =i

tal que a equagao 2.17 com k = [ = 1, para o primeiro caso de carrega-

mento, pode ser reescrita como
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9
Cn Ci2 Cis o
Qv Ouy  Qui | Ovy On2 —
/Y {8311 Oy2  Oy2 + oy1 } Ciz Cz2 Cso 5 31/28 dy =
Cis Ca Ces] gt + 352
Cn
vy Qvy  Oui 4 vy d
/Y {ay Qua gur ay} Cip b dY  YveVs (2.18)
C1e

Se denotarmos € como sendo o operador

o
5}
L
o 9
dy2  Oy1

podemos escrever

om
g?h
_ On2
e(n) = o ;
Om 4 Oma
Jy2 + Iy1

001
Oy
_ 0092
6(6) - 0y2
001 902
Oy2 + Oy

Logo as constantes homogeneizadas podem ser escritas como
1
ch = —/ (C11 —cfe(n)) ay, (2.19)
Y1)y

Cli = = / (C12 — cfe(A)) dY, (2.20)
Yl Jy
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CH = |71| /Y (C12 — c3e(A)) dY, (2.21)
ch = %/Y (Ca6 — c32(0)) dY, (2.22)
ch = %/Y (Cos — c32(0)) dY, (2.23)
Ccft = %/Y (Ci6 — c1e(0)) aY, (2.24)

onde
Ci1

c1=<¢Ci2 ¢,

c2 = Oy

c3 = ¢ Cgp






3 OTIMIZACAO

Otimizagdo é um procedimento matematico que busca o valor
extremo de um funcional, a0 mesmo tempo em que satisfaz um conjunto
de restrigoes (ARORA, 2007). O procedimento de otimizacio se da
por meio da modificagdo de um conjunto de pardmetros associados ao
projeto, conhecidos como variaveis de projeto. Uma vez formulado, um

problema de otimizagao é descrito da seguinte forma,

Min/Max f(x)
x
T.q. gi(x) < 0 j=1l.my, (3.1)
h; x) = 0 j=1l.my
z, <wx; < I i =1..nv
onde:
X : vetor de varidveis de projeto
f(x): funcao objetivo que se deseja extremar,
g5 (x): funcgoes de restricoes de desigualdade,
hj(x): fungoes de restrigoes de igualdade,
T;: limite superior da i-ésima variavel de projeto,
z; limite inferior da i-ésima varidvel de projeto,
mg nimero de restrigoes de desigualdade,
mp numero de restrigoes de igualdade,
nv numero de variaveis de projeto.

Em um problema de otimizagao com restrigoes, existem algu-

mas condi¢oes que devem ser satisfeitas para que se obtenha o mi-
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nimo. Para discutir essas condigoes, serao abordadas algumas defini-
¢oes como ponto regular, multiplicadores de Lagrange e condigoes de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

3.1 Ponto Regular

Considere um problema restrito de minimizacao de f(X) onde
as restrigoes sao dadas por h;(X) = 0 com i = 1 amy,. Um ponto X* que
satisfaca as restrigoes h;(X*) = 0 é dito ser um ponto regular da regido
vidvel se f(X*) ¢ diferencidvel e o conjunto dos vetores gradiente das

restrigdes no ponto X* é linearmente independente (ARORA, 2007).

Quando restrigoes de desigualdade também sao incluidas no
problema, os vetores gradiente das restrigoes ativas devem ser linear-

mente independentes.

3.2 Multiplicadores de Lagrange

Os multiplicadores de Lagrange sao valores escalares associados
a cada restricao. Estes valores dependem das fungoes de restricao, se as

fungdes mudam, os multiplicadores também mudam (ARORA, 2007).

O conceito dos multiplicadores de Lagrange é bem geral e pode
ser encontrado em varias aplicagoes além da otimizacao. Os multiplica-
dores para as restrigoes, podem ser interpretados como a forga requerida

para impor a restri¢ao.

Seja um problema com restrigoes de igualdade

Minimize F(X) (3.2)
Sujeito a hi(X)=0, i=1,---,m. (3.3)

A funcdo Lagrangiana é definida introduzindo um multiplica-
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dor de Lagrange \; para cada restri¢ao h;(X)

L(J?l,.. .,J)n,Al,.. ;Am) == f(X) +A1h1(X) + - +Amhm(X)

Assim, as condi¢oes necessdrias para encontrar o extremo de L

em pontos regulares sao dadas por

OL  Of  ~~, Ohi _ o

%j’axjfz;’\laxj*o’ j=1,...n (3.4)
¢ oL

v hi(X) = 0. i1=1,...,m (3.5)

Note que qualquer ponto regular que nao satisfaga as condigoes
3.4 e 3.5, nao podem ser um ponto de minimo. Entretanto, se um ponto
satisfaz as condigOes, ele ndo é necessariamente um ponto de minimo,

podendo ser também um ponto de maximo ou de inflexao.

Supondo que as solugdes das condigoes 3.4 e 3.5 sdo

] A
3 A5

X ={" e A= (3.6)
T, An

entao X* é um candidato a ponto de minimo e o vetor A* oferece infor-
macoes sobre a sensibilidade do ponto de 6timo em relagao a satisfagao
das restri¢oes (RAO, 2009)

3.3 Condicdes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

A maioria dos problemas de otimizac¢do envolvem restrigoes
de desigualdade. Nesses casos pode-se transformar a restricao de desi-

gualdade em restrigao de igualdade adicionando uma nova variavel y;
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chamada de varidvel de folga, ou em inglés slack variable. (ARORA,
2007).

Quando a variavel é igual a zero, temos que a restrigao é ativa,
e quando a varidvel é nao nula, a restricdo é de desigualdade estrita,

sendo chamada de restri¢ao inativa.

Como a variavel de folga deve ser sempre positiva, utiliza-se

yZ. Assim a restrigao do tipo

se torna

9i(X) +y? =0. (3.8)

As condigbes necessarias para um problema com restrigoes de
igualdade e desigualdade foram primeiramente publicadas de forma
simplificada por William Karush em 1939, mas elas se tornaram conhe-
cidas quando apresentadas por Harold W. Kuhn e Albert W. Tucker
em 1951. Hoje em dia elas sao conhecidas como condigoes de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) (ARORA, 2007).

Entéo, seja um problema de minimizagao de f(X), sujeito a
restrigoes de igualdade h;(X) = 0 com ¢ = 1,...,my e restrigoes de
desigualdade ¢;(X) < 0 com j = 1,...,m;. A funcio Lagrangiana ¢é
dada por

LEABp) = FO) + Y N + 3 81(0,(X) 433 (39)

onde \; sdo os multiplicadores de Lagrange, §; sao os multiplicadores

de Kuhn-Tucker e y; sdo as varidveis de folga.

Assim, as condigOes necessdrias para este problema se ele for
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regular sao

ngl 5‘xl zm; ag] =0, (3.10)

g_i = hi(X) =0, (3.11)

g—é =9i(X) +y; =0 (3.12)

g_:i =208jy; =0 (3.13)

v; 20, (3.14)

B =20 (3.15)

As condigoes (KKT) servem para verificar a possibilidade de

6timo de um dado ponto e para determinar um ponto candidato a

minimo local.

Algumas informagoes importantes sobre as condigoes (KKT)

merecem ser destacadas (ARORA, 2007):

e As condigoes (KKT) nao sdao aplicadveis em pontos que nao sao

regulares;

e Qualquer ponto regular que nao satisfaz as condi¢oes (KKT) nao

pode ser um minimo local;

e Um ponto que satisfaga as condi¢oes (KKT) pode ser restrito ou

irrestrito. Ele € irrestrito se nao tem restrigoes de igualdade e as

restricoes de desigualdade estao inativas. Neste caso ele pode ser

um ponto de minimo, de maximo ou de inflexao.
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4 OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Quando o funcional e as restri¢goes estao associados a um pro-
blema de engenharia que envolva o cédlculo de estruturas mecanicas,
diz-se que a otimizac¢ao é do tipo estrutural, e de acordo com o con-
junto de variaveis de projeto, pode-se classificar a otimizacao estrutural
como sendo paramétrica, de forma ou topoldgica, como mostra a figura
15 (MENEGHELLI, 2013):

e Otimizacao Paramétrica: as varidveis de projeto sao parame-
tros geométricos da estrutura, como por exemplo, o didmetro de um
eixo, o comprimento de uma viga, o didmetro de um furo, espessuras
e dimensoes de uma secao transversal. Ou seja, no caso de otimizacao
paramétrica, a forma e a distribuicao de material no projeto nao sao

alteradas, apenas os valores de algumas dimensoes.

e Otimizacdo de Forma: as varidveis de projeto sdo associadas
aos contornos da estrutura. Os contornos sao gerados com interpolagoes
baseadas nas variaveis de projeto, como por exemplo, interpolagao por

splines.

e Otimizacao Topoldgica: as variaveis de projeto sao associadas
a distribuicao de material em um dominio fixo. Esta abordagem permite
mais tipos de aplicacoes, pois é mais genérica do que as outras. Além
de permitir a criagdo de contornos, possibilita também a inclusao de

vazios na estrutura.

Assim, a Otimizagdo Topoldgica consiste em distribuir mate-
rial em uma regiao do espago previamente definida, com o objetivo de
obter o extremo um funcional e de satisfazer as condi¢bes de contorno

do problema de equilibrio e as restricoes associadas ao problema de
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otimizagao.

Figura 15: Otimizagdo Paramétrica (esquerda), Otimizacao de Forma
(centro) e Otimizagao Topolégica (direita).

Fonte:(MENEGHELLI, 2013).

4.1 Histérico

Diversas referéncias citam que o primeiro trabalho em Otimi-
zacao Topoldgica foi apresentado por Michell (1904) no inicio do século
XX. Apos o trabalho de Michell (1904), a otimizagao topoldgica se man-
teve desconhecida por décadas, até que foi retomado por alguns pesqui-
sadores como Cox (1956), Owen (1975) e principalmente por Rozvany
e Adidam (1972). Embora estes trabalhos sejam de Otimizagao Topo-
logica, a abordagem utilizada era baseada em uma malha de trelicas,

conhecida como universo de barras.

Cheng e Olhoff (1981), apresentaram um estudo na area oti-
mizagao topologica de meios continuos, sobre maximizacao da rigidez
de placas delgadas considerando a espessura como variavel de projeto.
A partir de entdo, chegou-se a conclusdo de que quanto mais fina a
discretizagdo do dominio, maior era o nimero de reforgos obtidos, e
isto indica que malha tem influéncia na solu¢ao do problema discreti-
zado. Para reprimir este problema, Cheng e Olhoff (1982) propuseram
a utilizacdo de uma parametrizacao alternativa, que ao invés de consi-
derar diretamente as espessuras como variaveis de projeto, utilizaram
os parametros geométricos de reforgos com geometria pré-estabelecida.

Esta abordagem foi generalizada para problemas de elasticidade por
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Kohn e Strang (1986a, 1986b) e posteriormente utilizada por Bendsge
e Kikuchi (1988), onde a parametrizacao nao era aplicada diretamente
sobre a quantidade de material, mas sim sobre propriedades geomé-
tricas de uma microestrutura periddica. E entao as propriedades efe-
tivas do meio eram obtidas por meio do método de Homogeneizacao,
(HASSANI; HINTON, 1998; SILVA et al., 1999).

Porém, outra complicagao surgia com a solu¢ao do problema de
distribuicdo de material em um dominio continuo, a solugdo era uma
material poroso de dificil interpretacao e fabricagdo. Entao Bendsge
(1989) desenvolveu uma parametrizagao de material SIMP (Simple Iso-
tropic Material with Penalization). Bendsge e Sigmund (1999) apresen-

tam uma boa revisdo e sobre a parametrizagao SIMP.

Em outros tipos de estudos sobre otimizacao topoldgica, destacam-
se os trabalhos de Ambrésio e Buttazzo (1993), que propuseram uma
restrigdo do perimetro como forma de restringir o espago de solugao e
garantir a existéncia de um ponto de 6timo. Harber, Jog e Bendsge
(1996) implementaram esta abordagem para parametrizagdes conti-
nuas. Beckers (1997) apresenta uma implementagdo baseada em va-
ridveis discretas, com bons resultados mas de dificil generalizagao. Tra-
balhos relevantes também tém sido desenvolvidos por pesquisadores

atuais, pois novidades nesta area surgem frequentemente.

Uma vez estabelecida a base mateméatica para a correta pa-
rametrizacdo de material no dominio, outras contribuicoes relevantes
surgem com os trabalhos de Sigmund (1994, 1997), que propoem filtros
para suavizar a distribuicao espacial das pseudo densidades, eliminando
assim o fenémeno da instabilidade de tabuleiro ou checkerboard. Uma
revisao sobre os métodos de filtragem é apresentada por Sigmund em
(2007).

Com o desenvolvimento de computadores mais potentes, cada
vez mais tém crescido as areas de aplicagoes de otimizagao topoldgica.
Atualmente, ela é muito utilizada para a soluc¢ao de problemas de en-

genharia mecanica, civil, aeroespacial, biomedicina entre outras.
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4.2 Parametrizacao Material

A Otimizagao Topolégica de meios continuos é formulada por
meio da distribuicdo de um ou mais materiais em um dominio fixo,
de modo a maximizar ou minimizar um funcional sujeito a restrigoes

(BENDSOE; SIGMUND, 2003).

Tendo o dominio (€2) definido, o objetivo é encontrar o do-
minio que efetivamente contém material (™). Em se tratando da
distribuicao de um material isotropico, o desejavel seria utilizar a pa-

rametrizacao

C(X) = p(X)C", (4.1)
com SO(X)Z{ (1) XX;Q%ZM (4.2)

/ga(X)dQ = Vol(Qm*) <V,
Q

onde C° é o tensor constitutivo que representa as propriedades de um
material base isotrépico, C é o tensor constitutivo efetivo e V' é o vo-
lume limite de material. Porém, esta abordagem é de natureza discreta,
ou seja, nao permite valores intermediarios, somente presenca ou au-
séncia de material. Assim, esta parametrizagao faz com que o problema
de otimizacao seja dependente da discretizacdo, além de dificultar a

solugdo por métodos baseados em gradientes.

Bendsge e Kikuchi (1988), propuseram uma solucdo para essa
dependéncia. Eles formularam uma parametrizagao que descreve a vari-
acao espacial de um material anisotrépico periédico, onde as proprieda-
des em cada ponto do dominio sao descritas por parametros geométricos
de uma célula unitaria, e as propriedades efetivas do material sdo obti-
das utilizando-se 0 Método da Homogeneiza¢ao (HASSANT; HINTON,
1998). Porém, a distribuigdo de material com esta parametrizacao é de

dificil Fabricacao.
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Para evitar o uso de uma relaxagdo que utilize material ani-
sotrépico, pode-se utilizar a relaxacao to tipo SIMP (Simple Isotropic
Material with Penalization), que tem como objetivo relaxar a parame-
trizagao discreta proposta na equacao 4.2, ao mesmo tempo em que
permite a utilizacdo de materiais isotrépicos. A parametrizagao SIMP

tem a forma

com

/deSV, 0<p<1
Q

onde p é a pseudo densidade em cada ponto de ©, E° é o tensor consti-
tutivo que representa as propriedades de um material base isotrépico,
E é o tensor constitutivo efetivo e V' é o volume disponivel de material.
Nao ¢é de interesse do problema, encontrar densidades intermedidrias,
entao o expoente p > 1 tem como objetivo penalizar o aparecimento de

pseudo densidades intermediarias.

A relagao entre o modulo de elasticidade e a pseudo densidade
com a variagao de p, pode ser observada na Figura 16, onde mostra-
se que para p = 1 obtém-se uma relagado linear entre a rigidez efetiva
do meio e a pseudo densidade e para p — oo a densidade volta a
ser discreta, como na parametrizacao da equagao 4.2. No entanto, no
processo de otimizagdo podemos obter regioes com pseudo densidades
intermediarias, conhecidas como escalas de cinza ou gray-scales, que

podem ser amenizadas utilizando-se um valor adequado de p.

Neste trabalho, o dominio é discretizado por elementos finitos.

Assim, assume-se que cada elemento é constituido de um material cuja
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Eiikl/Eijklﬂ

p=2

S e

Densidades

Figura 16: Curvas do modelo SIMP

Fonte:(MENEGHELLI, 2013).

propriedade é E = pPE, e a matriz rigidez local deste elemento seré

€

K. = / BTEBdQ, = pf / BTE’Bdf, = pPK?, (4.4)
(o Qe

e

onde K. representa a rigidez efetiva do elemento, B é a matriz de
derivadas das funcdes de interpolagio e K¢ é matriz de rigidez sem
levar em consideragao a pseudo densidade. A rigidez global da malha
de elementos finitos, K, é obtida por um operador de sobreposi¢ao

local-global, na forma

nelems

K= [H K. (4.5)

onde nelems é o nimero de elementos finitos na malha.

De modo a evitar problemas numéricos associados a uma ma-
triz de rigidez global singular, utiliza-se um valor de pseudo densidade

minimo maior do que zero, tal que 0 < ppin < pe < 1.
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4.3 Problemas Relacionados a Otimizacdo Topoldgica

O método de Otimizacao Topologica pode apresentar algumas

dificuldades durante o processo, entre elas:

e Minimos locais: Em se tratando de problemas de otimizagao, eles
podem ser nao convexos, ou seja, ter varios minimos locais. E
quando a otimizacdo envolve problemas de engenharia, isto é
muito comum, ou seja, o problema pode encontrar varios resulta-
dos diferentes. Assim néo se pode garantir que o ponto de minimo
fornecido pela solugao seja o melhor ponto, isto é, o de menor va-

lor da funcao objetivo.

e A dependéncia da malha: Mesmo que a parametrizacio SIMP
permita a formulagado do problema, ela nao evita a dependén-
cia do resultado com o refino da malha. Isto se deve ao fato de
estarmos distribuindo um material isotropico, somente materiais
anisotrépicos permitem atingir o 6timo. Com isto, a medida que
se refina a malha, o nimero de reforgos é aumentado, tendendo
para uma microestrutura anisotrépica (MENEGHELLI, 2013).

e A instabilidade do tabuleiro: As vezes, a distribuicdo de material
no dominio produz regioes onde a pseudo densidade dos elemen-
tos vizinhos varia de forma peridédica. A regidao entéo fica similar a
um tabuleiro de xadrez, alternando entre espagos vazios e espacgos
solidos que nao correspondem a distribuicdo 6tima de material.
Este fendmeno é conhecido como checkerboard. Os resultados do
trabalho de Diaz e Sigmund (1995) mostram que esse fenémeno
surge devido a um modelamento inadequado do MEF e, nas re-
gides onde isso acontece, a rigidez aparenta artificialmente ter um
valor elevado quando comparado com outra regiao da estrutura
que possua o mesmo volume mas com uma distribuicao homogé-

nea.
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4.4  Filtros

Com o objetivo de suavizar a distribui¢do de material, aplicam-
se operadores matematicos sobre uma fungao nao regular. Estes opera-
dores sao chamados de filtros e evitam instabilidades numéricas, como

o chekerboards, assim como permitem um controle sobre a topologia
obtida (CARDOSO; FONSECA, 1999).

Basicamente, os filtros podem ser classificados em 3 categorias,
de acordo com (SIGMUND, 2007):

1. Filtros de vizinhanga espacial: Nestes filtros uma grandeza asso-
ciada a um elemento finito é obtida por meio de uma média pon-
derada das grandezas dos elementos vizinhos (MENEGHELLI,
2013). A vizinhanga é obtida por meio da definigdo de um raio em
torno do elemento. Geralmente esses filtros sao aplicados sobre as
sensibilidades ou pseudo densidades dos elementos, embora outras
grandezas também possam ser filtradas (CARDOSO; FONSECA,
1999).

2. Métodos restritivos: Controle de perimetro proposto por Ambro-
sio e Buttazzo (1993) e Haber et al (1996) e métodos de controle
de gradiente local e global (PETERSON; SIGMUND, 1998).

3. Outros métodos como Wavelet Parametrization (KIM; YOON,
2000) e o Método de Level Set (ALLAIRE; JOUVE; TOADER,
2004).

Os filtros citados de vizinhanga espacial s@o os mais utilizados
devido a facilidade de implementagao e eficiéncia. Os métodos restriti-
vos sao mais dificeis de aplicar devido a dependéncia da geometria e das
condicoes do problema. Existem ainda métodos hibridos que combinam
as categorias 1 e 2 como discutido em (CARDOSO, 2000).

Embora as primeiras implementagdes de Otimizagao Topold-

gica utilizassem como variaveis de projeto as pseudo densidades de cada
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elemento, tem-se observado um aumento no uso de variaveis nodais,
que sdo posteriormente aplicadas aos centréides dos elementos. Porém

os métodos discutidos aqui podem ser implementados das duas formas.

4.4.1 Filtro de Vizinhanca Espacial

Filtros de Vizinhanga Espacial modificam as pseudo densidades
dos elementos (e consequentemente a sua rigidez), através da aplicagao
de um operador que depende dos valores de pseudo densidades presentes
em uma vizinhanga em torno do elemento. Uma discussdo importante

é a conservacao do volume contido na vizinhanca antes e depois da
atuagao do filtro (SIGMUND, 2007).

O filtro espacial de densidades introduzido por Bruns e Torto-
relli (2001) calcula a pseudo densidade de um elemento e por meio de

uma média ponderada, na forma:

nev . . .
Zj:l W; V505

Pe = nev o
Zj:l W; U

sendo j um elemento vizinho, v; seu volume, w; uma fun¢ao peso que

(4.6)

tem como objetivo ponderar a influéncia dos vizinhos em funcéo de sua
distancia e nev é o nimero de vizinhos ao elemento. A abordagem mais

utilizada ¢é a linear, com a forma

Rmam - Rej
)
Rmax

w; =

(4.7)

onde R4z é o raio de filtragem previamente estipulado para abranger
uma determinada vizinhanga, R; ¢ a distancia entre o elemento central
e um determinado vizinho j. Desta forma, verifica-se que o raio de
abrangéncia R,,., ¢ o parametro de controle do filtro e a funcdo w;
serd zero se o vizinho estiver além da abrangéncia do raio. A suavizacao
da distribuicao das variaveis no dominio serd proporcional a magnitude

do raio.



68 Capitulo 4. OTIMIZACAO TOPOLOGICA

4.42 Procedimento Computacional

A implementacdo computacional de um problema de Otimi-
zagao Topoldgica consiste na realizagdo sequencial de diversas etapas
(MENEGHELLI, 2013).

Primeiramente define-se o dominio de projeto, sua discretizagao
e a imposicao das condi¢oes de contorno do problema de equilibrio, na

forma:
e Escolher adequadamente o dominio de referéncia que permita a
defini¢ao de carregamento e condi¢oes de contorno;

e Definir as regides do espaco de projeto que devam obrigatoria-

mente conter ou nao material;

e Construir uma malha de elementos finitos para o dominio ja es-
tabelecido. O refino da malha de ser tal que consiga representar
adequadamente a estrutura, tanto do ponto de vista de equilibrio

quanto de definicdo da topologia que se deseja.

Em seguida entdo realiza-se efetivamente a otimizacao através dos se-

guintes passos:

e Fazer uma estimativa inicial das variaveis de projeto;
e Calcular as sensibilidades (gradientes);

e Utilizar um algoritmo de otimizac¢ao como critério de 6timo, MMA
(Método das Assintotas Méveis) ou SLP (Programacao Linear Se-

quencial);

e Atualizar as varidveis de projeto e repetir o procedimento até que

seja atingido o ponto de étimo.

A ultima etapa é a fase de pOs-processamento.
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e Os resultados obtidos na segunda etapa devem ser interpretados,

analisados e representados como uma topologia definida.
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5 MICROESTRUTURAS OSTEO-
COMPATIVEIS

Este trabalho tem como objetivo determinar a distribuicao de
material em uma célula unitaria que permita obter um tensor consti-
tutivo de propriedades efetivas com valores pré-determinados. Especi-
ficamente, pretende-se encontrar um arranjo microestrutural de titanio

que ofereca propriedades eldsticas proximas ao meio 6sseo.

Esta investigacao se baseia no modelo de Hollister (2003) apre-
sentado no capitulo , que pode ser descrito na forma padrao de otimi-

Zagao como

Min F,=| Cf(p) = Cjj |lr2
nelems
tal que  g(p) = Z peVe =V <0 (5.1)
e=1

Pmin S Pe S 1

onde p sao as (pseudo) densidades utilizadas para descrever a distri-
bui¢do de material, V. é o volume do elemento e e V; é a fragdo de

volume do material base utilizado para a obten¢ao da topologia.

O tensor C* representa o tensor que se deseja obter (0sso) e
o tensor CH (p) é o tensor homogeneizado correspondente & topologia
descrita por p. || - || L2 é o operador norma L2, ou seja, a funcao objetivo
é dada pela raiz quadrada da diferengas ao quadrado das componentes

do tensor homogeneizado e do tensor alvo.

Para resolver este problema de otimizagao é necessario um al-
goritmo que atualize as densidades, obtenha as propriedades homoge-

neizadas, calcule a sensibilidade das fungoes em relagao as densidades



72

Capitulo 5. MICROESTRUTURAS OSTEOCOMPATIVEIS

e calcule a fung¢do objetivo.

5.1

Assim, o processo de otimizagao pode ser descrito por

Distribuigao inicial de densidades;
Encontrar o tensor homogeneizado da microestrutura obtida;

Calcular a fungao objetivo, a funcdo de restri¢ao e as sensibilida-
des;

Aplicar o filtro no gradiente da funcao objetivo;

Baseado nestas informagoes, obter uma nova distribui¢ao de ma-

terial;

Verificar se o problema satisfaz o critério de parada. Se sim, pare

0 programa, se nao, ir para o préximo passo;

Definir um novo vetor de densidades, de acordo com o critério de

6timo, e ir para o passo (2).

Critério de Otimo

Para encontrar uma solu¢ao de um problema de otimizacao,

existem algumas técnicas que podem ser usadas. As mais comuns em

otimizagao topoldgica sao:

Critério de 6timo: utiliza as condi¢bes KKT para deduzir um algo-
ritmo especifico para um tipo de problema, que permite encontrar

a solucao do problema de otimizacao.

Métodos evolucionarios: usam técnicas heuristicas para para en-

contrar a solugao do problema de otimizagao.

Programagao matematica: utiliza métodos como a programacao
linear sequencial e o método das assintotas méveis para encontrar

a solucao do problema de otimizacao.
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Devido ao fato das funcoes utilizadas na formulacao deste tra-
balho serem continuas e diferencidveis e de termos apenas uma restri¢ao
que depende linearmente das variaveis de projeto, utilizou-se o critério
de 6timo para solucionar o problema de otimizagao. Segundo Allwood e
Chung (1984) o desenvolvimento do critério de étimo pode ser dividido
em dois processos. O primeiro é encontrar o critério que solucione o

problema, e o segundo é satisfazer esse critério.

Existem vario métodos de critério de 6timo e pesquisadores es-
tao encontrando critérios mais apropriados para cada tipo de problema,
como por exemplo no trabalho de Ananiev (2005), onde pode-se en-
contrar uma boa revisao e comparacao entre o método dos gradientes

projetados e o critério de 6timo tradicional.

Neste trabalho sera utilizada uma adaptagao do critério de
6timo desenvolvido por Bendsge e Kikuchi, (1988), devido a sua sim-
plicidade e eficiéncia. O desenvolvimento do critério de 6timo parte da
funcdo Lagrangiana do problema de minimizacdo com restri¢coes defi-

nido na Eq. 5.1

L(p, ) = F(p) + Ag(p), (5-2)

onde F' é a funcao objetivo e g é a restricao.

Derivando a expressao 5.2 em relagao a uma variavel de projeto,

tem-se que

oL  OF A dg

O = e e =0, (5.3)
se p for o ponto de étimo. Entao
oF 0
i —Aa—i (5.4)
ou Cor
;{g; 1 (5.5)
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Caso o ponto nao seja o extremo (6timo), entao a Eq. 5.5 resulta

em
—OF
Ope
Be = X gg ) (5'6)
Ope

onde [, pode ser utilizado como um fator de correcdo das densidades,

sendo 1,0 no ponto de étimo.

O critério de 6timio utilizado neste trabalho é baseado no cri-
tério proposto por Bendsge (1989) para o problema de minimizacao de
flexibilidade. No entanto, como as derivadas da flexibilidade sao sempre
negativas, modificou-se o algoritmo original para que sejam considera-
dos apenas os gradientes negativos na Eq. 5.6, resultando em

max(0, 525)
Be = Tf)e- (5.7)
Ope

A atualizacdo da densidade pelo critério de étimo é dada pela

densidade atual multiplicada pelo fator de correcao, na forma

Pmin  S€ 7 pe < pmin
P = B pe € pmin < B pe < Prma (5.8)
Pmaz  S€ B pe = Pmaz
onde nr é um fator estabilizador, € pin € Pmaz S80, respectivamente,

os valores minimos e maximos que a densidade pode assumir.

Como o critério de 6timo descrito na equacao 5.8 depende ape-
nas de A, que é o multiplicador de Khun-Tucker associado a restricao de
volume, este pode ser solucionado de forma simples, por meio do mé-
todo da bisse¢ao. Desta forma, a implementacao do critério de 6timo

utilizado neste trabalho pode ser resumida como

1 Define os pardmetros iniciais: Ay =0e Ay = Kk

2 Calcula A\, = %
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3 Para cada elemento e da malha de elementos finitos

3.1 Calcula o fator 3.
3.2 Faz uma estimativa para a densidade: p? = p. 37"

3.3 Encontra os limites inferior e superior:
Imi = maX(pmin; Pe(l - 5))
Ims = min(pma:cv pe(l + 6))

3.4 Encontra a nova densidade: p"°"° = max(lmi , min(lms,p?))

ag

4 Calcula a nova estimativa de volume: V"°? = p"ove. Bp

5 Testa pelas assintotas da bissecao: Se V"' > ViV, entdo
A= Am

se nao \g = A\,

6 Se Ao — A1 > tol, volte para o passo 2.
Se A2 — A1 < tol, fim do algoritmo.

onde k ¢ um valor muito menor do que a magnitude das fung¢oes envol-

vidas e § é um valor de limite médvel.

5.2 Andlise de Sensibilidades

Um dos célculos necessarios para a realizagao do processo de
otimizagao, é o calculo do gradiente da fung@o objetivo e das restrigoes
em relacdo a variavel de projeto. Este calculo é importante para fazer
a analise de sensibilidade do problema, pois o gradiente de uma funcao
indica o quao sensivel é esta fungdo quando se faz modificagbes nas

variaveis de projeto.

Nesta se¢ao serao descritos os calculos das sensibilidades, feitos
analiticamente. As equacoes obtidas foram implementadas no algoritmo

de otimizacao.
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5.3 Sensibilidade da Funcao Objetivo

Como visto anteriormente, temos que a fun¢io objetivo é dada
por
F =| C%(p) — C" |12, (5.9)

e, considerando o problema bidimensional abordado neste trabalho,

F=/(C{l(p) = Cij)? i,j =1,2,6. (5.10)

Utilizando a regra da cadeia para derivar a fungao objetivo em

relagdo a densidade, obtemos

ocH
or _ ! <2(Cﬁ - C,)—”) : (5.11)
e o ( (CcH - Ci-)Q) Ipe
ou
OF 1 ( .y ocH
5. F <(C” ~) G ) o1

Pode-se observar que para a conclusao do calculo de sensibili-

dade da funcéo objetivo, é necessario encontrar a derivada dos coefici-
H
ij

. < s . ac
entes homogeneizados em relagao a densidade dos elementos o

5.3.1 Derivada dos Coeficientes Homogeneizados

Nesta secao serd deduzido o calculo da derivada do coeficiente

homogeneizado C#. As derivadas dos outros coeficientes sio anlogas.

Como visto anteriormente na equagdo (2.19) o coeficiente ho-

mogeneizado Cf! é representado por

CcH = ﬁ /Y(Cu —cle(n))ay. (5.13)
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Transformando a integral em somatério obtemos

nelem npg

Cﬁ |Y| Z Z Cll Cl )} ’LUj.]j7 (514)

e=1 j=1

onde j sdo os pontos de Gauss do elemento, npg é o niumero de pontos
de Gauss, nelems é o nimero de elementos finitos na malha utilizada
para descrever a célula unitdria, w; sdo os pesos da quadratura e J; é

o determinante da matriz jacobiana.

Em seguida, pode-se escrever e(n) = B.;H.n, onde B.; é a
matriz de derivadas das fungdes de interpolacdo do elemento (e) no
ponto de Gauss (j) e He é uma matriz de localizagao do elemento, tal
que u, = H.U, onde U ¢ o vetor global de deslocamentos da malha e

u. ¢ o vetor de deslocamentos do elemento e.

Considerando a parametrizagdo SIMP, tem-se que C = pPC?,
onde C° é o tensor de propriedades do material base (titanio) e p é o

expoente da parametrizacao SIMP.

Assim, a equagao 5.14 pode ser reescrita como

nelem npg
1

7 >3 [pECY = phel BeHen w; ;. (5.15)
e=1 j=1

H _
Cllf

De modo a evitar o calculo da derivada do vetor de estados n,
serd utilizado o método adjunto. Assim, utilizando-se o primeiro caso
de carregamento, definido por f; = K, pode-se definir Kn — f; = 0,
tal que

nelem npg
Cfi = Z > [RCY = phel BejHen) wyd; + X (Kn — f1).
e=1 j=1

(5.16)
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Agora derivando a equagdo 5.16 em relagao a p,,, obtém-se

8Cﬁ 1 " & p—1 0 p—1 T p T on
Do :m Z Z ppe Ciy —ppg ¢ BejHen — pie; BejHe% wjJj
) e=1 j=1 )
0K on ofi
+ AT —n+ AT K - AT 1~
L pm T Op " 0pm
(5.17)

Porém, o primeiro caso de carregamento pode ser definido por

nelem npg

1
fi= m Z Z[Bejpgcl] wjJj,

e=1 j=1
assim
lem npg
8f1 1 ne -
oo = ] 2= 2 [Brapel ey (5.18)

e=1 j=1

Entéo, substituindo a equagdo (5.18) na na equagdo (5.17) e
colocando 8‘1—’7 em evidéncia, obtemos

ocf _ 1 S 10 1.7 T 1
= E E ppt~ CYy — ppl ¢] BejHenp — A Byyjppt™ c1| w;J;
pm Y| [ P 11 P 1 Dejdden 1 iPp 1} 7

e=1 j=1
0K 87’] 1 nelem npg
+ A{%ﬂ + opm ) TV Z Z [—pbei BejHe| wiJ; + A K

e=1 j=1

(5.19)

Se o termo entre chaves, que multiplica % for nulo, entao evi-
tamos o calculo desta derivada. Isto é obtido se definirmos o problema

adjunto

nelem npg
1

MK = > > [obel By Ho w;;, (5.20)

e=1 j=1
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que corresponde a um problema de equilibrio auxiliar.

Com isso a equacgao 5.19 é reescrita como

8CH 1 nelem npg
apll :|Y| Z Z ppE 1 CYy — ppt el BejHen — AlTBn,,jppg_lcl} w;Jj
m

e=1 j=1

0K
A2
A,

(5.21)

Assim, da mesma forma encontra-se as derivadas dos outros

coeficientes:

8CH 1 nelem npg
aPQQ :|Y| Z Z ppl O, _ppgilcQTBejHeA - ’\gijppgilcﬂ w;Jj
m e=1 j=1

8K
+ A7 5‘

(5.22)

nelem npg
8065 100 _ P 1eTB H.® —ATB. .ppP~! T
ap Z Z ppe Cge —ppt c3 BejH. 3 DmjiPPe 63} wjj
m

e=1 j=1

T OK
AT @,
T o

(5.23)

nelem npg
oCH _ -
apm |Y| Z Z PPl Cy — ppl 1C1TBejHeA—/\1TijpP€ 101} wjJ;
m e=1 j=1
L\ 0K
! 8 Pm

A,
(5.24)



80 Capitulo 5. MICROESTRUTURAS OSTEOCOMPATIVEIS

8C nelem npg
apm Z Y (ot Cl = ppl el Bej He® — A{ Buyjppl ™' er] w;
m e=1 j=1
7 OK
+/\ Yoo —0,
(5.25)
€
80 nelem npg
ap% |Y| Y > (el C% —ppl el BejH® — A] Bujppl ' 2] wyJ;
m e=1 j=1
7 OK
+/\ 5‘ —0,
(5.26)

onde A1, A2, A3 s@o referentes ao primeiro, segundo e terceiro caso de

carregamento respectivamente, ou seja

nelem npg

AQTK— Z > [pbel Bo;H.| w;J;, (5.27)
e=1 j=1
(§
nelem npg
MK =— |Y| > > [pted BoiHL w; ;. (5.28)
e=1 j=1

5.3.2 Sensibilidade da Restricdo

Neste problema, existe apena uma restrigao de volume,

g(p) = p"V =V, (5.29)
onde V ¢ o vetor de volumes dos elementos, p é o vetor de varidveis de

projeto e V; é a fracao de volume.

Assim a sensibilidade da restricdo em relacdo a uma variavel

de projeto m é dada por

dg
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5.3.3 Verificacdo da Sensibilidade

As derivada obtidas foram verificadas utilizando o método de
diferencas finitas centrais. Para obtermos as expressoes de diferencas
finitas, utilizamos a expansdo em Série de Taylor da fun¢do, truncada

no termo de primeira ordem, para frente

fl@+h) = f(z) + f(x)h, (5.31)
e para tras

flx=h) = f(x) = f'(z)h. (5.32)

A partir da equagdo 5.31, pode-se escrever a derivada como

sendo

flz+h) - fz)

") = 5.33
7'(@) LS, (5.33)
conhecida como diferencas progressivas.
Da mesma maneira, a partir da equacao 5.32
— —h
i) = L=l (5.34)

que ¢é conhecida como diferengas regressivas.

Também é possivel encontrar a diferenca entre as equagoes 5.31
e 5.32,

flx+h)— f(x—h)=2f(x)h, (5.35)

tal que
fle+h)— flz—h)
2h ’

f'(z) =

conhecido como diferencas centrais.

(5.36)

Para a verificacao das derivadas dos coeficientes homogeneiza-

dos obtidas na sec¢do 5.3.1, calculou-se a derivada por diferencas finitas
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Tabela 2: Verificagdo do procedimento analitico para calculo de sensi-
bilidades.

Ciy \h [ 1x100T [T 1x102 [ 1x10 % [ 1x10T [ 1x10° [ 1x10°°
Cuy 0,980 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
Ci2 0,951 0,999 0,999 0,999 1,000 1,000
Caz 0,959 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
Cio 0,983 0,999 0,999 0,999 1,000 1,000
Cao 0,957 0,999 0,999 0,999 0,999 1,000
Ceo 0,991 0,999 0,999 0,999 1,000 0,999

Fonte: Producao do préprio autor.

centrais e entao os valores foram comparados com a derivada obtida
analiticamente. Os resultados obtidos para a andlise de sensibiliade de
um elemento da malha s&o ilustrados na tabela 2, para diferentes valo-
res da perturbacao h. Na tabela, sao mostrados a relacao entre o valor
obtido por diferencas finitas e o valor calculado pelas Eqgs. 5.21 a 5.26,

onde 1,000 corresponde ao calculo do valor exato.

Uma caracteristica interessante das sensibilidades obtidas nas
Eqgs. 5.21 a 5.26 é que as mesmas sao nulas quando a distribui¢ao de den-
sidades é homogénea. Desta forma, deve-se sempre utilizar um campo
nao homogéneo como distribuicao inicial de densidades para a validacao

das derivadas e para a solucao do problema de otimizacao.
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6 RESULTADOS

Este capitulo é separado em quatro partes, de modo a cobrir
as diversas possibilidades de uso da formulacao implementada neste
trabalho. A primeira parte trata da verificacdo do procedimento de ho-
mogeneizagao (andlise) discutido e implementado neste trabalho. Apds,
sao abordados resultados referentes a formulagao mais comum quando
se acopla otimizagao topoldgica com homogeneizagao: extremizagao de
uma combinacao linear de componentes do tensor constitutivo. Este
tépico é abordado neste capitulo, pois é uma forma interessante de ve-
rificarmos o critério de 6timo implementado e os gradientes das restri-
¢oes. Por fim, é apresentada a validagao da formulacdo proposta neste
trabalho e sua aplicacao para o projeto de microestruturas osteocom-
pativeis. O elemento finito bilinear isoparamétrico de 4 noés é utilizado

em todos os exemplos considerados neste capitulo.

6.1 Verificacdo da Homogeneizacao

Para a verificacdo do processo de homogeneizacao, foram feitas
simulagoes de células unitarias que tenham resultados conhecidos por
meio da regra de misturas de dois materiais (MENDONGCA, 2005). O
caso mais simples é o de um refor¢o uniaxial no sentido horizontal.
Para isto, foi gerada a distribui¢gdo de material ilustrada na figura 17,

utilizando os dados da tabela 3 na simulagao.

Neste caso, utilizando a teria de misturas, espera-se obter um

moédulo de elasticidade longitudinal efetivo igual a

Ef = V;E° + (1 - V§)E)

azio’
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Tabela 3: Dados da simulacao.

Malha 80 x 80
Médulo de elasticidade (E) | 10Pa
Coeficiente de Poisson (v) | 0,0

pmin 10_6
P 3
Fracao de volume (V) 13,75%

Fonte: Préprio autor.

Densidades (03}
ns

1806 1

Figura 17: Célula unitaria com reforgo uniaxial.

Fonte: Préprio autor.

onde EO .. = pP . FE° Considerando os valores da tabela 3,
EH = (0,1375)10 + (1 — 0,1375)(1 x 1075)310 = 1,375Pa.

. H sl . .
Assim, como O = % = EH  verifica-se que o tensor efetivo

obtido por homogeneizacao deve ser igual a
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1,375 0,000 0,000
c” = 10,000 0,000 0,000 | Pa,
0,000 0,000 0,000

que é exatamente o resultado obtido com o procedimento implementado

neste trabalho.

E interessante notar que valores do tensor constitutivo homo-
geneizado deste exemplo variam de acordo com a rotacao do sistema de
referéncia. Neste caso, podemos obter os valores do tensor rotacionado
por meio da aplicagdo de um operador de rotacdo R que, na forma

compacta, é descrito por

ct st 2c? 52 4c?s? —4c3s —4cs?
st ct 2c%s? 4c%s? 4es3 4sc3
R — A2s? s A st —4c%s? 2(c?s —cs3)  2(cs® — 3s)
R 22 —2¢%s? (2 —52)2  2(cs—cs?) 2(es® —c3s)
As —s%c sde—c3s 2(es® —cPs) ot —3c%s? 3c?s? — st
es?  —scd Ps—s3c 2(cPs—s3c)  3c?s? —st ot —3c%s?

onde ¢ = cos(6), s = sin(f) e 0 é o angulo de rotacio em torno do eixo Z
(MENDONGCA, 2005). A rotacao é aplicada na forma compacta do ten-

T
sor que se deseja rotacional, Q = [C1; Cay Cia Csz3 Cis 023} ,

na forma Q = RQ. Se o tensor for rotacionado em 45°, obtemos

cH =

2 2 2
2 2 2
2 2 2

onde a = 1,375 cos(45)* = 0, 3437 Pa.

Assim, utilizando a distribui¢do de material ilustrada na figura
18 (que leva em consideragao o fato da fragdo de volume do arranjo

diagonal ser 0,1375/2), para os mesmos dados do exemplo anterior,
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obteve-se o tensor homogeneizado

0,3437 10,3437 0,3437
CH" = 10,3437 0,3437 0,3437
0,3437 0,3437 0,3437

o que ilustra a eficicia do procedimento de homogeneizagdo, para o

céalculo de todas as componentes do tensor.

Densidades (0/3)
1e-008 05 1
Bl

Figura 18: Célula unitaria com reforco a 45°.

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

6.2 Extremizacdo de Componentes do Tensor Elastico

Quando se trata de acoplar a Otimizagao Topoldgica com a ho-
mogeneizagao, observa-se que a abordagem mais comum é a extremiza-
¢ao de uma combinagao linear de componentes do tensor constitutivo.

Nesta abordagem, o problema de otimizacao é escrito na forma padrao

6
max ¢ = Zaici (6.1)

i=1

tal que va <V
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Pmin < p <1

onde o sdo os coeficientes prescritos da combinagdo linear (por exem-
plo, se o objetivo for maximizar somente o C11, teremos a; = 1, com

os demais nulos). A derivada da fungao objetivo é dada por

0b <~ AC;

= o
Opm =1 zapm’

ou seja, ¢ uma combinagao linear das derivadas obtidas na parte tedrica
deste trabalho. Deve-se salientar que podem existir ligeiras modifica-
¢oes da formulacao proposta, como por exemplo, a maximizacao do
coeficiente de Poisson, mas que pode ser vista como uma expressao

dependente das componentes do tensor constitutivo.

A validagao desta formulacao foi realizada com a comparagao
direta dos resultados apresentados por Weihong et al (2007), que uti-
liza exatamente a abordagem ilustrada acima. Os dados utilizados aqui
foram os mesmos do referido artigo, com FE, = 1000Pa, v = 0,3 e
Vy = 50%. A comparacio dos resultados pode ser observada nas Figu-
ras 19, 20, 21 e 22. Da comparacao direta das topologias obtidas com
neste trabalho com as da referéncia, pode-se ver que topologias distin-
tas (ntumero de reforgos uniaxiais nas células representadas nas figuras
19 e 20) levam qualitativamente a um mesmo resultado. Isto mostra
que o problema possui multiplas células unitarias que levam ao mesmo
resultado, fato este que sera explorado em mais detalhes na préxima

secao.

6.3 Obtencdo de um Tensor Especifico

A formulacéo de otimizagao proposta neste trabalho visa obter

uma distribuicdo de material que leve a um tensor especifico C*, para
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) Ch1 = 499, 85 ) Ch11 = 498,00

Figura 19: hrlaximiza(;ao da componente Cyy: (a) Resultado obtido neste
trabalho. (b) Resultado obtido por Weihong et al (2007).

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

) Cag = 499, 85 b) Cag = 498,00

Figura 20: 1\/Iaximizagéo da componente 022: (a) Resultado obtido neste
trabalho. (b) Resultado obtido por Weihong et al (2007).

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

uma dada fracao de volume, ou seja,

Min F, =| CZI;I(P) - Ci*j | L2
nelems
tal que  g(p) = Z peVe — Vi <0. (6.2)
e=1

Pmin S Pe S 1
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88 83

(a) Cs6 = 134,96 (b) Ces = 134,70

Figura 21: Maximizacao da componente Cgg: (a) Resultado obtido neste
trabalho. (b) Resultado obtido por Weihong et al (2007).

Fonte: Produgao do préprio autor, 2014.

[ 11+

(a) ® = 327,8 ® =321,1

Figura 22: Maximizacdo da combinacao linear & = %Cu + 3022: (a)
Resultado obtido neste trabalho. (b) Resultado obtido por Weihong et
al (2007).

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

Uma das aplicagoes desta formulagao é justamente o projeto

de microestruturas oesteocompativeis.

Este problema é matematicamente mais complexo do que o
anterior, pois pode ser que ndo exista a possibilidade de obtermos o

tensor desejado. Isto dependera da fracao de volume, do tensor alvo,
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das propriedades do material base, do raio do filtro utilizado e, também,

da distribuicao inicial de material.

O primeiro teste realizado para a validacdo da formulac¢ao pro-
posta é a obtencao, via otimizac¢ao, de uma topologia que tenha o tensor
efetivo

1,375 0,00 0,00
C*=| 0,00 0,00 0,00| Pa (6.3)
0,00 0,00 0,00

para uma fragao de volume de 13, 75%, ou seja, a mesma situacao apre-
sentada no primeiro exemplo de verificacao deste capitulo. A distribui-
¢ao inicial de material foi totalmente aleatéria, como mostrado na fi-
gura 26a. Se o mesmo problema for solucionado duas vezes, com duas
distribuigoes iniciais aleatorias diferentes, sao obtidas duas topologias
distintas, mas que possuem o mesmo tensor de propriedades efetivas,
figura 23.

Densidades (0/3)
5 1e-006 05 1
| eSSy

(a) (b)

Figura 23: Topologias referentes ao tensor alvo 6.3, para um fracdao de
volume de 13, 75% e filtro com vizinhos de primeira ordem. Cada topo-
logia foi obtida com uma distribuicao aleatoria diferente de material.

Densidades (0/3)
05

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

As topologias da figura 23 possuem exatamente o tensor espe-
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cificado, mostrando que existe mais de uma solugao para o problema.
Uma maneira de evitar a convergéncia para diferentes solugoes é a uti-
lizacao de um filtro com maior raio, pois isto faz com que detalhes
geométricos menores do que o raio do filtro sejam evitados. De fato,
considerando que as topologias da figura 23 foram obtidas considerando
uma vizinhanga de primeira ordem (todos os elementos que comparti-
lham um né com o vizinho central), pode-se entender a presenga dos
reforcos de menor espessura. Se o mesmo problema for solucionado
considerando uma vizinhanca de segunda ordem (vizinhos de primeira
ordem e todos os elementos que compartilham um né com os vizinhos
de primeira ordem), obtemos a topologia da figura 24, mostrando a
importancia do filtro na definicao do espaco de busca da otimizacao

topoldgica.

Densidades (0/3)
1e-008 05 1
S —

Figura 24: Topologia referente ao tensor alvo 6.3, para um fracdo de
volume de 13,75% e filtro com vizinhanga de segunda ordem.

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

O segundo caso de verificagdo considerado é a obten¢dao do
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tensor

0,3437 10,3437 0,3437
C* = (10,3437 0,3437 0,3437 | Pa (6.4)
0,3437 0,3437 0,3437

referente ao segundo caso estudado na secao de validacao do procedi-
mento de homogeneizacao, ou seja, a topolgia uniaxial rotacionada a
45°. A distribuigao inicial de densidades foi aleatéria e uma vizinhanga
de segunda ordem foi utilizada. A topologia obtida é a ilustrada na
figura 25

Densidades (0/3)
1e-006 05 1
S OTTTEEEE—

Figura 25: Topologia referente a obtencao do tensor 6.4.

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

6.4 Obtencao de Microestruturas Osteocompativeis

O objetivo final deste trabalho é determinar o arranjo micro-
estrutural de uma célula de titdnio que possua propriedades efetivas o

mais préximas possiveis do meio dsseo (osteocompatibilidade).

Como visto anteriormente, as simulagoes feitas para verificar
o algoritmo de homogeneizagdo e de otimizagdo obtiveram resultados
bastante satisfatérios. Porém o problema proposto é mais dificil de ser

satisfeito, pois pode nao ser possivel obter as propriedades que estao
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sendo impostas, além da ja comentada dificuldade associada a nao con-

vexidade.

Como o problema é ndo convexo, serdo feitas varias simulagoes
com diferentes distribui¢oes iniciais de material e fragbes de volume. As
distribuicdes iniciais utilizadas foram a puramente aleatéria (Figura
26a), a distribui¢do radial aleatéria (Figura 26b), a distribui¢do em
X (Figura 26¢) e distribuigoes sobrepostas (Figura 26d). O programa
implementado neste trabalho permite a geragao de diversas distribui-
¢Oes iniciais, seja para andlise ou para otimizagao, como por exemplo,
a radial aleatéria, elipse, retangulo, reforcos em X e em Y, reforcos

diagonais, bem como a sua sobreposic¢ao.

(b) Radial aleatéria

(c) Distribui¢do em X (d) Distribuigdes Sobrepostas

Figura 26: Distribuicoes iniciais de titanio

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.
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Para realizar as simulagoes, foram utilizadas as seguintes pro-
priedades ésseas: EE = 11,5 GPa, v = 0,31 e G = 3,3 GPa. Assim, se

considerarmos o tensor para o estado plano de tensoes

E Ev 0
1—v2 1—v2
C=|2& £ o0 (6.5)
0 0 G
obtemos o tensor alvo
12,722 3,944
C*= 3,944 12,722 0 | GPa (6.6)
0 0 3,3

que nao é puramente isotropico, uma vez que G # %

Os dados utilizados para o material base (liga de titdnio bi-
ocompativel) foram E = 113,8 GPa e v = 0,342. No que segue, se-
rao apresentados alguns resultados obtidos com a formulagao proposta,
para os dados do problema de projeto de materiais osteocompativeis.
Em todos os exemplos considerados aqui, a mesma malha de 100 x 100

elementos finitos bilineares isoparamétricos de quatro nés é utilizada.

O primeiro problema considerado foi o projeto da distribuicao
de titdnio com uma restricdo de fracdo de volume de Vy = 30%, dis-
tribuicao inicial em X e vizinhanca de primeira ordem. A topologia da
célula unitaria obtida é ilustrada na figura 27 e o tensor de propriedades

efetivas é
12,786 3,975 0,023

C= 3,975 12,680 0,022| GPa. (6.7)
0,023 0,022 3,331

O resultado obtido é satisfatorio, pois os valores do tensor ob-

tido sdo praticamente iguais ao do tensor alvo, Eq. 6.6.

Posteriormente o mesmo problema de Vy = 30% foi solucionado

utilizando uma distribuicao inicial em X sobreposta a uma distribuicao
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Densidades (0/3)
153

1e-005

Figura 27: Microestrutura da célula referente ao tensor 6.7.

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

radial aleatdria. O tensor obtido neste caso é

12,713 4,076 —0,004
C=|4,076 12,528 —0,002| GPa. (6.8)
—0,004 —0,002 3,023

Pode-se perceber que o resultado foi igualmente satisfatério,
porém devido a nao convexidade do problema, a topologia obtida neste
caso (figura 28) difere da topologia encontrada anteriormente (figura
27).

De modo a verificar a influéncia do raio de vizinhanga nos resul-
tados obtidos até entao, foram considerados os mesmos casos discutidos
anteriormente, mas com uma vizinhanca de segunda ordem aplicada ao

filtro. Assim, considerando os mesmos dados da primeira simulacéo, foi
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Densidades (0/3)
1e-005 0s 1

Figura 28: Microestrutura da célula referente ao tensor 6.8.

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

obtida a topologia da figura 29, cujo tensor de propriedades efetivas é

12,648 4,150 0
C= 4,150 12,541 0 | GPa. (6.9)
0 0 2,787

Novamente, pode-se verificar que o procedimento de otimiza-
¢do permite o correto projeto da microestrutura, embora, neste caso,

o termo Cgg apresente um valor significativamente menor do que o do

tensor alvo.

Da mesma forma, utilizando-se os mesmos dados do segundo
caso, porém com uma vizinhanga de segunda ordem, obtém-se a topo-

logia da figura 30, cujo tensor de propriedades efetivas é

12,367 3,854 0
C= 3,84 12,636 0 |GPa. (6.10)
0 0 3,210
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Densidades (0/3)
1e-005 05 d

Figura 29: Microestrutura da célula referente ao tensor 6.9.

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

Densidades (0/3)
05

1e-005

Figura 30: Microestrutura da célula referente ao tensor 6.10.

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

Com estes resultados, pode-se verificar que para uma fracao de

volume de 30%, é possivel obter uma topologia que satisfaga o problema
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de otimizagao, embora os resultados dependam do raio de filtragem e

da distribuicao inicial de densidades.

De modo a investigar a influéncia da fracdo de volume no re-
sultado do problema de otimizagao, foi considerado um novo problema,
com vizinhanga de primeira ordem e com a distribuicao inicial de den-
sidades ilustrada na figura 31, que foi selecionada de modo a satisfazer
as componentes cisalhantes (paralelogramo) e as componentes normais
(distribui¢ao radial). A restricdo de fragdo de volume considerada é de
20%.

Densidades (0/3)
1.18e-005 0485 099

Figura 31: Distribuicao inicial de densidades.

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

A topologia obtida para este caso é ilustrada na figura 32, com

o tensor de propriedades efetivas

9,072 3,812 0
C= (3,812 9,02 0 |GPa. (6.11)
0 0 3,296

O resultado mostra que, para esta fracao de volume, o algo-
ritmo tem dificuldade em satisfazer ao mesmo tempo os termos de ri-

gidez normal e de rigidez cisalhante. Foi observado, ao estudar este
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Densidades (0/3)
05

1e-006 1

Figura 32: Microestrutura da célula referente ao tensor 6.11.

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

caso, que um filtro com vizinhanga de segunda ordem leva a um resul-
tado pior, pois evita a formagao dos refor¢os mais finos que o algoritmo
utiliza para gerar a topologia. Isto mostra que, além de todas as difi-
culdades, existe a possibilidade de nao obtermos o tensor desejado por
uma provavel deficiéncia no espago de solucao, que pode ser aumentado

pela reducao do filtro e/ou pelo refino da malha.

Se 0 mesmo problema for considerado, porém com uma fragao
de volume de 15%, obtém-se a topologia da figura 33, refente ao tensor

de propriedades efetivas

{4,489 4,568 0
C= 14,568 4,771 0 | GPa. (6.12)
{ 0 0 3,324J

Como pode ser verificado pelo tensor obtido, a distribuigao
inicial considerada ja leva a topologia a um estado de maxima rigidez
cisalhante, o que faz com que esta componente do tensor seja satisfeita,

enquanto as componentes de rigidez normais apresentam valor abaixo
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Densidades (0/3)
1e-006 0s 1

Figura 33: Microestrutura da célula referente ao tensor 6.12.

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

do especificado. Isto ocorre pois a fracdo de volume é baixa, levando
o otimizador a uma relagdo de compromisso que é influenciada pela
distribuigao inicial.

Por fim, para este mesmo problema, mas com uma fracao de
volume de 40%, obtém-se a topologia da figura 34, referente ao tensor

de propriedades efetivas

12,681 3,964 0
C=3964 12,681 0 |GPa. (6.13)
0 0 3,293

A topologia mostra claramente que a restricio de volume é
satisfeita, porém, como existe excesso de material (j& que uma fragao
de 30% ¢ suficiente), ocorre um arranjo microestrutural geometrica-
mente mais sinuoso. De fato, da maneira como o algoritmos esta imple-
mentado, observa-se que a restricao de volume é sempre satisfeita pela

igualdade.
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Densidades (0/3)
1e-006 0.8 1
S

Figura 34: Microestrutura da célula referente ao tensor 6.13.

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.

Para fins de visualizacao das estruturas formadas pelas células
encontradas, a figura 35 mostra as topologias formadas pela repeticao

periddica (10 x 10) das células otimizadas.
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b) Topologia periédica refe-

(

rente a célula 28

T —— — - —— -

e S < — o — = — 1 — -

(a) Topologia periddica refe-

(d) Topologia periédica refe-

rente a célula 30

rente a célula 27

(c) Topologia periédica refe-

rente a célula 29

9.9.9.9.9.9.9.9.9.9,
CRK KK KKXKXKL
CRK KX KX KXKL
CRX XKL XXXKL
CRK XKLL KXXKL
CRK KKK KXKXKL
CRK KX KX KXKL
CRXKXKXKX K

(e) Topologia periédica refe-

rente a célula 32

(f) Topologia periddica refe-

rente a célula 34

Figura 35: Topologias peridédicas das células 27, 28, 29, 30, 32 e 34

Fonte: Producgao do préprio autor, 2014.
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CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho ¢ determinar a distribui¢do de ma-
terial em uma célula unitaria que permita obter um tensor de proprie-
dades efetivas com valores pré determinados. Para encontrar o arranjo
microestrutural criou-se um algoritmo de otimizacao topolégica em con-

junto com homogeneizagao.

Com base nos dados obtidos no capitulo 6 pode-se concluir que:

e O algoritmo de homogeneizacao implementado neste trabalho é
eficaz, pois nos casos de verificacdo obteve os valores esperados

pela regra de misturas;

e Na aplicacao mais comum de otimizacao topologica em conjunto
com a homogeneizacao, maximizacao de uma combinagao linear
de componente do tensor efetivo, obteve-se resultados extrema-
mente satisfatorios em comparacdo com os resultados da litera-
tura (WEIHONG et al., 2007). Pode-se perceber que a distribui-
¢ao inicial de material tem influéncia neste caso, porém as topo-
logias obtidas neste trabalho também sao semelhantes as obtidas

por Weihong et al (2007) se considera-las periédicas.

e E importante salientar que o tensor alvo é ortotrépico. Assim, o
objetivo é encontrar um tensor com as componentes Cig € Cog 0
mais proximas de zero possivel. Pode-se perceber que em todos os
casos, essas componentes obtiveram valores muito baixos, e ainda
para alguns casos essas componentes chagaram na ordem 1012,

sendo assumidas como nulas.

e O tensor constitutivo eldstico do titdnio (material base) possui

uma ordem de grandeza muito maior que o tensor do osso. Porém
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em todas as simulagdes conseguiu se reduzir a grandeza a mesma
ordem, o que ja é satisfatorio. Na pratica, devido a grande va-
riagdo nas propriedades de materiais biolégicos, o importante é
que as componentes tenham a mesma ordem de grandeza, e nao

valores exatamente iguais;

e Foi possivel observar que para algumas fragoes de volume nao foi
possivel obter o tensor desejado. Para fragdes de volume muito
baixas, ndo existe material suficiente para se obter o tensor alvo,
enquanto que para fragoes de volume muito altas, o algoritmo

distribui o material de forma a nao exceder os valores estipulados;

e Ao observar as topologias obtidas nas células unitarias, fica claro
a influéncia da distribuicao inicial de material sobre o problema,
pois a formulacdo é ndo convexa. Assim para simulagdes utili-
zando os mesmos dados, porém com distribui¢des iniciais distin-
tas, obteve-se topologias diferentes. Isto pode ocorrer também se
utilizarmos o mesmo tipo de distribuicao inicial, pois apesar de

ter uma forma semelhante, seus valores sao aleatérios.

6.5 Sugestoes Para Trabalhos Futuros

Devido ao sucesso da formulagao implementada neste trabalho,
sugere-se a implementagao do procedimento para o caso tridimensional.
Neste caso, devido a maior tendéncia de elementos finitos simples apre-
sentarem resultados insatisfatérios para malhas pouco refinadas (como
no caso do elemento trilinear isoparamétrico de 8 nds), sugere-se o es-
tudo e a implementacdo de elementos finitos ndo compativeis. Por fim,
neste trabalho foi utilizado um método extremamente simples de otimi-
zagao, sendo que outros métodos de otimizagao podem ser considerados

em uma possivel continuacao deste trabalho.
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