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RESUMO

DOS SANTOS, Bruno Telch. Métodos variacionais aplicados a modelos meteo-
rologicos. 2013. 90. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao em Licenciatura em
Matematica) - Universidade do Estado de Santa Catarina, Joinville, 2013.

Neste trabalho sao introduzidos conceitos e resultados de célculo variacional para a mini-
mizacao de funcionais a fim de aplica-los a modelos meteorologicos. As aplicagoes consis-
tem em encontrar boas condigoes iniciais para que, por exemplo, as solucoes de modelos
que fazem a previsao do tempo melhor se aproximem da realidade. Para isso, equacoes
basicas que modelam a atmosfera sao introduzidas, tais como as equacoes do movimento
em um sistema rotacionando, a equacao da continuidade e a relacao geostrofica, além de

conceitos de dinamica como a pressao e o geopotencial.

Palavras-chave: Calculo de variagoes. Equacao de Euler. Modelos meteorologicos.

Assimilacao de dados.



ABSTRACT

DOS SANTOS, Bruno Telch. Variational methods applied to meteorological models.
2013. 90f. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao em Licenciatura em Matemética)
- Universidade do Estado de Santa Catarina, Joinville, 2013.

This paper introduces concepts and results of variational calculus to minimize functional in
order to apply them to meteorological models. The applications consist in find good initial
conditions to, for example, solutions of models that do the weather forecast approximate
of the reality. For this, basic equations that model the atmosphere are introduced, such as
the equations of motion in a rotating system, the continuity equation and the geostrophic

relation, and also the concepts of dynamic pressure and geopotential.

Key-words: Calculus of variations. Euler’s equation. Variational methods. Data assi-

milation.
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INTRODUCAO

O estudo do célculo variacional ocorreu entre o século XVII e XVIII, com a neces-
sidade de se estabelecer valores de maximais e minimais, como, por exemplo, determinar
o méximo alcance de um projétil considerando a forca da gravidade e a resisténcia do ar; o
problema da braquistdécrona, que consistia em achar a trajetoria pela qual uma particula,
deslizando a partir do repouso, sem atrito, e acelerada somente pela forca da gravidade
iria de um ponto ao outro num plano vertical no menor tempo possivel; ou também en-
contrar a forma de um objeto que, ao ser impulsionado através da dgua, tenha uma menor
resisténcia.

O célculo variacional é uma ferramenta mateméatica muito poderosa e possui uma
infinidade de aplicagoes em véarias dreas do conhecimento humano. Uma das contribuicoes
é a utilizacao como ferramenta numérica para modelos matematicos eficientes de analise e
observacao de dados, os quais sao muito utilizados nas areas de meteorologia e oceanografia
para compreender e prever fenomenos. O Célculo Variacional foi aplicado pela primeira
vez em meteorologia por Yoshikazu Sasakis em 1970, em problemas de dinamica atmos-

férica e, desde entao, vem sendo uma ferramenta indispenséavel.

O trabalho estrutura-se da seguinte forma:

1. Capitulo 1: Introduz-se o calculo de variacoes, no qual ha uma infinidade de proble-
mas, boa parte deles da mecanica. Apresenta-se o Lema e o Teorema Fundamental
do Calculo Variacional, que servem de base para encontrar a importante equagao

de Euler, a qual todo extremo deve obedecer.

2. Capitulo 2: Encontra-se a Equacao de Euler. Apresentam-se, ainda, problemas com
fronteiras e tempo final fixos e mdveis, para funcionais de fungoes dependentes de
uma mesma variavel e, ainda, funcionais com restricoes, utilizando-se o método dos

multiplicadores de Lagrage;

3. Capitulo 3: Ha o objetivo de encontrar as equacoes de conservacao de massa e movi-
mento na atmosfera, considerando a atracao gravitacional, a pressao e também que

o corpo se encontra em um sistema rotacionando, o que implica na existéncia de

11



forcas "ficticias" conhecidas como a Forca de Coriolis e a Forca Centrifuga;

. Capitulo 4: Utilizam-se os resultados desenvolvidos nos capitulos anteriores na apli-
cacao em modelos meteorologicos, onde sao apresentados um caso geral e dois es-
pecificos, o caso geral tem como objetivo encontrar velocidades horizontal e vertical
u(z,y, P) e v(x,y, P) que satisfacam os dados ja analisados, além de satisfazer tam-
bém uma restricao f(z,y) = 0 imposta, e sejam os mais convenientes para o prob-
lema. Matematicamente este problema ¢ expresso da seguinte maneira: minimize o

seguinte funcional

I= //PS {wy(ur — ua)® + wy(vy — va)?}dPdS

sujeito a restricao

fi(u,v) =0.

O primeiro caso especifico parte das observagoes ja feitas, das quais estima-se alguns
valores do campo de divergéncia, com o objetivo de encontrar o campo de divergéncia
inicial que minimizasse o erro. O problema variacional pode ser expresso da seguinte

forma: minimize o seguinte funcional
Pp
| un(PHDAP) - Dap)ir
Pr
sujeito a equacao da continuidade do ponto de vista Lagrangeano

D+ Mg,
dP
O segundo caso especifico trata-se de um problema bidimensional com trés variaveis
dependentes e duas restricoes, cujo objetivo é encontrar o geopotencial inicial &y,
que satisfaca a relagao geostrofica, sendo o mais proximo possivel dos campos ja
analisados, ou seja, nao se trata de uma solucao exata, mas sim de minimizar o

erro. Este problema pode ser escrito como: minimize o seguinte funcional
= / {w(ur — wa)® + wolvr — va)? + wo(®; — B4)°}dS
s

sujeitos a relacao geostrofica

0%, 0, B
%_fovf_0> ay +fou1_07

de acordo com Daley(1999).
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Capitulo 1

Introducao ao Calculo Variacional

Neste capitulo serao introduzidos resultados de Calculo Variacional bastante im-
portantes. Basicamente, o Calculo Variacional generaliza a teoria de maximos e minimos
de funcoes definidas em um dominio contido em R”™ para funcoes cujo dominio ¢ um
conjunto de fun¢des chamadas "fungoes admissiveis". A maior aplicabilidade do Céalculo
Variacional esta em buscar o melhor resultado, de acordo com um critério pré-estabelecido,
como por exemplo lucro maximo, custo minimo, tempo minimo, tamanho 6timo, caminho

mais curto, etc.

Os primeiros estudos do Calculo Variacional ocorreram em 1696, quando Jean
Bernoulli propos o problema da braquistocrona, que consistia em achar a trajetoria pela
qual uma particula, deslizando a partir do repouso, sem atrito, e acelerada somente pela
forca da gravidade, iria de um ponto ao outro num plano vertical, no menor tempo pos-
sivel. Cinco mateméticos chegaram a mesma resposta, um arco de cicloide: Isaac Newton,
Jacob Berboulli, Leibniz, L’Hopital e o proprio Jean Bernoulli. Todos usaram diferentes
métodos geométricos para chegar ao mesmo resultado. Porém, foram os métodos de Jean
Bernoulli para resolver estes problemas, além de outros semelhantes, que fizeram com que,

anos depois, Euler e Lagrange desenvolvessem o Célculo Variacional.

A maior parte do Calculo de Graduacao conhecida hoje ja havia sido estabele-
cida por volta de 1700, juntamente com topicos mais avancados, ai incluido o Calculo
Variacional. Durante o século XVIII, Lagrange e Euler foram, em geral, os mais notéveis
matematicos. A primeira contribuicao de Lagrange para a Matematica foi na seara do
Calculo Variacional, um ramo novo da Matematica naquela época, cujo nome se originou
das notacoes utilizadas por Lagrange. Em 1755, Lagrange escreveu a Euler sobre os méto-
dos gerais que tinha desenvolvido para tratar de problemas de isoperimetria, que nada
mais foi do que encontrar caminhos planos fechados de uma dada espécie e perimetro
fixos que cercam a maior area, além de problemas de mais rapida queda. Euler retardou

a publicacao de um de seus trabalhos sobre o tema para que o autor mais jovem ficasse
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com todo o crédito pelos novos métodos.

1.1 Preliminares

Os conceitos e defini¢coes a seguir foram trabalhados com base em Gelfand e
Fomin(1963).

Definicao 1.1.1 Representaremos um funcional por J : Q@ — R. Um funcional € uma
expressao que tem como entrada funcoes de uma dada classe de funcoes Q) e de saida um

unico nimero real. ) € chamado de Espaco Funcional.

1.1.2 Espagos Funcionais

Para fixar as ideias, podemos intuitivamente relacionar func¢oes x(t1,to, ..., t,,) de
n variaveis com pontos de um espaco euclidiano, ou seja, cada funcao x(ty,ts, ..., t,) de
uma certa classe () de fun¢oes seré vista como um ponto do espaco euclidiano. Para cada
funcional devemos fazer a escolha de seu espaco de funcgoes, por exemplo, se considerarmos

funcionais do tipo ,
Ji(z(t)) = / F(x, 2 t)dt

convém escolher um espago de todas as fungoes z(t) onde a primeira derivada é continua

no intervalo [a,b]. O mesmo caso para funcionais do tipo

JQ(x(t)):/ F(x,z' 2" t)dt

que seria apropriado escolher o espaco funcional como sendo o conjunto de todas as funcoes
z(t) que possuem derivadas de segunda ordem continuas em [a, b].

Para estender o conceito de continuidade para espacos funcionais, precisamos tam-
bém estender o conceito de vizinhanca, para isso iremos introduzir uma norma para
determinar "distancias" entre fungoes, cabendo aqui a analogia de fun¢oes com pontos no
espaco euclidiano. Embora trabalharemos com espacos funcionais, é conveniente definir
espacos vetoriais normados.

Um espago vetorial ¢ um conjunto 2 de elementos de um mesmo tipo, para os
quais as operacoes de soma e multiplicacao por escalar estao bem definidos e para todo

a,f €Rex,y € () valem os seguintes axiomas:
(2) *+y =y + x (comutatividade);

(i) (x +y)+ 2z =2+ (y+ 2) (associatividade);
(#12) x4+ 0 = x (elemento neutro da soma);
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(#v) para cada x € Q existe um elemento —z tal que x + (—x) = 0;
(v) l.x =z (elemento neutro da multiplicagao);

(vi) o.(Br) = (af).z;

(vit) (o + B)x = ax + Px;

(viit) a(x +y) = az + ay.

Um espaco vetorial 2 é dito normado se cada elemento x € €2 é associado a um

niumero nao negativo ||z|| chamado norma de z, tal que
() ||z|] = 0 se, e somente se x = 0;
(#) [Jox]] = |e[]]];

(#38) [lx +yl| < [[z]] + [yl]

Num espago vetorial normado pode-se introduzir o conceito de distancia de dois
elementos z,y € 2 como sendo o nimero real nao negativo ||z —y||. Consideremos alguns

espagos importantes aqui:

1. Definimos o espago funcional C(a, b) de todas as fun¢oes x(t) continuas no intervalo
fechado [a,b]. E evidente que se a € R e x1(t), z2(t) € C(a,b), tem-se que z(t) +
a.x9(t) € C(a,b). Nesse espago define-se a norma de uma fungao x(t) € C(a,b) por

el = masla(r)
Ainda, a distancia ||z — || de duas fungoes neste intervalo é representada pela maior

distancia por essas assumida num mesmo ponto zg € [a, b].

2. Definimos o espago funcional Cl(a,b) de todas as fungdes z(t) com derivada de
primeira ordem continua no intervalo fechado [a,b]. Da mesma forma, é evidente
que se @ € R e zy(t),22(t) € Cl(a,b), tem-se que x1(t) + a.z5(t) € C'(a,b), mas
neste espago define-se a norma de uma fungao z(t) € C'(a,b) por

— /
lll = maz|a(t)] + maz|2'(t)].
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Portanto, duas fungoes em C sao consideradas proximas se ambas as funcoes e suas

primeiras derivadas sao proximas, ou seja
|z —z|| <€
implica em
lz(t) — 2(t)| <, |2’ (t) — 2/ ()| < e
3. O mesmo caso acima, considerando o espaco C"(a,b), seguindo a mesma ideia.

Defini¢ao 1.1.3 Um funcional J(z) é continuo em T € Q) se para todo € > 0 existe § > 0
tal que ||z — Z|| < § implica em |J(x) — J(T)| < €.

Definicao 1.1.4 Dado um espaco vetorial normado €2, para cada elemento x € ) serd
associado um unico nimero J(x), ou seja, J(x) € um funcional linear definido em €.

Entao, J(x) é um funcional linear continuo se
1. J(ax) = aJ(z) para todo x € Q e a € R.
2. J(x1 + x2) = J(21) + J(22), para todo x1,x9 € Q.

3. J(x) € continuo para todo x € ).

1.2 Condicoes necessarias para um extremo

Apresentaremos nesta sessao o Lema e o Teorema fundamental do Calculo, que
servem de base para encontrar a Equacao de Euler abordada no segundo capitulo. Além

disso apresentaremos alguns outros lemas importantes do Calculo Variacional.

Lema 1.2.1 (Lema Fundamental do Cdlculo de Variagdes) Se a(t) é continua em

[a,b] e se
b
/ a(t)h(t)dt = 0
para toda fungao h(t) tal que h(a) = h(b) =0, entdo a(t) = 0 para todo t € [a,b].

Demonstragdo: Suponhamos, sem perder a generalidade, que exista tg € (a,b) para o
qual a(tg) > 0. Como a fungao «(t) é por hipotese continua, entdo deve exitir um 6 > 0
para o qual todo t € [ty — d,to + 6], a(t) > 0. Além disso, como a funcdo h(t) é qualquer,

podemos escolhé-la como

W) = 1 sex € [ty —0,ty+ 4];
0 sex¢[tg—9,to+d].

16



Logo
to+0

a(t)dt >0

/ 'h(t)at) (D)t

Contradicao. Logo «(t) = 0 para todo t € [a, b]. u

to—0

Lema 1.2.2 Se a(t) é continua em [a,b] e se

/ " (O (1)t = 0

para toda fungdo h(t) € C'(a,b) tal que h(a) = h(b) = 0, entdo a(t) = c para todo

t € [a,b], onde ¢ é uma constante.

Demonstracao: Como «(t) é continua em [a, b], entdo ela admite um valor de minimo
em a, ¢ um valor de maximo em by para ag, by € [a, b]. Pelo teorema do valor médio para

integrais existe um ¢ € [a(ag), a(by)] tal que

b
/ a(t)dt = c(b— a)

logo, podemos escrever ,
/ [a(t) — c]dt = 0.

Propomos entao h(t) = f; [a(0) — ¢]df. Vemos que h(t) € C(a,b), pois h'(t) = a(t) —c é
continua. Temos ainda que
/ 0

/b 0

h(b)

Agora, note que

b

/ab[a(t)—c].h’(t)dt _ /a £) — e ()dt
_ /ba dt—/abc.h’(t)dt
_ /ba (t)dt — e.[h(b) — h(a)] = 0.

17



Por outro lado, temos que

0 — /[oz(t)—c}.h’(t)dt
_ /[a(t)—c}.[oc(t)—c]dt
_ / la(t) — d2dt

Logo, como «(t) — ¢ é continua, temos que para ter fab [a(t) — c]?dt = 0, devemos ter
a(t) —c =0, ou seja, at) = c. u

Introduziremos agora o conceito de variacao de um funcional que sera utilizado
para obtermos extremos de um funcional. Seja J(x) um funcional definido em algum

espaco vetorial normado e seja
AJ(z,ox) = J(x + ox) — J(x)

o incremento de J(z) correspondente ao incremento dz da variavel independente. Se x(t)

¢ fixada, AJ(dz) é um funcional de dx, mas em geral nao-linear. Suponhamos que
AJ(z,ox) = 0J(0x) + €||ox]],

onde §.J(dx) é um funcional linear e ¢ — 0 quando |[0x|| — 0. Neste caso, o funcional
J(z) é dito diferenciavel e a parte principal do incremento é chamada variagdo de J(z) e
é denotado por §J(dz).

Exemplo 1.2.3 Consideremos o funcional

O incremento € dado por
b b
AJ(x(t),62) = / v+ 0z (]2t — / = ()]t

_ / ’ dt + / 5z ()2t

O primeiro termo € linear em relagio a dx para cada x(t) firo. No segundo termo, temos

b b
/[5x(t)]2dt:/ 9 (1) Pt < ag|(50)P /dt
a a tela

Se tivermos ||0x|| — 0, temos que (b — a)||dx|| — 0.

18



Assim, o incremento AJ € representado como a soma de um termo linear em 0x
e um termo que € um infinitésimo comparado a 0x. Entdo J € diferencidvel em z(t) e a

variacao 0x € dada por

b
dJ(x(t)) = 2/ x(t)ox (t)dt
Teorema 1.2.4 A variacao de um funcional diferencidvel é unica.

Demonstragao: Primeiramente, devemos notar que se 0.J(dz) é um funcional

linear e se

dJ(0x)
[[0]]

quando ||0x|| — 0, entdo 6.J(dx) deve ser a funcao identicamente nula. De fato, supondo

dJ(0x) # 0 para algum dzx¢ # 0, podemos gerar uma sequéncia

5%:%’ )= (5J((53:0)’
n |60

vemos que ||0z,|| — 0 quando n — oo, mas

lim dJ(0xy,) ~ lim ndJ(0xg)

nooo [[0z,||  moee nl]dl|

—A#0

contrariando a hipotese.

Agora, suponhamos que
AJ(x,0r) = 0J1(0x) + €1]|dx]|,

AJ(x,0x) = dJ2(0x) + €]|0x]|

onde 0.J;(0x) e §J2(dx) sdo funcionais lineares e €;,eo — 0 quando [|dz|| — 0. Isso implica
que
0J1(0z) — 6J2(0z) = €||0z|| — e|0z|| = (61 — €2)]|0x]|
ou seja
dJ1(0x) — 6 J2(dx)
||0z]]

e como 0.J1(dx) e 0J5(dz) sao funcionais lineares, tem-se pela primeira parte que,

= (61 - 62)

demonstrando o teorema. ]

Definicao 1.2.5 Seja J : 2 = R um funcional. J tem um extremo relativo, ou extremal,
ou extremo funcional em z*(t) quando existe € > 0 tal que, para todas as fungoes que

satisfazem |x — x*(t)| < €, tivermos:
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(2) uwm minimal, quando AJ > 0.

(#2) um mazimal, quando AJ < 0.

Teorema 1.2.6 (Teorema Fundamental do Cdlculo de Variagdes) Seja v € Q) e
J : Q — R um funcional diferencidvel. Suponhamos que as funcoes de 0 ndo sejam

limitadas. Se x*(t) € um extremo funcional, entdao
dJ(z*(t),0x) = 0.

Demonstracao: Suponhamos z*(t) um extremal, mas 6(x*(t), 0x) # 0, assim, como J

é diferenciavel,
AJ(z*(t),0x) = J(x*(t) + dz) — J(x*(t)) = 0J(x"(t), 0x) + g(x*(t), 0x).|[0x]]

onde g(z*,0x) — 0 quando ||dz|| — 0. Sendo assim, existe uma vizinhanga ||dz|| < € onde
g(x*(t),0x).|[0x|| é pequeno o suficiente para que §J domine o sinal de AJ. Consideremos
agora a variacao dada por dz = adT, com a > 0 e ||adZ|| < e. Suponhamos que para essa

variacao teremos 0.J(z*(t), ®dT) < 0. Assim como J.J é linear, temos
dJ(x*(t),0x) = 0J(x*(t), dT) = a.0J(z*(t),07) < 0

assim os sinais de AJ e 0.J sdo os mesmos para ||adZ|| < € e isso implica que nesse caso
tem-se AJ(x*(t),dx) < 0.

Consideramos agora a variacdo dada por dx = —adZ. E ébvio que || — adZ|| < e e
analogamente, temos que o sinal de AJ(z*(t), —adZ) é o mesmo de 0.J(z*(t), —adT) e da

mesma forma
dJ(x*(t),0x) = 0J(z*(t), —dT) = —a.0J(z*(t),07) > 0

Logo AJ(x(t),dz) oscila de sinal em uma vizinhanga de z*(t), Contradizendo o fato de

x*(t) ser extremal. Portanto 6.J(z*(t),dx) = 0 para todo dx admissivel. n
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Capitulo 2

Equacao de Euler e alguns problemas

de Calculo Variacional

Existem muitos problemas de Célculo Variacional, serao apresentados neste capi-
tulo poucos deles, quais sejam: o problema de fronteiras fixas, fronteiras moveis, tempo
final livre, funcionais dependendo de mais de uma funcao e problemas com alguns outros
tipos de restrigoes, Flores(2011). Sera apresentada no capitulo 04 uma aplica¢ao impor-

tante do Céalculo variacional em um modelo meteorologico.

2.1 Equacao de Euler e o problema com fronteiras fixas

Seja J : € — R um funcional. Demonstraremos aqui a Equacao de Euler, que
é uma condicao necessaria para que uma funcao T € () seja um extremal de J. Vamos
considerar um problema com fronteiras fixas e procurar tal T € () que seja um extremo

funcional. Consideremos o funcional
ty
Halt) = [ glate). (o) )i
to

com g € C?, x(tg) = xo e x(ty) = xy. As curvas que satisfazem estas condic¢des sao ditas
curvas admissiveis. Queremos T € €) tal que esta caracteriza curva admissivel e seja um

extremal de J.

AJ = J(tx(t)+5x(t))—J(x(t)) t
= /g(x(t)+5x(t),x’(t)—I—5x’(t),t)dt—/ g(x(t),2'(t),t)dt

to to

d d
com z'(t) = pri (t) e 62/ (t) = %Mj (t).
Expandindo o primeiro termo da integral por uma série de Taylor em torno de
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(x(t), 2'(t)), encontramos

g(x(t) + o0x(t), 2 (t) + 02/ (¢),t) = g(x(t),2'(¢),1)
- 8—g z(t), ' (t),1), %(m(t),x’(t},t)) (0x(t), 62/ (1))
+r(0x(t), 62’ (¢)

Substituindo na integral, encontramos

AIZZTK%w@w@wgﬁwmme<<><» r(ba(t). <ﬂﬁ

'r 9g dg
=[S, 0.0000) + 5 w000, 000 e+ [ ri6to) 000

Pela hipotese, existe M > 0 tal que

0%g 0%g

S0 |F 4. 0.0| < o
entao 4 "

/ r(a(), 2/ (£), 02 (1), 62 (1))t < zM/ |62 |2dt
to to
= 2M (ty — to)||dz]*
onde
o = mas (1, 152

Logo ft x(t), 02 (t))dt ¢ um infinitésimo de segunda ordem. Portanto .J ¢ diferencidvel

em Cl(:vo, xf) e sua variagao é dada por

MZ[;EZ( 2(t), 2 (1), )02(t) + L (x(t), 2/ (1), )62 (¢) | dt

Usando o teorema fundamental do célculo, podemos dizer que

t

Su(t) = / 52/ (£)dt + 5(to),
to

ou seja, para cada dx(t) teremos um unico d2’(t). Integrando por partes a parcela da

variacdo que envolve 0z'(t), obtemos

f%(m(t),x’(t),t)éx’(t)dt _ %(x(t),x'(t),t)5$(t)) f—/tof&f(t)% (%(I(t)7x'(t)’t))dt

to

to
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Como as curvas admissiveis devem passar pelos pontos (tg, o) e (tf, xf), temos que

ty
=0

to

dg
(9x( (t), 2 (t),t)0x(t))

pois
dz(ty) = dz(ty) = 0.
Logo
: 7 0g : d [ 9g :
0J(x,dx) = t %(a:(t),a: (t),t)0x(t) — 7 {%(:p(t),x (t),t)] dx(t)dt
ou seja,

5.J(x,0z) = /t:f{g—z(m), (1), 1) — % l%(m(t), x’(t),t)} } S (t)dt (2.1.2)

O Teorema Fundamental do Calculo de Variac¢oes nos diz que para uma fungio z(t) ser
um extremal, deveremos ter

dJ(x,éx) =0,

portanto, /t:f{%(x(t),x’(t),t) d {gi( (®), x/(t),t)]}éa:(t)dt:()

e o Lema Fundamental do Calculo de Variacoes nos diz que se

/ " h(t)6 (1t = 0

to

para toda fungao dx continua em [tg, 1], entdo

ou seja,

/to {gi( (8),2'(t), ) _% {gﬁ,(x(t),x’(t),t)] } Sx(t)dt =0

%(a:(t),x’(t),t) - — L% (x(t), x’(t),t)} =0 (2.1.3)
que é a Equacgao de Euler.

Exemplo 2.1.1 Seja J(z) = fol ") + 12tz(t)dt, com x(0) =0 e z(1) = 1. Queremos
encontrar uma fungao x(t) de classe 02(0 1) que seja um extremo desse funcional. Neste
caso, teremos g(x(t),2'(t),t) = [2'(¢)]* + 12tx(t) e sabemos que esta deve satisfazer a

Equacao de Euler. Entao

2 )./ 0).0) — o | 220010 000)| =0
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d . ,
12¢ — = [20'()] = 0

Z'(t) — 6t =0

Resolvendo esta equagao diferencial de sequnda ordem com coeficientes constantes

e aplicando as condicoes de contorno, encontramos
w(t) =1

Encontramos pela Equacao de Euler este candidato, agora, usando as definicoes,

verificaremos algebricamente se ele € um extremal. Temos

J(x(t) +dx) = / {[2'(t) + 62 (t)]* + 12t(x(t) + dz(t) }dt — /Ol[x/(t)]Q + 12tx(t)dt
= / {[2/(#)]* + 22/ (t)0x(t) + 12tz (t) + [62(t)]* + 12t0x(t) }dt

= J(z(t)) +/0 o' (1)dx(t) + [6z(t)]* + 12t5z(t)dt

Substituindo z(t) = t3,
J(t3 + 52(t)) = J(£?) + / {61262 (t) + [62'(1)]? + 12t5x(t) }dt

ou seja, basta analisarmos o sequndo termo verificando se este oscila ou nao de sinal.

Observe que se integrarmos por partes o primeiro termo da integral, encontramos

1 1
/ 6202’ (t)dt = 60z (t \0 / 12t6(t)dt.
0

0

Como x(t) + 0x(t) devem ser uma curvas admissiveis, tem-se que 0x(0) = dz(1) = 0.

1 1
/ 6t%6a' (t)dt = — / 12t52(t)dt
0 0

Portanto

assim, temos que )
J(t +0z(t)) = J(#*) +/ (62 (t)]dt.
0
e como

/ 1[59:’(t)]2dt >0

seque, pela defini¢ao (1.2.5), que z(t) é um minimal.
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2.2 Problemas com fronteira movel

2.2.1 Tempo final especificado e z(ty) livre

Estudaremos aqui um problema em que fixaremos ty, t¢, 2o e deixaremos livre
zy. As curvas admissiveis passam por (fp, 7o) e por em algum ponto da reta t = t;.

Consideremos o funcional

Das equagoes (2.1.1) e (2.1.2), chegamos que a variac¢ao pode ser dada por

SIGa(),57) = L (atg), 2 (0))nlts) — 2 (o), (1)) ()

b (g d | dg
—(z(¢ "t),t) — — | == (x(t), 2'(t),t ox(t)dt
v [ Geteten.a0.0) - | a0 faste
Das curvas admissiveis, sabemos que 0z(t,) = 0 e 0z(t;) é arbitrario. Consideremos entao

x*(t) um extremo funcional, pelo Teorema Fundamental do Calculo Variacional, temos

0

0. (x*(t), 0x(t)) = %(x*(tf)a$*/(tf)»tf)5x(tf)

—i—/t:f{g—i(x*(t),x*/(t),t) —% g—i(x*(t),x* (t),t)] } S (t)dt
= 0.

E natural que um extremo para fronteiras livres é também um extremo para um
problema com fronteiras fixas, basta considerar os mesmos pontos inicial e final e o mesmo
funcional. Portanto, a condigao (2.1.3) deve ser satisfeita.

dg d [Bg

6—$(:L‘(t),x'(t),t) - %(x(t),x’(t),t)} =0 (2.2.4)

Assim, a equacao é reduzida a

%(x*(tf)’x*,(tf)atf)).éx(tf) =0
ou seja ;
g ) 1) =0 225

pois x(tf) e dx(ts) sdo arbitrarios. (2.2.5) é chamada de condi¢ao natural de contorno.

Exemplo 2.2.2 Consideremos o funcional dado por fol [z()]* + [2/(¢)]*dt com x(0) =1

e x(1) arbitrdrio. Aplicando a condi¢ao de Euler (2.1.3), chegamos a sequinte equa¢ao
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diferencial
z(t) —2"(t) =0

que possui solucao

() = cre’ + cpe".
Aplicando a condi¢ao natural de contorno (2.2.5), temos

g , o _
%(SE (1),2"(1),1) =0

2% (1) =0
2c1e!l — 2c0e71 =0

logo, resolvendo o sequinte sistema

clL+cy = 1
2c1et — 2ce71 =0

-1

e e
obtemos ¢ = e cp = . Portanto, o candidato a extremal é x*(t) =
e+e! e+e!
el 4 et 4 .
Eprp— Verifiquemos agora algebricamente se este, de fato, trata-se de um extremal.
e+e
Temos que

T (1) + 62) = /C (@ (6) + Sa()]? + [ (¢) + 827 (1) 2dt
= J(:c*(t))+2/0 x*(t).éx(t)dt+2/0 x*/(t).5x’(t)dt+/0 {[62(t)]? + [62'(¢)]* }dt

Integrando por partes, temos

1

!

/Ux*’(t).éx’(t)dt:x* (t) - 6z(t) —/0 o (t).0x(t)dt

0

2% (0).62'(0) = 0 pois x(0) ¢ fivo, *'(1).02'(1) = 0 (resultado obtido usando a condig¢do

natural de contorno) e como para este candidado, x*" (t) = x*(t), entdo

/ 1x*(t).6x(t)dt = / lx*”(t).éx(t)dt

e o raciocinio se reduz a

J@%Mﬁ@=]@%»+£{@ﬁﬁ+wﬂmﬂw

Como fol{[éx(t)]Q + [62'(t)]?}dt > 0, entao, pela definigao (1.2.5) x*(t) é um minimal.
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2.2.3 Tempo final e z(t) livres

Neste problema consideraremos o funcional

J@&»:i/fg@@»f@»ww

to

no caso onde ty e x(ty) = xo sdo especificados e t; e x(ts) sdo livres. Ainda, z(t) deve
ser uma funcao com a primeira derivada continua e g deve ter suas derivadas parciais de
segunda ordem continuas. Pela figura (2.1), vamos supor que x* seja um extremal e o

compararemos com outras curvas admissiveis para este funcional.

Figura 2.1: Extremo 2*(¢) e uma curva x(t) admissivel.

x(t)

t L 4+ oy

Fonte: producao do proprio autor.

Observe que 0z(ty) = x(ty) — x*(ty) e dxp = x(ty + oty) — x*(ty) e que para a
maioria das curvas admissiveis dx(tf) # dxs. Pela figura (2.1), vemos que o incremento

neste caso pode ser dado por

’

tf-‘r(stf ty
AJ:/ g(x(t),x'(t),t)dt—/ g(a™(t),z" (t),t)dt

to to
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que pode ser escrito também como

tf+5tf ,

AT = [l (@0,0) = oo’ @ (00— [ gl (@), (0), 0

to to

ty+oty
+/ g(z(t),2'(t), t)dt.

ly

Como dz(t) = z(t) — x*(t), podemos substituir e encontrar

!

AJ — / (ol (0) 4 S2(0). 27 (1) + 52'(0).6) — a(a* (1) 2°

to

tp+dty ,
—/ g(x*(t),x* (t),t)dt.

ly

(1), t))dt

Expandindo g(x*(t) + 6z (t), z* (t) + d2/(t),t) em uma série de Taylor em torno de

(z*(t), 2 (t)), encontramos

ag % «!
5 (@ (0).27 (1), )0 (1)

g(z*(t) + 6x(t), a* (t) + 02/ (1), 1) = g(a*(t), 2" (t),1) +
(z*(t), 2 (t),1)0' (t) + o(0x(t), 62 (1))

dg
tor

onde o(dz(t),02'(t)) representa os termos de ordem superior ou igual a dois. Para simpli-
ficar, denotaremos sz o(dx(t), 62’ (t))dt por o(.).

Substituindo o termo expandido pela série de Taylor no primeiro integrante, temos

’

AJ = /t:f { %(;@*(t), 7 (1), t)] Sa(t) + [%(:p*(t), (1), t)] }dt

Fol) + / T )0 )t (2.2.6)

tf

Usando o Teorema do Valor Médio para integrais na tltima parcela, temos

ty+ts
/ 9@ (), 7' (8), )t = g(a(t), 2 (0),8); om0, Ot

ty

com 6 € (0,1). Além disso, da continuidade de g, teremos

g|t:tf+9§tf = g|t=tf + €

onde € — 0 quando 0ty — 0 e dz(ty) — 0. Assim

ty+oty
/ g(z(t), 2'(t), t)dt = g(x(t), 2'(¢), )y, Oty + €0x(ty). (2.2.7)

ty
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Integrando por partes o termo envolvendo d2/(t) da equagao (2.2.6), temos

ty

/ [%@*(t),x*’(t),t)] sty = 0L (1),4” (0),0) -5l

to

_ / jf % {%(x*(t), 2 (1), t)] S (t)dt

t

e como 0x(tg) = 0, por ser curva admissivel, temos

/tf [%(x*(t)ax*/(t),t)] o' (t)dt = %(x*(tf),x*/(tf)7tf)5x(tf) (2.2.8)
—/tof% [%(fk,x*',t)} dx(t)dt (2.2.9)

Substituindo (2.2.7) e (2.2.9) em (2.2.6), temos

00 = |G e )ty + glatty) 10, 0t

+/t:f {g—i(x*(t),x*’(t),t) — dit {%w(w,x*’,w} } dx(t)dt + o)

Expandindo agora por Taylor em torno de (z*(ts), 2 (t;)) o termo g(z(t;), 2'(ts), ;) =
g(z*(ts) + 6x(t), v (t;) + 62/ (t), 1), temos

g(x(ty), o (ts), tr) = g(x*(tf)ax*/(tf)atf)+a_i(x*(tf)ax*/(tf)atf)éx(tﬁ
O (1), 2 (0),£1)5 ) + o).

A razao para calcularmos AJ é para encontrarmos a variacao 0.J. Como ja vi-
mos, 0J é a parte linear de AJ, entdo g(x(t),2'(t),t) serd aproximada linearmente por

g(z*(ts),g" (t;),ts). Substituindo em AJ, encontramos

oJ = [%(m(tf),x'(tf),tf)} (533(tf) 4 g(x*(tf),x*/(tf),tf)&f (2.2.10)

+ /t:f {%(ﬂ(t),x*’(t),t) — % [%x*(t), ¥ (1), t)} } dx(t)dt + o(.)

Podemos fazer uma relagao entre dt; e dxy usando o teorema do valor médio por

dxy = 0x(ty) + 2'(ty)dty. Como a curva z*(t) é extremal e admissivel, segue que

5$f = 5$(tf) + SL’*/(tf)(Stf
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logo, substituindo na equagio (2.2.11) e agrupando os termos, é obtida a variagao de J:

0J(z*,0z) = l%(x*(t),x*l(t),t)} dxy

* *! 69 * « «f
+ {g(fE (tr) ™ (ts),ty) — [%(l’ (ty), (tf)atf)} x (tf)}5tf
by @g ’ d 8g ’
= (x*(t), 2" (t),t) — — | ==(z"(t), 2" (t),t ox(t)dt.
o[G0 0.0 - 5 [ 5010 0.0) st
Da mesma forma que no problema anterior, a equacao de Euler deve ser obedecida,

portanto a integral se anula. Assim

0J(x*, 0x) = [%(m*(t),x*/(t),t)] dx ¢

ot e ) - | e a0 ot

O teorema fundamental do célculo variacional nos diz que se x*(t) ¢ um extremal
entao devemos ter §.J(z*(t), dz(t)) = 0. Note que existem muitas possibilidades de termos

para que 0J(xz*(t),0x(t)) = 0, estudaremos dois casos.

1. Suponhamos t; e x(ts) arbitrarios. Entdo devemos ter da equacao (2.2.11) dx(ty) =

0ty = 0. Isso nos leva a
ag * *!
29 (1), 4 (6),0) = 0

* *! ag * *! *!
g(z*(ty),x™ (tg), ty) — %(l‘ (tr), 2™ (ty),ty)| 2" (ts) = 0.
Isto nos levaria a

gla*(ty),a" (ty),ty) =0

que é a condicao natural de contorno, ou seja, a condigao encontrada quando ¢y era

fixo, mas x(ts) arbitrario.

2. No mesmo caso acima, mas com z(ts) especificado e t; livre. Neste caso, similar-

mente, teriamos

o0 (t0), 7" 0), 1) — [ 2 a1, (1), 1) 2 (1) = 0.

3. Suponhamos que ty e x(ty) sdo relacionados, ou seja, o valor de x(t) deve estar

relacionado com ¢, digamos, por uma funcdo y(t), ou seja
z*(ty) = y(ty)

30



Na figura (2.2) podemos notar que

Figura 2.2: Extremo t; e z(t;) sdo livres e relacionados pela curva y(t).

X(t)
X | /
4 g ;”;
et N F——— A+ S e
/ X" / a
i o
i .4/
."i e 3
"::". Ve
Xo
i : "
b t oy

Fonte: producao do proprio autor.

dy a
L) = —
a ) 5t
A distancia a é uma aproximacao linear para dzy que estao relacionados com oty
por
5z ~ (1)t
TR —
f dt FIovf

Substituindo entao em 0.J(z(t), dz) e considerando que 6ty é arbitrario, temos que

%(x*<tf)7x*l(tf>vtf):| {%(tf) - x*(tf)} + g(x*(tf),x*/(tf),tf) =0. (2.2.11)

Esta equacao ¢ conhecida como a Equacao da Transversalidade.

Exemplo 2.2.4 Considere o funcional

J(x(t)) :/Of NCENETO

onde x£(0) = 0 e termina sobre a curva y(t) = —4t + 5.

O funcional sé depende da varidvel z'(t), entao da equacao de FEuler

Tl 0.0) ~ 7 | 50,20, =0
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temos

% ot a.0] =0
ou seja /

al wwm ],

Ve T

Considerando a condicao wnicial, a solucao desse problema é a:*/(t) = cit + 2. Usando a

FEquacao da Transversalidade para determinar cq, temos

z* (ty)
1+ (2% (t))?

[t =)+ 1+ @) = 0

, 1 :
que nos dd x* (ty) = 7 € assim

1

€ o candidato a extremo desse funcional.

2.3 Funcional envolvendo varias funcoes independentes

2.3.1 Problemas com fronteiras fixas

Cousideremos o funcional

ty

Ilt) = [ gor(0). a0 0100 (0, )
to

onde 1 (t),...,x,(t) sdo funcoes independentes com suas primeiras derivadas continuas e g

com sua derivada de segunda ordem continua, consideremos também ¢, e t; especificados.

Consideremos ainda as condig¢oes de contorno

.Z'l(to) = .1710, Z’l(tf) = .I'lf

Tn(to) = Tng,  Tn(ty) = Tn,.

*

Nosso objetivo aqui serd encontrar condi¢oes para que z7,...,7)

representem juntos um
extremo para o funcional J(z(t)). Evidentemente usaremos o Teorema Fundamental do

Calculo Variacional, entao calculemos o incremento.

AJ(z(t)) = / T (9(21() + 521(8), ooy (E) + 50 (8), 2 () + 62, (1), o 2. (£) + 52 (1), 1)

to



Expandindo G* = g(x1(t) + 0x1(t), ..., xp(t) + 0z (t), 2 () + 02\ (2), ..., 2, () + 0z, (t), 1)
em uma série de Taylor em torno de (z(t), ..., z,(t), (), ..., x} (1)), obtemos

ceey n

G = g(xi(t) + 0x1(t), ..., xn(t) + 0wy (t), 21 (t) + 62 (2), ..., 2, () + 0! (), t)
= g(x1(t), ..., wn(t), 21 (t), ..., 2 (1), 1)

+8791(x1(t),...,xn(t),x’l(t),...,x;(t),t)éxl(t)+...
—l—(;zi(:vl(t),...,xn(t),x’l(t),...,x;(t),t)éa:n(t)—|—...
+§_i(x1(t),...,xn(t),xg(t),...,x;(t),o(sx;(t)+...
+§j, (@1(E), ooy n (8), (1), ooy 2 (1), )0 (1)
+o(.)
= g(x1<t)v 7xn(t)7x,1(t)’ ,JZ;(t),t)
n gi(xl(t), T (t), T, (2), oy 2 (1), )85 (2)
9

onde o(.) representam os termos nio-lineares dz; e éx; com 1 < i < n. Substituindo no

incremento
'~ g ,
AJ(z(t)) = / Zax@l(t)’ (1), 25 (1), .. 2l (1), 1) 0 () dt
to =1 7
ty n ,
S0 010,01, 340), (), 05 1)l
to =1 9%

Como estamos considerando funcionais lineares, a variacao d.J sera representada pelos

!
termos que envolvem dz; e dx,. Portanto

tf n a / /
= /to Zzaxgi(xl(t)’ T (1), 21 (1), .., 2 (2), 1) 0y () dt
tf n ag /
+ %(xl(t), (), (1), ..., 2l (1), £) 0, (t)dt
to =1 7
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/ ~
Integraremos agora por partes os termos que envolvem dz;, entao

K= [fZ%(xmt),m,xn(t),x;(t), (1), 007 (1)t

i=1 Yo ?
—~ Jyg , , t
= T(xl(t), T (), 2y (1), ol (1), 1) 0x(t)

i=1 T to
- tr d dg , ,

_;/to - [&E;(t) (x1(t), ..., xn(t), 21 (E), ..., 20 () t)} dx;(t)dt

Portanto
n ag tf
8T = 3 LB @1 (0) s walt), 2 (1), ) (8), )0
=1 ? to

_Z/:f i { )7--->afn(t),x’1(t),...,x;(t),t)} dz;(t)dt.

Pelos mesmos argumentos do Problema de Fronteiras Fixas da Se¢ao 2.1 de uma s6 funcao,
temos dx;(ty) = dx;(ty) = 0 para 1 < i < n. Logo o primeiro termo da expressao é zero,

ou seja

5 — / fz DL 01(8) e (01,40, o 1), 00501
by d 8g ’ /
—Z/ |G (10, 0,540 0.0 B

Pelo Teorema Fundamental do Célculo Variacional, temos que a possibilidade de ocorrer

extremal é onde 6J =0

0 = [ G0 i) @) 0,08 (O

—Z / | 0. 20,57 0.0 0

Como os dz; sdo independentes, podemos por exemplo tomar dx;(t) = 0 para todo

i # 1 e dxy # 0 assumindo valores arbitrarios no intervalo (to,tr). Logo, teriamos reduzido
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o problema para

tr g , ,
tO al‘l
tf ! I
= [ S0 i 0,57 (0 v 00| B )
to dt ox'

Aplicando o Lema Fundamental do Célculo Variacional, teremos

/ ’

99 (51(8), oy (1), 7 (1), o (1), 1) dt {

8371

dg

oy 300, (0,35 (), o (t),t)] 0

e ainda, repetindo os mesmos argumentos acima , teremos, por exemplo

99
8x2

(25 (L), ooy i (), a2 (1), ., (), 1) — % lg—i(xj(t), B (I () R (t),t)} =0

ou seja, podemos repetir esse argumento n vezes,

dg
8xi

(25 (t), .y (), a2 (1), .., (), 1) — % [%(x{(t}, @ (), 27 (t), ., ), (t),t)} =0

para todo i = 1,2, ...n.

Temos nada mais do que n equacoes de Euler a serem resolvidas. Vale a pena
enfatizar que z;(t) devem satisfazer as n equagdes ao mesmo tempo, o que de fato aumenta
a complexidade do problema.

Usaremos agora, por ser mais conveniente, a notacao matricial. Usaremos vetores

e matrizes. Consideremos o funcional

J(x(t)) = / " g(a(t), (1), t)dt

to

e as condi¢oes de contorno dadas por z(ty) = zo e z(ty) = x; representadas por

Logo o incremento torna-se

AJ(z(t)) = /t {Bi( (1), x'(t),t>rax<t)+{%(x(t),x'(t),t)r(sx/@)}dt

+o(.)
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onde, para recordar, o(.) representa os termos nao-lineares dx(t) e 02'(t). No incremento,

temos
dg ) | 99
2wl 0,0) = | 2010,

e analogamente

' (t),1), ..., g—xgl(x(t), 2'(t), t)]

dg

: _ | 99
S alt) a0, = |

’
O0xy

(:E(t),xll(t),t),...,%(ﬁ(t),x/(t),t)} .

n

Entao reescrevemos a equacgao de Euler da seguinte forma:

(0,700 - 5 | 95 0.0 0.0] =0

onde O representam a matriz coluna n x 1 nula. E interessante observar que a equacao
de Euler para o caso de fronteiras fixas encontrado anteriormente nada mais é do que um
caso particular do caso em que se tem n funcoes da variavel independente ¢ no funcional

quando n = 1.

Exemplo 2.3.2 Consideremos o sequinte funcional:

Halt) = [ {0F + EOF + 20Ol Jar

12(0) = 0, e 25(5) = 1. Aplicando a equagdo de Euler para

() ) (21 (D) + [22(0)]* + 21 (1) 2(1),

com x1(0) = 0, 21(5)
T

z1(t), 22(t) e g(z(t),

SO + (0P + 200(0at) — 1 | 52 (40 + [0 + 20, (0| =0
= 2u5(t) - — [2:6; (t)] ~0
= 2x5(t) — 22, (t) = 0
ou seja,

Para xs(t),

O iro . .
e OF + 0P + 2000 - 1 | 57 (s
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ou seja,

1"

To(t) — z1(t) = 0.

Resolvendo o sequinte sistema:

0
0

w5 (t) — 21(1)

{ 21 (1) — 25(t)

e aplicando as condigoes de contorno x1(0) = 0, z1(5) = 1, 22(0) = 0, e 25(5) = 1,

encontramos
el —et
r1(t) = 22(t) = ——=
e2 —e 2

que € nosso candidato a extremal.

2.3.3 Problemas com fronteiras moveis

Cousideremos o funcional

ty

Talt) = [ olalt). '), )01
to

onde x(t) = (x1, ..., x,) é uma funcdo de n fungdes independentes com primeira derivada,

continua, g possui suas derivadas parciais de segunda ordem continua, mas nao tem-se

t; e x(ty) especificados. O caminho é basicamente o mesmo do problema anterior, com

algumas pequenas mudangas, uma delas é que ji trabalharemos com a forma matricial.

De
ag / _ [ 89 ! ag ! g
a—x($<t),$ (t)7t> - _a_xl(x(t>7x (t)7t)7 e a_xl(x(t)vx (t>7t):|
) dg ) [ 909 / dg ) g
%(l‘(t),(l} (t)at) - _@(x(t)vxl(t)vt% e (:)_ZL‘/l(x(t%x (t)vt):|

ao substituir no incremento ja expandido por Taylor, que é dado por
asett) = [ 2.00.0] b0+ | Lo 0.0| o0 far
to

ty
+/ o(.)dt,
to

integraremos por partes o termo que envolve dz'(t) e relacionaremos os termos dxz(ty)

com dxy e 0ty, como vimos no problema com fronteiras fixas de uma s6 fungao, por
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dx(ty) = dxp — x*(tf)dts, obtemos a seguinte variagao:

T

0 0,00(0) = |F2ta )t 0] bty
Gt ) - | @) e 0] 00 ot

n /: {%(m*(t),x*/(t),t) _ % [%(x*(t), 7 (1), t)} }T S (t)dt

E claro que um extremo para esse funcional obedece a equacao de Euler,

P (00,0 - 5 | 20,07 0.0] =0

e a equacao se reduz a

0 0,00(0) = |2l ar)a e )] bty

+ {%(w*(tf)7$*l(tf>7tf) - {g—i(x*(tf),x*'(tf),tf)} x*'(tf)} 5t

A equacao de Euler é a que todo extremo deve satisfazer, ji a outra equacao
encontrada é usada para encontrar as condi¢oes de contorno necesséarias para um candidato

a extremal. Verifiquemos alguns casos:

1. Se z(ty) élivre e x é dado, é claro que teremos dz(ty) # 0 e dt; ndo necessariamente

nulo, entao teremos

ag * */ g
5 & ()7 (ty) tp) | Ox(ty) =0,

ou seja,

ag * */
%(90 (tr), =" (ts), ts) = 0.

2. Se x(ty) é dado, mas xy ¢é livre, fica evidente que dz(ty) = 0 e §ty ndo precisa ser

necessariamente nulo, entao

{%(I*(tf%x*,(tf)vtf) - {%(x*(tf),x*’(tf),tf)} x*'(tf)} 5ty =0

implica em

G2 1), (tt7) = | S50 7). a7).00)| 1) =
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Exemplo 2.3.4 Consideremos o mesmo funcional do problema anterior

i@ = [ T OP + 0P + 2040t hat

mas com x1(0) = 0, z1(5) livre, 25(0) =0, e 25(5) = 1.

A condicao de Fuler nos leva a

zi(t) = cre’ + coe’ + c3c0s(t) + casin(t)
zh(t) = cre' 4 coe! — czcos(t) — cysin(t)

Usando agora a condicao do item 1, temos que mais uma condicao de contorno € dada

por

ag * *!
%(l’ (tr), 2" (ts),tf) =0

ou seja

o (7 (5)+ (5):5) =o

Resolvendo o sistema gerado por estas duas equacoes, encontramos
xi(t) = —x5(t) = —sin(t).

Note que com estas condigoes o candidato a extremo € diferente do candidato do exercicio

anterior.

2.4 Problemas variacionais com restrigoes

Problemas variacionais com restricoes sao problemas em que se procura um ex-
tremo do funcional J, sendo impostas certas condigoes que devem ser satisfeitas pelo
extremo, as quais sao chamadas de restricoes. Sao muitos os casos, mas apresentaremos

apenas dois deles.

2.4.1 Restrigoes da forma f(z,t) =0

Counsideremos o funcional

J(z) = / " g(a(t). (1), by,

to

no simples caso onde tg, tf, z(ty) e z(ts) sdo fixos. Queremos encontrar o candidato a

extremo z* desse funcional, onde esse deve ser um vetor de fungdes de dimensoes (m +
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n) X 1, com m,n > 1, que deve satisfazer as n restrigdes da forma
fl(*rat) :07 Z=1,2,n

Uma saida seria resolver o sistema de todas as n restricoes e obter um funcional da
forma J(Zpi1, Tni2, -, Tnpm) com m funcdes independentes que pode ser resolvido pelos
métodos estudados anteriomente, mas esse método as vezes é inviavel. Apresentaremos
uma técnica que utiliza o método dos Multiplicadores de Lagrange que é mais eficiente
para eliminar a dependéncia do funcional J das fun¢oes x1,xs,...,2,.

Comecaremos construindo um novo funcional J como

7(as(t))=/ttf{g( +ZA ) fi(x,t) }dt

que na notacao matricial fica

/ {g(a( t)+ AT () [f(z,1)] pdt

As restrigdes devem ser satisfeitas em todo t € [to, tf], ou seja, os multiplicadores de
Lagrange \; sdo funcoes de t. A variacdo do funcional J é encontrada aplicando variacoes

nas fungoes como antes de costume e agora também nas funcoes \.

5T (2,601, 0) — /t:f{[%Lf@(t),x'(t),t)HT(t) Bﬁ; (z (),t)”éx(t)

a T
| o, 0,0] 650 + [ a0 wt)}dt
Integrando por partes o termo envolvendo dz’(t) e substituindo, obtemos

5T (0, \,60) = /t {[%qx( (), 2/(t), 1) + N (1) [gi( ()t)”éx(t)

_% {%i/ (x(t),x/(t),t)} dx(t) + [fT(x(t),1)] M(t)}dt

ty

+ | L a0, ost0

to
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Como estamos considerando o caso onde z(ty) e z(ts) sdo fixos, isso leva a dz(ty) =
dz(ty) = 0. Logo

5T(2,0m, 7, 0)) = /:{ [%(:c(t),x'(t),t)mw) Bﬁ( ()t)” 5 (t)

_i |:(Zi, (x(t),l’,(t),t):| 6])(t> + [fT(q;(t),t)} 5)\(t)}dt

Para este problema temos que f;(x(t),t) = 0, entdo

57w, 62,0, 6) = /t:f{[%i;(x(t),x’(t),t)Jr)\T(t) et

2 [gi (x(t), x'(t),t)] }5;1:(t)dt

O Teorema Fundamental do Calculo Variacional nos garante que d.J(x, 6z, A, d\) = 0 no

extremo. Do Lema Fundamental do Célculo variacional e com alguns ajustes, tem-se que

g—z(x*(t),:r*'(t) t) + [gi( (t), t)} /\*(t)—— [%i (2*(t), x*/(t),t)] —0. (24.12)

Conseguimos mais n condi¢oes do argumento inicial da integral, que obviamente deve

satisfazer a equacao de Euler. Definimos

g=g(x(t),2'(t),t) + A" ()[f (z,1)]

e entdao teremos da equagao (2.4.12) que

(0,700 - 5 | S5 0.0 0,0] =0

ou seja, podemos aplicar a equacao de Euler para o funcional inicial,

obtendo m + n equagoes diferenciais. Quando reduzimos a equacgao

5T (. 63,1 0%) — /t:f{[%(m(t),x’(t),t)Jr)\T(t) Bi (x ()t)H

_% [gi , (:c(t),x’(t),t)} }5x(t)dt
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de fato, poderemos escolher n Multiplicadores de Lagrange de modo a anular o coeficiente
de 0x(t), ou seja, obtemos mais n equacoes diferenciais, somando num total 2n + m
equacoes, estas para encontrar os candidatos a extremos e também os multiplicadores de

Lagrange.

2.4.2 Restrigoes da forma f(z,2',t) =0

Resolvido de maneira semelhante ao anterior, com algumas observagoes. Consid-

eremos o funcional

onde to, tf, x(to) e x(tf) sdo fixos. Queremos encontrar o candidato a extremo z* desse
funcional, onde esse deve ser um vetor de fun¢oes de dimensdes (m+n) x 1, com m,n > 1,

que deve satisfazer as n restricoes da forma
file,2',t) =0, i=1,2,..n.

Como antes, usaremos o método dos Multiplicadores de Lagrange. Entao comecare-

mos construindo um novo funcional J como
_ ts n
J(z(1)) =/ {g(l’(t)aw’(t)?t) +Z&(t)[fi(fc,x’,t)]}dt
to i=1
que na notagao matricial fica
Ta®) = [ {ola(®).a'0).0)+ N0 w0

Se as restrigdes sdo satisfeitas, existe A(t) tal que J = J. A variacdo do funcional J &

dada por

§J(z, 0z, X, 0)\) = /t:f{ {%(x(t),x'(t),t) + M) {%(x(t),x’(t),t)H Sx(t)

+ [?93:' (:L‘(t),x'(t),t)} o' (t) + [fT(z(1),1)] 5/\(t)}dt

O Teorema Fundamental do Célculo Variacional nos garante que 6.J(z, 0z, A, 6\) = 0
no extremo. Considerando o problema com fronteiras fixas, f;(z,2’,t) = 0, os n Mul-
tiplicadores de Lagrange que convém e nos rendem m equagoes diferenciais e as demais

manipulacoes matematicas identicamente ao caso anterior, tem-se que

0.7 0.0 + | GHa0.20.0] X0 - § |60 0.0] <0
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Conseguimos mais n condigoes do argumento inicial da integral, que obviamente deve

satisfazer a equacao de Euler. Definimos

g=g(x(t),2'(t),t) + X () fi(z,1)]

e entao teremos

%(m*(t), 2 (1),1) — % {%(m*(t%r*/ (t),0)| =0

ou seja, podemos aplicar a equacao de Euler para o funcional inicial,

J(x(t)) = / "o (1), 27 (1), Dt

to

Obtemos no total 2n + m equagoes diferenciais para encontrar os candidatos a extremos

e também os multiplicadores de Lagrange.
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Capitulo 3

Equacoes basicas e conceitos de

dinamica

A atmosfera e 0s oceanos sao compostos basicamente por fluidos que estao em cons-
tante movimento e estes movimentos acontecem por diversas causas, Lemes e Moura(2002).
O objetivo deste capitulo é estudar os movimentos na atmosfera causados pelo movimento
de rotagao da Terra entre outras coisas. A segunda Lei de Newton s6 é valida para sis-
temas inerciais de coordenadas, mas o fato de fluidos presentes na atmosfera sofrerem
uma pequena influéncia do movimento de rotacao da Terra, trabalhar com um sistema
inercial de coordenadas nao seria pratico, portanto é necessario a introdugao de um novo
sistema, o qual é feito através de um eixo fixo e um sistema rotacionando em torno desse.

O candidato mais apropriado seria um sistema com um dos eixos sendo o eixo z na
direcao de um vetor velocidade angular €2 constante e os outros dois orientados a formar
um sistema ortogonal. No entanto, um sistema de rotagao nao ¢é inercial, o que exige
certas modificacoes nas equacoes do movimento. As modificacoes consistem em incluir
forcas aparentes, no sentido de que s6 sao percebidas por um observador fixo em relagao
a Terra, essas forcas aparentes que tornam o sistema inercial sao chamadas de Coriolis e

forca Centrifuga.

3.1 Equacao do Movimento

A segunda Lei de Newton afirma que a quantidade de movimento de uma parcela
de massa s6 pode ser alterada se houver forcas externas f,, atuando sobre ela. Em termos
matematicos

%“t{mva} => f,=F,
n
onde D,/Dt e V, indicam a derivada e a velocidade relativa ao sistema inercial. Con-

siderando parcelas de fluido, como as massas se conservam, é possivel se referir as forcas
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externas por unidade de massa, ou seja
D, F
—{V,}=—.
Dt m

Para os casos em que iremos trabalhar, estas sdo: a forca da atragdo gravitacional de

Newton e a forca de gradiente de pressao.

3.1.1 Forga de atracao gravitacional

A lei de atragao gravitacional afirma que dois corpos se atraem com uma forca
cuja magnitude é proporcional ao produto de suas massas é inversamente proporcional ao
quadrado da distancia r que separam seus centros de massa. Assim, se M representa a
massa da Terra e m a massa de um corpo, a forca de atracao exercida pela Terra sobre

este tem uma magnitude F,; dada por

Mm
Fg - G77
, .. . ) , N m?
onde GG é a constante gravitacional universal cujo valor é¢ 6.673 x 10 2 A forga da

atracao gravitacional por unidade de massa do corpo define a chamada forca da gravidade,

F, GM
g = — = D) .
m r
Vetorialmente, a forca de gravidade é dada por g = —g k, onde k é o vetor unitario

paralelo ao eixo dos z. A gravidade é uma forca conservativa, ou seja, ela é o gradiente de

uma funcao ®, chamada, segundo Symon(1982), de geopotencial. Entao podemos escrever
Vo =—gk

por exemplo, para o caso em que g é constante.

3.1.2 Forcga de Gradiente de Pressao

Partiremos da defini¢ao de pressao como forca normal por unidade de area. Supo-
nhamos um elemento de fluido cuja forma é um cubo de arestas dx, dy e dz centrado em
um ponto P(z,y,z). Pegamos, por exemplo, as forgas que atuam sobre as faces direita e
esquerda do cubo, estas sao dadas respectivamente por
dp 53/]

Fir: 27“55:_ N A
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Op o
Fesq = pesq(SJf(sZ = + |:p _ a_];?y}

onde p é a pressao no ponto central e os sinais indicam se o sentido da forca é concordante
ou nao com o sentido do versor, que neste caso € o j. A componente total na direcao y,

por unidade de massa, considerando p como a densidade do fluido, é

Fdir+Fesq . F(y) _ _1@
onde
B om
P = Suoysz

Figura 3.1: Derivacao isolada da Forga de Gradiente de Pressao.
z

Pes q Po Pdir y

£
Fonte: producao do proprio autor.

Segue o mesmo raciocinio para as outras componentes. Em suas formas vetoriais,

a forca de gradiente de pressao, por unidade de massa, é

1
p=—-VP
p

3.1.3 Equagao da continuidade

A Equacao da Continuidade é uma lei fundamental que diz respeito a conservacao
de massa. Ela afirma que, na auséncia de fontes de massa dentro de um volume de
controle, sua massa deve ser conservada, independente se ele for material ou nao. A
equagao da continuidade pode ser abordada do ponto de vista Euleriano e Lagrangeano,
veremos a abordagem lagrangeana.

Suponhamos um volume elementar de fluido, cuja massa dm = pdxdydz, onde
p=pt), z=ua(t), y=1y(t) e z=z(t), é conservada ao longo do movimento em relagao
ao tempo. Matematicamente, b
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que ao ser expandida, resulta em

Dp D(6x) D(dy) D(0z)
5x6y5,th + poydz D + pdxdz D + poxdy D =0.

Note agora que vale a inversao dos operadores, como por exemplo

D(6x) Dz
pt O %

entao D
53:6@/5235 + pOydz6u + pdrdz6v + pdrdydw = 0.

Dividindo por dzdydz, obtem-se

Dy, (0 e
Dt P \sx sy oz )

Fazendo 6z — 0, 0y — 0 e dz — 0, obtemos

&4_ @+@+a_w —O
Dt P\ oz oy 0z)
ou ainda D
P _
Dt—l—pV V =0.

Num fluido onde as parcelas conservam suas densidades individuais, tem-se

Dp
ZF_0
Dt ’
e entao a equacao se reduz a
ou n ov n ow 0
or Oy 0z
Para um fluido homegéneo é verdade que
Jw _ Ow
9z OP’
portanto
ou n ov n ow 0
oxr oy 0P

3.2 Equacoes basicas em um sistema em rotacgao

A segunda lei de Newton vale apenas para um sistema inercial de coordenadas. Por
outro lado, os fluidos movimentam-se aproximadamente junto com a Terra e sao desses
pequenos desvios que geram as circulagoes de grande escala no oceano e na atmosfera.

Introduziremos um sistema de rotacao fixo ao planeta pelo fato de que um sistema inercial
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ndo é pratico para esses casos, Symon(1996). Esse sistema terd como um dos eixos a
direcao do vetor constante Velocidade Angular 2 que coincide com o eixo de rotacao da
Terra e os outros dois orientados de forma que teremos um sistema ortogonal.

Como este sistema introduzido nao é um sistema inercial, deveremos fazer algumas
modificacbes nas equacoes de movimento. As modificacbes consistem em incluir duas
forcas aparentes ou ficticias, no sentido de que s6 sao percebidas por um observador fixo
em relacao & Terra. Essas duas forcas sao conhecidas como Coriolis e Centrifuga.

Consideremos um ponto no espa¢o que é localizado pelos vetores r e ry em relacao
a duas origens diferentes O e O; e que O; seja localizada por um vetor h em relagao a O.
Assim, teremos

r=r;+h

ou seja

r,=r—nh.
Em termos das coordenadas retangulares, com eixos xg, Yo € 2o paralelos aos eixos z, y e
z, estas equacoes podem ser escritas por

o = — hy, Yo =Y — hy, Zz0=2—h,.

Se a origem O; estiver em movimento em relacao a origem fixa O, a relacao entre
as velocidades relativas aos dois sistemas ¢ obtida derivando-se r;y = r — h em relacao ao

tempo, ou seja

dr  dr, dh
_ dr _dry  dh 2.1
v & a @ (3-2.1)
= U1+ vy, (3.2.2)

onde v e vy sdo as velocidades em relacao a O e O; do ponto em movimento e v, é a
velocidade de O; em relacao a O. Da mesma forma encontramos a acelaracao derivando
a velocidade em relacao ao tempo, ou seja

dPr  d’ry dPh

_ dr_d'ry &b 2.
“ = T e e (3.2.3)

= aj + ap. (3.2.4)

As equacoes de movimento, deduzidas por Newton, sao véilidas num sistema fixo
de coordenadas, assim, para uma particula de massa m sujeita & acao de uma forca F,
tem-se )
d°r

o _F
e
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Figura 3.2: Mudanca de coordenadas.

r

O

O

Fonte: producao do préprio autor.

usando que a = a1 + ay,, tem-se

d’r
m——t + may, = F.

dt?
Se O; move-se com velocidade constante em relacao a O, tem-se que a;, = 0, e portanto

d21'1
m_
dt?

Logo, se as equagoes do movimento sao validas para um sistema de coordenadas fixo,
também estarao valendo para um sistema de coordenadas que se move com velocidade
constante em relacao ao primeiro. Para qualquer deslocamento de O; pode-se escrever

d21'1

TTLW = F—mah.

Essa equacao tem a forma F* = ma, onde no lugar de F* tem-se ' — may;, chamada de
forca ficticia. Pode-se tratar o movimento de uma massa m em relacao a um sistema de
coordenadas que se move, usando as equacoes do movimento de Newton somando-se esta
forca ficticia a forca real em acao. Esta segunda parcela da forca, na realidade nao é uma
forca, mas sim uma parte da massa multiplicada pela aceleracao que foi transportada
para o outro membro da equacao. A diferenca essencial é que as forcas reais I’ agindo
sobre m dependem das posi¢oes e dos movimentos dos outros corpos, enquanto a forca
ficticia depende da aceleracao do sistema de coordenadas com origem em O; em relagao

ao sistema com origem em O.
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Consideremos agora os sistemas de coordenadas fixos x, y e z e 2/, ¥ e 2’ cujos
eixos giram um em relagdo ao outro e coincidem na origem. Consideremos também os
vetores unitarios i, je k e i’, j e k' para cada um dos sistemas, respectivamente. Podemos

expressar o vetor posicao r em termos de suas componentes como

r=zi+vyj+zk

r = .’L'/i/ _|_ y/j/ _|_ Z/kl.

Figura 3.3: Rotagao dos eixos de coordenadas.

! Z

e A

Fonte: producao do proprio autor.

Como as origens coincidem, um ponto serd representado pelo mesmo vetor r nos
dois sistemas de coordenadas, somente as componentes de r serao diferentes, ao longo de
eixos diferentes. As relacoes entre os sistemas de coordenadas podem ser obtidas pelo
produto escalar entre qualquer um dos vetores unitarios.

A derivada em relacao ao tempo de um vetor A é definida por

At sioo ot

dA  A(t+6t) — A(t)

Esta definicdo ao ser aplicada para o caso em que estamos estudando encontra alguns
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problemas, pois um vetor que é constante em relacao a um sistema de coordenadas pode
nao ser ao outro, pois ha movimento de rotacao. Durante um intervalo de tempo 0t o
sistema de coordenadas z’, i’ e 2’ girara em relacao ao sistema de coordenadas z, y e z de
forma que no tempo ¢+ dt os dois sistemas nao concordarao com a definicao de quem sera
A(t), ou seja, qual vetor estard na posicao que A ocupava no tempo t. Como resultado,
a derivada de um vetor sera diferente nos dois sistemas de coordenadas. Usaremos D /Dt
para indicar a derivada em relacao ao tempo referente ao primeiro sistema, e usaremos
D,/Dt para indicar a derivada em relagdo ao tempo referente ao segundo sistema de

coordenadas que estd rotacionando. Consideremos o vetor A qualquer dado por

A=A i+Aj+ Ak

A=A,V +A,j+A K

Podemos obter a derivada em relagao ao tempo de A por derivacao das equacdes acima,

por
DA DA, ,+DA . DA,

Yy
_ k
Dt~ Dt T o 4T

e para o segundo sistema

DA D,Ay ., D,A, . DA,
= i+ i+

= k'
Dt Dt Dt Dt

Essas sao as defini¢oes de derivadas de um vetor em relacao ao tempo referente a
cada um dos sistemas. Podemos também obter a formula para D/Dt nas componentes
com indice a, tomando a derivada sem o indice a da equagio A = A, '+ Ay j+ A, K e
lembrando que os vetores unitarios x’, 3’ e 2/ movem-se em relagao ao sistema fixo, tem-se,

entao, a seguinte derivada em relacao ao tempo

DA D.Ay , D.A, ., D.A. -, D D D,
i K + A, A, i+ A=k
Dt Dt Lt It o Kt Alg it A+ A
DA D D . D
_ e A A, 2K
Dt sppt T A A

D,
e a mesma formula é obtida para —
Dt
Suponhamos entao que existe um eixo que passe pelo segmento OQ) que passa pela
origem do sistema fixo e que o segundo sistema gire em torno desse eixo com velocidade
angular €. Define-se o vetor velocidade angular €2 como um vetor de modulo || orientado
ao longo do eixo OQ) e na direcao tomada por um parafuso com rosca direita, que gira
com o segundo sistema. Consideremos também o vetor B em repouso no segundo sistema.

Sua derivada no segundo sistema evidentemente é zero, entao sua derivada no sistema fixo

o1



Figura 3.4: Derivada em relacao ao tempo de um vetor girante.

B

B(t + dt)

0

Fonte: producao do proprio autor.

DB
B _0«B. 3.9.5
Dt x (3.2.5)

Ainda tem-se que

DB
’E — | x B| = |Q||B| sin .

Particularmente, a equagao (3.2.5) aplicada a B =1,j e k', resulta em

DA D, A . .
= = ot A x 1)+ Ay (Qxj) + A (Q x k) (3.2.6)
D, A
= 2 QxA.
Dt

Essa é a relacao fundamental entre as derivadas em relagdo ao tempo, para sistemas de
coordenadas com movimento de rotacao relativo. Essa equacao pode ser aplicada mesmo
quando ) varia com o tempo em modulo e direcao. Derivando essa equagao e aplicando

novamente a A e D, /dt, obtemos o seguinte resultado para a derivada de segunda ordem
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de um vetor A qualquer

DA D (D,A DA DQ
- (ke Ox o2 L 20 A 2.
Dt? Dt<Dt)+ “Dr Tar * (3:2.7)
D2A D.A D.A DO
S i S i ¢ RO (et il ¢ BV ) RtV |
Dt2+th+X<Dt+ X)+Dtx
D2A D.A DA
400 x P L 0% (Qx A)+ 20 x A
piz T2 o T (Qx A+ e x

Se A e () sao paralelos, entao €2 x A = 0, as derivadas nos sistemas fixo e rotacionando
de um vetor paralelo ao eixo de rotagao sao iguais, de acordo com (3.2.7), teremos em

particular, para A = (,
DY D2

dt Dt

+QxQ
e como {2 X ) = 0, segue
DQ D,
Dt Dt

Vale a pena observar que o vetor {2 em ambos os lados da igualdade representa a velocidade

angular do sistema rotacionando em relacao ao sistema fixo, embora sua derivada em
relacao ao tempo no primeiro membro seja calculada em relagao ao sistema rotacionando
e no segundo membro em relacdo ao sistema fixo. A velocidade angular do sistema fixo
em relacao ao sistema rotacionando serd denotada por —(2.

Mostraremos agora que as relagoes obtidas acima para a rotagao de um sistema de
coordenadas sao gerais, pois se aplicam a qualquer movimento de eixos que rotacionam
em torno de eixos fixos. Consideremos que a taxa de variagao dos vetores unitarios do
sistema rotacionando em relacao a um sistema fixo seja dada em termos das componentes

ao longo dos eixos que rotacionam por

D . o /
—1 =ayl' +a + a3k
Di 11 12]) 13

D
—j/ = agli/ + (Zggj/ + aggk/ (328)
Dt
D
— K = ag1i’ + agej + assk’
Di 31 32] 33
Temos, por exemplo, que i’ -i’ = 1, derivando esta equacao, temos que
D

2ﬁti/.i/ - 0

dessa e das outras duas equacoes idénticas referentes a j' e k/, tem-se

ay; = ag = azz =0

Como temos um sistema ortogonal, tem-se, por exemplo que i’ - k' = 0. Derivando esta,
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equacao, obtemos 5 5
_.,'k/ _k/"lzo
Dt o ’

dessa e das outras semelhantes, encontramos os seguintes resultados
gy = —ais Q12 = —a21 Q23 = —agz2.

Portanto, dados os termos a2, as3 € asy, todos os outros coeficientes estarao determinados.

Definimos um vetor {2 com componentes no sistema de coordenadas z’, 3/ e 2’ como
QO = ags Qy' = as31 Q= ap.

Esse resultado nada mais é do que uma defini¢ao, no entanto, podemos sempre definir um
vetor fornecendo suas componentes em relagao a um sistema de coordenadas qualquer.
Chamaremos este vetor de (2 e ele é a velocidade angular do sistema que esté rotacionando.

Podemos reescrever as equagoes (3.2.8) da seguinte forma

D
Ei/:QXi/
D, .
pid =¥
D
Ek/:QXk/

Lembrando que % = (Ix B, temos que as derivadas em relacao ao tempo de i, j' e k’ sdo
as que deveriam ser obtidas caso os vetores unitarios do sistema rotacionando estivessem
girando em velocidade angular €2. Logo, nao importando como os eixos rotacionando se
movam, pode-se definir, em qualquer instante o vetor velocidade angular €2, de forma que
a derivada em relacao ao tempo de qualquer vetor nos sistemas de coordenadas fixo e
rotacionando esteja relacionada de acordo com as equagoes (3.2.8) e (3.2.8).

Supondo ainda que os sistemas de coordenadas fixo e rotacionando tenham a
mesma origem O, o vetor posicao r serd o mesmo para ambos. Aplicando nas equagoes
(3.2.8) e (3.2.8) ao vetor posi¢do r, tem-se a relagdo entre as velocidades e as aceleragoes

nos dois sistemas de coordenadas dada por

Dr D,r

— = - Q 3.2.9
Di a T (329)
D?r D3r D,r DR
— = a Q x (Q 20 - —_— ) 2.1
B Dt+ X (2 xr)+ XDt+Dtxr (3.2.10)

A equagao (3.2.10) denomina-se Teorema de Coriolis. O primeiro membro do lado direi-
to da igualdade é a aceleracao em relacao ao sistema rotacionando. O segundo termo

denomina-se aceleracao centripeta de um ponto em rotacao em torno de um eixo. Pela
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Figura (3.5), pode-se verificar que 2 x (2 x

de rotacao e que o modulo é dado por

|2 x (2 xr)]

r) aponta na dire¢do perpendicular ao eixo

QT sin 6

,02

rsinf’

onde v = Qrsinf é a velocidade do movimento circular e rsin 6 é a distancia da particula

a0 eixo.

O terceiro termo s6 estard presente quando o ponto r se mover no sistema

rotacionando e denomina-se aceleracao de Coriolis. O ultimo termo se anula quando a

velocidade angular de rotagao é constante em torno do sistema de eixos rotacionando,

portanto )
D D, DS}
mD‘;§+mQx(er)+2mQ>< D;%—mﬁxr:F
ou ainda e D DO
mD‘;;:F—mQx (Q xr)—2m x Datr_mﬁxr

O segundo termo a direita chama-se forca Centrifuga, o terceiro chama-se forca de Coriolis

e o ultimo nao tem nome especial e s6 aparece em casos de rotagao nao-uniforme.

Figura 3.5: Aceleracao centripeta

Q

QXxr

O

Fonte: producgao do préprio autor.
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Portanto as equacoes a se considerar sao

r = ri+h,
Dr D,rq Qx4+ dh
R — T R
Dt Dt NPT
D?r D3r D, DR
— = a Qx(Q 22 - —
D2 Dy T (@xx)+20x ot X

Para trabalharmos num sistema rotacionando, como introduzido acima e além
disso, para trabalhar com modelos meteorologicos, ¢ muito mais conveniente trabalhar-
mos com as equacoes do movimento em um outro sistema de coordenadas, o sistema de
coordenadas esféricas, que para este caso ¢ bem mais pratico que o de coordenadas carte-
sianas. As coordenadas serdo dadas por (A, ¢, z), onde A é a longitude (longitude de um
lugar ¢ o angulo que o raio que passa por esse ponto faz com o Meridiano de Greenwich
e ainda \ € [0,27]), ¢ é a latitude (latitude de um lugar é o angulo que o raio que passa
por esse ponto faz com o plano do equador e ainda ¢ € [0,7]) e z é a distancia vertical

do ponto a superficie da terra. Novamente, denotaremos a velocidade como
V =ui+vj+ wk

onde as componentes u, v e w sao definidas como

e Do Dz
U = T COS Dt, U—TDt, w_Dt

onde r é a distancia ao centro da Terra, que é dado por r = 2z + a, onde a é o raio da

Terra. Nessas condigoes, as mesmas equagcoes de conservacao podem ser escritas como:

D t 10P
Du_wvtang ww _ 10F o0 sing—20weosé+ By (3.2.11)
Dt a a p Ox
Dv  u’tan¢g ovw 10P
Jv owtang vwe 29 90using + F, 3.2.12
B + ; + - Py usin¢g + F,, ( )
Dw  u?+ v? 10P
_ - 990 F,. 3.2.13
T ” PR ucos ¢ + ( )

que sao as equacgoes de momentum para as componentes leste, norte e vertical, respecti-
vamente. Os termos proporcionais a 1/a do lado esquerdo das equagoes (3.2.11), (3.2.12)
e (3.2.13) s@o chamados os termos de curvatura, que surgem devido curvatura da Terra,
pois nao sao lineares, pois sao quadraticos nas variaveis dependentes e portanto dificeis de

manusear. Felizmente, os termos de curvatura nao sao importantes para latitudes médias.
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3.2.1 Relacao Geostroéfica

Valida em locais onde o parametro de Coriélis pode ser considerado constante,
isto ¢ f = fy, a relacao geostrofica é uma restricao linear simples que é derivada em

livros-textos de meteorologia elementar em coordenadas cartesianas por

1 0 109

) V=7,
Jo Oy Jo Ox

onde u e v sao as componentes da velocidade horizontal, ® é campo geopotencial, x e y

(3.2.14)

coordenadas espaciais leste e norte e fy o parametro de Coriolis. E uma aproximacao de
baixa ordem para as equacoes de conservacao e momentum validas para latitudes médias
ou extra-tropicos, ou seja, em latitudes entre 30° e 60° norte e 30° e 60° sul. Essas sao

inapropriadas no Equador.
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Capitulo 4

Aplicacoes de Calculo Variacional em

assimilacao de dados meteorologicos

A criagao de modelos matemaéticos eficientes é um dos ramos de pesquisa mais
importante da atualidade, bem como a anélise de observacao de dados. Esses modelos
sao ferramentas numéricas utilizadas nas areas de meteorologia e oceanografia para com-
preender e prever fenomenos. E colocada uma énfase especial sobre tais modelos quando
se trata de assimilacao de dados observados. A importancia da modelagem é intensificada
pelo fato de que a coleta de dados em larga escala sobre o oceano e atmosfera e imple-
mentacao de experimentos de observagao envolvem grandes dificuldades e despesas. Para
obter uma analise confidvel da circulacao oceanica e atmosférica é necessario desenvolver
um sistema de assimilagao de dados.

Varios sistemas computacionais de assimilacao de dados para os oceanos e a atmos-
fera, como por exemplo o BRAMS (Brazilian developments on the Regional Atmospheric
Modelling System), estdao sendo desenvolvidos e de acordo com os métodos utilizados,
esses podem ser divididos em dois grupos, os estatisticos e os variacionais. Esses sistemas
destinam-se para a melhoria da qualidade e da confiabilidade dos prognésticos, incluindo
a utilizacao de novos métodos para modelagem matematica e algoritmos computacionais
Agoshkov e Zalesny(2012).

Entre os métodos de assimilacao de dados, encontram-se o método de interpolacao
estatistica e o método de maxima verossimilhanca, ambos sao equivalentes. Eles sao for-
mulados para um instante de tempo fixo como a soma de dois termos quadraticos no qual
um avalia a diferenca entre as analises e as observacoes e outro a diferenca entre a analise
e o modelo. A minimizagao é atingida com a obtencao de uma matriz de pesos 6tima que
depende dos erros do modelo e dos erros das observacoes, Dalley(1996). Entretanto, cabe
ressaltar que esses erros e suas covariancias nao sao bem conhecidos, pois dependem de
uma minuciosa validacao do modelo e da qualidade das observacoes. Portanto, ha uma
grande limitacao para a producao de andlises 6timas do ponto de vista matematico.

O Calculo Variacional foi utilizado pela primeira vez em meteorologia por Yoshikazu
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Sasakis em 1970 em problemas de dinamica meteorologica e desde entao vem crescendo
as aplicagoes dos métodos variacionais neste meio como Olaguer(2011) na medigao da
polui¢do atmosférica, Shankar(2007) em modelos de emissao de agentes toxicos na at-
mosfera, Storto(2009) em modelos de nebulosidade e Isaksen(2004) em comportamentos
de ventos. A utilizacdo desses métodos também desempenhou um papel importante na
solucao de problemas de assimilagao de dados para encontrar boas condicoes iniciais, como
Lindskog; Dee; Trémolet; Andersson; Radnoti e Fisher(2009) e Huang(2006) em modelos
que minimizam os erros de observacao. Neste capitulo iremos mostrar trés exempos desse

altimo método.

4.1 Alguns sistemas observacionais de coletas de dados

Uma observagao meteorologica consiste na medicao, registro ou determinagao de
todos os elementos que representam as condicoes meteorolégicas num dado momento e em
determinado lugar, utilizando instrumentos adequados. Essas observacoes realizadas de
maneira sistematica, uniforme, ininterrupta e em horas estabelecidas permitem conhecer
as caracteristicas e variacoes dos elementos atmosféricos, os quais constituem os dados
basicos para confeccao de cartas de previsao do tempo, para conhecimento do clima, para
a investigacao de leis gerais que regem os fendmenos meteorologicos etc. As observagoes
devem ser feitas, invariavelmente, nas horas indicadas e sua execucao tera lugar no menor
tempo possivel.

Nos servicos meteoroldgicos, essas observacoes tém a finalidade, entre outras, de
informar aos meteorologistas nos centros de previsao, a situacao e as mudangas de tempo
que estao ocorrendo nas diferentes estacoes meteorologicas; obter dados unitérios para fins
de estatisticas meteoroldgicas e climatologicas; fazer observagoes meteorologicas para co-
operagao com outros servigos de meteorologia e difusao internacional, por isso é necessario
fazer as observagoes com o maximo de precisao e de honestidade.

A reunido de instrumentos de coleta de dados como o termoémetro (temperatura
do ar), o barémetro (pressao atmosférica), o higrometro (umidade relativa do ar) etc. em
um mesmo local, ¢ denominada estacao meteorologica. Em Santa Catarina existem 6
estacoes meteorologicas, em Campos Novos, Chapeco, Florianopolis, Lages, Indaial e Sao
Joaquim.

A previsao do tempo é baseada em dados observados de hora em hora nas estagoes me-
teorologicas chamadas de estagoes de superficie, convencionais ou autométicas que estao
presentes na maior parte do territorio brasileiro. No Brasil, o INMET administra mais de
400 estacoes. Ele possui 10 Distritos Regionais que recebem, processam e enviam estes
dados para a sede, localizada em Brasilia. A sede processa estes dados e os enviam por
satélite para todo o mundo.

Apos a coleta de dados como: precipitacao; ventos; umidade relativa do ar; pressao
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Figura 4.1: Estagées meteoroldgicas do territério nacional.
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Figura 4.2: Dados retirados das esta¢oes meteorologicas de SC no dia 05/05/2013.

Estacdo: CAMPCS NOWVOS-5C
Registro: 18 UTC 04/05/2013
Temperatura: 13 °C
Umidade: 83%

Pressdo: 508.6 hPa

Vento Vel: 3.1 m/s

Vento Dir: 32 ©

Precipitacdo: 0 mm
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Temperatura: 30.9 °eC
Umidade: 43%
Pressdo: 1002.3 hPa
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Aberta em: 14/10/1970
Latitude: -26.9°
Longitude: -49.220
Altitude: 86.13 metros

Estacdo: CHAPECO-5C
Registro: 18 UTC 04/05/2013
Temperatura: 17.2 °C
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Pressdo: 938.6 hPa
Vento Vel: 1 m/s

Vento Dir: 23 ©
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Umidade: 85%
Pressdo: 907.8 hPa
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Vento Velt 1.5 m/s
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Altitude: 1.84 metros

Estacdo: SAC JOAQUIM-SC
Registro: 18 UTC 04/05/2013
Temperatura: 16.6 0C
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Pressdo: 860 hPa
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Aberta em: 01/08/1954
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Fonte: http://www.inmet.gov.br/

etc. com o auxilio de computadores faz-se uma simulacao, através de modelos numeéricos,
de como se comportard o tempo num intervalo determinado. Usaremos, por exemplo u 4
e vy para indicar a velocidade horizontal e vertical ja analisadas e ¢ dessas aproximacoes
computacionais que estamos falando. Porém, sé as informacoes do modelo numérico nao
sao suficientes para a realizacao da previsao do tempo, conta-se também com o auxilio das
imagens de satélites para elaborar a previsao em curto prazo. Essas imagens podem ser
geradas em variados intervalos de tempo e estao disponiveis e sao diariamente atualizadas
no site do INMET (http://www.inmet.gov.br).
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No INMET ha uma secao propria para a recepcao e tratamento dessas imagens de
satélites, os meteorologistas mapeiam e analisam essas informacoes e s6 depois de feitas
todas as analises, como por exemplo: de cartas de superficie; modelos numéricos; imagens
de satélites etc. tem-se maior seguranca em elaborar a previsao do tempo para todo o
Brasil. Essas informacoes sao diariamente utilizadas por varios meios, como por exemplo
na agricultura para a garantia de uma boa colheita, na marinha para a protecao aos seus
marinheiros, navios e passageiros, na aeronautica para a seguranca de seus pilotos, aeron-

aves e passageiros, por pescadores para averiguar se ha condigoes favoraveis a pesca etc.

4.2 Aplicacoes de Calculo Variacional em problemas de

analise atmosférica

O célculo variacional fornece uma poderosa estrutura para resolucao de problemas
de analise atmosférica. Neste capitulo, serao apresentados dois problemas de anélise sim-
ples especificos usando as ferramentas variacionais e conceitos de dinamica desenvolvidos
nos capitulos anteriores.

Vamos discutir um problema geral. Consideremos primeiramente um problema
tridimensional com duas variaveis dependentes. Supondo que u(x,y, P) e v(z,y, P) sdo
varidveis atmosféricas que representam a velocidade do vento onde x,y e P sao variaveis
independentes. Supondo que ja existam dados ua(z,y, P) e va(z,y, P) analisados, um
objetivo interessante aqui seria produzir valores iniciais u;(z,y, P) e vi(z,y, P) através de
alguma restricao imposta e assim obter resultados numéricos que melhores se aproximam
da realidade.

Num problema de analise atmosférica, considerando que u(z,y, P) e v(z,y, P)
representem as velocidades horizontal e vertical do vento, respectivamente, essas variaveis

deverao respeitar uma restricao, tal como a relacao geostrofica

1 0P 1 0d
U= ———-

) V=7,
fo Oy fo Ox

onde fy é o parametro de Coriolis, ou a equagao da continuidade

vove+ o
dp

onde
VH = (U, U)‘

Em resumo, o objetivo seria encontrar u(z,y, P) e v(x,y, P) que satisfaca os dados ja

analisados e satisfaca ao mesmo tempo uma das restricoes impostas e sejam os mais
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convenientes para o problema. Esse problema pode ser expresso matematicamente da

seguinte maneira: minimize o seguinte funcional

I = //PS {wv(uf —up)? 4w, (v — UA)Q}deS (4.2.1)

sujeito a restricao
fi(u,v) =0.

Essa integral est4 definida sobre um dominio em R3, onde S representa os pontos
(x,y) do plano e P representa os valores reais da pressao. Também no funcional, w, e
we SA0 0s pesos especificados, que sao funcoes continuas de varidveis independents, f; é
a restricao externa imposta.

Um problema com apenas estas informacoes seria resolvido da seguinte maneira:
como ha valores de usq e vy ja analisados, podemos montar uma grade tridimensional
de pontos r; onde temos valores analisados, com 1 < j < J, onde r; = (z;,y;, Pj), ¢ a

solugdo numeérica desta integral é dada por Daley(1996) como

I = Z{wv(rj)[uf(rj) — ua(r))]* + wy(r;)[vr(r;) — va(r;)?

= (uy — wa) w,fuy — sl + oy —va) w, [or — v,] (4.2.2)

onde u é o vetor coluna de dimensdo J com elementos u;(r;), e w, uma matriz diagonal
J x J com elementos w,(r;) e com definicbes correspondentes para wuy, u;, v, € w,. A
funcao de restricao deve ser representada da mesma forma.

A estatistica nos diz que as fungoes peso w, e w, podem ser especificadas arbi-

trariamente e uma escolha razoavel, pelo Apéndice D, seria

wy(r;) = 0.5 < e(r;))? > e w,(r;) =05 < elr;)? >7!

onde €2 e 2 s30 os erros de andlise das varidveis u e v no j-ésimo ponto da grade.

4.2.1 Caso 1

Consideremos agora a formulacao e solugao de um problema unidimensional sim-
ples. O campo de velocidade vertical w geralmente nao é observado, mas mesmo assim

sao obtidas boas aproximacoes usando a equacao da continuidade

ou Ov dw

B T 4.2.
8x+8y+dP 0 (42.3)
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Das observacoes ja feitas podemos estimar alguns valores do campo de divergéncia. O

problema variacional pode ser expresso da seguinte forma: minimize o seguinte funcional

Pp
| un(PUDAP) - Da(p)Yir (12.4)
Pr

sujeito a restricao

D+ My (4.2.5)
1t = 2.
ou Ov | ) N . .
onde D; = e + 90 ¢ o campo de divergéncia inicial, a restricao dada nada mais é do que
r Y

a equacao da continuidade, Pg e Pr sao as pressoes no fundo e no topo de uma coluna
<€ >
Reescrevemos a equacao (4.2.5) como

de ar, respectivamente, wp(P) = ¢ 0 peso e wy & o movimento vertical inicial.

dw

Dy = ———
! dpP

e integrando em relacao a P no intervalo de Pr a Pg,

Pp Pp d
D;dP = — / “ap

e portanto
Pp
/ DydP = w(Py) — w(Py). (4.2.6)
Pr

Assumindo que D; nao depende da pressao, tem-se

p. - w(Ps) —w(Pr)
! Py — Pr

ou ainda
w(PT) — w(PB)

Pp — Pr

Entao temos o problema variacional com restricao. Utilizando entao o método dos

D+ = 0. (4.2.7)

multiplicadores de Lagrange, o novo funcional fica

P wp — Wr
I, = / {wD(DI — DA+ A (D[ + —) }dP (4.2.8)
Pr PB - PT

onde A é uma constante desconhecida, D;(P) também ¢é desconhecido, mas todo o resto
do integrando é conhecido. Vamos entao calcular o incremento de /;, mas para isso, vamos
separar em duas integrais:

L=5L+1;
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onde
Ppg
]2:/ ’U)D(D[—DA)2dP

Pr

P wp — W
1:/ A(D +u>dP
’ Pr " Pg—Pr

Calculando primeiramente o incremento de I,

Pp Pp
A[2 = / wD(D1+5D1—DA)2dP—/ wD(D[—DA)2dP
Pp
= / wD(2D1'5D1+5D%—2DA'6D1)dP
P
= / wp(2D; - 6Dy — 2D 4 - 6D;)dP + / wpdD7dP.
PT PT

Agora calculemos o incremento de I3,

Pp o Pp —
Aly =/ (A+6A)(D1+5D1+w>d13—/ )\<D1+M)d]3

Pr Pr— Pgp Pr Pr — Pg
Pp o
_ / {/\-5D1+5/\ <D1+5D1+—1;B ZT)}dP
Pr T — 1B
Pp . Pp
_ / {)\-5D1+5>\ <D1+w) }dP+/ S\ - 6D;dP.
o Pr— Pg o

Logo

Pp —
Al = / wp(2D; - 8D; — 2D - 6D;) + A - 6Dy + 5\ (D1+M)dP
Pr Pr — Pp

Ppg
+ / wp - dD? + 0\ - 6D dP.

Pr

Considerando que 0\ nao depende de P, entao

Pp Pp wp — Wr
Pr Pr Pp — Pr

Pp
+/ wp - 0D? + 6\ - §DrdP.

Pr

Portanto chegamos a variacao do funcional, que é dada por

PB PB (.UB _UJT
5l = / dD{2wp(Dr — Dy) + A\}P + 6>\/ {Dl + —}dP. (4.2.9)
PT PT PB - PT

Encontraremos agora a varia¢do em relacdo a A no funcional dado por (4.2.8),
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entao calculemos para isso o incremento de Iy,

e 2 wp — Wr
ALy = / wp(Dr — Da)* + (A +0A) (D1+—>dp

Pr Pp — Pr
P ) wp — wr

- U)D(DI—DA) + A DI_'_ﬁ dP
Pr B — Pr

Pr wp — W
- S\ D +u)dP
/PT ( " Py Pp

logo

Pr wp — W
51 :/ S\ <D +u)dP
A Pr " py—Pp

e 011 » =0, pelo lema fundamental do calculo variacional, quando

"LUB—"LUT_O

D, 4+ BT _
" P, —Pr

que ¢é exatamente a restri¢ao dada por (4.2.7). Agora procuramos a varia¢ao em relagao

a Dy, comegamos entao encontrando o incremento de [; em relagao a Dy,

e wp — Wr
AL p, =/ wD(DI+5D1—DA)2+>\(D1—|—5DI+—)dp

Pr Pp — Pr
P wp — W
—/ wD(D[—DA)2+)\<D[+—)dP
Pr Ps — Pr
Pp
= {wp (2D; - 6D; + dD? —26D; - D) + NoD;}dP
P
;B Pp
= {wp (2D; - 6Dy — 26D; - D) + \6D; }dP + / §D3dP
Pr Pr
logo
Pp
5[1,D1 = {U}p (2D[5D[—25D[DA)+)\(SD]}CZP
P
P
Pr

e para termos 01y p, = 0, pelo lema fundamental do célculo de variacoes,
U)p(QD[ — 2DA> + A= 0,

ou ainda,
Di—Dy=——. (4.2.10)
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Como o funcional I; nao envolve derivada parcial de D em relacao a pressao, a
condicao natural do contorno nao nos daria nenhuma informacao. Integrando em relacao

a P no intervalo de Pr a Pp na equagao (4.2.10), temos

Pp

Py )\
D;—Dy dP:—/ ——dP
Pr { J pr 2wp
Pp Pp Pp dP
D;dP — DydP = —)\/ —_—
Pr Pr Pr 2wp
logo
P P
v fPTB DAdP—fPf D;dP
py AP
Pr 2wD
P P
_ fpf DydP — PTB D;dP
fPB ap
Pr wp

Usando a equagao (4.2.6), temos que

Pp
DydP +wp —w
A= der AP dPB L (4.2.11)
B

Pr wp

Substituindo este resultado em (4.2.10), temos

, Jp? DadP +wp — wr
' P, AP

75 48
D/—Dy = - 2; Wp
D

wWr —wp — fli;B DAdP

logo

(4.2.12)
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Tomando wp = 0.5 < €%, >"1, e definindo

1
py AP
Wp P:w_D
0.5 < €4 >
P —
p, 0.5 < e} >71dP

2
< €3>

a(P) =

Ps _ 2 1
p. < €p>"1dP

chegamos a
Pp

D[ = DA + Oé(P) (U}T —wp — DAdP) . (4213)

Pr
O termo entre <> é a medida que o campo de divergéncia observada falha em satisfazer
a equagao de continuidade. Se considerarmos que < €% >~! ndo depende da pressao,

tem-se que )

P)=——
=y

e portanto
p Py

1

Pr

Assim, é facil ver que o segundo termo do resultado acima fornece um termo de
correcao para a D4 (P) de modo que a D;(P) satisfaca a equacgao de continuidade (4.2.6).
Se wr = wp = 0, entao a equacao acima implica que a divergéncia ¢ deslocada por um

valor constante, de modo que D;(P) se anula.

4.2.2 Caso 2

Agora consideraremos um problema bidimensional com trés varidveis dependentes
e duas restricoes. Em um dominio (x,y) com geopotencial inicial ®4 e ventos (ua,v4)
obtém-se valores iniciais ®;, uy, v; que satisfazem exatamente a relacao geostrofica e sao
tao proximas quanto o possivel dos campos analisados. O objetivo é encontrar "ventos
de equilibrio geostréfico” e geopontenciais que sao minimamente diferentes dos campos

analisados. Esse problema ¢é escrito por Daley(1991) como: minimize o seguinte funcional

[ / (o (g — wn)? + wo(vr — 0a)? + wa(®F — B 4)?}dS (4.2.15)
s
sujeitos as restricoes 90 .
I I
— —four=0, —+ four=90 4.2.16
L~ faur o+ o (42.16)

que é a relacao geostrofica. Consideremos que os pesos w, e we sao especificados. Esse

problema pode ser resolvido usando o método para problemas com restricoes, mas verifi-
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camos primeiramente que no caso simples, poderiamos fazer uma simples substituicao de
(4.2.16) em (4.2.15), e encontramos

[—/{ <%@+UA> + wy (;0%—%) + we (CI)I_CI)A)z}dS' (4.2.17)

Reescrevemos I como

I - Il + IQ —|— [3
onde 5 )
1 0®; )
L= [ w,| ——=—+ua | dS, 4.2.18
' /s (fo dy 4 ( )
1 00, 2
I — it 4.2.19
L — / (JCO(% UA)ds (4.2.19)
e
Iy = /wq) (D — B 4)°dS. (4.2.20)
S

Queremos a variacao de I em relagdo & variavel ®;, comecamos com a equagao (4.2.18),

19 1 0%,
Al = / (foay(q)[+5cb])+uA) dsS — / (E——i—uA) dS
0, o®; (0P, 00\ \?
( (% ) s () (o (5)) )
1 /00;\*> 209,
}ds_ /s“’” {E (a_y> T oy “”“A}ds
0, oo, \\?| 2 [0,

’ (a—y> (1 (F) ] (%) “A}ds‘
51, = /sw” {fo 5 <a<1>[> f05 (acp,) uA}dS. (4.2.21)

Agora tomemos a variagao de (4.2.19) em relagao a @y,

Al :/ (foa(@f+5<1>1)—m) ds — / (%%—m>2ds
- Le{ G () 5 (B (3 )
b [0 (S0 o onfas [ {1 (%) 2000 s

L) ()] 2 s

68

Logo



Logo

1 0P, 2 0P,

Agora tomemos a variagao de (4.2.20) em relagao a @y,

A[g = /UJ@ ((D[+5q)[—q)A)2dS—/1Uq> (<I>1—<I>A)2dS
S S
= / W (D7 + 20,60, + (0®;)* — 20, — ;P4 — 20,0D; + D2)dS
S
— / we (7 — 20,P 4 + ©2)dS
S

= /W@(Q(I)](S(I)[ + (@])2 — 2(I>A(S(I)I)d8
S

e portanto
s

De (4.2.21), (4.2.22) e (4.2.23), temos que

B RN AN N TN AT
o _LL{W[ﬁ6(8y>+ﬁf(ay)%rH%ﬁ6<3x> ﬁf(ax)“}

—|—2w¢,(<I)[ — <I>A)5<I>1}d8

Wy 1 8<I>I ) (8(1)1) wv( 1 8<I>I ) (8(1)[)
SN IR - R RV I (et I (e TS L
jg{‘ﬂ (Qﬂ)ay A Ay fo \2fo 0z Ox
+W<1><(I)[—(I)A)(5(I)[}ds.

Reescrevemos entao

onde 1 90 00
7 = / {w— (——I Y )5 (—I) }dS 4.2.94
s U \2fo oy 77 dy (4.2.24)
@ _ [Jwo (1 0% 0%,
I /S{ : <2f0 ot oa ) (5 ) pdS (4.2.25)
e
% = / we (B — ®4)6;dS. (4.2.26)
S

Assumindo 7 = (71, 73) como o vetor normal ao bordo de S parametrizada, integrando
(4.2.24) por partes, usando (4.2.32) do apéndice B, obtemos

1 00 0 |w 1 00
[<1>:/ %(__IHL >5q> .T.dg_/_[_” (——I—i—u )}5@ ds (4.2.27
os fo \Jy oy ) 0% mdS |5 g gy T )| 00 (42:20)
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e 0 mesmo para (4.2.25),

@_ [ (100 - _/E&L@_
! /35 Jo <fo or va ) 0%y 71-dS s 0x | fo \2fy Ox va || 0®;dS.

oo B [ ()] [ () o
L) (1) s
= 2 [ {metor o5 3 (G o) - |7 (g o) oo
+/35 ?— [%V(I)I (71, 72) — (wa,va) - (—72,71)] 5P ,dS.

Temos 7 = (11, 72) € o vetor normal e, de fato, n = (=7, 71) é 0 vetor tangente ao bordo

de S, podemos considerar o vetor velocidade horizontal v4 = (ua,v4) e reescrever

oo s ()] () s

Wy 1 8@]
Wo | 19O | 60,d
+/as 7, [fo o v ”} e

0P; . . o
onde e é a derivada direcional na direcdo do vetor normal ao bordo de S e n-vy é
T

a componente tangencial da velocidade horizontal. Esta variacao é zero nos extremos,
assumindo que wg € w, sao independentes, para que a variacao do funcional se anule é

preciso que no interior de 0.5 tenhamos

0 [w, [ 1 0d; 0 [w, (1 0P B
wa(®r = %4) ~ 5 {% (ﬁa—@ﬁ)] "o {% (z—fo% ‘)} -0

o [ 1 0?0 0 s [ 1 0?0 0
wi)]q)l_wcqu)A— 1})— l2f ay; +8L;] w |: I UA:| :0,

Jo

2f, 0x? Or

2 2
e portanto
wed; — ;}v%l = wod 4 + lj’j— [%A - %L;} .
Define-se
ou Ov
(= (9_y ~ o
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como a vorticidade, e neste caso, teremos

(o dua_Ova
A_(?y or

como a vorticidade inicial analisada. Entao, no interior de 95, devemos ter

Wy —o Wy
wq)q)[ - 2f02V CI)[ = wq><I)A + ECA.
Sobre a borda de S, teremos
1 09
50, =0 ou ﬁa_rl —n-va. (4.2.29)
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CONCLUSAO

Este trabalho visou explorar os conceitos de Calculo Variacional e aplicacoes em
modelos de assimilacao de dados meteorolégicos. Para que isso fosse possivel, deu-se a
necessidade de introduzir varios assuntos que nao estavam na grade curricular do curso
de Licenciatura em Mateméatica da UDESC (Universidade do Estado de Santa Catarina),
comecando pelo proprio Calculo Variacional. Foram utilizados conceitos e resultados de
Analise em R”, Espacos Métricos, Calculo Vetorial, Algebra Linear, entre outros.

Apobs todos esses conceitos e resultados estarem bem claros, introduziu-se o estudo
do Calculo Variacional com a Equacido de Euler, a qual todo extremo deve satisfazer. E
impressionante a quantidade de resultados que conseguimos encontrar com apenas uma
expansao por série de Taylor e uma integracao por partes. Foram também apresentados
alguns problemas de Célculo Variacional, tais como os problemas de fronteiras fixas, fron-
teiras moveis, tempo final livre, funcionais dependendo de mais de uma func¢ao e também
problemas com alguns outros tipos de restri¢oes.

A fim de fazer uma aplicacao do Calculo Variacional na metereologia, viu-se a
necessidade de estudar as equacoes de conservacgao de momentum e de massa para logo
focalizar em equacoes particulares deduzidas a partir delas para regioes particulares da
Terra. Nesses modelos foram incluidos dados observados para assim melhorar as condicoes
iniciais. O conjunto de métodos matematicos que permitem esta inclusao sao chamados de
métodos de assimilacao de dados, um deles é o Calculo Variacional. Apds isso, comecamos
a trabalhar nas aplicagoes, onde o objetivo nada mais era do que encontrar boas condicoes
iniciais para que o modelo resultasse em uma equacao que melhor se aproximasse da re-
alidade.

De fato o Calculo Variacional é de imensa aplicabilidade na meteorologia, as
equacoes aqui estudadas sao casos particulares e apenas foi visto a teoria, um passo
seguinte para o estudo seria a implementacao numeérica e computacional para estes ca-
sos. Um seguinte estudo poderia ser feito em outras equacoes. A complexidade numérica e
computacional para implementar esses métodos sao objeto de grandes estudos. Pesquisando
sobre outras aplicacoes do Célculo Variacional nao é dificil encontrar artigos sobre as mais
variadas areas, o que deixa um grande leque de opgoes para o académico. Entre eles, um
ramo de estudo interessante dentro das aplicacoes seria na resolucao de equagcoes diferen-

ciais ordinarias nao lineares com condicoes de contorno do tipo de Dirichlet.
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APENDICE A
Topicos de Espacos Métricos

O apéndice A foi feito com base em Lima(1977) onde encontram-se as demonstragoes.

Métrica

Seja M um conjunto. Definiremos métrica como uma funcao d : M x M — R
que associa elementos z,y € M a um unico namero real d(z,y). Este namero real d(z,y)
representara a distancia de x até y e uma métrica estara definida quando, para quaisquer

x,y,z € M, valer:

(2) d(z,z) =0

(#2) Se x # y entdo d(z,y) > 0.
(#i) d(z,y) = d(y,z)

(4v) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

Espacgos Métricos

Um espago métrico é um par (M,d), onde M é um conjunto e d é uma métrica
em M. No espaco Euclidiano R™ ha trés maneiras naturais de se definir a distancia entre

dois pontos:
(1) dY(z,y) = (x1 — 1)+ o+ (@0 —y)? = [0, (T — yi)ﬂ

(“’) d(Q)(ZL',y) = ’xl - y1| + Tt |xn - yn| = Z?:l ’xz - yz|

1/2

e vale para quaisquer z,y € R”

d?(z,y) < d(z,y) < dV(z,y) < n.d?(z,y) (4.2.30)

Bolas e Esferas

Seja a um ponto do espaco métrico M. Daro r > 0, definimos Bola Aberta ao
conjunto B(a;r) de todos os pontos cuja distancia até o ponto a é menor do que r ou
equivalente a isto,

B(a;r) ={x € M,d(z,a) <r},
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Bola Fechada ao conjunto Bla;r] de todos os pontos cuja distancia até o ponto a é menor

ou igual do que r ou equivalente a isto,
Blair] = {z € M, d(x,a) <1},

e Esfera ao conjunto S(a;r) de todos os pontos cuja distancia até o ponto a é igual a r
ou equivalente a isto,

S(a;r)={x € M,d(x,a) =1}

Funcoes continuas

-

Definicao 4.2.3 Sejam M, N espagos métricos. Diz-se que a aplicagao f : M — N ¢é
continua no ponto a € M quando para todo € > 0 dado, € possivel obter & > 0 tal que
d(x,a) < § implica d(f(x), f(a)) < €. Diz-se ainda que f : M — N é continua quando

esta € continua em todos os pontos a € M.

Proposicao 4.2.4 A composta de duas funcoes continuas € continua. Mais precisamente,
se f: M — N é continua no ponto a € M e g: N — P ¢é continua no ponto b = f(a),

entao g,f : M — P ¢ continua no ponto a.

Proposicao 4.2.5 A aplicacio f : M — Ny X Ny € continua no ponto a € M se, e

somente se, suas coordenadas fi : M — Ny e fo : M — Ny sao continuas no ponto a.

Corolario 4.2.6 Se f; : M — Ny e fo : M — Ny sao continuas, entdao também é
continua a aplicacao
¢:f1Xf21M1XM2—)N1XN2

definida por
P(x1,22) = (f1(z1), fo(z2))
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APENDICE B

Topicos de Anélise

O apéndice B foi feito com base em Lima(1995) onde encontram-se as demonstragoes.

Aplicacoes continuas

Seja f : X — R uma aplicacao definida no conjunto X C R". Diz-se que f é
continua no ponto a € X quando, para qualquer ¢ > 0 dado, se pode obter § > 0 tal que
todo ponto x € X cuja distancia ao ponto a seja menor do que § é tranformado por f

num ponto f(x) que dista de f(a) menos que €. Em linguagem matematica,
Ve>030>0;, z€ X, |z —a|<d = |f(z)— fla) <e

Se f é continua em todos os pontos de X diz-se simplesmente que f é continua.

Conjuntos abertos

Seja X um conjunto do espaco euclidiano R™. Um ponto a € X chama-se ponto
interior a X quando é centro de alguma bola aberta contida em X, ou seja, quando existe
d > 0 tal que |z —a| < ¢ implica z € X. O interior de X é o conjunto intX, formado pelos
pontos interiores a X. Quando x € intV, dizemos que o conjunto V' é uma vizinhanca de
x.

Um conjunto X C R" chama-se aberto quando todos os seus pontos sao interiores,
isto é, quando para cada x € X existe § > 0 tal que B(z;0) C X. Assim, X é aberto se,

e somente se mtX = X.

Teorema 4.2.7 Um conjunto X C R"™ € fechado se, e somente se, seu complementar
R™ — X € aberto.

Derivadas Direcionais

Seja f: U — R uma funcao de n variaveis reais definida num aberto U C R". Seja

a € U, v € R" a derivada direcional de f com respeito ao vetor v é definida pelo limite

i Ja 1) = (@)

t—0 t

quando este limite existe. Notemos que as derivadas parciais sao casos particulares das

derivadas direcionais, onde teriamos v = e;.

Teorema 4.2.8 Seja f : U — R, definida no aberto U C R™. Suponhamos que o seg-

mento de reta [a,a+v] esteja contido em U, que f(|a,a+v]) seja continua e que ezista a
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derivada direcional com respeito a qualquer vetor v em todo ponto x € (a,a + v). Entdo

existe § € (0,1) tal que

flat o)~ f(a) = Pa+o0)

Funcoes diferenciaveis

Uma funcao f: U — R com U C R” é dita diferencidvel num ponto a € U quando

existem ——(a), i = 1,...,n e para todo vetor v = (o, ..., ;) tal que a + v € U tem-se

a!li'i

"0
flatv) = f(@)+ 3" 2L a0+ o)
i=1 '
onde limj,|_o % Como limy|—,0 7(v), temos que
v

of
8IZ’

(a).c;; + m\v[

0|

lim f(a+v) = lim f(a)—}—Z

|v]—0 |v]—0

= fla)

ou seja, se f é diferenciavel em a € U, entao f é continua neste ponto. Notemos ainda
que, se f é diferencidvel em a € U, entao f deve ter derivadas direcionais continuas para

todo vetor v = (o, ..., ). De fato

of — Jf

90— df (a).v = Z -(a).c.

Regra da Cadeia 4.2.9 Sejam U C R™ e V C R" abertos, f = (f1,..., fu) : U = R"
tal que f(U) CV e cada fungao coordenada fr, : U — R € diferencidvel no ponto a € U.
Seja ainda g : 'V — R uma funcao diferencidvel no ponto b = f(a). Entao, a fungdo

composta (g,f) : U — R € diferencidvel no ponto a e suas derivadas parciais sao

090f ) — i 09 40 (.

dx; ~ Oye " Oz

Teorema 4.2.10 Se a funcao f : U — R possui derivadas parciais em todos os pontos
do aberto U C R™ e cada uma delas € continua no ponto ¢, entdo f € diferencidvel no

ponto c.

A Diferencial de uma funcao

Seja f : U — R uma funcao de n variaveis reais. A derivada de f sera representada

por um funcional linear, ou seja, seu dominio é um espago vetorial (aqui R") e sua imagem
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serd o conjunto dos reais. Seja f : U — R , definida no aberto U C R" diferenciavel em
um ponto a € U. A diferencial de f no ponto a é o funcional linear df : U — R cujo valor

no vetor v = (qq, ..., o) € dado por

e como toda transformacao linear f : R" — R, df(a) possui uma matriz de ondem 1 x n

dada por 5 5
df (a) = (O_xfl(a)’ s 8%(@))

Quando f : U — R é diferenciavel em todo ponto a € U, temos a aplicacao df : U — R*

df (x) = (g—i(x),..., gi(@)

Essa aplicacao é continua se suas coordenadas forem continuas, ou seja, df (z) é continua

cuja matriz é:

se, e somente se for de classe C*', parai=1,2....n.

Z;
Aqui, usou-se para representar a base canonica de (R)* por (dzy,...,dz,), assim

temos dx;v = «;. Portanto podemos escrever

Teorema 4.2.11 Seja f : U — R uma funcao diferencidvel em todos os pontos do seg-
mento aberto de reta (a,a+ v) e seja continua no segmento fechado [a,a+v] C U C R™

Entao existe 6 € (0,1) tal que

of
a&fi

fla+v)— f(a) =df(a+ Ov).v = Z (a+ 0v).q; (4.2.31)

onde v = (aq, ..., ).

O Gradiente de uma funcao diferenciavel

Dada uma funcao f : U — R, com U C R", definimos o gradiente de f no ponto

a € U como o vetor gradf(a) por

< gradf(a),v >= g—i(a) =df(a)v = Y 8f. (a).cy
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para todo vetor v = (ay, ..., @, ). Em particular, < gradf(a),e; >= (a), ou seja

8@»

grad f(a) — (5£( ) ...,§£L<x)>.

Fixemos a € U tal que gradf(a) # 0. As trés propriedades mais importantes do

gradiente de uma funcao diferenciével f sao:
(2) O gradiente aponta para uma dire¢ao segundo a qual a fun¢do f é crescente;

(#2) Dentre todas as dire¢oes ao longo das quais a func¢do f cresce, a dire¢ao do gradiente

é a crescimento mais rapido;

(#12) O gradiente de f & perpendicular a superficie de nivel de f que passa por este ponto.

Foérmula de Taylor; pontos criticos

Seja f : U — R"™ definida no aberto U C R™. A féormula de Taylor de f é dada por
1
fla+v)= f(a)+df(a)v+ idzf( a)v® 4 ..+ dpf( )P +1,(v)

e temos as trés situacgoes principais:

(1) Foérmula de Taylor infinitesimal: Se f é p vezes diferenciavel no ponto a, entdo

lim (V) =0.
v—0 |1)|P

(2) Resto de Lagrange: Suponto [a,a+v] C U, f de classe CP, p+1 vezes diferenciavel

no segmento aberto (a,a + v), entdo existe 6 € (0,1) tal que

1
(p+1)!

rp(v) = A"t fla + Ov).PT!

(8) Resto Integral: Se f ¢ de classe C?™! e [a,a + v] C U, entao
1

(@) = 5 [ Q= o )t
b Jo

onde em cada um dos itens acima, tem-se

3 3 _ .
d’f(a).v® = ;8@ o, 0xk< a).ouooy,
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e assim por diante.

Teorema 4.2.12 (Integragao por partes): Sejam u, v € CY(U). Entao

/umivdx:/uvmidx—/ uvr'dsS, (4.2.32)
U U ouU
1

onde v = (v',...,v") € o vetor normal ao bordo de U.
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APENDICE C
Topicos de Calculo Vetorial

O apéndice C foi feito com base em Stewart(2002).

Multiplicadores de Lagrange

O método dos Multiplicadores de Lagrange é uma ferramenta que nos ajudara a
maximizar ou minimizar uma funcdo f(xi,zs,...,x,) de n variaveis reais sujeita a uma
outra func¢ao de n variaveis reais da forma g(z1, 29, ..., x,) = k.

Em R? por exemplo, maximizar f(z,y) sujeita a g(x,y) = k nada mais ¢ do que
encontrar o par ordenado (xg, yo) que esta sobre a curva de nivel g(z,y) = k onde f(z,y)
assume seu valor méaximo. Dessa forma, isto implicaria num ¢ € R tal que f(z,y) = ¢
seja tangente a g(z,y) = k, ou seja, a reta perpendicular de f(z,y) = ce g(z,y) = k
neste ponto de tangéncia se trata da mesma, entao temos que os vetores gradientes sao

paralelos, logo

gradf(z,y) = A\.gradg(z,y)

Essa ideia pode ser estendida para R™. Trabalharemos com R3. Para determinar

os valores de maximo e minimo que f(z,y,z) restrita a g(z,y,z) = k, uma vez que as
. —

componentes de f e g tenham derivadas continuas e gradg # 0 sobre g(z,y,2) = k,

entao basta resolver

{ gradf(z,y,z) = \.gradg(z,vy, 2)

9(z,y,2) =k
e calcular f(x,y, z) em todos os pontos (x,y,z) encontrados, obviamente o maior vai ser o
ponto de méximo e o menor o ponto de minimo. Em resumo, deve-se resolver o seguinte

sistema de 4 equacoes e 4 incognitas:

Jo=Ags
fy = )‘-gy
f:=Ag:
9(x,y,2) =

Vale a pena enfatizar que nao nos interessa encontrar o valor de A, e sim dos valores x,y

e z.

Campos Vetoriais

Seja D um subconjunto de R™. Um campo vetorial sobre R" é uma funcao F
que associa a cada ponto (z1, s, ...,x,) um vetor n-dimensional ?(xl,x% oy Ty). Aqui

trabalharemos em R3, ou seja, dominios D C R? e funcoes F : R? — R3.
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Integrais de linha

Consideremos C' uma curva plana dada pelas equacgoes paramétricas
r=z(t) y=ylt) a<t<b
ou o que é equivalente, pela equagao vetorial
r(t) = z(t)i+ y(t)j.

Consideremos que C' seja uma curva lisa, ou seja, r'(t) é continua e r'(t) # 0, para todo
t € la,b]. Dividimos o intervalo [a,b] em n intervalos do tipo [t;_1,%;] e consideremos
xr; = x(t;) e y; = y(t;), entdo os pontos p;(x;,y;) dividem a curva C' em n subarcos
de comprimento As;. Escolhendo um ponto qualquer ¢ € [t;_1,t;] e calculando f em
P;(xf,y;), onde f é uma funcdo de duas variaveis cujo a curva C esta definida em seu

dominio, e multiplicamos o resultado por As;, somando temos
i=1
e entao definimos a integral de linha de f sobre C' como
[ Feds = i 3 slatan).As

quando este limite existe. Se sobre C' f é continua, entao este limite sempre existe e

1= | bf<x<t>,y<t>>\/ (fl—f) ; (%)Zt
J(5) ()

¢ o comprimento da curva C. Essa mesma ideia segue para uma curva C em R3,

onde

oy, 2)ds = lim S f(a yt 25). As;
/C< s = Jim > 1 )

e ainda

|t [ bf<x<t>,y<t>,z<t>>\/ (é—f) ¥ (%) " (%)dt
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Seja F um campo vetorial continuo definido sobre uma curva lisa C, dada pela

funcao vetorial r(t) com a <t < b. Entdo, a integral de linha de F ao longo de C' é dada

/CFdr = /abF(r(t)).r’(t)dt

por

Rotacional

Se F' = Pi+ Qj + Rk é um campo vetorial em R? e as derivadas parciais de P, Q

e R existem, entdao o Rotacional de F' ¢ o campo vetorial sobre R? definido por

i gk
o o0 0
tF=| — — —
ro der dy dz
P @Q R
ou simplesmente como
rot F =V x F

o 0 0
onde V é o operador definido como V = | —, —, — |.
oz’ Jy 0z
Uma interpretacdo fisica do rotacional que vale a pena citar aqui é que se F(x,y, z)
é um campo de vetores que representa a velocidade de um fluido, entao rotF esta rela-
cionado ao fenémeno de rotagao deste fluido. Consideremos agora um ponto (o, Yo, 20)-
As particulas situadas numa vizinhanca deste ponto tendem a rodar ao redor do eixo
formado pelo vetor rot F(xg, Yo, 20), 0 comprimento deste vetor é a velocidade com que
as particulas se movem ao redor desse eixo. Se acontecer de rotF'(zg, yo, 20) = 0, o fluido

esta livre de rotagdes numa vizinhanga do ponto (g, yo, 20)-

Divergéncia

Se F' = Pi+ Qj + Rk é um campo vetorial em R? e as derivadas parciais de P, Q

e R existem, entao a divergéncia de F' é definida por

Se F(x,y,z) é um campo de vetores que representa as velocidades de um fluido,
entao a divergéncia do campo estd relacionada com a expansao ou contracao do vol-
ume do fluido pelo fluxo do campo. Temos que num ponto (zg, Yo, 20) admissivel, se
divF(xo,y0,20) > 0 entdo isto representa que ha uma expansao do fluido numa vizin-
hanga deste ponto, caso divF'(z, Yo, z0) < 0, isto representa que ha uma contracao numa

vizinhanga deste ponto. Caso divF(z,y,z) = 0, dizemos que F é incompressivel.
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APENDICE D

Topicos de Estatistica

Introduziremos alguns conceitos basicos de estatistica que serdao usados com frequéncia
no desenvolvimento das aplicagoes e podem ser encontradas em qualquer bibliografia (por
exeplo Papoulis,A.(1965)). O conceito de variavel aleatoria pode ser entendido como uma
varidvel quantitativa, cujo resultado depende de fatores aleatérios. Matematicamente, var-
iavel aleatoria é uma funcao que associa elementos do espago amostral a valores numéricos.
Consideremos a variavel s como uma variavel aleatoria, a Esperanca de s é definida como
a soma das probabilidades de cada possibilidade de saida da experiéncia multiplicada pelo
seu valor. Isto é, representa o valor médio esperado de uma experiéncia se ela for repetida
muitas vezes. Supondo que s pode pegar valores entre —oo e +00, entao a esperanca de

s é dada por .
<5 >= / s p(s)ds (4.2.33)

onde p(s) é a funcdo densidade de probabilidade de s, p(s) é a probabilidade que o valor

de s esteja num intervalo infinitesimal formado por s e s + ds e satisfaz

p(s) >0, e /_+Oop(s)ds = 1.

[e.9]

Definimos a variancia de s como
os=V<(s—n)>

onde n =< s >.

Supomos que existem N observacoes si, So, ..., Sy de uma variavel s. Assumimos
que estas observacoes sao pegas com diversos tipos de instrumentos diferentes e que o
erro associado com cada medi¢ao é dado por €, = s, — s. Assumimos que os erros de
observacao sao aleatorios e distribuidos normalmente. Entao a probabilidade que o erro

associado & n-ésima observacao esteja entre ¢, e €, + de, é

1 €2
€,) = exp | ——% 4.2.34
plen) = — = xp | =32 (1230
onde oo
02 =< (s, — 8)? >=< €2 >= / e ple)des e <€ >=0

Se considerarmos ainda N observagoes, a probabilidade de que €; esteja entre

€1 +deq, €5 esteja entre €5 + deo, ..., €, esteja entre €, + de,, é dado pelo produto individual
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das probabilidades dada por (4.2.34). Assim

)( 2)--p(en (4.2.35)
{——i} (4.2.36)

p(er,....,en) = ple
-1
— [HO\/_] exp[ Z 702 ] (4.2.37)

n=1

O mais provavel valor é denotado por s, e este deve minimizar o seguinte funcional

1= 13 025, — 5,0 = (sa=s1) | (Sa=52) | | (Sa=sn) (4.2.38)

2 2 2
207 205 20%

Esta equagao pode também ser reescrita, segundo Daley(1996) como

N
I = Z wy,d>
n=1

onde w,, sao conhecidos como pesos, d,, = s —s,, € o residual da n-ésima observacao. Uma

. ~ ~ , o -2
boa aproximagao para os erros de observacao é dada por w, = 0.50,~.
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APENDICE E

Equacoes do movimento em coordenadas esféricas

Para trabalharmos num sistema rotacionando, como introduzido acima e além
disso, para trabalhar com modelos meteorologicos, ¢ muito mais conveniente trabalhar-
mos com as equacoes do movimento em um outro sistema de coordenadas, o sistema de
coordenadas esféricas, que para este caso ¢ bem mais pratico que o de coordenadas carte-
sianas. As coordenadas serdo dadas por (), ¢, z), onde A é a longitude (longitude de um
lugar é o angulo que o raio que passa por esse ponto faz com o Meridiano de Greenwich
e ainda \ € [0,27]), ¢ é a latitude (latitude de um lugar é o angulo que o raio que passa
por esse ponto faz com o plano do equador e ainda ¢ € [0,7]) e z é a distancia vertical

do ponto a superficie da terra. Novamente, denotaremos a velocidade como
V =ui+vj+wk

onde as componentes u, v e w sao definidas como

D) D¢ Dz

u:rcosgbﬁ, v:rﬁ, wzﬁt
onde r é a distancia ao centro da Terra, que é dado por r = z+a, onde a ¢ o raio da Terra.
O sistema de coordenadas (x,y, z) definido deste modo ndo é um sistema de coordenadas
cartesianas, porque as direcoes dos vetores unitarios i, j e k nao sao constantes e sim
funcoes da sua posicao na esfera. Essa dependéncia da posicao dos vetores unitarios é
levada em consideracao quando o vetor aceleracao é expandido em suas componentes sobre

a esfera. Assim, escrevemos

DV Du. Dv. Duw D D D
oV _Dug Due Doy PP w Pk 4.9,
Dt D T DA T D T T T Yy (4.2.39)

A fim de obter as equacoes das componentes de movimento é necessario avaliar as variacoes
dos vetores unitarios seguindo o movimento. Consideraremos primeiro Fti’ expandindo

sua derivada total e notando que i é dependente apenas de z, temos

D . 0i
—1 = Uu—
Dt ox

e observando a Figura (4.3) podemos notar que

1

"~ acoso

lim @ = 0

s1—0 0x | Ox

oi
e ainda o vetor — aponta para o eixo de rotacao.

ox
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Figura 4.3: Dependéncia longitudinal do vetor i.

Fonte: HOLTON(1972).

Figura 4.4: 6i depende das componentes j e k.

U

Fonte: HOLTON(1972).

Portanto

Ei = aczs¢(Sin ¢j — cos k). (4.2.40)

D . .
Considerando agora E‘j’ notemos que j é funcao de z e y. Assim, com o auxilio

ox
Como o vetor 9

a/tang¢’ oz

da Figura (2.3), vemos que para o movimento leste, |0j| =

estd direcionado no sentido negativo do eixo z, temos entao

dj tan ¢,
- = 4.2.41
Ox a ( )
Pela Figura (4.5) fica claro que para o movimento ao norte |§j| = d¢, mas d¢ = ady e dj

é direcionado ao sul, entao

i k
@ = —— (4.2.42)
oy a
logo H 5
u tan v
—j=— j— -k 4.2.43
o i ( )

89



Figura 4.5: Dependéncia do vetor unitario j na longitude.

Fonte: HOLTON(1972).

e da mesma forma, temos

D u, v

—k=—-i+-j 4.2.44
Dt al * a‘] ( )
Substituindo (4.2.42) e (4.2.43) em (4.2.44) e reorganizando os termos, obtemos a

expansao em coordenadas esféricas da aceleracao dada por

k
(4.2.45)

DV Du  uvtan ¢ n uw \ . n Dv n utang  ovw) Dw  u®+v?
- = - - 1 - —
Dt Dt a a Dt Dt a

Figura 4.6: Dependéncia do vetor unitario j na latitude.

Fonte: HOLTON(1972).

Voltando a componente de expansao dos termos de forca em (??7). A forga de
Coriolis ¢ expandida notando que {2 nao tem nenhuma componente paralela a i e que as

suas componentes paralelas a j e k sao 2€2 cos ¢ e 2{2sin ¢ respectivamente. Assim, temos
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que

ik
—2QxV =10 cos¢ sing
u v w
ou seja
—2Q x V = —(2Qw cos ¢ — 2Qu sin ¢)i — 2Qu sin ¢j + 2Qu cos pk (4.2.46)

O gradiente de pressao pode ser expresso como

_OP. 0P, 0P

P _
VE= 5 50 5

(4.2.47)

e a gravidade é representada por
g=—gk (4.2.48)

onde g é aproximadamente 9.8m/s?. Agora, para uma forga qualquer F,, temos que
F,=F,i+F,j+F.k (4.2.49)

substituimos o que foi desenvolvido e obtemos as seguintes equagoes:

D t 10P
—u—w%—ﬂ = ——— +2Qusing — 2Qwcos¢p + F,,
Dt a a p Ox
Dv  w’tan¢ ww 10P
— — = ——— —2Qusi F,
Dt + a - a p Oy using + Fr,

Dw  u?+ v? 10P

- = ——— —g—2Q F,.
Dt a p 0z ucosg+

que sao as equacgoes de momentum para as componentes leste, norte e vertical, respecti-
vamente. Os termos proporcionais a 1/a do lado esquerdo das equagoes (3.2.11), (3.2.12)
e (3.2.13) s@o chamados os termos de curvatura, que surgem devido curvatura da Terra,
pois nao sao lineares, pois sao quadraticos nas variaveis dependentes e portanto dificeis de

manusear. Felizmente, os termos de curvatura nao sao importantes para latitudes médias.
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