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RESUMO

CARDOSO, Dienifer Tainara. Teorema Fundamental do Calculo:
uma abordagem dindmica. 2016. 132 p. Trabalho de Conclusdo de
Curso (Graduacdo em Licenciatura em Matematica) — Universidade do
Estado de Santa Catarina, Joinville, 2016.

Neste trabalho focamos no ensino e aprendizagem do Célculo Integral,
mais especificamente o Teorema Fundamental do Célculo (TFC), o qual
aborda de maneira explicita a conexdo entre o Célculo Diferencial e o
Calculo Integral. Todavia, a maioria dos alunos tém dificuldade em
compreender essa conexdo. Diante disso, o principal objetivo foi
desenvolver duas sequéncias didaticas mediadas pelas tecnologias, que
possibilitassem essa conexdo. As aplicacbes dessas sequéncias se
apoiaram na metodologia da Engenharia Didatica e foram feitas em uma
turma da Graduagdo e em uma turma da Pés-Graduacéo. Foi elaborada a
analise a priori para ambas as sequéncias aplicadas e nelas foram
previstas estratégias baseadas no trabalho de Hoffkamp (2010), bem
como no conhecimento prévio de cada turma. Apds a aplicacdo de cada
atividade foi elaborada a andlise a posteriori, que nos permitiu
confrontar nossas hipoteses referentes a cada turma. Além desses
importantes resultados, este trabalho aborda um breve histérico do
Calculo Integral, a importancia do Calculo Diferencial e Integral no
curriculo do estudante de licenciatura e a anélise de diferentes livros de
Calculo, com objetivo de averiguar como ocorre a passagem das somas
de Riemann para a primitiva da fun¢éo que aparece no TFC.

Palavras-chave: Dependéncia funcional. Sequéncia Didatica. Conceito
geométrico. Somas de Riemann. Engenharia Didética.






ABSTRACT

CARDOSO, Dienifer Tainara. Fundamental Theorem of Calculus: a
dynamic approach. 2016. 132 p. Course Conclusion Paper (Mathematics
Teaching Graduation Course) — Santa Catarina State University,
Joinville, 2016.

In this work we focus on the teaching and learning of the Integral
Calculus, specifically the Fundamental Theorem of Calculus (FTC),
which explicitly addresses the connection between the Differential
Calculus and Integral Calculus. However, most students have difficulty
understanding this connection. Thus, the main objective was to develop
two didactic sequences mediated by technology that would enable this
connection. The application of these sequences were based on the
methodology of Didactic Engineering and took place in an
undergraduate class and in a Master’s Program class. The priori
analysis was prepared for both applied sequences, for which strategies
were set based on the work of Hoffkamp (2010), as well as on the prior
knowledge of each class. After the application of each activity a
posteriori analysis was elaborated, which allowed us to confront our
assumptions for each class. In addition to these important results, this
work presents a brief history of the Integral Calculus, the importance of
Differential and Integral Calculus in undergraduate student curriculum
and the analysis of different Calculus books, in order to ascertain how
the passage from Riemann sums to the primitive function that appears
on the FTC takes place.

Key words: Functional Dependence. Didactic Sequence. Geometric
Concept. Riemann Sums. Didactic Engineering.
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INTRODUCAO

Muitas sdo as pesquisas existentes que tratam das dificuldades
observadas na aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral (CDI),
disciplina obrigatoria em diversos cursos de graduacdo por tratar de
conceitos aplicaveis em muitos campos do saber, como fisica,
matematica, economia, administracéo etc. Henriques (2007) se baseia na
didatica francesa para desenvolver um estudo sobre o ensino e
aprendizagem do CDI. Enquanto, Rezende (2003) parte do pressuposto
gue as maiores dificuldades do Calculo sdo de natureza essencialmente
epistemoldgica.

O Teorema Fundamental do Calculo (TFC) traduz a ideia
central do CDI, que é a conexdo entre esses dois calculos, o que
consequentemente possibilita que muitos alunos também sintam
dificuldades em compreendé-lo.

Segundo Anacleto (2007) os obstaculos dos estudantes para
compreender o TFC estdo principalmente relacionados com uma
incompleta mobilizacdo das nogdes de derivada, integral e continuidade.
Isto, possivelmente, pelos alunos optarem pelo ensino orientado aos
processos ao invés de compreensao estrutural.

Esse teorema demonstra que a integracdo e a diferenciacdo séo
operacdes inversas, assim pode-se concluir que os problemas de areas
limitadas sob o gréfico de uma fun¢do num intervalo e o problema da
determinacdo da inclinagdo da reta tangente num ponto da fungdo
podem ser resolvidos juntos, pois resolvido um problema o outro
também passa a ser solucionado (GRANDE, 2011). Todavia, os alunos
na maioria das vezes ndo enxergam ou tém dificuldades em
compreender essa relacdo que é o maior significado desse teorema.

Outro problema também citado em diversas pesquisas sobre as
dificuldades que os alunos apresentam com relacdo aos conceitos
envolvidos no TFC € a interpretacdo geométrica deste teorema.

Uma questdo tem se apresentado diante dessas dificuldades:
Como a tecnologia pode auxiliar o aluno para que ele possa
compreender as conexdes entre o Célculo Diferencial e Integral?

Segundo Bianchini(2000) a abordagem do Célculo de Newton
busca substituir o calculo de area de uma regido fixa pelo célculo da
area de uma regido variavel, ou seja, no calculo de area ird existir uma
dependéncia funcional que é quando um extremo do intervalo € movel,
como ilustra a Figura 1:
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Figura 1- Area sob o grafico
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Fonte: adaptada de Bianchini (2000, p. 301) — TFC e Integrais Indefinidas

Pelo TFC, temos que:
1. Seafuncdo F(x) é definidaem [a,b] por

F() = [ foat, ()
entdo, F'(x) = f (X) paratodo x em [a,b], desta forma, F(X) é uma
primitivade f .

2. Se F éumaprimitivade f em [a,b], entdo

[t (x)dx=F(0)-F(a). @)
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Sabemos assim que (1) nos retornara uma funcdo de X (que

sera nossa primitiva) a qual ira definir a area sob o grafico de f neste
intervalo de [a, x] diferente de (2) que nos retornara também a area sob

o grafico f , mas ndo mais em funcdo de X e sim em um valor

numérico. Diante dessa analise, podemos concluir que em (1) existe
uma dependéncia funcional de X para obter o valor da érea.

Um estudo, elaborado por Hoffkamp (2010) com alunos de uma
escola secundaria em Berlin- Alemanha, que seria o equivalente ao
ensino médio no Brasil, mostra alguns resultados obtidos a partir da
aplicacio de algumas atividades programadas no software Cinderella*
gue envolvem visualizagOes interativas do Céalculo. Segundo Hoffkamp
(2010) a disciplina de Calculo foi introduzida no curriculo do ensino
médio da Alemanha apds a Meraner Reform de 1905. A reforma foi
iniciada por Felix Klein e foi concebida como uma reforma de toda a
matematica e educacéo cientifica na escola.

As atividades elaboradas por Hoffkamp (2010) abordaram a
dependéncia funcional do TFC mediadas por softwares de geometria
dindmica. De acordo com o referido autor, estas atividades geraram
discussdes significativas entre os estudantes, contribuindo para um
desenvolvimento gradativo do conceito do Calculo. Tais resultados
motivaram o desenvolvimento do presente trabalho.

Deste modo, busca-se através deste trabalho desenvolver
sequéncias didaticas mediadas pelas tecnologias, que possibilitem as
conexdes entre o Calculo Diferencial e o Célculo Integral. E ainda, de
maneira especifica, formalizar as seguintes etapas:

= Apresentar um breve histérico do TFC;

= Abordar o TFC num contexto de formacdo para alunos de
Licenciatura em Matematica;

= Estabelecer as conexdes entre Somas de Riemann e o0 TFC;

= Implementar sequéncias didaticas do TFC no GeoGebra.

=  Aplicar as sequéncias em turmas piloto;

= Analisar os resultados.

! Software de construcdo em geometria desenvolvido por Jurgen Richter-Gebert &
Ulrich Kortenkamp. E um software de construgio que nos oferece “régua e
compasso eletronicos”. Um diferencial deste software é que permite que se trabalhe
também em geometria hiperbdlica e esférica (EDUMATEC, 2008).
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Tomaremos como referencial tedrico da concepcao e aplicacdo
de sequéncias didaticas de CDI, Rocha (2010) e Melo (2002) que
apresentam atividades nas quais 0s conceitos de limite, derivada e
integral, foram trabalhados em sala de aula com o auxilio de softwares
de geometria dindmica. Tais atividades buscavam desenvolver uma
compreensao mais profunda desses conceitos.

Com base na fundamentac&o tedrica e na questdo problema que
norteia este trabalho, a metodologia que serd utilizada em busca de
alcangar os objetivos € a Engenharia Didatica. Essa metodologia se
caracteriza de uma forma particular de organizar os procedimentos
metodoldgicos de pesquisa desenvolvidos no contexto de sala de aula.

Segundo Zuchi (2005) um dos trabalhos mais interessantes
realizados por um professor tem sido o de escolher ou organizar
sequéncias de atividades que explorem um dominio do conhecimento do
aluno.

Artigue (1988) descreve a Engenharia Didatica como sendo um
esquema experimental baseado em realizacdes didaticas em sala de aula,
isto &, sobre a concepg¢do, realizacdo, observacdo e analise de uma
sequéncia de ensino.

As préticas educativas desenvolvidas a partir de principios da
engenharia didatica podem ser compreendidas como praticas de
investigacdo, através da qual se estabelece uma dependéncia entre
pratica e teoria (BERENGUER, 2010).

A engenharia  didatica  possibilita  uma
sistematizacdo metodol6gica para a realizagdo da
pesquisa, levando em consideracédo as relagGes de
dependéncia entre teoria e pratica. Esse & um dos
argumentos que valoriza sua escolha na conduta
de investigacdo do fendmeno didatica, pois sem
articulacdo entre a pesquisa e a acdo pedagogica,
cada uma destas dimensdes tem seu significado
reduzido (PAIS, 2008, p. 99).

Diante da organizacdo de procedimentos metodoldgicos, a
Engenharia Didatica possui quatro fases consecutivas: Analise
preliminar; Concepcdo e Andlise a priori; Experimentacdo; Anélise a
posteriori. Essas quatro etapas serdo descritas abaixo segundo Artigue
(1988), bem como, a elaboracdo deste trabalho em cada etapa:

1. Anélise preliminar: Caracteriza-se pelo levantamento das
concepgOes envolvidas, que buscam referéncias teoricas que
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fundamentem a pesquisa. Além disso, segundo Pais (2008) é
necessario levantar constataces empiricas, destacar concepgdes
dos sujeitos envolvidos e compreender as condigdes da
realidade sobre a qual a experiéncia sera realizada. Nesta fase
busca-se analisar as possiveis causas do problema a ser
pesquisado bem como subsidios para o tratamento desse
problema, com vistas a embasar a concepcdo da Engenharia
Didatica.

Para alcancar os objetivos dessa primeira etapa faremos uma
breve apresentacdo sobre a histdria e apresentacdo do TFC no capitulo
1. Sua demonstracdo serd deixada para o capitulo 2, em que é descrita a
analise de alguns livros didaticos com o objetivo de averiguar como e se
os livros didaticos estabelecem a conexao entre a integral definida como
limite de somas e como calculo da primitiva nos extremos, bem como o
estudo de artigos cientificos que fundamentam a pesquisa.

2. Concepcao e Andlise a priori: Essa etapa tem como objetivo
elaborar sequéncias pertinentes de aprendizagem, tendo como
meta, a0 mesmo tempo, os alunos e o problema didatico
proposto. S8o previstas as acBes e comportamentos dos
estudantes durante a experimentacdo, indicando de que modo as
atividades propostas propiciardo a aprendizagem desejada.

Aqui elaboramos a sequéncia didatica, levantamento de
hipoteses e identificacdo de varidveis de analise. Foram desenvolvidas
duas sequéncias didaticas: uma para ser aplicada na Graduacéo, e outra
para ser aplicada na Po6s-Graduagdo. Ambas as sequéncias séo
compostas por atividades no ambiente lapis e papel e também
computacional. Na analise a priori previmos estratégias de resolucédo
para cada atividade levando em consideracéo o publico e resultados da
aplicacdo de Hoffkamp (2010), a qual aplicou uma atividade semelhante
em uma escola secundaria em Berlim — Alemanha. Esta etapa da
Concepcao e Anélise a priori sera descrita no capitulo 3 deste trabalho.

3. Experimentagdo: Fase em que se aplica a sequéncia didatica a
uma determinada populacdo de estudantes. E neste momento
que se da o contato pesquisador/professor/observadores com a
populacdo de alunos, sujeitos de pesquisa, e sdo explicitados os
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objetivos e condigdes em que se realizara a investigacdo
(BERENGUER, 2010).

Foram selecionadas duas turmas para a aplicacdo da sequéncia,
uma na Graduacdo e outra na Pds-Graduagdo do Centro de Ciéncias
Tecnologicas- UDESC. O TFC, nessa universidade, é abordado na
disciplina de Calculo Diferencial e Integral Il (CDI- II). A aplicacdo
ocorreu na turma do curso de Engenharia de Producdo. Na Pos-
Graduacdo, a aplicacdo se fez na disciplina de Fundamentos do Calculo,
do Programa de P6s-Graduacdo em Ensino de Ciéncias, Matematica e
Tecnologia. Durante cada aplicacdo a autora deste trabalho ficou como
observadora da classe, coletando dados que ajudassem na analise a
posteriori. A organizacdo e institucionalizacdo se deram como acordado
com o professor responsavel pela turma. A descricdo completa da
experimentacdo sera feita no capitulo 4, juntamente com a analise a
posteriori.

4. Andlise a posteriori: Corresponde a analise do conjunto dos
dados obtidos na fase da experimentagdo e as observagdes
realizadas durante a aplicacdo da sequéncia. O confronto das
andlises a priori e a posteriori fundamenta a validacdo das
hipoteses formuladas. Assim, a quarta fase que ¢ a validagéo do
resultado de confronto entre as analises a priori e a posteriori, se
gualifica como validade interna, limitada ao contexto da
experiéncia realizada. Segundo Pais (2008, p.103), a validacdo
¢ “uma etapa onde a vigilancia deve ser ampliada, pois se trata
de garantir a esséncia do carater cientifico”.

No capitulo 4 apresentaremos o confronto entre a andlise a
priori e o resultado da aplicagdo. Com esta etapa certificamos algumas
hipoteses relatadas na andlise a priori e analisamos outras respostas ndo
esperadas. Nosso trabalho vai ao encontro do que é preconizado na
Engenharia Didatica:

Na area da Didatica, o termo Engenharia visa
introduzir o campo de agdo pratica ao dominio
tedrico da mesma. A Engenharia Didatica confere
a Didatica o estudo epistemoldgico de ciéncia de
acdo e ndo, unicamente, de ciéncia do
conhecimento; atenta as ciéncias da comunicagdo,
susceptiveis de , ajudar o professor a se comunicar
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com seus alunos, atenta as tecnologias da
educacdo auxiliares as atividades pedagdgicas e as
progressdes e implementacBes de escolhas
didaticas. (DEVELAY, 1992, apud ROSA,
1998, p.).

Neste contexto seguimos nosso trabalho com a apresentacdo da
sequéncia realizada, bem como sua analise preliminar comegando com
um resgate de alguns pontos da historia.
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1 TFC: UMA BREVE HISTORIA

O conceito da integral, tal como abordamos atualmente, é o
resultado do desenvolvimento do Célculo hd mais de 2500 anos,
envolvendo varios expoentes que contribuiram na sua evolucdo. No
contexto histérico os problemas cléssicos de quadratura e tangentes
permeiam as aplicacdes desde a matematica antiga até a contemporanea.
Esses dois problemas classicos conectam o Calculo Diferencial e o
Integral, porém, por muito tempo eles foram tratados de forma
independente. Tal conexdo é recente e conta com a contribuicdo dos
trabalhos de varios matematicos, como por exemplo, Fermat (1601-
1655), Torricelli (1608-1647), Barrow (1630-1677) Newton (1642-
1727), Leibniz (1646-1716), dentre outros.

Fermat, por exemplo, apresentou um método para determinar a
tangente e a quadratura de curvas do tipo y = x™ chegando ao resultado
que, na notacdo moderna, sdo expressas por y' = nx" ! e foT x"dx =

n+1

— respectivamente. Porém, segundo Boyer (1996) nado estabeleceu a

relacdo entre as duas operacoes:

Dificilmente poderia deixar de notar que ao achar
tangentes a y = kx™ multiplica-se o coeficiente
pelo expoente e baixa-se o expoente de uma
unidade, ao passo que para achar areas aumenta-se
0 expoente e divide-se pelo novo expoente.
Poderia a natureza inversa desses dois problemas
ter-lhe escapado? Embora isso seja improvavel,
no entanto ao que parece em lugar nenhum ele
chamou a atencdo para a relacdo que hoje se
chama o teorema fundamental do célculo
(BOYER, 1996, p. 242).

Segundo Boyer (1996), Torricelli foi um dos precursores no
movimento dessa conexdo, ao relacionar os problemas de quadratura e
tangente, passando de uma equacdo para as funcbes da distancia e
velocidade em relacdo ao tempo. Torricelli percebeu de maneira
intuitiva a relacdo inversa entre a area e a tangente. Porém, de acordo
com Eves (2011) o enunciado dessa conexdo, conhecida atualmente
como o Teorema Fundamental do Calculo- TFC, foi estabelecido por
Barrow em seu trabalho intitulado Lectiones opticae et geometricae .
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De acordo com Palaro (2006), Newton e Leibniz trouxeram
importantes contribuicbes para o Calculo, unificando os estudos
realizados anteriormente. Eles sdo considerados fundadores do Célculo
Diferencial e Integral (CDI) pela generalidade de seus métodos e por
suas técnicas terem feito da Analise Infinitesimal um ramo autdbnomo,
independente da Geometria.

Apesar das denominagfes de integracdo e derivacdo serem
recentes e muitas vezes atribuidas a alguns matematicos especificos, a
lente da historia nos fornece indicios que desde os tempos dos gregos
varios expoentes sabiam derivar e integrar e conheciam intuitivamente a
relacdo entre ambas. Para a formalizacdo do Caélculo, tal como a
conhecemos, foi necessaria a conexdo de varias pecas ja existentes e a
criacdo de novas para complementar o tabuleiro chamado Calculo.

Era um verdadeiro mosaico, cujos caquinhos
estavam espalhados por toda a Europa, s estavam
faltando homens que os juntassem, ou melhor,
unificarem as ideias, criando um simbolismo
geral, regras consistentes e um processo que
generalizasse todos os precedentes. Esses homens,
na realidade, ja faziam parte da sociedade de
entdo, um na Alemanha, Leibniz, e outro na
Inglaterra, Newton. Com eles, o grande mosaico,
que levaria 0 nome de Caélculo, seria montado.
(CONTADOR, 2012, p.262)

Apo6s as ideias generalizadas, no inicio do século XIX Cauchy
(1789-1857) e Riemann (1826-1866) contribuiram com resultados
significativos sobre a integral como uma soma de infinitas parcelas
(SIPLE; CARDOSO; FIGUEIREDO, 2015). Em 1823, Cauchy
formulou uma defini¢do construtiva, de maneira muito parecida com as
atuais. Essa definicdo nos diz que dada uma funcdo qualquer definida
em um intervalo [a,b], o intervalo é particionado em subintervalos
[xr—1, %], cCOMa = xy < x; < x, < -+ < x, = b, formando a soma

fxo) (e — x0) + -+ + f(x0) (Kigr — xp) + -+ + f (1) (X, — Xn—1).

Assim, sendo Ax;, = x; — x,_q, a integral a Cauchy ¢ definida
como

max|Axy|—-0

b n
[reoar= gim > fee)6m - xe.
a k=1
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Riemann, partindo de uma funcdo limitada em [a,b],
apresentou uma particdo desse intervalo e, em seguida, escolheu para
cada subintervalo [xj,_4,x;] um ponto arbitrario ¢, em seu interior,
diferente de Cauchy, que calculava usando 0s pontos sempre a esquerda
do intervalo. Sendo assim, Riemann definiu sua integral como

n

b
| o= tim > a0~
k=1

O método das somas de Riemann é eficaz, mas nem sempre é
simples de ser utilizado, ja que estamos lidando com o célculo de um
limite de um somatério. Como comentado anteriormente, foi Barrow
guem estabeleceu a conexdo entre o Calculo Diferencial e Calculo
Integral, chegando ao enunciado que hoje chamamos de TFC.

Na sequéncia enunciamos o TFC em duas partes conforme
Guidorizzi (2001a). Nos livros didaticos existem formas distintas de
abordagem desse teorema, logo deixamos a demonstracéo desse teorema
para ser apresentada no capitulo 2 em que é feita uma analise sobre a
abordagem do TFC em livros didaticos.

1° Teorema Fundamental do Calculo: se f for integravel em [a, b] e
se F for um primitiva de f em [a, b], entdo f:f(x)dx = F(b) — F(a).

2° Teorema Fundamental do Calculo — Existéncia de Primitivas:
seja f definida e continua no intervalo I e seja a € I. Nestas condi¢des,

a funcéo F dada por F(x) = f;f(t)dt,x € I, é uma primitiva de f em
I,isto é, F'(x) = f(x) paratodo x em I.

As aplicacbes do TFC estdo presentes em vérias situacdes
problemas, tais como no célculo de &reas, comprimentos, volumes,
trabalho realizado por uma forca, dentre outras. As discussdes dos
fundamentos do Célculo sdo importantes em todos 0s cursos, mas
especialmente na formacdo do futuro professor de matematica, para que
ele possa estabelecer as conexdes do Ensino Superior com o Ensino
Bésico. Muniz e Silva (2013, p.20) ampliam as discussdes salientando
que:

No curso de Calculo Diferencial e Integral, as ideias
essenciais decorrem dos conceitos de infinitésimos
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e de somas infinitas, e essas ideias se articulam com
a atuacdo do egresso no Ensino Fundamental e
Médio, pois, no Calculo é preciso estudar (e
aprender) como fazer somas de infinitas parcelas ou
como tomar um intervalo numérico infinitamente
pequeno, nogbes completamente diferentes daquelas
adquiridas no Ensino Fundamental e Meédio.
Entretanto, o conceito de soma de infinitos termos
pode ser articulado com o conhecimento do aluno
sobre comprimento de curvas, ou ainda, de area de
figuras planas, através da discussdo do método da
exaustdo introduzido pelos matematicos gregos para
calcular a area de algumas figuras geomeétricas,
como, por exemplo, a area do circulo.

Para Avila (1991) o CDI amplia diversos conhecimentos da
matematica, como geometria, trigonometria, algebra etc. Por exemplo,
podemos usar 0s conhecimentos adquiridos do Calculo para discutir o
volume de recipientes de diferentes formatos, no qual somente a
limitacdo a geometria espacial fica fragilizada.

Nesse contexto, propiciar discussbes sobre aproximacdes,
somas infinitas e dependéncia funcional sdo fundamentais em um curso
de Licenciatura em Matematica.

O Ensino de Calculo que leva em consideragdo a exploracdo de
seus fundamentos, ao contrario de ser dificil, € muito gratificante pelas
ideias novas que traz e pelo poder e alcance de seus métodos.

Em um curso de Calculo para a licenciatura é possivel
compreender a importancia dos conceitos de fungdes e suas aplicacbes
vistas desde o 8° ano do Ensino Fundamental, assim como ampliar a
visdo do futuro professor sobre o desenvolvimento histdrico da propria
matematica, que teve consequéncias contundentes para a humanidade
nos Gltimos séculos (MUNIZ; SILVA, 2013).

Com a utilizagdo do Célculo diversos contelidos poderiam ser
aprendidos paralelamente de uma maneira mais incitante. Um bom
exemplo, novamente, seria fungGes, que como diz Muniz e Silva (2013,
p. 20):

O conceito de fungdo é um dos mais importantes
em Matematica e as fungBes permeiam a
modelagem de problemas da nossa vida cotidiana.
Tornar essa ideia mais consistente e clara, para
que seja mais compreendida e aproveitada por
mais pessoas na sociedade é papel do professor de
Matemética.
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E segundo Avila (1991), a melhor forma de mostrar ao aluno a
importancia do conceito de fungdo, é primeiramente ensinar-lhe os
conceitos de derivada e integral e para que servem esses conceitos.

Diante do posicionamento destes autores, percebemos o qudo é
importante um estudante de matematica aprender as reais utilidades e
importancia da matematica no mundo moderno (muitas dessas a partir
da disciplina de Calculo) e, assim, lecionar a matematica para seus
alunos de maneira mais significativa.

O Caélculo permite ampliar nosso conhecimento em diversas
areas. Todavia, mesmo o curso de Célculo aprofundando em estudos do
Ensino Basico, o licenciando deve ter clareza de que parte desse
aprofundamento pode ser levado ao Ensino Médio.

Como dito anteriormente, dentro da disciplina de Calculo séo
vistos outros contetidos também muito importantes, como Geometria,
Aritmética, Trigonometria etc. O conteldo de Soma de Riemann, logo
mais o TFC, poderia ser explorado em uma turma do Ensino Médio.
Esse conteldo ndo exige muito mais do que geometria plana e
aritmética, mas infelizmente muitos alunos de Licenciatura em
Matematica ainda ndo perceberam isso. Por esse motivo muitas vezes é
gue o Calculo é visto como uma barreira na formacao académica de um
aluno de licenciatura em matemaética.

Diante disso, é essencial que um estudante de licenciatura em
matematica curse a disciplina de CDI. Essa disciplina permite explorar e
conectar diversas definicfes da matematica que colaboram para um
conhecimento mais amplo do professor sobre aplica¢des do Calculo no
cotidiano. Algumas dessas aplicagcdes podem ser exemplificadas na sala
de aula do Ensino Baésico, obtendo com isso, um aumento na
probabilidade de uma aprendizagem significativa do aluno. Da mesma
forma, que amplia a visdo da matematica moderna do futuro professor.

No préximo capitulo apresentamos uma analise feita em
diferentes livros de Calculo, com o intuito de averiguar como é
apresentada pelos autores a passagem de um limite de somas para uma
primitiva.
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2 ANALISE DOS LIVROS — DE UM LIMITE DE SOMA PARA
UMA ANTIDERIVADA

Sabemos que, apesar de eficiente, o calculo por limite de somas
de uma integral definida ndo ¢ um método muito pratico e facilitador.
Entretanto, o TFC minimiza o célculo dessas integrais, ndo mais pela
soma, e sim por primitivas, que sdo exploradas na passagem da soma de
Riemann para o TFC. Pensando nisso, analisaremos como os livros
didaticos abordam essa passagem de um limite de somas para uma
primitiva.

Tomando como referencial a tese de Palaro (2006) que fez uma
analise do TFC nos seguintes livros didaticos: Célculo com Geometria
Analitica (George F. Simmons); Calculo (George B. Thomas Jr);
Elementos de Calculo Diferencial e Integral (Willian Anthony
Granville, Percey F. Smith e William Raymond Longley); Curso de
Analise (Elon Lages Lima), nds optamos por escolher outros.

Inicialmente nossa escolha foi fundamentada em analisar livros
que Palaro (2006) ndo analisou. Posteriormente, contemplar livros de
Calculo disponiveis na bibliografia dos cursos da nossa universidade.
Além disso, contemplar um livro de anélise voltado para o curso de
Licenciatura em Matematica, e um livro de matematica aplicada, com o
intuito de verificar como é abordado este assunto nesses diferentes
referenciais. Logo, optamos por analisar: Andlise Matematica para
Licenciatura (Avila, 2006); Um Curso de Calculo (Guidorizzi, 2001a);
Um Curso de Calculo (Guidorizzi, 2001b); Calculo (Stewart, 2011);
Célculo Um Curso Moderno e Suas Aplicagdes (Hoffmann e Bradley,
2002).

Os livros citados serdo analisados com a pretensdo de responder
as seguintes questdes: Como é definida a integral de Riemann? Ela esta
relacionada com o problema de célculo de area? O livro apresenta
representacdes graficas? Como é introduzido o TFC? E demonstrado?
Faz alguma conexfo com a soma de Riemann? Quais os tipos de
exemplos o livro apresenta? Quais aplica¢des do TFC o livro cita?

2.1 ANALISE MATEMATICA PARA LICENCIATURAS (AVILA)

Este livro foi publicado, em 2006, pela Editora Blucher, Séo
Paulo. O autor inicia o capitulo Teoria da Integral com uma breve
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introducdo histérica sobre a integral, e em seguida parte para o conceito
de Integral de Riemann, considerando-a como sendo um problema de
definicdo da area delimitada pelo grafico de uma funcéo f positiva, pelo
eixoxeporduasretas x =a ex = b.
Comecamos considerando a soma das areas de
uma série de retangulos (...), obtidos da seguinte
maneira: dividimos o intervalo [a,b] em n

. . . - b-
subintervalos iguais, de comprimentos Ax = Ta

Sejam xp=a < x; < x, << x,=b 0
pontos dessa divisdo, a qual é chamada particdo
do intervalo [a, b]. Em cada um dos subintervalos
da particdo escolhemos pontos quaisquer
(usaremos a letra grega &, que se 1€ “csi”): é; no
primeiro desses subintervalos, &, no segundo, &
no terceiro, etc. Estes Gltimos pontos podem ser
escolhidos arbitrariamente, podendo mesmo ser
um dos extremos do subintervalo (...). Dessa
maneira formamos n retangulos, todos com base
Ax e alturas dadas por f(&),f(&), ..., f(&).
(AVILA, 2006, p.193-194).

Logo apo6s, 0 autor apresenta a representacdo geométrica dessa

soma (Figura 2) e sua representacao algébrica dada pelo somatério
n

Sn = Z f(EDax,
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Figura 2 - Representacdo Geométrica de S,,

u

f(ff) _________________________________________________ ! ! \

a =Ty ) T2 xy3 =& Ti—g T r,=b T

L & & &
Fonte: adaptada de Avila (2006, p. 194)

Agora, imaginando uma sequéncia infinita dessas somas Avila
conclui que o limite dos valores das somas € o que devemos tomar como
sendo a area do grafico delimitada anteriormente. E assim, o limite
obtido é chamado de integral de f no intervalo [a, b], e por defini¢do é
indicada por:

J2 F0)dx = limy e Xy £(€)AX;. @3)

Avila observa que essa definicdo da integral, representada em
(3), é puramente numérica nao dependendo da nocdo da &rea, mas utiliza
dela apenas como elemento motivador. Na verdade, conhecendo a
integral, definimos a area como sendo a integral da funcdo positiva no
intervalo.

Na sequéncia, ele apresenta alguns teoremas e propriedades de
fungdes integraveis e enfatiza a complexidade de calcular integrais
através de somas de Riemann. Com isso, introduz o TFC como um
célculo de primitivas, justificando que essa técnica é mais facil e por
isso, € aplicada nos cursos de Célculo.

Antes de chegar ao TFC, ele demonstra o Teorema da Média
(denominado muitas vezes como Teorema do Valor Médio para
integrais) necessario na demonstracdo do TFC.
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Para concluir a demonstracio do Teorema da Média, Avila
utiliza do resultado do Teorema do Valor Intermediario enunciado
como:

Teorema do Valor Intermediario. Seja f for continua num intervalo
[ =[a,b], com f(a)# f(b). Entdo, dado qualquer nimero d
compreendido entre f(a) e f(b), existe c € (a, b) tal que f(c) =d.Em
outras palavras, f(x) assume todos os valores compreendidos entre
f(a) e f(b), com x variando em (a, b).

A demonstracdo desse teorema pode ser consultada no livro
analisado - Anélise Matematica para Licenciaturas, Avila (2006, p.161).
Apresentaremos abaixo a demonstracdo do Teorema da Média.

Teorema da Média. Sejam f uma funcdo continua num intervalo

limitado e fechado I =[a,b], e m € M 0 minimo e o maximo de
f, respectivamente. Entao, existe um nimero c € I tal que

2 f(dx = f(©)(b - a). @)
Demonstracdo. Como os valores de f estdo compreendidos entre m e M,
podemos verificar pela Figura 3, que apresenta as areas m(b — a) que é
um retngulo inscrito na regido e M(b—a) que € a &rea de um
retdngulo circunscrito na regido, que qualquer que seja a soma de
Riemann que se considere, valem as seguintes desigualdades:

n
ABFE < Z f(&)Ax; < ABCD.
i=1

ou seja,

m(b—a) < Zf(g‘i)Axi <M(b - a).

Nessas desigualdades, se aplicarmos o limite com n — oo, teremos
n

lim m(b — a) < lim Z FEDA; < lim M(b — )
n—-oo n—oo
i=1

n—oo
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m(b—a) < [ f(x)dx < M(b - a). (5)
Figura 3- Representacdo Soma de Riemann
D C
i =1
: T |
: =]
i 1
: =
‘ L~
A
v
E
" F
A B
& & & <5 2
a b

Fonte: producdo da autora

Pelo Teorema do Valor Intermediario f assume todos os valores do
intervalo [m, M], de modo que existe um nimero ¢ € I tal que

1 b
f© = 5= | e

e daqui segue o resultado desejado.

Observe que a igualdade (4) permanece vélida mesmo que b
seja menor do que a, pois isso implica mudanca de sinais nos dois
membros da igualdade.

Em se tratando de uma funcdo f =0, (4) e (5 tém
interpretacbes geométricas interessantes: como vimos na Figura 3, a
integral representa a &rea sob o grafico de f e as desigualdades (5)
significam que essa area esta compreendida entre as areas de dois
retdngulos, ABCD e ABFE, de mesma base b —a € alturas m e M,
respectivamente. A equacdo (4) significa que a referida area é igual a de
um retdngulo ABGH, de base b — a e altura f(c) (Figura 4).
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Figura 4 - Interpretagdo geométrica do Teorema da Média
y

Fonte: adaptada de Avila (2006, p. 207)

Seguido disto, Avila enuncia e demonstra 0 TFC da seguinte
forma:

Teorema Fundamental do Calculo: Seja f uma funcdo continua num
intervalo [a, b]. Ento, a funcéo F, definida por

P = [ fode ©)

é derivavel nesse intervalo e F'(x) = f(x).

Demonstracdo. Supondo primeiro que x seja ponto interno ao intervalo
[a, b], entdo:

x+h x x+h
F(x+h)—F(x)=f f(t)dt—f f(t)dt=f F(o)dt.

Agora pelo Teorema da Média esta ultima integral é igual a hf (&) em
que & é um ponto do intervalo [x,x + h]. Assim,



43

F(x+ h)—F(x)
h

=f(.

Finalmente, fazendo h tender a zero nesta Ultima igualdade, ¢ tende a x;
e, como f é continua, f(¢) tende a f(x), ou seja:

lim F(x+ h) — F(x) )

h—-0 h

0 que completa a demonstracdo de que F'(x) = f(x).

O autor ainda evidencia que caso x coincida com a ou b ndo
haveria maiores dificuldades na resolugdo, mas deixa a critério do leitor
verificar. Nesse caso, usam-se os limites laterais: pois para x = a deve-
se ter h > 0 e consequentemente é apenas um limite pela direita e, para
x = b deve-se ter h < 0.

Tendo assim provado a existéncia de primitivas, para concluir o
TFC Avila evidencia a diferenca de primitivas, ndo o enuncia como um
novo teorema, mas sim, como o resultado do teorema provado
anteriormente e também do Teorema do Valor Médio (TVM) enunciado
abaixo.

Teorema do Valor Médio: Se f é uma funcdo continua num intervalo
[a,b] e derivavel nos pontos internos, entdo existe um ponto interno

¢ € (a,b)talque f(b) —f(a) =f'(c)(b—a).

A demonstracdo desse teorema pode ser consultada no livro
analisado - Analise Matematica para Licenciaturas, Avila (2006, p.184).
E como consequéncia desses resultados, o autor ainda complementa, que
se duas fungbes F e G tém a mesma derivada em todo um intervalo,
entdo elas diferem por uma constante C nesse intervalo, ou seja,

G'(x)=F'(x)=G(x)=F(x)+C.

Sendo f continua, uma de suas primitivas particulares é dada
por (6), e sua primitiva geral é

G(x) = fxf(t)dt +C (7)
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em que C € uma constante arbitraria. De (7) obtemos a importante
formula:

G(b) —G(a) = <f f(t)adt + C> - <faf(t)dt+ C>

= Lbf(t)dt

Assim, para calcularmos a integral de uma fungéo continua f no
intervalo [a, b], basta encontrar uma primitiva qualquer de f e calcular a
diferenca nos extremos.

Os exemplos apresentados no livro pelo autor, no capitulo de
Integrais, sdo de abordagem demonstrativa sobre a analise de contetdos
conectados ao assunto de integrais, e ndo sobre aplicagbes do TFC.
Apenas no final do capitulo Avila comenta de algumas funcdes
definidas por integrais, entre elas a importante formula nos estudos de
Probabilidade e Estatistica, chamada Distribuicdo Normal:

1 x _¢2
d(x) = \/T_T[ e dt.

Deste modo, visto que o foco da nossa pesquisa €, sobretudo as
aplicacOes deste teorema, ndo iremos desenvolver as ideias contidas nos
exemplos trazidos pelo autor.

Avila faz a conexdo entre o TFC e Soma de Riemann
implicitamente durante a demonstracdo do Teorema da Média em que
usa o Teorema do Valor Intermediario.

2.2 UM CURSO DE CALCULO (GUIDORIZZI)

Usaremos nessa analise o volume 1 e 2 do livro ‘Um Curso de
Calculo’ de Guidorizzi, isso porque o autor divide o TFC em duas partes
e as apresenta em volumes diferentes. Assim usaremos o volume 1, 52
edigdo, publicado em 2001 pela Editora LTC, Rio de Janeiro, e 0
volume 2 com mesma edicdo, editora e ano de publicacdo que o volume
1.
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No capitulo Integral de Riemann do volume 1, Guidorizzi

inicia apresentando a definicdo da particdo de um intervalo. O autor
chama de P a particdo do intervalo [a, b] que é um conjunto finito
P ={xp,x, % .,XxplEMQue a =xy < x; <X, <--<x,=>b.Essa
particdo P esta divida em n intervalos [x;_4,x;],i = 1,2,...,n. Como
ilustra a Figura 5, A,,= x; — x;_4 representa a amplitude desse intervalo

[xi—1, %]

Figura 5 - Parti¢do do intervalo [a, b]

a =Ty T X9 Ti_q €T Ty Tn = b

A.’E} A.rr;
Fonte: Adaptada de Guidorizzi (2001)

Tomamos agora um nlmero c¢; € [x;_1,x;] escolhido
arbitrariamente. Desta forma, temos que:

D et = Fle)hn + F(E)Bx, + -+ f(e)bx
i=1

denomina-se Soma de Riemann definindo-a para uma fungdo f em um
intervalo [a, b], particionado por P:a =xo <x; <x, < <x,=be
relativo aos nUmeros c;.

Agora, seja F uma funcdo definida em [a, b] e seja P a parti¢do
desse intervalo definido anteriormente. Dizemos que o acréscimo
F(b) — F(a) que F sofre quando se passa de x = a parax = b é igual a
soma dos acréscimos F(x;) — F(x;_,), ou seja, serd o extremo superior

menos o inferior do intervalo:
n

F(b) = F(@) = ) [F(x) = F(xiy)] ®

i=1

E ainda, através de um exemplo o autor demonstra o seguinte:
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Exemplo 1: Sejam F e f definidas em [a, b] e tais que F' = f em
[a, b]; assim F é uma primitiva de f em [a, b].

Solucdo: Seja a partigdo P:a = xy < x; < x, < - < x, = b de [a,b].

Como F ¢ diferenciavel, temos que F é continua, logo pelo TVM existe
C, em [x;_q,x;] tal que F(x;) — F(x;_1) = f(c), logo de (8) obtemos
que

F(b) = F(@) = ) f@hx;. ©
i=1

A partir desse exemplo o autor utiliza alguns paragrafos para
aplicar (8) em uma versao cinematica.

Assim, segundo Guidorizzi (2001) devemos considerar uma
particula deslocando-se sobre o eixo 0x com funcdo de posicdo x =
x(t) e com velocidade v = v(t) continua em [a, b]. Observamos que
x =x(t) é uma primitiva de v=v(t). Sejaa=t, <t; <t, < <
t, = b uma particdo de [a, b] e suponhamos maxAt; suficientemente
pequeno (o que implica que todos 0s At; sdo suficientemente pequenos).
Sendo ¢; um instante qualquer entre t;_, e t;; a velocidade v(c;) é um
valor aproximado para a velocidade média entre os instantes t;_; e t;:

A .
v(c) = A—:f ou Ax; = v(c)At;
L

(devemos observar segundo o autor que, pelo TVM, existe um instante
C, entre t;_, e t; tal que Ax; = v(c;)At;), onde Ax; € o deslocamento da
particula entre os instantes t;_; e t;. Como a soma dos deslocamentos
Ax;, para i variando de 1 a n, é igual ao deslocamento x(b) — x(a),
resulta

n

x(b) — x(a) = Z v(c)At;.

i=1

E razoavel esperar que, a medida que as amplitudes At; tendem
a zero, a soma Y,i-, v(c;)At; tendem a x(b) — x(a):
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x(b) —x(a) = lim v(c;)At;. (10)
maxAt;—0 e~
Vale ressaltar que além da aplicacdo cinematica de (8) o autor
utiliza da mesma como motivacéo para integral quando aplica o limite
em (10).
Em seguida, o autor apresenta a integral de Riemann, partindo
da definicdo de soma de Riemann e aplicando o limite nessa soma

b n
f fF)dx = lim Z Fle)Ax;
a maxAx;—0 =

Se a integral fff(x)dx existir, Guidorizzi, conclui que f é
integrdvel segundo Riemann no intervalo, comumente chamada de
integral definida de f em [a, b].

Na sequéncia o0 autor apresenta e demonstra algumas
propriedades de fungdes integraveis e entdo introduz o que chama de 1°
Teorema Fundamental do Calculo.

1° Teorema Fundamental do Calculo: se f for integravel em [a, b] e
se F for um primitiva de f em [a, b], entdo f:f(x)dx = F(b) — F(a).

Demonstracdo. Suponha f integravel em [a, b] e com primitiva F(x)
neste intervalo, isto é, F'(x) = f(x) em [a, b].

Aplicando o limite em (9) do Exemplo 1 para max Ax; — 0,
obtemos:

FO) -F@= lim > f@)x

max Ax;—0

E, portanto,

b
f f(x)dx = F(b) — F(a).

Assim, fica provado o que o autor chama de 1° TFC.

Apobs concluir a demonstracdo, Guidorizzi (2001a) apresenta
diversos exemplos numéricos que utilizam o resultado provado em 1°
TFC, como por exemplo:
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Exemplo 2: Calcule ff x? dx.

Partimos para o0 volume 2, em que o autor complementa o TFC,
denominando-o 2° Teorema Fundamental do Calculo Existéncia de
Primitivas.

2° Teorema Fundamental do Calculo — Existéncia de Primitivas:
seja f definida e continua no intervalo I e seja a € I. Nestas condicdes,
a fungdo F dada por F(x) = [7 f(t)dt, x € I,é uma primitiva de f
em/,isto é, F'(x) = f(x) paratodo x em I.

Demonstragdo. Guidorizzi inicia a demonstragio do 2° TFC
evidenciando com a utilizacdo da definicdo de derivada o que
precisamos provar:

F(x+ h) — F(x)

F’(x):}lli_r}}) A =f(x) Vxel.
Temos que
Fx+h)—F@)  [7f@de— [Sfwde) [T fedt
h - h B h

Pelo Teorema da Média, denominado por Guidorizzi como Teorema do
Valor Médio para integrais, demonstrado durante a andlise do livro do
Awvila, existe um c entre x e x + h tal que

x+h
| rwde=rn,

ou seja,
F(x+h)—F(x)

h

=f(o.

Analisando a expressdo acima, percebemos que c¢ tende a x quando h
tende a zero e sabendo da continuidade de f em I, temos:

F(x) = }li_r)%F(x + h})l —F(x) — (o).
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Assim, concluimos 0 2° TFC o qual completa a demonstracdo
do TFC. “Observe que o teorema fundamental do calculo garante-nos
gue toda funcdo continua em um intervalo admite, neste intervalo, uma
primitiva e, além disso, exibe-nos, ainda, uma primitiva”
(GUIDORIZZI, 2001b, p.20).

Apo6s concluir as demonstragdes Guidorizzi (2001b) apresenta
diversos exemplos numéricos que utilizam do conceito do TFC
relacionado com primitivas, como por exemplo:

3
1+t4

Exemplo 3: Seja F(x) = flx

dt. Calcule F'(x).

Percebemos por fim que Guidorizzi faz a relagdo com o calculo
de area durante a definicdo de Soma de Riemann, inclusive quando
representa f(c;) > 0 e f(c;) < 0. Ainda mais, numa se¢do posterior ao
1° TFC, que Guidorizzi chama de Calculo de Areas, ele faz a aplicacio
da integral definida como calculo de areas e calculo de area entre
curvas.

Durante esta se¢do Guidorizzi também aborda outro exemplo de
aplicacdo na fisica envolvendo o calculo da velocidade e espacgo
percorrido, assim como a observacdo apds o Exemplo 1 no inicio da
andlise deste livro.

Apos essa secdo sobre calculo de &reas, Guidorizzi apresenta
outra secdo sobre a aplicagdo do TFC, agora como o trabalho realizado
por uma forca. E por fim um capitulo ‘Mais Algumas Aplica¢des da
Integral. Coordenadas Polares’, no qual apresenta aplicagdes do volume
de sélidos de revolucéo, centro de massa, comprimento da curva e area
em coordenadas polares.

Guidorizzi utiliza representacdo grafica durante a definigdo de
Soma de Riemann e as demonstracdes do TVM e Teorema do Valor
Médio para Integrais.

2.3 CALCULO (STEWART)

A 6% edicdo, versdo traduzida deste livro, foi publicada em
2011, Sédo Paulo, pela editora Cengage Learning. Nesse livro Stewart
inicia o capitulo Integrais falando sobre a conexdo entre o célculo
diferencial e o célculo integral.
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H& uma conexdo entre o calculo integral e o
diferencial. O Teorema Fundamental do Célculo
relaciona a integral com a derivada e veremos,
neste capitulo, que isso simplifica bastante a
solucdo de muitos problemas (STEWART, 2011,
p. 334).
Apos essa introducéo ao capitulo, Stewart inicia a se¢do sobre
Areas e Distancias. Partindo do conceito de area e distancia, que sera
usado para formular a ideia de integral, tenta resolver o problema da
area da regido S delimitada pela funcdo f(x) = 0, pelas retas verticais
x=aex=>b e peloeixo x (Figura 6). Antes de fazer o célculo
numeérico da area dessas regides, o autor questiona qual o significado da
palavra area, concluindo que essa questao é facil de ser respondida para
regiGes com lados retos, mas ndo é facil quando se trata de regifes com
lados curvos. Diz o autor que “Temos uma ideia intuitiva de qual ¢é a
area de uma regido. Mas parte do problema da area é tornar precisa essa
ideia intuitiva, dando uma definicdo exata de area (STEWART, 2011, p.
335)”.

Figura 6 - Regido S no intervalo [a, b]
Yy

Fonte: adaptada de Stewart (2011, p. 335)

Em seguida, expde a ideia do calculo para essas regifes
curvadas, aproximando a regido S utilizando retangulos e depois
tomando o limite da soma das areas a medida que aumenta o nimero de
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retangulos. Stewart apresenta exemplos ilustrados graficamente que
mostram esses procedimentos, antes de generalizar a definicéo.

No primeiro exemplo Stewart faz uma estimativa da area sob a
parabola f (x) = x2, no intervalo de 0 até 1:

Exemplo 4: Use retangulos para estimar a &rea sob a pardbola
f(x) =x%de0até 1.

Solucdo. Observamos primeiro que a area de S (area sob a curva) deve
ter valor entre 0 e 1, pois S esta contida em um quadrado com lados de
comprimento 1.

Suponha que S seja dividida em quatro faixas S;,S,,S;e
S, tracando as retas verticais x = i,x =% e x = % Tome A=S5; +
S, +S3 +S,. Podemos aproximar cada faixa por um retdngulo com
base igual a largura da faixa e altura igual ao lado direito da faixa, como
ilustra a Figura 7.

Figura 7 - Area de f subdividida em quatro retangulos circunscritos
y

0 0.25 05 0.75 1 &r

Fonte: adaptada de Stewart (2011, p. 336)

2 2 2
N 1 ~ 1 1 3
Cada um dos retangulos tem largura Seas alturas séo (Z) , (5) , (Z) e

(1)2. Se chamarmos R, a soma das areas desses retangulos
aproximantes, obteremos
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R4=3(32+%(92+%(32+%(D2=§§=OA&W5

Pela Figura 7 vemos que area A de S é menor que R,, logo
A < 0,46875
Em vez de usar os retdngulos da Figura 7, poderiamos usar 0s

retdngulos menores como na Figura 8, cujas alturas seguem os valores
de f nas extremidades esquerdas dos subintervalos.

Figura 8 - Area de f subdividida em quatro retangulos inscritos
Y

0 0.25 0.5 0.76 1 T

Fonte: adaptada de Stewart (2011, p. 336)

A soma das areas desses retangulos aproximantes é
2

P I € RE A AT TE
Ty 4'\4 4°\2 4'\4) 327

Assim temos,
0,21875 < A < 0,46875

Podemos repetir esse procedimento com maior nimero de
retdngulos, por exemplo, usando somas 8, 10,.., 1000 &reas de
retangulos inscritos e circunscritos na regido, como mostra a Figura 9,
concluindo entdo que a area é aproximadamente 1/3.
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Figura 9 - Area estimada de f em [0,1] com retangulos circunscritos

Area estimada com 8 retangulos Area estimada com 10 retangulos

Area estimada com 1000 retangulg

f
Fonte: producéo da autora

Na sequéncia o autor apresenta outro exemplo.

Exemplo 5: Para a regido S do Exemplo 3, mostre que a soma das
z A . . 1 . ,
areas dos retangulos aproximantes superiores tende a 7 Isto €,
) 1
limR, ==
n—co 3

Solugdo. R, é soma das areas dos n retangulos . Cada retangulo tem
1 ~ ~
uma largura — € as alturas sdo os valores da funcdo f(x) = x? nos

12 3 n . , ~ (1\2 [2\% /3\2 n\ 2

pontos =,=,=,...,—; isto €, as alturas sdo (=) ,(=) ,(=) ,....(=) .

A nnn n n n n n
Assim,
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2 2

HEEEERE

1
=E.(12+22+32+~'+n2)

1 2
Rn= E

Utilizamos aqui a férmula para a soma dos quadrados dos n primeiros
inteiros positivos:
nn+1)2n+1
12422432+ 4+n?= ( X ) (11)

6
Substituindo (11) em R,,, obtemos

R - 1 n(n+1)2n+1) (m+1D(2n+1)
LT 6 - 6n2

Assim, temos

n+1)2n+1
limanlim( ) )

n—oo n—oo 677,2
(1) (e )Ly o
= lim e\t T3 A

Apenas depois desses exemplos é que o autor generaliza e
apresenta o calculo de area por limite de somas. Primeiramente, parte da
regido S representada na Figura 6, e calcula genericamente esta area
subdividindo em n faixas sy, sy, ..., s, de igual largura, como mostra a

. . . . b-
Figura 10. Assim, a largura de cada uma das faixas é Ax = Ta e [a, b]

fica dividido em n subintervalos [x;_q, x;].
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Figura 10 - Particdo de S

4

\

Sl S‘) 5;3 S

a T T Iy Ti—q x; Ty b

Fonte: adaptada de Stewart (2011, p. 338)

Vendo agora essas faixas como retangulos circunscritos (Figura
11), podemos dizer que a area do i-ésimo retangulo é dada por
f(x)Ax, j& que Ax representa a base e f(x;) a altura. Portanto,
podemos concluir intuitivamente que a area de S é aproximado pela
soma das areas desses retangulos, que é:

R, = f(x)Ax + f(x)Ax + - + f(x,)Ax.
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Figura 11 - Area S dividida em retangulos circunscritos

4

Ax

a I Ty T3 Tiy Z; Ty b

Fonte: adaptada de Stewart (2011, p. 339)

Observe que essa aproximagdo de area se torna cada vez melhor
a medida que aumentamos o nimero de faixas, isto é, n — co. Portanto,
0 autor define a &rea A da regido S como:

A érea A da regido S que esti sob o grafico de uma funcéo
continua f é o limite da soma das areas dos retangulos aproximantes:

A= lim Ry = lim [fCe)Bx + f )M + -+ f(e)Ax]. (12)

Na sequéncia ele aborda o problema da distancia, que se baseia
em calcular a distancia percorrida pelo objeto (uma aplicacdo na fisica)
gue usa um limite similar a (12).

Apos isso, define a integral definida como sendo o limite em
(12), desde que ele exista, ou seja,

b n
f()dx =lim ) f(x;)Ax. (13)
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Stewart esclarece que Y, f(x;)Ax, que ocorre em (13), é
chamado soma de Riemann. Ele enfatiza que a integral definida pode ser
interpretada como a area sob a curva y = f(x) no intervalo [a,b]
quando f é uma fung&o positiva.

Apos ele apresentar alguns teoremas sobre integrabilidade de
funces, propriedades e exemplos sobre somas de Riemann relacionados
a area, ele enuncia o TFC. Stewart, enfatiza que o nome TFC ¢
apropriado, pois estabelece uma conexao entre o calculo diferencial e o
calculo integral. Ele cita que Barrow percebeu a derivacéo e a integracéo
COMO Processos inversos.

No livro, o TFC é divido em duas partes. Para introduzir a parte
I, 0 autor se baseia no seguinte exemplo:

Exemplo 6: Se f é a funcdo continua cujo gréfico estd mostrado na
Figura 12 e g(x) = f;‘f(t)dt, ache os valores de g(0), g(1),9(2),
g(3), g(4) e g(5). A seguir, faca um esboco do gréfico de g.

Figura 12 - Representacéo da funcgéo f(t)

Y
2

-2

Fonte: adaptada de Stewart (2011, p. 358)

Solucdo. Apds calcular os valores pedidos no Exemplo 6, o autor
apresenta o gréfico de g plotado a partir dos valores obtidos (Figura 13).
Stewart explica que o grafico de g é crescente até x = 3 e também
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atinge seu maximo porque f(t) > 0 neste intervalo, diferente de
3 < x < 5,em que g é decrescente j& que f(t) < 0.

Figura 13 - Gréfico de g(x)
y
4

0 1 2 3 4 S5p

Fonte: adaptada de Stewart (2011, p. 358)

Isto conclui a solucdo do Exemplo 6.

Com o objetivo de introduzir a Parte | do TFC, Stewart toma

b%?-a? .
(pedida

2
para ser provada em um exercicio anterior), obtém g(x) = fox tdt = %
Observe que g'(x) =x,isto é, g'=f. Em outras palavras, gé a
antiderivada de f, pelo menos neste caso. E se esbogarmos a derivada
da funcdo g mostrada da Figura 13 pelas inclinacdes estimadas das
tangentes, teremos um grafico semelhante ao de f. Portanto,
suspeitamos que g’ = f.

Para verificar que isso possa ser verdadeiro o autor toma uma
funcdo continua f qualquer com f(x) = 0. Entdo, g(x) = faxf(t)dt
pode ser interpretada como a area sob o grafico de f de a até x, como
mostra a Figura 14.

f(t) =t,ea=0,assim, a partir da igualdade f: xdx =
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Figura 14 - Representacdo da area sob f de a até x

)

a T b ¢
Fonte: adaptada de Stewart (2011, p. 358)

Para computar g'(x) a partir da definicdo de derivada,
observamos que, para h > 0, g(x + h) — g(x) é obtida subtraindo-se as
areas. Para h pequeno podemos verificar pela Figura 15 que essa
diferenca é aproximadamente igual & &rea do retangulo com altura f(x)
e base h, ou seja:

g(x +h) = g(x) = hf (x)

logo,
glx+h)—gx)
h

= f(0).
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Figura 15 - Representacédo de h

)

S~

a z x+h bt
Fonte: adaptada de Stewart (2011, p. 359)

Intuitivamente, o autor conclui que podemos esperar que:

g +h) —gx)
h

= f(x).

g'() = lim

Na sequéncia o autor confirma esse resultado na demonstragdo
da primeira parte do TFC.

Teorema Fundamental do Calculo, Parte I: se f for continua em
[a, b], entdo a funclo g definida por g(x) = f;f(t)dt, a<x<b é
continua em [a, b] e derivavel em (a, b) e g'(x) = f(x).

Stewart demonstra a parte | utilizando algumas propriedades
demonstradas por ele anteriormente, e alguns teoremas, sendo elas:

Propriedade 1: [ f(x)dx + fcbf(x)dx = fff(x)dx.
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Propriedade 2: Sem < f(x) < M paraa < x < b, entdo, m(b — a) <

2 f)dx < M(b - a).

Teorema do Valor Extremo: Se f for continua em um intervalo
fechado [a, b], entdo f assume um valor maximo global f(v) = M e um
valor minimo global f(u) = m em pontos u,v € [a, b].

Teorema do Confronto: Sejam f,g e h trés fungdes tais que f(x) <
g(x) < h(x), para todo x # a. Se lim,_, f(x) = lim,_, h(x) =L,
entdo existe lim,_,, g(x) e é também igual a L.

Assim, a demonstracdo é dada por Stewart da seguinte forma:
Demonstracdo Parte I. Se x e x + h estdo em (a, b), entdo,

x+h X
gt -g@= [ f@de- [ fode-
Pela propriedade 1: ‘ ¢

(fo(t)dt+Lx+hf(t)dt>—fo(t)dt
Lx

+h

F(o)dt

Paraum h # 0, temos:

gx+h)—-gx) 1
h T h

x+h
| rwa (1)

Assumindo A > 0 e como f € continua em [x, x + h], pela propriedade
2, segue que:

x+h
mh < f f(t)dt < Mh
X

e pelo Teorema do Valor Extremo

1 x+h
fasy [ f@des fw)

Assim, pela equacdo (14), obtemos que:
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pay < LTIy (15)

Agora tomando h — 0temos que u - x e v = x, j4 que u e v estdo
entre x e x + h. Portanto,

lim f(w) =limf(w) = f(x) e limf(v)=1limf(@)=f(x)

Assim, pelo Teorema do Confronto e a desigualdade (15), concluimos
que:

h) —
g,(x)zmg(X+ i)l IO _ roo)

Nessa demonstracdo ndo fica evidente a conexdo com a Soma
de Riemann, visto que foram usados propriedades e teoremas que nao
evidenciam isso, no entanto essa conexdo estd escondida na passagem
da equacdo (14) para equacdo (15), quando de certa forma trocamos a
integral pela funcdo f. Na sequéncia Stewart apresenta o que chama de
Parte Il do TFC, como segue.

Teorema Fundamental do Calculo, Parte Il: se f for continua em
[a, b], entdo fff(x)dx = F(b) — F(a) em que F' é qualquer primitiva
de f, isto é, uma funcéo tal que F' = f.

A parte Il é demonstrada a partir da Parte |.
E assim, o autor conclui dizendo que a parte Il do TFC afirma
b .
que para calcular fa f(x)dxbasta simplesmente conhecer uma
primitiva de f e aplicar nas extremidades do intervalo.
E surpreendente que f: f(x)dx , definida por um
procedimento complicado envolvendo todos os
valores de f(x) para a<x<b, possa ser
encontrada sabendo-se os valores de F(x) em
somente dois pontos, a e b. Embora o teorema
possa ser surpreendente a primeira vista, ele fica
plausivel se interpretarmos em termos fisicos. Se
v(t) for a velocidade de um objeto e s(t) for sua
posicdo no instante t, entdo v(t) = s’(t), portanto
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s é uma primitiva de v. Na se¢do 5.1
consideramos um objeto que se move sempre no
sentido positivo e fizemos a conjectura de que a
area sob a curva da velocidade é igual a distancia
percorrida. Em simbolos: fab v(t)dt = s(b) —
s(a). Isso é exatamente o que o TFC2 diz nesse
contexto. (STEWART, 2011, p.362)
Para finalizar, Stewart fala sobre a derivacéao e integracdo como
processos inversos, justapondo as duas partes do TFC. Assim, é

observado pelo autor que a parte | pode ser escrita como % f;f(t)dt =

f(x). O que quer dizer que se f for integrada e o resultado, derivado,
obteremos de volta a funcdo original f. Como F'(x) = f(x), a parte Il
pode ser reescrita como f: F'(x)dx = F(b) — F(a).
Essa versdo, afirma que se tomarmos uma fungéo
F, a derivarmos e depois integrarmos o resultado,
chegaremos de volta a funcéo original F, mas na
forma F(b) — F(a). Juntas, as duas partes do TFC
mostram que a derivacdo e a integracdo sdo
processos inversos (STEWART, 2011, p. 363).
Apbs concluir esse capitulo de Integrais, o autor aborda no
capitulo seguinte apenas aplicacGes da integral definida, utilizando-a
para calcular areas entre curvas, volumes de solidos e o trabalho
realizado por uma forca varidvel. E além disso, em outro capitulo ‘Mais
Aplicacdes de Integracdo’ apresenta comprimento de arco, solido de
revolucdo, centro de massa, probabilidade, economia e biologia.

2.4 CALcuLo UM CURSO MODERNO E SUAS APLICAGOES (HOFFMANN E
BRADLEY)

Este livro € a traducdo da 72 edicdo do Calculus For Business,
Economics, And The Social Life Sciences. Publicado em 2002 pela LTC
no Rio de Janeiro. Os autores Laurence D. Hoffmann e Gerald L.
Bradley iniciam o capitulo ‘Outros Tépicos de Integragdo’ falando sobre
a area como limite de uma soma. Apresentam a soma de Riemann
considerando uma area A sob uma curva y = f(x) em um intervalo
a<x<b, emque f(x) =0 e f continua. Os autores sugerem que 0
leitor pense como se calcula a &rea de uma regido A supondo as curvas
y, = x? (Figura 16) ou y, = e*, antes mesmo de continuar a leitura.
Sabemos que se esta regido fosse um gquadrado, um triangulo ou parte de
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circulo, poderiamos calcular a area usando expressdes conhecidas, e
uma ideia para calculé-la é relacionar a um problema conhecido, como
talvez um desses citados. Ou seja, podemos dividir a regido dada y; ou
y, em uma série de regides retangulares, e calcularmos o valor
aproximado da area A somando as areas dessas regides retangulares.

Figura 16 - Exemplo de area y; = f no intervalo [0,3] dividida em
regibes retangulares.
f

-3 -2 -1 0 1 2 3
Fonte: producdo da autora

Consideremos agora uma f(x) qualquer. Dividimos um
intervalo a <x <b em n subintervalos iguais de largura Ax e
chamamos de x; a extremidade esquerda do intervalo de ordem j. Em
seguida, tracamos n retangulos tais que o retdngulo de ordem j tenha
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uma largura igual a Ax e uma altura igual a f(xj), como mostra a Figura

17:

Figura 17 - Aproximacdo por retangulos da area sob uma curva com n
subintervalos

Y

y = f(x)

a=I1 X9

Lj b= Tpyp *

Fonte: adaptada de Hoffmann e Bradley (2002, p.312)

A Integral Definida é apresentada da seguinte forma:

Seja f(x) uma funclo continua no intervalo
a < x < b. Suponha que esse intervalo tenha sido
dividido em n partes iguais de largura Ax = (b —
a)/n e seja x; um numero pertencente ao
intervalo de ordem j, para j =1,2,...,n. Neste
caso, a integral definida de f(x) no intervalo
a < x < b é representada pelo simbolo f:f(x)dx
e é dada pelo limite

2 FO)dx = limpoo[f(r) + F) + -+
f(x,)]Ax . (HOFFMANN; BRADLEY, 2002,
p.314)

Definem ainda uma notacdo de integral para expressar a
definicdo de &rea sob uma curva, da seguinte forma: “Area sob uma
curva: Se f(x) é uma funcdo continua e f(x) = 0 nointervalo a < x <
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b, a area da regido sob a curva y = f(x) no intervalo a < x < b é dada
por A = f;’ f(x)dx.”(HOFFMANN; BRADLEY, 2002, p.314)

Notamos o quanto é evidenciado pelos autores a aplicacdo da
integral definida como um célculo de area, mas eles citam que existem
diversas grandezas que também se aplica a integral definida.

Os autores chamam a atencdo do leitor para o fato do porqué
que ¢ definido a integral definida, e assim comentam que se calcular o
limite de uma soma fosse a Unica forma de obter o valor de uma integral
definida, o processo de integragdo provavelmente ndo passaria de uma
curiosidade matemética. Mas felizmente existe um meio mais simples
de executar o calculo, devido a um teorema, que chamamos de TFC, que
relaciona a integral definida a antiderivacdo, ou ainda, um limite de
soma & antiderivacdo (HOFFMANN; BRADLEY, 2002).

Ap0s essa introducdo ao TFC, os autores apresentam o teorema.

Teorema Fundamental do Célculo: se f(x) é continua no intervalo
a<x<bh, f:f(x)dx =F(b)—F(a),em que F(x) é uma
antiderivada de f(x) nointervalo a < x < b.

A demonstracdo do teorema os autores deixam para o final do
capitulo. Sendo assim, antes disso apresentam alguns exemplos sobre
célculo de areas usando o resultado do TFC e com uma nota explicam o
porqué na integral definida ndo é mais somada a constante C no
resultado final. O argumento para justificar isso, € que F(x)+C é a
antiderivada genérica de f(x), ou seja,

b
[ reodx= e+ 012 = 1F®) + 1= 1F(@ + )
’ = F(b) - F(a)

Os exemplos apresentados no livro sdo apenas numéricos a
respeito do uso do TFC para calcular uma regido de uma funcdo
limitada por um intervalo, como por exemplo, determinar a area da
regido limitada pela curva y = —x2 + 4x — 3 e pelo eixo x.

Antes ainda da demonstragdo do TFC, os autores definem a
integral para o calculo de area entre duas curvas:
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Area entre duas curvas: Se f(x) e g(x) sdo fungdes no

intervalo a < x < bcom f(x) = g(x) e se R é aregido limitada pelas
curvas de f e g e pelas retas verticais x = a e x = b (Figura 18)

b
AreadeR = f [f(x) — g(x)]dx.

Figura 18 - Area entre duas curvas

) %
y = f(x)

Area|de R

x

Fonte: producdo da autora

O TFC é demonstrado pelos autores apenas para caso particular
em que f(x) = 0, ou seja, para o calculo de area.
Demonstracdo do TFC. Iniciamos, neste caso, com uma integral
definida fff(x)dx que representa a area sob a curva y = f(x) no

intervalo [a, b]. Para um valor de x qualquer entre a € b, seja A(x) a
area sob a curva f(x) no intervalo [a, x]. Entdo, o quociente-diferenca
de A(x) é

A(x + h) — A(x)
h

em que , por definicdo, a expressdo A(x + h) — (A) é a &rea sob a curva
y = f(x) entre x e x + h, ou seja, f;”hf(x)dx. Para pequenos valores
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de h, essa area é aproximadamente igual a area de um retangulo de
altura f(x) e largura h. Vemos isso na Figura 19:

Figura 19 — Area retangulo de base h e altura f

oefi)—T
_— rJ/’ Axth)-Afx)

a X x+h b

Fonte: adaptada de Hoffmann e Bradley (2002, p. 319)

Logo,
A(x + h) — A(x)

h

= f(0). (16)

Neste passo o0 autor deixa subentendido o Teorema da Média
para concluir (16), usando apenas a parte intuitiva.

Em seguida, fazendo h tender a zero, e conforme a definicéo de
derivada, temos:

lim AXTM ZAD _ oy

h—0 h

Portanto, A(x) é a antiderivada de f (x).
Suponhamos que F(x) seja outra antiderivada de f (x). Entéo:

A(x)=Fx)+C.

Como A(x) é a érea sob a curva y = f(x) entre a e x, A(a), a area
entrea e a, é 0, logo:



69
A(a)=0=F(a)+C

eC=—F(a).Adreasobacurvay = f(x)entrex =aex =b é A(b),
que satisfaz a relacdo

A(b) = F(b) + C = F(b) — F(a)

e como a area sob a curva y = f(x) também é dada pela integral
definida f: f (x)dx, temos, finalmente como estabelece o TFC

b
f f(x)dx = A(b) = F(b) — F(a).

Os autores se referiram ao conceito de &rea vérias vezes, nos
remetendo assim ao conceito de soma de Riemann. A demonstracao se
torna simples por utilizar apenas o conceito de &rea e defini¢do de
derivada, mas é valida apenas para f(x) = 0. E além disso, ndo deixa
evidente a conexdo entre soma de Riemann e o TFC quando utiliza
intuitivamente e informalmente o Teorema da Média.

Além do contelido apresentado pelos autores sobre 0 TFC como
um calculo de é&rea, é apresentado outras diversas aplicaces,
principalmente na &rea da Economia, como por exemplo: Montante de
um investimento continuo, Excesso liquido de lucro, Demanda do
Consumidor, Tendéncia do Consumidor para Gastar, etc.

2.5 CONSIDERACOES

Das obras analisadas percebemos que o assunto em questdo €
apresentado de diversas maneiras. Os livros analisados apresentam uma
motivacdo para as somas de Riemann pelo célculo da area, uns com
mais énfase que outros, como por exemplo, Hoffmann e Bradley (2002)
gue evidenciam e demonstram o TFC para o caso particular de calculo
de area, e Guidorizzi (2001) por sua vez, faz apenas uma observacédo
gue a soma de Riemann pode ser interpretada como a soma de areas de
retangulo. Porém, todos definem a integral definida como o limite
dessas somas.

No que diz respeito a representacdo geométrica das somas de
Riemann, observamos que Guidorizzi (2001a) apresenta poucas
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representacbes na construcdo das somas de Riemann, porém
complementa numa secio denominada Célculo de Areas. Por outro lado,
mesmo Avila (2006) sendo um livro com foco em anélise, apresenta
desde a introducgdo varias figuras para ilustrar o problema, e Stewart
(2013), assim como Hoffmann e Bradley (2002), contemplam varias
representacbes geométricas para ilustrar a no¢do intuitiva da
aproximacao da area pelo somatorio.

Observamos que as abordagens das somas de Riemann sdo de
certa maneira similares nos livros analisados, diferindo essencialmente
em termos de representacdo geométrica e de aplicagcBes. Porém, na
apresentacdo do TFC ha algumas diferencas. Avila e Hoffmann e
Bradley introduzem como um célculo de primitivas justificando facilitar
os calculos, enquanto Guidorizzi apenas como célculo de primitivas, e
Stewart além do calculo de primitivas complementa como uma conexao
entre o Calculo Diferencial e o Integral.

Guidorizzi (2001a e 2001b) e Stewart (2011) propdem a
demonstracdo do TFC em duas partes, uma apresentando uma primitiva
e a outra o célculo da integral definida oriundo da aplicacdo de uma
primitiva nos extremos do intervalo de integracdo. Entretanto, o que €
apresentado na primeira parte de Guidorizzi é a segunda parte de
Stewart. Isso tem consequéncias didaticas evidentes visto que essa
inversdo altera a ordem dos fatores, pois para Stewart (2011) a segunda
parte é uma consequéncia da primeira, enquanto para Guidorizzi (2001a
e 2001b) as demonstragdes sdo independentes, sendo inclusive
abordadas em volumes distintos. Temos como hipGtese que para
Guidorizzi, num primeiro momento do curso de Calculo, a abordagem
do TFC para o calculo da integral definida depende do resultado

fabf(x)dx = F(b) — F(a) e num momento posterior, com melhor

embasamento tedrico, da compreensdo de F(x) = f; fdt, x €

I, como sendo uma primitiva de f em I. Uma coisa muito interessante é
gue mesmo apresentando as duas partes do TFC ndo sequencialmente,
Guidorizzi as demonstra rigorosamente. Ja para Avila (2006) e
Hoffmann e Bradley (2002) o TFC é abordado como um teorema de
Gnica parte. Avila (2006) e Hoffmann e Bradley (2002) diferem na
forma de demonstrar o TFC. Hoffmann e Bradley consideram apenas
para um caso particular, ou seja, f(x) = 0, e ndo usam formalmente o
Teorema da Média. Enquanto que Avila, ao utilizar do resultado de
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outros teoremas, como o Teorema da Média, prova o TFC ndo apenas
para o célculo de area e sim para uma f continua em um intervalo I.

Analisando as diferentes demonstragdes do TFC, temos que a
conexdo entre soma de Riemann e o TFC é percebida quando
exploramos os teoremas necessarios para realizar a demonstracdo do
TFC. Avila faz essa conex&o implicitamente durante a demonstrag&o do
Teorema da Média em que utiliza do resultado do Teorema do Valor
Intermediario. Guidorizzi deixa evidente essa conexdo quando utiliza
durante a demonstracdo do TFC o resultado do TVM, mais
especificamente, quando prova a igualdade (9) no Exemplo 1 e a utiliza
na demonstracdo do 1° TFC. Em Stewart e Hoffmann e Bradley as
conexBes ndo sdo evidentes. Ambos utilizam do Teorema do Valor
Médio para Integrais (ou Teorema da Média) sem citar isso. Stewart
durante a introducéo do TFC, e Hoffmann durante a demonstragdo. Em
termos didaticos se apresentarmos apenas o(s) enunciado(s) do TFC esta
conexdo nao serd estabelecida. Por isso, consideramos fundamental que
0 professor aborde tal demonstracdo (de maneira formal e/ou intuitiva)
para que 0 aluno possa compreender tal conexao.

Os exemplos abordados nos livros analisados se diferem
conforme o objetivo do livro. No livro de analise do Avila os exemplos
sdo apenas de abordagem demonstrativa. Os de Guidorizzi variam
conforme a secdo analisada. Por exemplo, a secdo que tratava das
demonstracbes do TFC traziam exemplos que completavam essas
demonstragBes, enquanto que a secdo do calculo de area abordava
exemplos na maioria das vezes numéricos. Stewart aproveita alguns
exemplos para introduzir os subitens do conteldo de integral (como
soma de Riemann e TFC Parte 1) e os demais também numéricos de
modo a fixar o conteddo. Por fim, Hoffmann e Bradley por se tratar de
um livro de aplicacdes, os exemplos seguiam esta mesma abordagem,
iniciando com alguns numéricos e concluindo o capitulo com diversas
aplicagdes.

Todos os livros apresentam alguma aplicacdo do TFC, seja ela
explorada ou no. Avila comenta de algumas funcdes definidas por
integrais, entre elas cita uma aplicagcdo bastante importante nos estudos
de Probabilidade e Estatistica, todavia ndo explora essa aplicagao.
Guidorizzi utiliza uma sec¢do individual para apresentar aplicacGes do
TFC a partir de exemplos no célculo de areas (e areas entre curvas),
velocidade e distancia, e outra se¢do, também individual, para abordar o
conceito de trabalho realizado por uma forca variavel. Além disso, ele
apresenta um capitulo falando somente sobre aplicacdes da integral, em
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que aborda sélidos de revolugdo, centro de massa e area em coordenadas
polares. Stewart cita a aplicacdo de area desde soma de Riemann, e
apos concluir o capitulo de Integrais, separa outro capitulo chamado
“Aplicagdes de Integragdo”. Neste o autor aborda o TFC aplicado como
calculo de areas entre curvas, volume de sélidos e o trabalho realizado
por uma forca variavel. Além disso, no capitulo ‘Mais Aplicagdes de
Integragdo’ apresenta comprimento de arco, sélido de revolugdo, centro
de massa, probabilidade, economia e biologia. Por fim, o livro de
Hoffmann e Bradley por se tratar de um livro de aplicagdes, além do
calculo de area, é apresentado outras aplicacdes: Economia, Medicina e

Curvas de Lorentz.

De modo a sintetizar nossa analise, apresentamos abaixo uma
tabela respondendo as perguntas apresentadas no inicio do capitulo e
outra contendo as aplica¢des abordadas pelos livros.

Tabela 1 - Perguntas diretrizes da analises dos livros

Perguntas Avila Guidorizzi Stewart Hoffmann e
Bradley

A soma de Sim, como Apenas fazuma  Sim, inclusive Sim, partindo

Riemann é elemento observagdo introduz soma da area de uma

relacionada motivador. sobre a relagdo de Riemann fungdo f

com calculo de com a drea de como um qualquer e

area? um retangulo. problema de dividindo essa
area. dreaem

retangulos.

O livro apresenta
Representagdo
Grafica?

Como é
introduzido o
TFC?

Faz alguma
conexdo com a
soma de
Riemann?

Como cdlculo
de primitivas,
justificando
facilitar os
calculos.

Implicitamente
durante a
demonstragdo
do Teorema da
Média em que
utiliza o TVI.

Todos os livros apresentam.

Como célculo
de primitivas.

Evidentemente
quando utiliza o
resultado do
TVM.

A partir de um
exemplo em
que verifica

g' = f.Eainda,
como uma
conexdo entre
o célculo
diferencial e o
integral.

Sem evidéncias,
quando utiliza o
Teorema da
Média
implicitamente
na introdugdo

Como célculo
de primitivas e
um facilitador.

Sem evidéncias,
quando utiliza o
Teorema da
Média
implicitamente
na demonstra-
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do TFC. ¢do do TFC.

Fonte: producdo da autora

Tabela 2 - Aplicacbes do TFC apresentadas nos livros analisados

Aplicagdes Avila Guidorizzi Stewart Hoffmann e
Bradley
Areaem
coordenadas X

polares

Probabilidade e
Estatistica

Volume X X X

Fonte: producéo da autora
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3 DESENVOLVIMENTO DE SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo apresentaremos a sequéncia didatica proposta
para as turmas de Calculo Diferencial e Integral Il (CDI-Il) da
Graduacdo e Fundamentos do Célculo do Programa de Pés-Graduagédo
em Ensino de Ciéncias, Matematica e Tecnologias. Iniciaremos com a
concepcao das sequéncias e objetivo das atividades. Ap0s, a organizacao
e analise a priori de cada atividade.

3.1 CONCEPCAO DAS SEQUENCIAS

A concepcdo das atividades foi baseada no trabalho de
Hoffkamp (2010), o qual segundo a autora obteve resultados
significativos, como comentado anteriormente.

Deste modo, a ideia é apresentar o calculo de area de forma
dindmica, evidenciando graficamente e analiticamente o comportamento
da funcéo éarea de diferentes poligonos formados por fungdes reais. Ou
seja, interpretaremos o significado geométrico da primitiva de uma
funcdo. Assim sendo, consideraremos neste topico uma aplicacdo do
TFC: o célculo de &rea.

Adaptamos algumas atividades realizadas por Bianchini (2000)
e Hoffkamp (2010), utilizando como plataforma tecnoldgica o
GeoGebra. Desta forma, descreveremos as atividades que visam
estabelecer o comportamento gréafico e analitico da funcéo area de uma
regido variavel, ou seja, explorar a dependéncia funcional quando
consideramos um extremo do intervalo sendo mével.

O objetivo de cada atividade em ambas as turmas é descrito da
seguinte forma:

= A Atividade 01 (ver Quadro 2) tem como objetivo
possibilitar ao estudante desenvolver o conceito geométrico
do TFC, de modo que compreenda a relagdo entre o gréafico da
derivada e o da primitiva. Além disso, na turma da Poés-
Graduacdo, 0 objetivo também é o mestrando explorar o
conceito algébrico do TFC.

= A Atividade 2 (ver Quadro 3 e 4) tem como objetivo
possibilitar a exploracdo da dependéncia funcional entre a
distdncia NP e a area do poligono. Esta atividade sera
dividida em dois momentos.
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= A Atividade 3 (ver Quadro 10 e 11), que seré aplicada apenas
a turma da Po6s-Graduacdo, tem como objetivo explorar, a
partir de visualizagdes interativas, outros conceitos do CDI
além de primitivas, como por exemplo: pontos de maximo,
simetria e ndo linearidade, usando uma abordagem dinamica
que conecta uma situacdo geométrica com um grafico de
funcéo.

Na sequéncia descreveremos as atividades individualmente.
Nos Apéndices A e B encontram-se a proposicdo das atividades
desenvolvidas conjuntamente da Graduacdo e da Pds-Graduagdo,
respectivamente.

Visto que a aplicacdo da sequéncia na turma da Pés-Graduagdo
ocorreu depois da aplicacdo na Graduacdo, a Atividade 01 sofreu
algumas adaptacOes. Essa adaptacdo se deu principalmente pelos
resultados a posteriori da sequéncia aplicada a Graduacdo, que inclusive
é uma etapa prevista pela metodologia da Engenharia Didatica.

Uma vez que as atividades foram adaptadas de Hoffkamp
(2010) a analise a priori levara em consideragéo os resultados ja obtidos
na aplicacdo da autora, e além desses resultados, a anélise da sequéncia
na P6s-Graduacdo usara dos resultados a posteriori da Graduacao.

3.2 APRESENTACAO E ANALISE A PRIORI DA SEQUENCIA DIDATICA DA
GRADUAGAO

A organizacdo da sequéncia é composta por duas atividades,
como mostra 0 Quadrol. As atividades podem ser consultadas no
Apéndice A.
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Quadro 1 - Organizagdo da Sequéncia Didatica da Graduagéo

Organizacdo da
Sequéncia
|

| |
Atividade 1- [ Atividade 2 — ]

Avrea do Triangulo Area do Poligono:

Parte 1 — Parte 2 —
Ambiente Lapis e Papel Ambiente Computacional

Fonte: producéo da autora

3.2.1 Atividade 1: Func&o Area do Triangulo 2

O Quadro 2 apresenta a Atividade 1: Area do tridngulo proposta
para a turma da Graduag&o.

Quadro 2 — Atividade 1 — Area do Triangulo

1) Seja ABC o tridngulo representado na Figura 1 e seja r a linha
tracejada que se move de A para B.

Figura 1 — Area do Triangulo

:
C I
=
D B
Al \? -
< T -

? http://ggbtu.be/mSPY3Qg3s
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Fonte: adaptada de Schldglhofer, apud Hoffkamp, 2010.

Seja F(x) a funcdo que determina a é&rea do poligono ACED
sombreado na figura 1, onde x é a distancia do ponto A até o ponto D.
Assinale, na figura 2, o item que representa o grafico da funcgéo area
desse poligono. Justifique sua resposta.

Figura 2 — Funcdo Area do Triangulo

a) Fa

Fonte Adaptada de Schléglhofer, apud Hoffkamp, 2010.

Fonte: producéo da autora

Tarefa: Analisar e justificar qual alternativa (a, b ou c¢)
representa corretamente a funglo &rea do tridngulo ABC da
Figura 1.

Uma possivel estratégia é analisar que o comportamento da
funcdo que descreve a area do poligono é sempre crescente. O aluno
pensando desta forma elimina as alternativas a e ¢ imediatamente, visto
gue nessas 0 comportamento do grafico que descreve a area é
decrescente a partir do ponto C. Logo, resta a alternativa b que descreve
uma funcéo crescente em todo o intervalo [4, D].

Outra estratégia é verificar para um caso particular, e ndo
fungdes gerais, dando coordenadas para os pontos A, B e C e assim
encontrar funcGes que descrevam o comportamento do triangulo, por
exemplo, tomando A(0,0), C(2,2) e B(6,0) temos:

gx)=x e hx)= —§+3

em que g(x) representa a reta AC e h(x) a reta BC.

Assim, para estes casos particulares possivelmente iniciaria
calculando a &rea a partir de uma integral definida, em que g € [0,2] €
h € [2,6]:

2 6
Joxdx=2 e [’(=x/2+3)dx= 4
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0 que o levaria a um valor numérico de toda a area do triangulo, que néo
representa a dependéncia funcional da éarea.

Outra estratégia seria 0 uso do TFC para estas funcGes
encontradas, com o limitante superior variavel, ou seja, em funcdo da
variavel x:

X x2
f tde == a7
0
e
[F(~t/2+3)dt = X +3x 5 (18)

E por fim, para concluir a lei de formacéo da funcéo area para
este caso particular, bastaria somar a area em [0, 2] sob a curva g em
(18), e definir os intervalos de cada funcéo:

( *
7 , X E [0,2]
FL

—T+3x—3, x € [2,6]

Todavia, é provavel que o aluno ndo verifique isto tdo precisamente e
nem mude as varidveis de integracdo, apenas certifique-se que as
funcgdes (17) e (18) séo parabolas que se aproximam da alternativa b.

O aluno pode inclusive elaborar 0 mesmo raciocinio de um caso
particular, entretanto sem observar a concavidade das funcbes e a
variacdo da area, o que possivelmente o faria assinalar a alternativa c,
gue estaria incorreta. Ou ainda, pensando que o grafico da area é apenas
como a area F(x), o aluno pode assinalar a alternativa a, 0 que também
estaria incorreto e mostra que néo estabeleceu a dependéncia funcional.

3.2.2 Atividade 2: Funcéo Area do Poligono®

O Quadro 3 apresenta a Atividade 2 (Parte 1): Area do poligono
proposta para a turma da Graduacao.

? http://ggbtu.be/muluV9sHh



http://ggbtu.be/muJuV9sHh

79
Quadro 3 - Atividade 2 (Parte 1): Area do poligono - Ambiente lapis e

papel

Considere o poligono sombreado na Figura 3

Figura 3 — Area do poligono

(3

-— - - - = - &

Fonte: producdo da autora

Sabendo que a area do poligono ABCDSPN depende da abscissa x do
ponto P, represente graficamente a funcdo que descreve a sua area.
Justifique sua representacgao.

Fonte: producéo da autora

Tarefa: Representar graficamente a funcgéo area dos poligonos.

Espera-se que os alunos observem que o poligono é formado
por trés fungdes afins (f;, hy e q; ) e uma fungdo constante (g, ). Desta
forma, sabe-se que independente da lei de formacdo destas fungdes, 0s
alunos terdo, a partir do TFC para as fungdes afins, duas funcGes
quadréticas concavas para baixo (F e Q), uma concava para cima (H) e
uma funcdo afim (G). Desta forma, o gréfico pode ser representado
similarmente ao grafico apresentado na Figura 20.
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Figura 20 - Funcdo area do poligono

Fx) /

Fonte: producdo da autora

Outra possivel estratégia é a representagdo de uma funcgdo area
como a Figura 21 sem considerar o conceito do TFC em cada intervalo
das funcGes, apenas usando o raciocinio légico que uma fungdo que
descreve a area do poligono é crescente e positiva. Ndo seria uma
estratégia errada, entretanto ndo alcancaria um dos objetivos da
atividade que é relacionar o grafico da derivada com o da primitiva.

Figura 21 - Funcdo crescente

Fonte: producdo da autora
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Sem ter compreendido corretamente a dependéncia funcional

introduzida na Atividade 1, o aluno pode representar o grafico da area

apenas como a area sombreada, como mostra a Figura 22, que estaria
errada.

Figura 22 - Funcéo poligono

Fonte: producdo da autora

Ainda é possivel que o aluno utilize do conceito do TFC, em
intervalos independentes, ndo verificando a influéncia da area de um
dado intervalo no intervalo subsequente como ilustra a Figura 23.

Figura 23 - Funcéo area com saltos

E G ' Q

Fonte: producdo da autora
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O Quadro 4 apresenta a Atividade 2 (Parte 2): Area do poligono

proposta para a turma da Graduacao.

Quadro 4 - Atividade 2 (Parte 2): Area do Poligono — Ambiente
computacional

Figura 4- Atividade 2 Area de Pollgono Funcdo Area

Janela de Visualizagio P Janela de Visualizacdo 2 #

BC=23

[areaTotal

Fonte: producéo da autora

Movimente o ponto P e observe a construcao do grafico da area
na janela (ao lado). O gréafico construido no ambiente lapis e
papel foi similar a esse? Justifique.

Quais as influéncias dos pontos A, B, C e D no grafico da area?

Se e 0 segmento BC estivesse sobre 0 eixo X, 0 que mudaria no
grafico da funcdo?

Fonte: producéo da autora

Tarefa: Nesta parte da atividade o aluno deverd confrontar o
grafico representado na Parte 1 com o grafico do aplicativo;
verificar as influéncias dos pontos A,B,C e D no grafico da
area; e por fim, verificar o que ocorre com o grafico da area
quando o segmento BC esta sobre o eixo x.
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Nesse momento, o aplicativo poderd auxiliar na exploracdo
dinamica do comportamento grafico da area do poligono. E 0 momento
de validacéo das hipéteses ou refutacdo, em fungdo do desenvolvimento
realizado no ambiente I&pis e papel. Espera-se que o aplicativo auxilie,
em especial, os alunos que ndo souberam descrever o comportamento da
funcéo area do poligono.

Nesse ambiente, os pontos A, B, C e D sdo dinamicos, sendo
possivel validar que a influéncia de cada ponto esta diretamente ligada a
situacdo em si e a fungdo como um todo. Segundo Hoffkamp (2010)
essa forma de influncia ¢ nomeada como metavariagdo. Outra
influéncia que os alunos podem citar é que estes sdo pontos de néo
diferenciabilidade, o que também estaria correto, mas ndo seria uma
resposta tdo completa quanto a justificativa da metavariagéo.

O aplicativo permite que o aluno verifique o que acontece com
o grafico da area quando BC esta sobre o eixo x. Neste caso, se 0 aluno
levar em consideracao corretamente que ndo tem acréscimo de area de B
até C, justificaria que neste caso teriamos um intervalo constante na
funcgdo area. A Figura 24 ilustra o gréfico resultante nessa situagéo.

Figura 24 - Intervalo constante na funcéo area

Fx)

Fonte: producéo da autora

Porém, é possivel que o aluno, mesmo com o auxilio do
software, acabe néo verificando dinamicamente o que ocorre quando BC
esta sobre 0 eixo x, e de imediato escreva que obteria um intervalo igual
a zero e justifiqgue que isso acontece porque ndo existe area neste
intervalo. Logo teria-se uma queda no grafico de &rea, como
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representado na Figura 25. O que estaria incorreto, pois novamente o
aluno ndo esta considerando a variacdo da area.

Figura 25 - Impacto nulo na funcéo area.

Fonte: producdo da autora

3.3 APRESENTACAO E ANALISE A PRIORI DA SEQUENCIA DIDATICA DA
POsS-GRADUAGAO

A organizacdo da sequéncia é composta por trés atividades,
como mostra 0 Quadro 5. As atividades podem ser consultadas no
Apéndice B.
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Quadro 5 - Organizagdo da Sequéncia Didatica da Pds-Graduagéo

Representagdo Grafica
_ Atividade 01-
Area do Poligono

Representagdo Algébrica

Organiza(;éo da , Atividade 02 — Representagdo Grafica
Sequéncia Area do Poligono
No Aplicativo do ]

GeoGebra
Representacéo Grafica
{ Atividade 03 — }
Area do retangulo —
No aplicativo do
GeoGebra

Fonte: producéo da autora

3.3.1 Atividade 01- Fungo Area do Triangulo*

A Atividade 01 proposta para a Pos-Graduagdo apresenta
algumas alteragdes em relacdo a Atividade 1 da Graduacdo, pois
percebemos que ela poderia ficar mais completa, como por exemplo, ter
duas opgdes com uma fungdo sempre crescente como resposta.

O Quadro 6 apresenta a Atividade 01 — Representacdo grafica
proposta para a turma da P6s-Graduagao.

Quadro 6 - Atividade 01: Area do Poligono- Representacio grafica

Seja ABC o triangulo representado na Figura 1 e r a linha tracejada
gue se move de A para B.

Figura 1 — Triangulo ABC

* http://ggbm.at/SPY3Qg3s
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D

N

N

Fonte: adaptada de Schléglhofer, apud Hoffkamp, 2010

i. Seja F(x) a funcdo que determina a area do poligono sombreado
na Figura 1, e x a distancia do ponto A até o ponto D. Assinale, na
Figura 2, o item que representa o grafico de F(x). Justifique sua

resposta.
Figura 2 — Funcio Area do Poligono
'd) . |
" b) £ :
xr I 3 % ?
c) Flx) l d) )
‘ : r o

Fonte: adaptada de Hoffkamp, 2010, p. 5

Fonte: producdo da autora

Tarefa: Analisar e justificar qual alternativa (a,b,c ou d)
representa corretamente a representacao grafica da funcéo area
do triangulo ABC da Figura 1.
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Uma possivel estratégia € analisar que o comportamento da

funcdo que descreve a area do poligono é sempre crescente. O aluno

pensando desta forma elimina as alternativas a e ¢ imediatamente.

Como ainda restam duas alternativas que satisfazem esse

comportamento de area o mestrando precisard ver mais detalhes do

problema. Uma possibilidade é o mestrando utilizar a integral definida

com uma visdo dindmica da area. Logo, partindo desse pressuposto,

acreditamos que, diferente do aluno de CDI-II, o mestrando parta da
integral definida das fungGes g(t) = at e h(t) = —ct + b, ou sgja:

x 2
J (at)dt = % , x € [0,x,] (19)
0

x cx? cx?
f (mct +b)dt =———+bx—(—=+bx;|,  x€(x,x(B)] (20)
X1

em que x; é o ponto da intersecdo entre g € h.

Para concluir esta estratégia o mestrando pode intuitivamente
considerar, na lei de formacdo da funcéo area, a area sob a curva g(t)
em [0,x,]. Assim, a partir dos resultados obtidos concluir que a
alternativa correta seria o item b, pois as fun¢fes encontradas sdo duas
parabolas que condizem com essa op¢éo: (19) concava para cima e (20)
concava para baixo. Outra possibilidade seria 0 mestrando calcular a
integral indefinida de uma fun¢&o afim encontrando como primitiva uma
parabola e concluir que a area seria dada pela alternativa d. Nesse caso
ele estaria equivocado, pois ndo consideraria 0 comportamento do
grafico da area do ponto C até B que cresce com um comportamento
diferente da area entre A e C.

A alternativa c seria escolhida caso o aluno elabore o mesmo
raciocinio anterior para determinar a area em cada parcela como as
equacdes (19) e (20), entretanto sem considerar a dindmica da funcédo
area, a qual ndo deve ser descrita quando decrescente ja que a area do
poligono apenas cresce. O item a seria marcado se o aluno ndo
distinguir a funcdo area da representacdo geométrica da mesma, similar
a argumentacao do aluno da Graduacgéo.

O Quadro 7 apresenta a Atividade 01 - Representacédo algébrica



88
proposta para a turma da P6s-Graduagao.

Quadro 7 - Atividade 01: Area do Poligono - Representac&o algébrica

ii. Considere o tridngulo da Figura 1 formado pelos vértices A(0,0),
B(3,0) e C(1,1). Defina a funcdo F(x) que descreve a area da
regido sombreada.

Figura 1 — Tridngulo ABC

N ro
C I
iE
Fl(z) |
ED B
Al€ T >, M

Fonte: adaptada de Hoffkamp, 2010

Fonte: producéo da autora

Tarefa: Definir a funcdo que descreva a area do poligono.
Tendo dois pares ordenados de uma funcgdo afim o mestrando

sabe que é possivel encontrar sua lei de formacdo. Logo, para definir a
funcéo que passa por AC, tem-se:

Portanto, f;(x) = x.

Outra forma de encontrar f; seria calcular o coeficiente angular pela
definicdo de derivada.
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Agora, para CB:

x=1ly=1-a+b=1
x=3,y=1-3a+b=0

Portanto, f,(x) = —%x + %

Encontradas as funcBes das retas que delimitam o triangulo
ABC, deve-se encontrar a lei de formacdo que descreve a area do
poligono.

Usando o TFC podemos calcular:

2

A= [ f@d=%
0

F. —fx (t)dt = x2+3 >
2= 1f2 T TR Ty

Assim, a lei de formag&o seré:
x2
F(x) =

el <
2
x +3x 5 1 l<x<3
sty Tty el
Outra estratégia para encontrar a lei de formac&o da funcéo area
seria utilizar o conceito de geometria: area de triangulo + area de

trapézio.
3.3.2 Atividade 02 - Fungéo Area do Poligono®

O Quadro 8 apresenta a Atividade 02 — Representacdo gréfica
proposta para a turma da P6s-Graduagao.

> http://ggbm.at/uJuV9sHh
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Quadro 8 - Atividade 02: Area do Poligono - Representacéo grafica

Considere o poligono sombreado na Figura 3.

Figura 3 — Area do poligono

r|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

l
N
7
|

) 7

Fonte: producdo da autora

Sabendo que a area da regido sombreada depende da abscissa x do
ponto P, represente graficamente a funcdo que descreve a sua area.
Justifique sua representacao.

Fonte: producdo da autora

Tarefa: Representar graficamente a funcgéo area dos poligonos.

Analisando as primitivas de cada parcela o mestrando deve
apresentar o grafico da fungdo area similar ao gréfico da Figura 20,
apresentada na analise a priori da Graduacéo.

O Quadro 9 apresenta a Atividade 02 no aplicativo do
GeoGebra proposta para a turma da Pos-Graduacao.
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Quadro 9 - Atividade 02: no aplicativo do GeoGebra

a) Movimente o ponto P e observe a construcdo do gréfico da
area na janela de visualizagdo. O gréafico construido no
ambiente lapis e papel foi similar a esse? Se ndo, justifique.

b) Quais as influéncias dos pontos A, B, C e D no grafico da area?

c) Se o segmento BC estivesse sobre o eixo x, 0 que mudaria no
grafico da area?

Fonte: producéo da autora
Justificativa para a solucdo das questdes a, b € c:

Visto que nesse momento, o aplicativo podera auxiliar na
exploracdo dindmica do comportamento grafico da area do poligono,
esperamos que o mestrando valide suas hipoteses, em fungdo do
desenvolvimento realizado no ambiente lapis e papel. Assim, tendo os
pontos A, B, C e D dinamicos é possivel o mestrando validar que a
influéncia de cada ponto pode ser justificada pela metavariacdo. E ainda,
movendo o0 segmento BC sobre o eixo x, verifique a influéncia no
gréafico da funcdo area de tal forma a obtermos um intervalo constante,
gue seria a imagem da funcdo area no intervalo BC, como mostra a
Figura 24.

3.3.3  Atividade 03 - Area do Retangulo®

A atividade a seguir tem como objetivo explorar outros
conceitos do CDI além de primitivas, como por exemplo: pontos de
maximo, simetria e ndo linearidade, usando uma abordagem dindmica
gue conecta uma situagdo geométrica com um gréfico de funcdo, como
citado anteriormente.

O Quadro 10 apresenta a Atividade 03 — Representacédo gréafica
proposta para a turma da P6s-Graduagao.

® http://ggbm.at/TLExwKy1
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Quadro 10 - Atividade 03: Area do retangulo: Representago gréfica

Considere o retangulo inscrito no triangulo ABC na Figura 4:

Figura 4 — Retangulo inscrito

_T B

Fonte: Adaptada de Hoffkamp (2010)

a) O que ocorre com a area do retangulo inscrito na Figura 4
movimentando P sobre o segmento de reta BC?

b) Existem diferentes retdngulos inscritos como na Figura 4 com a
mesma area? Justifique.

c) Qual o comportamento do grafico que representa a area desse
retangulo?

Fonte: producéo da autora

Justificativa para a solucdo das questbes a, b e c:

Utilizando o conceito de area de um retangulo da geometria plana o
mestrando pode verificar o0 comportamento da funcdo que descreve a
area do retangulo (base x altura). Sabendo que BC é um segmento de
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reta decrescente, e que assim, a funcdo que descreve uma reta é dada
por:

f(x) =—ax+b

facilmente o mestrando encontra uma funcédo para o grafico da area
fazendo,
A(x) = x(—ax + b) = —ax? + bx

em que x seria a base do retangulo e (—ax + b) a altura.

Logo, sendo A(x) uma paradbola o mestrando verifica que
haveréa diferentes retangulos com a mesma area, e certifica-se que a area
do retangulo é zero em dois pontos (B e C) que representam as raizes da
parabola.

Outra maneira de encontrar a funcdo que descreve a area é a
aplicacdo do TFC. Assim, o mestrando poderia tomar uma constante k
sobre o segmento AC e calcular uma integral definida no intervalo
[0, x], ou seja:

X
A(x) :f kdx = kx
0

mas k é a altura do retangulo com base x e vértice P sobre CB, logo

k= —-ax+b e A(x)=—ax?+bx
obtendo a pardbola que descreve a funcdo area do retangulo. Com isso
ele conseguird verificar que diferentes retdngulos assumem a mesma
area e que area do retangulo é zero em dois pontos (B e C).

Todavia, também é esperado que o mestrando ao invés de
utilizar o célculo da integral definida da constante ou o conceito de
geometria para encontrar o comportamento do grafico da area, calcule a
integral definida da reta BC e com isso encontre a &rea do trapézio ao

invés do retangulo, ou seja:
2

x ax
f (—at + b)dt = ———+ bx.
0 2

O que estaria incorreto.

O Quadro 11 apresenta a Atividade 03 no aplicativo do
GeoGebra proposta para a turma da Pos-Graduacao.
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Quadro 11 - Atividade 03: Area do retangulo- no aplicativo do
GeoGebra

a) Movimente o ponto P e observe a construgdo do gréafico da
area na janela de visualizacdo. Confronte os resultados obtidos
no ambiente lapis e papel com os resultados do ambiente
computacional.

b) Qual a d&rea maxima do retangulo inscrito? Justifique.

C) Se o retangulo estivesse ‘inserido’ em um segmento
parabolico, como mostra a Figura 5, 0 que mudaria no grafico
da funcéo area?

Figura 5 — Retangulo inscrito na parabola

c q

A

Fonte: producdo da autora

Fonte: producdo da autora

A questdo c foi elaborada pela autora, logo ndo consideramos
resultados de outras aplicagdes para a analise a priori. Enquanto que as
demais sdo semelhantes as questbes de Hoffkamp (2010).

Justificativa para a solucdo das questfes a, b e c:
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Os mestrandos poderdo validar a representacdo no ambiente
lapis e papel. Para encontrar o ponto de maximo basta utilizarmos a
definicdo do vértice V da parabola que esta equidistante das raizes, logo
sabendo que as raizes estdo em:

b
x=0ex= -
0 Vértice x do ponto de maximo pode ser calculado fazendo:

Portando, o0 ponto de maximo é:

V= (vx ,A(vx)).

Outra maneira do mestrando encontrar o ponto de maximo seria
encontrando os pontos criticos da fungéo:

Sendo A(x) = —ax? + bx, fazemos:
A'(x) = —2ax+b
Os pontos criticos séo os valores de x no dominio da funcéo A tais que

A'(x) = 0, ou seja:

—2ax+b=0 > xzi.
2a

. . b
Pelo teste da segunda derivada podemos verificar se x = 2. € ponto de
maximo ou minimo:
A'(x) = —2a

b , .
sendoa > 0, A" (x) < 0 temos que x = . € ponto de méaximo.
. b ;-
Portanto, substituindo x = 2o em A(x) encontramos seu valor maximo:

1) o) o=t

2a 2a 4a

Assim o ponto de maximo é:
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(b P
" \2a’4a/)

Para resolucdo da questdo c¢ devemos considerar que 0s
mestrandos estardo com livre acesso ao objeto de aprendizagem (OA), o
que podera induzir ao erro por analogia grafica, em virtude da escala
utilizada no gréafico - a visualizacdo apresentada na tela podera induzir
ao erro se ndo confrontada com a representacdo algébrica. Logo, para
responder o que acontece com a area do retangulo quando este esta
inscrito na parabola, de imediato € possivel que mestrando alegue que o
comportamento da funcdo &rea ainda seria uma pardbola. Todavia, isto
estaria incorreto, pois na verdade a funcdo area para este caso €
representada por uma funcéo cubica.

3.4 CONSIDERACOES

A sequéncia didatica proposta coloca em evidéncia o
desenvolvimento do conceito do TFC. De modo, que mesmo ndo sendo
0 objetivo principal das atividades o calculo algébrico da integral, o
aluno desenvolva a nocdo geométrica da primitiva de uma funcéo.

Na maioria dos casos os alunos se preocupam com o calculo
algébrico, e ndo compreendem o que o resultado geométrico significa,
ndo estabelecendo a transigéo entre as duas representagdes. Portanto, ao
expor essa atividade procuramos possibilitar essa transicéo.

Na sequéncia serd apresentada a analise a posteriori. Em que
confrontamos as analises a priori com a posteriori e fundamentamos a
validagdo das hip6teses formuladas.
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4 ANALISE A POSTERIORI

Neste capitulo serdo apresentados o contexto da aplicacdo das
atividades descritas no capitulo 3 e as analises a posteriori das atividades
aplicadas nas turmas da Graduacdo e Pds-Graduacao.

Ambas as analises a posteriori se apoiaram sobre:

= Asresolucdes apresentadas as questfes propostas;
= Registros da observadora;

= Analise a priori de ambas as turmas.

4.1 CONTEXTO GRADUACAO

A aplicacdo da sequéncia didatica ocorreu em uma turma de
Calculo Diferencial e Integral Il (CDI-Il) do curso de Engenharia de
Producdo, todavia, também comportava alunos dos cursos de
Engenharia Civil, Engenharia Elétrica, Engenharia Mecanica e Ciéncia
da Computagdo. Essa turma totalizava 40 alunos, desses 34
compareceram no dia da aplicacéo e participaram.

A sequéncia foi aplicada apds o professor ja ter abordado o
conteido de somas de Riemann e o TFC, incluindo definicdes,
propriedades e aplicagdes. Diante disso, a aplicagdo serviu como uma
revisdo de modo que os alunos compreendessem o0 comportamento
gréafico do conceito do TFC.

4.1.1 Organizacao

Na concepcdo da sequéncia didatica foram elaboradas as
atividades, bem como a articulacdo das questfes presentes em cada parte
da sequéncia. Foi acordado com o professor da turma que esse aplicaria
a sequéncia e que a autora estaria presente na sala de aula, na qualidade
de observadora da classe.

O professor da turma desenvolveu em sala a sequéncia didatica
elaborada pela autora (Apéndice A), num periodo de 2 (duas) aulas com
duragdo de 50 minutos cada no primeiro semestre de 2016, com o
objetivo de propiciar as conexdes entre o Célculo Diferencial e Célculo
Integral a partir de visualiza¢des interativas e a dependéncia funcional.

A organizacdo da turma para a realizacdo desta atividade se deu
da seguinte maneira:
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= Qs alunos foram encaminhados a um laboratério de informatica,
por conta do ambiente computacional requerido na parte 2 da
Atividade 2;

= Foi solicitado aos estudantes que durante a Atividade
trabalhassem individualmente e durante Atividade 2
trabalhassem em duplas ou trios;

= Os alunos iniciaram desenvolvendo, individualmente, a
Atividade 1, e apds a conclusdo da atividade, os alunos a
entregaram para o professor da turma;

= Apds, ocorreu a discussdo desta atividade, ministrada pelo
professor da turma;

= A Atividade 2 (Parte 1) foi entregue aos alunos que em grupos
desenvolveram a atividade e ap6s concluida entregaram ao
professor da turma;

= A Atividade 2 (Parte 2) foi entregue aos alunos juntamente com
o link de acesso ao aplicativo que, ainda em grupos
desenvolveram a atividade e ap6s concluida entregaram ao
professor da turma;

= Assim, ocorreu a discussdo da Atividade 2, novamente
ministrada pelo professor da turma.

[EEN

4.1.2 Anélise a Posteriori

A seguir é apresentada a analise a posteriori correspondente a
cada atividade aplicada a Graduacéo.

4.1.2.1 Atividade 01

Essa analise corresponde a atividade do Quadro 2 (pagina 75).
A Tabela 3 apresenta a porcentagem de cada questdo assinalada.

Tabela 3 - Porcentagem de cada alternativa assinalada
Alternativa  Porcentagem (%)

a 11,8
b 79,4
c 8,8

Fonte: producéo da autora
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A estratégia utilizada pelos alunos que assinalaram a alternativa
a, foi a mesma citada na analise a priori, em que alunos justificam ser
esta alternativa pensando que o gréafico da area é apenas como a area
F(x).
Dos 79,4% dos alunos que assinalaram a alternativa b, 7,4%
justificaram errado. Uma das justificativas erradas foi a seguinte:

“Representa esse grdfico por causa dos pontos de mdximo, minimo e
ponto critico, crescimento e decrescimento.”

O aluno ao justificar dessa forma, mostra que ndo sabia qual
conceito utilizar para justificar corretamente a alternativa assinalada, ou
ainda, que pelo “chute” na alternativa, citando qualquer conceito do
calculo poderia estar justificando corretamente.

Dentre todas as estratégias corretas, a mais utilizada foi o da
analise do comportamento da funcdo que descreve a area do poligono
gue é sempre crescente. Assim como citada na analise a priori.
Inclusive, obtemos uma justificativa bastante significativa de um aluno
da Graduac&o:

“De C até B a fung¢do é decrescente em direcdo a 0 (zero), entdo se
espera que a area aumente com uma tendéncia a se manter constante,
porém, com a soma de n termos positivos, ndo se espera um
comportamento decrescente no valor absoluto. Ou pode-se derivar a
alternativa e se obter o gréfico da Figura 1.”

Este aluno justificou usando tanto conceito de area como
Célculo Integral, quando fala em primitiva.

Outra estratégia utilizada corretamente foi o uso da taxa de
crescimento da funcdo area:

“O grdfico da drea é representado pela letra b, pois a area F(x)
sempre aumenta a medida que deslocamos x... Até o ponto C temos um
crescimento mais rapido da area, o qual pode ser percebido pela
inclinacéo de F(x). Apds o ponto C o crescimento da area néo é tdo
rapido....”

Essa resposta foi mais detalhada que a prevista na andlise a
priori.
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Um dos alunos que assinalaram a alternativa ¢ usou cinematica
para justificar:

“Chamando de h a distancia de D até E, a taxa da velocidade do
crescimento do poligono depende de h, entdo se h cresce a velocidade
aumenta e se h diminui a velocidade diminui, logo h funciona como
uma aceleracao na velocidade de crescimento e o grafico de F(x) deve
ser igual a um de uma velocidade com aceleragdo diferente de zero.”

Percebemos a partir dessa justificativa que o aluno confundiu o
grafico da area, com o gréafico da velocidade de crescimento da area.

Outro aluno justificou com uma estratégia que condiz a
alternativa b, e mesmo assim a alternativa assinalada foi c:

“A funcdo cresce até certo ponto, entdo a &rea deve crescer também.
Porém, h4 um momento que a fungcdo comeca a decrescer, mas a area
continua aumentando. Na Figura 1 a fungéo esta sempre decrescendo a
partir de um certo ponto.”

Possivelmente a dificuldade deste aluno estava em conseguir
transpor graficamente sua justificativa.

Por fim, a terceira estratégia utilizada para a alternativa ¢ foi a
citada na analise a priori, em que o aluno esquece de analisar a
concavidade da parabola.

“AC crescente e CD decrescente, no caso a F(x) ndo é uma reta.”
4.1.2.2 Atividade 02

Iniciamos com analise corresponde a Atividade 2 — Parte 1 do
Quadro 3 (péagina 78).

Tivemos cinco representacOes diferentes nesta atividade como
mostra 0 Quadro 12 abaixo:
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Quadro 12 - Diferentes representa¢des da Atividade 02: Parte 1

Figura 26 - Representacédo grafica correta
) ¢
;} \ 7

| 64,6% utilizaram essa
| representacao

?

Fonte: alunos que participaram da aplicagdo

Figura 27 - Grafico deslocado em x=0

i
v

5,9% utilizaram
essa representacéo

Fonte: alunos que participaram da aplicagdo

Figura 28 - Conceito de &rea e primitiva incorretos

A 11,8% utilizaram essa
o # N representacdo

*

Fonte: alunos que participaram da aplicago
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Figura 29 - Andlise errada da constante

>

Fonte: alunos que participaram da aplicagdo

Figura 30 - Representacéo incorreta

Fonte: alunos que participaram da aplicagdo

11,8% utilizaram essa

representacao

5,9% utilizaram
essa representacao

Fonte: producéo da autora

Dentre essas representacdes a Unica prevista na analise a priori

foi a representada na Figura 26. Nessa o0s 64,6% dos alunos utilizaram o
conceito de area e primitivas corretamente.

As demais representacdes ndo foram previstas. Na Figura 27 0s
alunos tiveram um conceito correto sobre as representacBes das
primitivas, mas ndo consideraram que a area era 0 (zero) quando x = 0.
Na Figura 28 temos representacdes de area incorreta, ja que os alunos
consideraram uma funcdo decrescente entre D e S, bem como,
representacdo incorreta da primitiva, como podemos ver entre A e B. Na
Figura 29 o erro foi na constante entre BC, as demais primitivas foram
representadas corretamente. Possivelmente isso ocorreu pela falta de
conexdo entre o conceito de &rea com a primitiva. Por fim, temos a

Figura 30, em que ndo houve conexdo alguma entre area e primitiva.
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A seguir a andlise corresponde a Atividade 2 (Parte 2) do
Quadro 4 (pagina8l).

O confronto que ocorreu na parte 2 dessa atividade foi bastante
significativo. Na questdo a alguns dos alunos que representaram
incorretamente a funcdo &rea verificaram seu erro. Por exemplo, o
grupo que representou a funcdo area como mostra a Figura 30, justificou
da seguinte forma:

“Ndo, ... por considerar que a fung¢do que descreve a drea teve um
intervalo de decrescimento. E agora ficou claro que a area s6 aumentou

’

Porém, houve grupos que mesmo representando incorretamente,
disseram que a representacdo era similar, ndo mostrando ter verificado o
erro cometido.

Na questdo b obtemos respostas utilizando diferenciabilidade
(11,8%) e metavariacdo (70,6%) - ambas citadas na analise a priori
como estratégias corretas - e pontos de inflexdo (17,4%) que nao foram
previstos, mas é uma estratégia incorreta. Por exemplo, sobre pontos de
diferenciabilidade tivemos a seguinte justificativa:

“Sdo pontos criticos pois é onde muda o comportamento do gréfico e,
por consequéncia, a integral.”

Para metavariagéo:

“Estes pontos delimitam os intervalos de cada comportamento da
funcdo. A alteracdo desses pontos altera os intervalos e
consequentemente o valor da drea.”

E por fim, para pontos de inflex&o, tivemos:
“Sdo pontos de inflexdo.”

A maioria das respostas na questdo ¢ foram escritas
corretamente e condiz com uma das estratégias da analise a priori,
dizendo que a area neste intervalo seria representada por uma constante.
94,1% utilizaram essa resposta. Todavia, um grupo que representa 5,9%
das respostas disse que:
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“A inclinacdo antes e depois desses pontos seria alterado.”
Essa estratégia ndo foi apresentada na analise a priori, visto que
ndo faz sentido sobre a questéo.
Dentre essas respostas dadas na questdo c, temos uma resposta
bastante relevante, em que o grupo utiliza do erro cometido na parte 1
desta atividade (Figura 29) para respondé-la:

“Seria constante no intervalo BC, pois apesar de variar em x, varia
sobre o eixo nulo... tornando o trecho constante como no grafico
desenhado na parte 1 da atividade.”

Aqui constatamos que o confronto entre as duas partes da
atividade foi valida.

Percebemos que mesmo com o aplicativo para auxiliar na
exploracdo dindmica do comportamento grafico da area do poligono,
muitos alunos ainda sentiram dificuldades para justificar corretamente
as perguntas. Tem-se as hipdteses que isso pode estar relacionado a falta
de dominio do contetdo ou dificuldade em interpretar representacées
graficas.

4.2 CONTEXTO POS-GRADUACAO

A aplicacdo da sequéncia didatica ocorreu na turma de
Fundamentos do Célculo, do Programa de P6s-Graduagdo em Ciéncias,
Matematica e Tecnologias. A turma tem um total de 5 alunos, e todos
sdo formados em Licenciatura em Matematica.

A sequéncia aplicada visava introduzir o Teorema Fundamental
do Calculo (TFC). O conteldo de integrais ndo tinha sido abordado
ainda.

4.2.1 Organizagéo

A organizacdo do professor da turma e da autora foi a mesma
que no contexto da Graduagao.

O professor da turma desenvolveu em sala a sequéncia didatica
elaborada pela autora (Apéndice B), num periodo de 4 (quatro) aulas
com duracgdo de 50 minutos cada no primeiro semestre de 2016, com o
objetivo de propiciar as conexdes entre o Céalculo Diferencial e Célculo
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Integral e introduzir o TFC, a partir de visualizagBes interativas e a
dependéncia funcional.

A organizacdo da turma para a realizagdo desta atividade se deu

da seguinte maneira:

Inicialmente os alunos trabalharam individualmente na
Atividade 01 —i;

Assim que os alunos concluiram a resolugdo ocorreu a
discussdo desta atividade, ministrada pelo professor da turma, e
apos isso, os alunos entregaram a atividade ao professor;

Na sequéncia a turma foi dividida em dois grupos para
encontrar a lei de formagéo na Atividade 01 — ii.

Apbs, ocorreu a discussdo, ministrada pelo professor da turma,
e a entrega das resolugdes;

A Atividade 02- Representacdo Grafica foi entregue aos alunos,
que em grupos desenvolveram a atividade e apds concluida
entregaram ao professor da turma;

A Atividade 02 — no aplicativo do GeoGebra foi disponibilizada
para ser entregue pelo ambiente virtual Moodle;

A Atividade 03 — Representagdo Gréfica foi disponibilizada e
apos os alunos discutirem e resolverem com seus colegas do
grupo, foi entregue ao professor responsavel;

Na sequéncia houve a discussdo sobre a atividade;

Por fim, a Atividade 03 — no aplicativo do GeoGebra foi
disponibilizada para ser entregue pelo ambiente virtual Moodle.

4.1.2 Anélise a Posteriori

A seguir é apresentada a andlise a posteriori correspondente a

cada atividade aplicada a Pés-Graduacédo.

4.1.2.1 Atividade 01

Iniciamos com analise corresponde a Atividade 01 —i do

Quadro 6 (pagina 85).

A Tabela 4 apresenta a quantidade de cada questéo assinalada.
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Tabela 4 — Quantidade de cada alternativa assinalada

Alternativa Qua_ntldade
assinalada

a 2

b 0

C 1

d 2

Fonte: producéo da autora

O que levou os mestrandos a assinalarem a alternativa a foi
acreditar que o grafico da area é apenas como a area F(x), assim como
citada na analise a priori e, tentar encontrar por geometria a funcéo area.
A tentativa de encontrar a funcdo area por geometria estaria correta e
levaria o mestrando a alternativa b se ndo houvesse cometido o erro de
considerar o xp fixo encontrando como area uma funcdo polinomial de
primeiro grau.

O mestrando que assinalou c justificou da seguinte forma:

“A resposta é a letra ¢ porque a medida que varia x, a sua imagem
varia em f(x). O que se pede é a area correspondente a figura, no caso
em questdo F(x). Como se trata das duas grandezas dimensionais, a
representacao é por intermédio de uma curva, com ponto de méximo e
minimo, relativos a imagem f(x). Observa-se que em c temos o0 ponto
em que temos mais drea e a origem o ponto em que temos menor drea.”

Diante dessa justificativa, percebemos que o mestrando
confundiu a altura maxima do poligono com a area maxima. Esta
estratégia ndo foi prevista na analise a priori.

Os mestrandos que assinalaram a alternativa d utilizaram
estratégias diferentes e nenhuma delas foi citada na analise a priori.
Uma das respostas analisa que a altura do ponto D em relagéo ao ponto
E foi aumentando a medida que a distancia x ia diminuindo até chegar o
ponto C. Nesta resposta 0 mestrando poderia ter percebido, enquanto
fazia o caminho contrario, que ao passar do ponto C a fun¢éo area muda,
assim concluindo b, todavia, apenas considerou que o valor da area seria
menor.

A outra estratégia analisa a continuidade e o crescimento da
funcdo area. Porém, apesar de utilizar os conceitos certos, o mestrando
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erra ao considerar que o grafico em b parece decrescer em algum
momento, concluindo assim a alternativa d, pois € o Unico gréafico que
representa uma funcdo crescente e continua. E interessante analisar as
marcagdes na representacdo grafica utilizada pelo mestrando enquanto
analisava a atividade (Figura 31).

Figura 31 - Representacdo de uma estratégia utilizada para assinalar a
alternativa d

Figura 2 — Fungdio Area do Poligono

X/

o
S
fen

T

Fonte: Adaptada de Hoffkamp, 2010, p. 5

Fonte: mestrando que participou da aplicacdo

O mestrando continua a representacdo da funcdo em b como se
fosse decrescer a partir de algum ponto, como cita na resolugdo “O
grafico em b também parece que em algum momento vai decrescer”.
Podemos dizer que essa estratégia estd incorreta, pois 0 mestrando
esqueceu de verificar que isso ndo ocorre com o grafico em b pois o
ponto B é estacionario.

A seguir a andlise corresponde a Atividade 01 — ii do Quadro 7
(pagina 87).
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Visto que foram formados apenas dois grupos, chamaremos um
de grupo A e o outro de grupo B.

O grupo A usou apenas geometria plana para encontrar a lei da
funcdo area, assim como previsto na analise a priori.

O grupo B usou geometria plana e Célculo Integral. Sabendo
pelo calculo de primitivas que a integral de uma funcdo afim é uma
quadratica ax? + bx + ¢, e conhecendo os pontos de intersecdo das
fungdes que delimitam o poligono, eles montaram um sistema de
equacdes para descobrir a, b e c. A estratégia estava correta, porém o
grupo esqueceu de acrescentar a area do triangulo no intervalo x €
[1,3]. E ainda, no final da resolugdo, o grupo apresentou a integral
definida, mas a mesma nao foi resolvida, pois ndo substituiram o
extremo x = 1, como podemos ver na Figura 32. E provéavel que se
tivessem resolvido esta integral teriam verificado o erro.

Figura 32 - Lei de formagdo do grupo B

A
/N
QY

Fonte: mestrandos do grupo B

Essa estratégia foi prevista na analise a priori utilizando integral
definida, porém o grupo cometeu um erro ao finaliza-la quando néo
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substituiu o extremo x = 1 e ndo acrescentou a area do triangulo, que
n&o tinha sido previsto.

4.1.2.2 Atividade 02

Iniciamos com andlise correspondente a Atividade 2 -
Representacdo gréafica do Quadro 8 (péagina 89).

A representacdo grafica da funcdo area que descreve o poligono
foi representada incorretamente por ambos os grupos A e B. Os
mestrandos consideraram a primitiva da funcdo em cada intervalo
corretamente, mas cometeram erro ao considerar a area diferente de 0
(zero) quando x =0, ou seja, ambos 0s grupos iniciaram a
representacdo do grafico deslocado da origem (Figura 33 e 34). Além
disso, ambos o0s grupos representaram em [A,B] e [D,E] um
comportamento decrescente no grafico da area, o que esta errado ja que
a é&rea é crescente. Ndo previamos erros nessa representacgao, visto que a
atividade anterior embasava tais conceitos para uma representacéo
correta.

Figura 33 — Estratégia de representacao utilizada pelo grupo A

£

Fonte: mestrandos do grupo A.

O grupo A obteve cada parcela do grafico representado na
Figura 33 calculando as primitivas por integral indefinida. O grupo B
ndo justificou a representacao.
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Figura 34 - Estratégia de representacdo utilizada pelo grupo B

gy
¢ 2

Fonte: mestrandos do grupo B.

No momento do confronto dessa atividade o grupo A deixou
evidente ter percebido o erro na representacao:

“O grdfico construido foi diferente. Em cada parte foi considerado o
comportamento do grafico correto. Nos quatro intervalos eram
respectivamente, no sentido x crescente... O erro na representacao
ocorreu porgue ndo nos atentamos ao fato de que a &rea é uma fungéo
somente crescente e que inicia em zero.”

O grupo B néo deixou tdo evidente, apenas citou que um dos
erros foi ndo iniciar a func&o &rea em zero.

A sequir a analise corresponde a Atividade 2 — no aplicativo do
GeoGebra do Quadro 9 (pagina 90).

Visto que essa atividade foi disponibilizada para ser entregue
pelo aplicativo moodle, houve discérdia na opinido de alguns
mestrandos do grupo B, pois para as questdes b e c¢ foram entregues
estratégias diferentes.

Assim, para a questdo b que perguntava da influéncia de cada
ponto, um dos mestrandos do grupo B justificou acreditar que os pontos
tém influéncia direta sobre o valor da area, o que esta correto e foi
previsto. Enquanto que outro mestrando do mesmo grupo, justificou
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como pontos de inflexdo, o que esta incorreto e ndo foi citada na analise
a priori.

O grupo A ndo evidenciou que os pontos influenciam na fungéo
como um todo, apenas na situagdo si, citando o que ocorre quando
movemos cada ponto.

Na resolucdo da questdo ¢ um dos mestrandos do grupo B,
assim como o grupo A, citou, como previsto na andlise a priori, que se B
e C estivessem sobre o eixo x, existiria um intervalo constante no
grafico da area. Enquanto, outro mestrando do grupo B justificou que
para esta situacdo, obteriamos a menor area para o grafico mencionado.
Esta estratégia estaria incorreta, pois o grafico que representa a menor
area ndo esta diretamente ligado apenas ao segmento BC.

4.1.2.3 Atividade 03

Iniciamos com a analise correspondente a Atividade 3 —
Representacdo grafica do Quadro 10 (pagina 91).

O grupo A encontrou a funcdo que descreve a rea do retangulo
a partir da integral definida, mas ndo mudou a variavel de integracéo, ou
seja:

A= [t +b)dt = + bx

0 que representa a area do trapézio e ndo a do triangulo.

O grupo B utilizou geometria plana, e encontrou corretamente a
area do retangulo. Ambas as estratégias foram previstas na analise a
priori.

Mesmo o grupo A encontrando a &rea do trapézio ao invés do
retangulo, verificou, assim como o grupo B, que a area do retangulo é
zero em dois pontos, e ainda, utilizaram um caso particular para mostrar
gue existem diferentes retdngulos com a mesma &rea. Por exemplo, a
resposta de um dos grupos foi:

“Tomando um ponto P(x,,y,) temos um retdngulo de area x,y,,
arrastando P até (x = y,, v = x,) também teremos um retangulo de
érea yoxo = xoyo ”.

A seguir a andlise corresponde a Atividade 3 — no aplicativo do
GeoGebra do Quadro 11 (pagina 93).
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Durante o confronto, o grupo A disse que sua representacdo era
muito parecida, mas justificou incorretamente como concertar o erro,
pois disse que bastaria descontar a area do tridngulo. O grupo B
verificou que a representacdo estava correta.

Na questdo b ambos os grupos verificaram o valor da area
méaxima do retdngulo usando a definicdo do vértice V da parabola que
esta equidistante das raizes - estratégia citada na analise a priori.

Referente a questdo ¢ o grupo A verificou que ndo seria mais
uma parabola, dizendo:

“O grdfico da fungdo drea ndo seria mais uma pardbola, apesar de
parecer que é uma parabola... Por geometria, a area é:

A=x(—ax’>+bx+c), a>0
A=—ax3+bx?+cx.”

O grupo B também verificou que ndo seria mais uma parabola,
mas ndo apresentou a funcdo cubica que descreve a érea.

Observou-se que ambos os grupos ndo ficaram restritos apenas
a representacdo grafica e transitaram nos dois registros, graficos e
algébricos, concluindo assim com éxito a tarefa.

4.3 INSTITUCIONALIZAGCAO

A institucionalizagdo do objeto de estudo na Graduag&o ocorreu
ap6s cada atividade, exceto na Atividade 2 — Parte 1. Durante
institucionalizacdo da Atividade 1 o professor responsével
primeiramente questionou quais respostas foram assinaladas, vendo que
poucos assinalaram a alternativa incorreta, o professor questiona como
chegaram na resposta correta, a maioria dos alunos diz que foi pelo
conceito de area crescente. O professor entdo apresenta dinamicamente
com auxilio do GeoGebra o grafico da area correspondente ao poligono,
e cita que além do conceito de area, temos a primitiva de cada funcéo
envolvida nos intervalos.

A Atividade 2 — parte 1 ndo foi institucionalizada pois na parte
2 os alunos fariam o confronto.

A Atividade 2 — parte 2 foi institucionalizada rapidamente com
0 auxilio do aplicativo, de modo a explicar qual a influéncia dos pontos
e fixar conceito de area e primitiva em cada intervalo.
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Ambas as institucionalizagdo permitiram que os alunos tirassem
suas davidas. A maioria dos alunos mostrou compreender bem a
dinamica e o objetivo das atividades que estavam diretamente ligados ao
contetdo estudado no momento.

Na Poés-Graduacdo a institucionalizacdo ocorreu de modo a
introduzir o conteddo de integrais. A institucionalizagdo da atividade
01-i ocorreu apds os alunos concluirem suas respostas. O professor
responsavel, primeiramente, questionou a cada aluno qual havia sido a
alternativa assinalada e sua justificativa. Apos ouvir a justificativa de
cada mestrando, o professor comenta 0 comportamento da area de modo
a induzir os alunos a alternativa correta. Enquanto isso, um dos
mestrandos verificou seu erro e justificou que a alternativa correta seria
b. O professor mostra dinamicamente o comportamento da area
utilizando o GeoGebra. Todavia, ndo cita como podemos encontrar essa
fungdo éarea algebricamente, visto que isso poderia influenciar as
repostas da atividade seguinte.

A institucionalizacdo da Atividade 01-ii ¢é feita de modo a
introduzir o TFC, ou seja, o professor responsavel, sem demonstrar,
apresenta informalmente este teorema. Além disso, comenta qual a
diferenca entre a integral definida e a indefinida. Apenas ap6s estes
esclarecimentos, o professor retorna a atividade. Pede para que o0s
grupos apresentem qual a lei de formagdo construida, e com esses
valores o professor plota cada grafico. Ap6s isso, o professor constréi no
quadro a lei de formacdo utilizando geometria plana e Calculo Integral.
O professor aproveita do contexto e relaciona com o calculo de volume.

A Atividade 02 ndo foi institucionalizada em sala, pois foi
entregue pelo moodle.

A institucionalizacdo da Atividade 03 — representacdo gréfica o
professor iniciou questionando as justificativas de cada equipe. O
professor representa no quadro o erro que ocorreu na construcdo da
integral do grupo A e mostra a maneira correta de calcular apenas a area
do retangulo por integral definida.

A Atividade 03 — momento confronto também ndo foi
institucionalizada em sala, pois também foi entregue pelo moodle.

4.4 CONSIDERACOES
Na andlise a posteriori da turma de CDI-II percebemos que a

maioria dos alunos obteve éxito na realizacdo da tarefa, e aproveitaram
da institucionalizacdo para questionar e esclarecer alguns conceitos. A
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analise a posteriori também nos auxiliou a perceber a limitacdo da
atividade 01 a qual apresentava falhas, pois permitia o aluno responder
utilizando apenas conceito de area (fungdo sempre crescente) e ndo
necessariamente o TFC. Essas falhas permitiram evoluir a atividade
proposta na Pds-Graduacgdo. Assim, no contexto de revisar/reforcar o
contetudo de integrais definidas, a sequéncia aplicada teve resultados
positivos. Entretanto, seria interessante aplicar essa sequéncia, levando
em consideracdo a reformulacdo da atividade 01 e em outro contexto, no
sentido de introduzir o TFC, para verificar se os alunos conseguem
estabelecer as conexdes da variacdo funcional da area do retangulo.

Na analise a priori da turma da Pés-Graduacdo tinha-se a
hipotese que os erros seriam menos recorrentes, em funcéo da formagédo
dos alunos. Todavia, para as atividades 01 e 02 os resultados foram
diferentes do previsto. Devemos considerar 0 contexto que 0s
mestrandos estavam inseridos. Essa atividade foi aplicada de modo a
introduzir um contelido que, por mais que tenha sido estudado durante a
Graduacdo, a grande maioria ndo tinha contato ha anos. Também,
devemos considerar que a abordagem do TFC geralmente nos cursos de
graduacdo é feita de maneira estatica e ndo de maneira dinamica.
Geralmente usa-se a aplicacdo do TFC para determinar o valor numérico
de &reas, volumes e comprimentos, por exemplo, mas ndo para explorar
a dependéncia funcional da area. Na atividade 03 os alunos obtiveram
éxito, visto que ambos 0s grupos resolveram corretamente a maioria das
guestdes. Este resultado pode estar diretamente conectado as
institucionalizacGes, as quais serviram como base para cada atividade
subsequente.
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CONSIDERACOES

A hipotese de pesquisa propulsora desse trabalho foi a de que a
compreensdo da conexdo entre o Célculo Diferencial e o Integral ndo é
uma tarefa facil. O desenvolvimento histérico que durou mais de 2500
anos para formalizar o Célculo Integral tal como é atualmente, evidencia
gue essa dificuldade estd diretamente ligada ao fato de o Célculo
Diferencial e o Céalculo Integral serem tratados de forma independente.

Em minha experiéncia como aluna do curso de Licenciatura,
tenho notado que além dos alunos ndo estabelecerem a conexdo, a
maioria dos estudantes de licenciatura questionam a importancia em ter
essa disciplina em seu curriculo, visto que o foco do curso é lecionar
para o Ensino Basico. Essa questdo perturba a maioria dos académicos
por ndo conseguirem conectar as diversas defini¢des da matematica que
colaboram para um conhecimento mais amplo do professor com
aplicacdes do Calculo no cotidiano que podem ser introduzidas em sala
de aula do Ensino Bésico.

Nos diferentes livros analisados percebemos que somas de
Riemann sdo apresentadas sempre antes do TFC, mas nem sempre é
evidenciado o porqué e como ocorre essa passagem de um limite de
somas para uma primitiva. O livro Um Curso de Calculo de Guidorizzi
(2001a) ¢ o Unico, entre os analisados, que aborda evidentemente essa
conexdo entre 0 TFC e as somas de Riemann quando utiliza o resultado
do TVM. Os demais ndo evidenciam ou tratam de maneira implicita. No
livro de analise do Avila (2006), a conexdo é tratada implicitamente
durante a demonstracdo do Teorema da Média. O livro de Calculo de
Stewart (2011) e o de aplicagdes de Hoffamnn e Bradley (2002), fazem
essa conexdo quando utilizam o Teorema da Média implicitamente, mas
essa conexao ndo fica evidente em ambos os livros. Logo, percebemos o
guanto a atuacdo do professor neste processo € fundamental, pois ele
age como um mediador, de modo a evidenciar aos alunos essa conexao
gue ndo é evidente, e esta presente durante as demonstracdes feitas entre
a definigcdo de soma de Riemann e o resultado do TFC. Além de tudo, é
importante salientar a analogia existente entre o Exemplo 6, que aborda
a interpretacdo da area sob f de a até x citado na analise de Stewart
(2011), com os objetivos das sequéncias didaticas aplicadas. O mesmo
explora, apesar de que de maneira estética, a representacdo grafica do
TFC de modo a conectar o Célculo Diferencial e o Integral. Do mesmo
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exemplo podemos enfatizar o conceito de area quando f(t) > 0 que foi
tdo citado nas analises a priori e a posteriori.

Com objetivo de evidenciar a principal importancia do TFC que
é a conexdo existente entre o Célculo Diferencial e o Calculo Integral,
elaboramos duas sequéncias didaticas que foram aplicadas numa turma
da Graduacéo e numa da Pés-Graduacao.

Tinhamos como objetivo na Atividade 01 possibilitar ao
estudante desenvolver o conceito geométrico do TFC, e também o
algébrico na Pds-Graduagdo. Na turma da Graduacdo obtemos bons
resultados, mas verificamos que essa atividade necessitava de algumas
formalizaces para entdo ser aplicada na Pds-Graduacgdo. Assim, ap6s a
atividade ser reformulada com outras alternativas ela foi aplicada na
Pds-Graduagdo e obtivemos mais variagdes entre erros e acertos nas
resolucdes, pois agora a atividade intuitivamente exigia para resolugéo a
relagdo entre o conceito de area e o célculo de primitivas, e ndo apenas o
conceito de area.

A Atividade 02 tinha como objetivo possibilitar a exploragado
de uma dependéncia funcional e a area de um poligono. A atividade na
turma da graduagdo teve bons resultados. Na turma da P6s-Graduacéao
ambos os grupos na parte 1 iniciaram a representacdo do grafico da area
deslocado e alguns intervalos com variagdo decrescente. Na parte 2 que
servia como um confronto, os grupos verificaram o erro, um com mais
énfase que outro. Assim, a atividade alcangou seu objetivo em ambas as
turmas.

A Atividade 03, aplicada apenas na turma da P6s-Graduagao,
tinha como objetivo explorar a partir de visualiza¢cfes interativas outros
conceitos do CDI além de primitivas. Os resultados positivos obtidos
nessa atividade mostram que as atividades anteriores e a
institucionalizagcdo serviram como base para que 0s objetivos da
Atividade 03 fossem alcangados.

Temos a hipotese que o resultado obtido em cada turma
individualmente esta diretamente ligado ao contexto em que cada turma
esta inserida. No caso da Graduacdo a aplicacdo foi feita de modo a
revisar/reforgcar o contelido de integrais definidas. Na P6s-Graduacao a
aplicacdo serviu como uma introducéo ao contetdo que, por mais tenha
sido estudado durante a Graduagéo, a grande maioria ndo tinha contato
com o conteudo ha anos.

As sequéncias estdo disponiveis aos professores que poderdo
utiliza-las em seus cursos, ou ainda, adapta-las. No caso da adaptacdo, a
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mesma pode ser feita a partir dos feedbacks das aplicagdes, 0s quais
permitem evoluir as sequéncias como prevé a metodologia da
Engenharia Didatica. Inclusive, o professor pode utilizar/adaptar para
outros contextos que achar conveniente.

Por fim, percebemos o quanto é importante o estudo geométrico
do TFC além do algébrico. As visualizacBes interativas colaboram com
a formalizacdo/fixacdo de conceitos e técnicas bastante importante no
Célculo. Portanto, a recomendacdo para trabalhos futuros € a
investigacdo da aprendizagem a partir da construgdo desses aplicativos
que colaboram com esta formalizagdo, bem como, a aplicacdo de
aplicativos que abordam outras diversas aplicagbes do Calculo, de modo
a instigar a importancia presente em aprender Célculo.
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APENDICES
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APENDICE A -
Sequéncia Didatica da Graduacéo

Atividade 1 - Area do Triangulo
Aluno:
Curso:
Disciplina:

1) Seja ABC o tridangulo representado na Figura 1 e seja r a linha
tracejada que se move de A para B.

Figura 1 — Area do Triangulo

. 4
C :
'
Flx) :
ED B
Al€ SN '
X

Fonte: Adaptada de Schléglhofer, apud Hoffkamp, 2010.

Seja F(x) a funcdo que determina a area do poligono ACED sombreado
na figura 1, onde x é a distancia do ponto A até o ponto D. Assinale, na
figura 2, o item que representa o grafico da fungéo area desse poligono.
Justifique sua resposta.

Figura 2 — Fungdo Area do Triangulo

a) Fu

Fonte Adaptada de Schléglhofer, apud Hoffkamp, 2010.
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Atividade 2 — Parte 1: Area do poligono- Ambiente lapis e papel

Alunos:
Curso:
Disciplina:

Considere o poligono sombreado na Figura 3

Figura 3 — Area do poligono

Fonte: producéo da prépria autora

Sabendo que a &rea do poligono ABCDSPN depende da ordenada x do
ponto P, represente graficamente a funcdo que descreve a sua area.
Justifique sua representacao.
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Atividade 2 — Parte 2: Area de poligono — ambiente computacional

Alunos:
Curso:
Disciplina:

Figura 4- Atividade 2 Area de Poligono: Funcio Area

Janela de Visualizagio %/ | ¥ Janela de Visualizacio 2 #

a0

[areaTotal
M

Fonte: producéo da prépria autora

a) Movimente o ponto P e observe a construcdo do gréafico da area
na janela (ao lado). O gréafico construido no ambiente lapis e
papel foi similar a esse? Justifique.

b) Quais as influéncias dos pontos A4, B, C e D no grafico da area?

c) See osegmento BC estivesse sobre o0 eixo X, 0 que mudaria no
grafico da funcdo?
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APENDICEB -
Sequéncia Didatica da Pds-Graduagdo

Atividade 01- Area do Poligono: Representacdo Grafica

Seja ABC o triangulo representado na Figura 1 e r a linha tracejada que
se move de A para B.

Figura 1 — Triangulo ABC
a
C

Fonte: Adaptada de Hoffkamp, 2010

i. Seja F(x) a funcdo que determina a &rea do poligono sombreado na
Figura 1, e x a distancia do ponto A até o ponto D. Assinale, na
Figura 2, o item que representa o grafico de F(x). Justifique sua
resposta.

Figura 2 — Funcio Area do Poligono

o b) Flz)

a)

x?

‘ ! T

Fonte: Adaptada de Hoffkamp, 2010, p. 5
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Atividade 01- Area do Poligono: Representacio Algébrica

i. Considere o triangulo da Figura 1 formado pelos vértices A(0,0),
B(3,0) e C(1,1). Defina a funcéo F(x) que descreve a area da regido
sombreada.

Figura 1 — Triangulo ABC
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Fonte: Adaptada de Hoffkamp, 2010
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Atividade 02- Area do Poligono: Representacio Grafica

Considere o poligono sombreado na Figura 3.

Figura 3 — Area do poligono
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Fonte: producdo da prdpria autora

Sabendo que a area da regido sombreada depende da abscissa x do

ponto P, represente graficamente a funcdo que descreve a sua area.
Justifique sua representacao.

Atividade 02 Area do Poligono: no aplicativo do GeoGebra

a) Movimente o ponto P e observe a constru¢do do gréafico da &rea
na janela de visualizagdo. O gréfico construido no ambiente
lapis e papel foi similar a esse? Se ndo, justifique.

b) Quais as influéncias dos pontos A4, B, C e D no gréfico da &rea?

€) Se o segmento BC estivesse sobre o eixo x, 0 que mudaria no
gréfico da area?
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Atividade 03 — Area do retangulo: Representacéo gréafica

Considere o retangulo inscrito no triangulo ABC na Figura 4:

Figura 4 — Retangulo inscrito

_T B

Fonte: Adaptada de Hoffkamp (2010)

a) O que ocorre com a area do retangulo inscrito na Figura 4
movimentando P sobre o segmento de reta BC?

b) Existem diferentes retangulos inscritos como na Figura 4 com a
mesma area? Justifique.

c) Qual o comportamento do grafico que representa a area desse
retangulo?
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Atividade 03 — Area de retangulo: no aplicativo do GeoGebra

a) Movimente o ponto P e observe a construgdo do gréafico da area
na janela de visualizacdo. Confronte os resultados obtidos no
ambiente lapis e papel com os resultados do ambiente
computacional.

b) Qual a &rea maxima do retangulo inscrito? Justifique.

c) Se o retangulo estivesse ‘inserido’ em um segmento parabolico,
como mostra a Figura 5, 0 que mudaria no grafico da funcédo
area?

Figura 5 — Retangulo inscrito na parabola

c q

_T B

Fonte: producéo da prépria autora
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APENDICE C
Termo de Consentimento

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Vocé estd sendo convidado (a) a participar de uma pesquisa, inserida no Trabalho de
Graduacdo intitulado “Teorema Fundamental do Cdlculo: conexdo do Cdlculo Diferencial e do
Cdlculo Integral a partir do uso de visualizagdes interativas” da académica Dienifer Tainara
Cardoso, respondendo atividades que serdo propostas com o objetivo de propiciar tais
conexdes. A sua identidade sera preservada, pois cada individuo sera identificado por um
numero. Os beneficios e vantagens em participar desta pesquisa serdo que os dados oriundos
dela poderdo substanciar agdes de melhorias no processo de ensino e aprendizagem da
disciplina de Calculo Diferencial e Integral Il.

As pessoas que estardo acompanhando o desenvolvimento desta pesquisa serdo as
professoras Dra. lvanete Zuchi Siple e Dra. Elisandra Bar de Figueiredo.

Vocé podera se retirar do estudo a qualquer momento.

Solicitamos a sua autorizacdo para o uso das respostas das atividades realizadas nessa
pesquisa para a produgdo do trabalho final de graduacdo, de relatérios, de artigos técnicos
e cientificos. A sua privacidade sera mantida por meio da ndo identificagdo do seu nome.

Agradecemos a sua participagdo e colaboragdo.

PESSOA PARA CONTATO:

Profa. Dra Ivanete Zuchi Siple

NUMERO DO TELEFONE: 3481-7836

ENDERECO: Centro de Ciéncias Tecnoldgicas - CCT / Rua Paulo Malschitzki, 200 - Campus
Universitario Prof. Avelino Marcante - Bairro Zona Industrial Norte - Joinville - SC - Brasil - CEP:
89.219-710

TERMO DE CONSENTIMENTO

Declaro que fui informado sobre todos os procedimentos da pesquisa e, que recebi de forma
clara e objetiva todas as explicagBes pertinentes ao projeto. Declaro que fui informado que
posso me retirar do estudo a qualquer momento.

Nome por extenso Assinatura Data

AW |IN|PF




