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RESUMO

Apos a defini¢ao de suas bases, no Congresso Internacional de Matematica de 1909
em Roma, a topologia obteve grande avango com suas novas definicoes, mais arbitrarias e
abrangentes, como a defini¢cao dos Axiomas de Separagao. Tais axiomas sao indispenséveis
para a atribuicao de algumas caracteristicas aos espagos topolégicos, como convergéncia
para um tnico ponto, além de terem como uma grande consequéncia, o lema de Urysohn.
Que por sua vez auxilia na demonstracao de fatos importantes para o contexto mate-
méatico, como existéncia das finitas particoes da unidade, dando algumas das condicoes
necessarias para a mergulho de m-variedades em espacos euclidianos de dimensao finita.
Neste trabalho, foi feito um estudo teérico de todas as definicoes topologicas necessarias
para a compreensao dos Axiomas de Separacao, bem como para o estudo do lema de Ury-
sohn e suas aplicacoes. Este estudo teve como elemento base o livro intitulado Topology
de James Munkres.

Palavras-chave: Topologia. Axiomas de Separacao. Lema de Urysohn. Convergéncia.
Particao da Unidade.



ABSTRACT

After defining their bases, at the International Congress of Mathematics 1909 in
Rome, topology obtained big progress with their new definitions, more embracing and
arbitrary, as the definition of Separation Axioms. These axioms are indispensable for the
attribution to topological spaces some characteristics as convergence to a single point, as
well as having a great result, the Urysohn lemma. Which assists in the statement of facts
relevant to the mathematical context, such as the existence of finite partitions of unity,
giving some of the necessary conditions for the ibeddings of m-manifolds in Euclidean
spaces of finite dimension. In this work, a theoretical study was made, of all topological
definitions necessary for understanding the separation axioms, as well as for the study of
Urysohn lemma and its applications. This study was based on the book entitled Topology
of James Munkres.

Key-words: Topology. Separation Axioms. Urysohn Lema. Convergence. Partition of
Unity.



SUMARIO

INTRODUCAO

1 CONCEITOS PRELIMINARES

1.1 ESPACOS TOPOLOGICOS . . . . .. .. . . i
1.2 BASE PARA UMA TOPOLOGIA . . ... .. .. ... ... ... ...
1.3 TOPOLOGIA DO SUBESPACO . . . ... .. ... ... ... ......
1.4 CONJUNTOS FECHADOS E PONTOS LIMITES . .. ... ... ....

1.4.1 Conjuntos Fechados . . . . . . . .. . ... ... ... ...

1.4.8 Fecho e Interior de um Conjunto . . . . . . .. .. .. ... ....

1.4.15 Pontos Limites . . . . . . . . . ... L oo
1.5 FUNCOES CONTINUAS . . . ... .. . ... . ...
1.6  ESPACOS CONEXOS . . . . . . e

2 ALGUMAS TOPOLOGIAS IMPORTANTES
2.1 TOPOLOGIA DA ORDEM . . . . . o o i
2.2 TOPOLOGIA PRODUTO X XY . . . . . o it
2.3 TOPOLOGIA METRICA . . . . . . . . e s,
2.4 TOPOLOGIA QUOCIENTE . .. ... . ... . . ..

3 COMPACIDADE

4 AXIOMAS DE SEPARACAO
41 ESPACOS To, ETi . . . .
4.2 ESPACOS Ty . . o o
4.3 ESPACOS Ty . . o oo
4.4 ESPACOS Ty o . o oo
45 ESPACOS Ty, To, ETyu v

5 LEMA DE URYSHON
5.1 LEMA DE URYSOHN . . ... ... ... .. ... .........
5.2 APLICACOES DO LEMA DE URYSOHN . . . .. .. ... ... .. ...

CONCLUSAO

REFERENCIAS

11

13
13
14
19
21
21
24
25
27
33

39
39
41
46
54

58

64
64
66
71
73
75

78
78
81

85

86






INTRODUCAO

A Topologia, apesar de ser uma das mais novas linhas de pesquisa da matemaética,
estd intimamente associada a quase todas as vertentes da matematica moderna (VIL-
CHES, 2005). Grandes foram os seus avangos cientificos apos a definigdo de suas bases,
no Congresso Internacional de Matematica de 1909, em Roma. A medida que se inten-
sificavam os estudos em Topologia, novas propriedades foram surgindo. Algumas dessas
propriedades sao conhecidas como Axiomas de Separacao, que quando satisfeitos por al-
gum espago, da-nos uma vasta gama de caracteristicas intrinsecas ao espago. Uma dessas
caracteristica nos permite formular um teorema de grande importancia para a Topologia,
o lema de Urysohn, que nos possibilita, como uma de suas consequéncias, determinar em
quais condicoes uma m-variedade pode ser imersa em um espaco euclidiano de dimensao
finita.

O estudo da topologia, nos mostra que nem toda propriedade é tao trivial quanto
parece. Um classico exemplo, é o fato de que nem toda sequéncia convergente, é obrigada
a convergir para um dnico ponto. Isso pode ser garantido apenas em espacos que atendem
ao axioma Ty (Munkres, 2000), ou como comumente sao chamados espagos de Hausdorff,
e serao tratados juntamente com os outros axiomas no Capitulo 4. Porém, a maior
consequéncia dos axiomas de separacao, apresentada neste trabalho, é o lema de Urysohn,
que inicialmente foi tratado como uma lema, pois foi desenvolvido apenas como auxilio na
demonstracao do Teorema da Metrizacao de Urysohn porém, mais tarde viu-se que este
ia além desta aplicagao, e que o lema de Urysohn era necessario para mostrar a existéncia
das finitas particoes da unidade.

Tendo em vista, a necessidade dos axiomas de separacao para garantir, em espacos
arbitrarios, algumas propriedades indispensiveis na demonstracao de varios teoremas, e
visto que o lema de Urysohn é um destes teoremas, faz-se necessario o estudo e compre-
ensao de tais fatos, bem como suas consequéncias e aplicacoes.

Portanto, neste trabalho, apresentaremos os axiomas de separacao bem como o
lema de Urysohn. Para que o estudo destes seja possivel, é impressindivel o conheci-
mento das bases da topologia geral, pois tais axiomas estao intimamente relacionados
com as topologias definidas nos conjunto, e o lema de Urysohn, por sua vez, baseia-se
em outros fatos topolégicos importantissimos, como um dos axiomas de separacao, e as

funcoes continuas. Este estudo toma como pedra fundamental o livro Topology, do autor
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e pesquisador do Massachusetts Institute of Technology - MIT, Prof. Dr. James Munkres.

Este trabalho foi construido da seguinte forma: no Capitulo 1 estao apresentados
os conceitos bésicos de topologia como as devidas defini¢oes de espacos topologicos bem
como suas bhases até conceitos mais conhecidos porém, abordados de maneira mais gerais
como funcoes continuas e conexidade; no Capitulo 2, estao alguns exemplos de topologias
importantes para o nosso trabalho, como topologia produto e topologia métrica, bem
como algumas de suas propriedades; no Capitulo 3, encontra-se um dos conceitos mais
importantes da topologia: os espacos compactos, pois apartir destes, segundo Vilches, é
possivel obter propriedades globais apartir de propriedades locais; no Capitulo 4, defini-
remos os axiomas de separacao, bem como sua relacao com os conhecimentos até entao
estudados; e no capitulo 5, apresentaremos o lema de Urysohn juntamente com algu-
mas aplicacoes importantes deste. Finalmente, no iltimo capitulo, serao apresentadas as

devidas conclusoes deste trabalho e sugestoes para futuros trabalhos.
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Capitulo 1

CONCEITOS PRELIMINARES

Os primeiros conceitos de espacos topologicos surgiram a partir dos estudos sobre
a reta real e sobre os espacos euclidianos, porém estes estavam intimamente associados
a métrica de cada espaco. Defini-se, entao, neste capitulo o que ¢ um espacgo topologico,
na sua esséncia, as formas distintas de criar topologias em conjuntos, além de conceitos
elementares associados a estes espagos. Bases, subespacos, conjuntos abertos e fechados,

pontos de acumulacao, funcoes continuas e conexidade.

1.1 ESPACOS TOPOLOGICOS

Durante a primeira década do século XXI, varios matematicos (Frechét, Hausdorff,
e outros) propuseram diferentes formas de definir os espagos topologicos, porém, apenas
anos apos estas primeiras definicoes foi escolhida a “melhor” definicao, uma que de certa
forma fosse mais conveniente e abrangente. Assim, por Munkres(2000), temos a seguinte

definicao para espagos topologicos:

Definigao 1.1.1 Uma topologia em um conjunto X é uma colegao 7 de subconjuntos de

X, onde T possui as sequintes propriedades:
1. ) e X estao em 7.
2. A uniao de elementos de uma subcolegio arbitraria de 7 estd em 7.
3. A interseccao de elementos de uma subcolecao finita de T estd em 7.

O conjunto X para o qual a topologia T foi especificada é chamado de Espago Topoldgico.

Rigorosamente falando, um espago topoldgico é um par ordenado (X, .7) que é
formado pelo conjunto X e pela topologia .7 definida em X. Porém, por comodidade e
se nao houver ambiguidade, serd omitido a especifica mencao de 7.

Definiremos agora, quais serao os conjuntos abertos de um espaco topologico:
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Definicao 1.1.2 Se X ¢ um espaco topologico com topologia 7, entao todo subconjunto

U de X serd um conjunto aberto sempre que U pertencer a .

Exemplo 1.1.3 Seja X o conjunto discreto com trés elementos, X = {a,b,c}. Neste

conjunto € possivel definir vdrias topologias, tais como:
N = {X> (D}

T = {X, @7 {b}7 {a7 b}v {ba C}}
Tz ={X,0,{a}, {0}, {c} {a,b},{a,c},{b,c}}

E posstvel notar que, de fato, estas trés colecoes de conjuntos sao topologias em
X, o mesmo acontece para T = {X,0,{a}} porém, se acrescentarmos a esta colegio o
conjunto {b}, teremos entao ' = {X,0,{a},{b}} e esta nio é uma topologia em X,
pois {a} U {b} = {a,b} nao pertence a colegio 7'. De uma forma similar a colegdo
T ={X,0,{a,b},{b,c}} nao serd uma topologia em X, pois {a,b} N {b,c} = {b} nao

pertence a colecao 7.

Exemplo 1.1.4 Seja X um conjunto qualquer, entdo se definirmos 7 como a cole¢ao
de todos os subconjuntos de X, € notdrio que 7 serd uma topologia em X, e tal colegcao é
chamada de topologia discreta. Neste mesmo conjunto X, se definirmos 7 como sendo
apenas o conjunto X e o conjunto vazio, esta também serd uma topologia em X, e serd

chamada de topologia indiscreta.

Como é possivel criar varias topologias em um tnico conjunto, seria interessante
poder comparar estas topologias. Munkres (2000) define esta comparacao da seguinte

forma:

Definicao 1.1.5 Suponha que 7 e 7' sio duas topologias definidas sobre o conjunto X.
Se ' D T, entao T € dita mais fina que T ; se T contém propriamente T, entdo
T’ ¢ dita estritamente mais fina que 7. Também é possivel dizer que T ¢é mais
grossa que J', ou estritamente mais grossa, nas duas respectivas situacoes. E dito

que 7 € compardvel com ', se ' DT ou T DT .

Porém, nem sempre é possivel comparar duas topologias. Um exemplo facil de se
ver sdo as topologias 7 = {X,0,{a}} e 7 = {X,0,{b}} definidas sobre X = {a,b,c},

ambas sao, de fato, topologias em X porém, nao existe relacado de inclusao entre elas.

1.2 BASE PARA UMA TOPOLOGIA

Note que para cada exemplo na sessao anterior, foi possivel representar todos os

conjuntos abertos das topologias, porém isto normalmente é muito dificil. Na maioria dos
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casos, uma colegao menor de subconjuntos é escolhida de forma que esta defina a topologia
em questao. Poderia-se fazer aqui uma analogia aos espacgos vetoriais, onde em vez de
descrever todos os vetores nele contidos, defini-se suas bases e a partir de combinacoes
lineares, pode-se obter cada um dos vetores contidos no espaco, mas tenhamos em mente
que, apesar da semelhanca, bases de espacos vetorias sao em muito diferentes de bases de

espagos topologicos. Assim Munkres (2000) define base como:

Definicao 1.2.1 Seja X um conjunto. Entdo, a base para uma topologia em X € a

colecao B de subconjuntos de X chamados de elementos da base tal que:
1. Para cada x € X, existe pelo menos um elemento da base B contendo x.

2. Se x pertence a intersecao de dois elementos da base By e Bo, entdao eriste um

elemento da base Bz contendo x tal que B3 C B N Bs.

Se P satisfaz essas duas condigoes, entdo defini-se a topologia 7 gerada por % da
sequinte maneira: Um subconjunto U de X € dito aberto em X se para cada x € U, existe
um elemento da base B € A tal que x € B e B C U. Note que cada elemento da base é

também um elemento de 7 .

Verifiquemos entao se a topologia 7 gerada por £ é, de fato, uma topologia em
X. Se U é o conjunto vazio, ele satisfaz a condi¢ao de ser um aberto por vacuidade. Da
mesma forma, X estd em 7, pois para cada x € X existe algum elemento da base B
contendo x e esta contido em X, pois por definicao % é uma colecao de subconjuntos de

X. Agora seja uma familia indexada {U, }.cs, de elementos de 7 e mostraremos que

U:UUa

acJ

pertence a .7. Dado x € U, existe um indice « tal que x € U,. Como U, é aberto , existe
um elemento da base B tal que x € B C U,. Logo x € Be B C U, logo U é aberto.
Agora tomemos dois elementos U; e U de .7 e mostraremos que U; N U, pertence
a 7. Seja x € Uy NU,, e sejam os elementos da base By e By tal que x € By C U,
e x € By C U,. Pela segunda condicao da definicdo de base, existe um elemento Bj
contendo x tal que By C By N By. Logo © € By C Uy N U,, assim U; N U, pertence a
7. Mas a definicao de topologia nos diz que qualquer intersecao finita de elementos de
7 deve pertencer a .7, isto ¢ mostrado por inducao, seja a intersecao finita Uy N...N U,
de elementos de 7. Para n = 1 é trivial, e para n = 2, provamos anteriormente. Assim,

suponha que a propriedade valha para n:

U:UlﬂﬁUn,
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mostremos que a propriedade é validade para n + 1.
Un..NUgg.
Para tal basta notar que
UNn..NUya=UN...NU,)NUpr =UNUpya,

como U e U, sao elementos de .7, logo U N U, 1 também o serd, como provado anteri-
ormente.

Por hipotese, U; N ... N U, pertence a .7; e pelo resultado provado anteriormente,
a intersecao Uy N ... N U, com U, 1 também pertence a .7 .

Outra forma de descrever a topologia gerada por uma base é dada, por Munkres

(2000), no lema a seguir:

Lema 1.2.2 Seja X um conjunto e seja B uma base para a topologia 7 em X. Entao

T € igual a colegcio de todas as unioes de elementos de A.

Demonstracao: Seja Z a colecao de todas as unioes dos elementos de . Dada
uma colecao de elementos B, de %, eles também sao elementos de .7. Como .7 é uma
topologia, entdo | J,.; Ba € 7, logo 2 C .7. Reciprocamente, dado U € .7, para cada
x € U escolha um B, de % tal que x € B, C U. Logo U = J .y Bs, logo U € 2, o que
implica em .7 C 2. Portanto .7 = 2. n

Note que este lema expoe que todo elemento U em X pode ser expresso como
uma uniao de elementos da base. Entretanto, esta expressao para U nao é tinica. Este
¢ um dos pontos que difere base de espacos topologicos de base de espagos vetorias, pois
todo elemento de um espaco vetorial, pode ser escrito como uma combinacao linear dos
elementos da base, e esta é tnica.

Até o momento descrevemos como, a partir de uma base, obter a topologia. Algu-
mas vezes necessitaremos fazer o caminho inverso, a partir da topologia obter uma base,

assim Munkres (2000) apresenta o seguinte lema.

Lema 1.2.3 Seja X um espaco topolégico. Suponha que € € uma colecao de subconjuntos
abertos de X tal que para cada subconjunto aberto U de X e para cada x de U, existe um

elemento C de € tal que v € C C U. Entao, € é uma base para a topologia de X.

Demonstracao: Devemos mostrar que % é uma base. Primeira condi¢ao: Dado
x € X, uma vez que X é um conjunto aberto, existe por hipotese um elemento C' de &
tal que z € C' C X. Segunda condicao: Seja z € C; N Cy, onde C] e (5 sao elementos de
%. Uma vez que C; e (5 sao abertos, logo C; N Cy também o é, e este pertence a X, pois

X é um espaco topologico. Assim por hipdtese existe C5 em € tal que x € C5 C C1NCh.
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Seja 7 a cole¢do de subconjuntos abertos de X. Agora devemos mostrar que a
topologia .7’ gerada por € é a mesma que 7. Primeiro note que se U pertence a 7 e
se x € U, entao existe por hipétese um elemento C' de € tal que x € C' C U. Logo segue
que U pertence a topologia 7' por defini¢do, e assim .7 C 7’. Reciprocamente, se W
pertence a 7', entdao W ¢é igual a uniao de elementos de &, pelo lema anterior. Como
cada elemento de ¥ pertence a .7 e 7 é uma topologia, logo W também pertence a .7,
assim 7' C 7. Portanto, ' = 7 [ |

Ao definirmos topologia, também definimos como comparar as topologias. Agora
suponha que duas topologias, cada uma dada por uma base, sao comparaveis. Serd que
as bases sao de alguma forma comparaveis? A resposta é sim, e por Munkres (2000) é

dada pelo seguinte lema:

Lema 1.2.4 Sejam % e B’ bases para as respectivas topologias 7 e 7', em X. Logo as

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
1. 7' € mais fina que 7.

2. Para cada x € X e para cada elemento B da base B, existe um elemento B’ da base
A’ tal que v € B' C B.

Demonstracao: (2) = (1): Dado um elemento U de .7 , devemos mostrar que
Ue T SejaxeU. Como A gera 7, existe um elemento B € B talquex € BC U. A
condigao (2) diz que existe um elemento B’ € A’ tal que x € B’ C B. Logo x € B’ C U,
e U e .7, por definicéo.

(1) = (2). Sejaz € X e B € A, com x € B. Por definicdio B pertence a .7 e
pela condicdo (1) 7 C J'; logo B € Z'. Como 7’ é gerado por H', existe um elemento
B € #' tal que x € B’ C B. [

Definineremos agora trés topologias na reta real R, a topologia usual, a topologia do

limite inferior e a K-topologia, que futuramente nos auxiliarao a entender alguns conceitos.

Definicao 1.2.5 Se Z € a colegao de todos os intervalos abertos da reta real,
(a,b) ={x | a <x < b},

a topologia gerada por % € chamada topologia usual na reta real. Quando € dado R
sem especificar a topologia, entende-se que é a topologia usual. Se %' € a colecdao de todos

0s intervalos meio-abertos da forma
[a,b0) ={z | a <z <b}

onde a < b, a topologia gerada por B' é chamada topologia do limite inferior em R.

Tal topologia serd denotada por R;. Finalmente, seja K o conjunto formado por todos os
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elementos da forma 1/n, com n € Z., e seja B" a colecio de todos os intervalos (a,b),

iuntamente com todos o0s conjuntos da forma (a,b) — K. A tovologia gerada por B" é
J ] ) poLogia g p

chamada K-topologia em R. Denotaremos tal topologia por Ry .

Note que &, % e A" sao bases para topologias em R, para tal verifiquemos se
satisfazem as defini¢coes. Primeiro: Dado x € R basta tomar a,b € R tal que a < x < b,
logo os elementos (a,b), [a,b), (a,b) das respectivas bases B, %' e $B" contém x. Segundo:
Neste ponto consideraremos apenas as interseccoes nao triviais. Sejam By, By € 4, logo
se By = (a,b) e By = (¢,d), entdo se ¢ < a < d < b temos By N By = (a,d) e se
a < c<b<dtemos BN By = (¢,b), onde ambos sao elementos da base 4. Suponha
agora que By, By € %' logo se ¢ < a < d < btemos By = [a,b) esea < c<b<d
By = [¢,d), entdo By N By = [a,d) ou By N By = [¢, b) e, novamente, ambos sao elementos
da base #'. Por fim, suponha agora que By, By € %" logo, para By = (a,b) e By = (¢,d) é
trivial que a interse¢ao é um elemento da base, suponha entao B; = (a,b)—K e By = (¢, d),
logo, por teoria basica de conjuntos, se ¢ < a < d < b temos By N By = (a,d) — K e se
a < c<b<dtemos BN By = (¢,b) — K e ambos sdo elementos da base %" porém,
também temos o caso em que By = (a,b) — K e By = (¢,d) — K, suas possiveis interse¢oes
sa0 BN By = (a,d) — K comc<a<d<beBiNBy=(¢,b) — K coma<c<b<d,
que sao elementos da base %”.

Como as topologias geradas por %, % e A", estao definidas sobre o conjunto R,
faz sentido compararmos elas.

Primeiramente, note que para qualquer = dentro do elemento da base (a,b) € 2,
o elemento da base [z,b) € Z’ esta contido em (a, b), logo R; ¢ mais fina que R. De forma
semelhante, para qualquer x dentro do elemento da base (a,b) € A, o elemento da base
(a,b) € A" esta contido em (a,b), logo Ri é mais fina que R.

Note também que R; e Rx nao sao comparaveis entre si, pois nao existe um ele-
mento da base da forma (a,b) que contenha o ponto a do intervalo [a,b), e esteja contido
neste. Por outro lado, ndo existe nenhum elemento da base da forma [a,b) que contenha,
o ponto 0 do intervalo (—1,1) — K, e esteja contido neste.

Até o momento vimos uma topologia gerada por # como sendo a colecao das
unioes arbitririas de elementos da base 4. O que aconteceria se, dada uma colecao de
conjuntos, tomassemos a colecao de todas as intersecoes finitas? Essa pergunta nos leva
a definicao de sub-base, por Munkres (2000).

Definicao 1.2.6 Uma sub-base . para uma topologia em X € uma colecao de subcon-
guntos de X tal que sua unido € igual a X. A topologia gerada pela sub-base .7 ¢

definida como a colegao T de todas as unides de intersegoes finitas de elementos de ..

Verifiquemos, entao, se .7 é uma topologia. Para tal basta mostrar que a colecao

A, formada por todas as interse¢oes finitas de elementos de ., é uma base. A primeira
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condicao ¢ satisfeita, pois dado x € X, sabendo que X = Jg ., S, logo = pertence a pelo
menos um elemento S da sub-base ., que por sua vez esti contido em um elemento de

2. Para checar a segunda condicao, sejam
Bl :Slmmsm

By =5 n..NnSs,

dois elementos de Z. A sua intersecao é
BiNBy=(S1N..NS,)N(S1N..NSH)

que por sua vez também se constitui de uma intersecao finita de elementos de .%, logo

pertence a A.

1.3 TOPOLOGIA DO SUBESPACO

Nesta sessao faremos um breve estudo sobre subespacos, ou seja, a partir de um
espaco topologico X com a topologia 7 e um subconjunto Y de X, definiremos uma

topologia em Y a partir de 7. Munkres (2000) define tal topologia na forma:

Definigao 1.3.1 Seja X um espaco topoldgico com topologia 7. Se'Y € um subconjunto
de X, a colecao
Iy ={YnU|U € T}

¢ uma topologia em Y, chamada de topologia do subespaco. Com esta topologia, Y é
chamado de subespaco de X e seus conjuntos abertos consistem de todas as intersecoes

de conjuntos abertos de X com Y .

Devemos agora verificar se .3 ¢ uma topologia. Primeira condi¢ao, obviamente ()

e Y pertencem a Jy, basta notar que
D=YnN0o, Y =YnNX,

onde () e X sdo elementos de 7. Segunda condigdo, seja a unido arbitraria | J . ,(U,NY),

acJ
através de teoria basica de conjunto temos que

UWany)=J W) nY,

aeJ acJ

e esta pertence a 3. Para mostrar que intersecoes finitas também pertencem a Z,

novamente utilizaremos conhecimentos em teoria basica de conjuntos, este fato segue da
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equacao
OnyY)n.nU,nY)=UNn..NnU,)NY

Novamente se faz necessario definir uma base para esta topologia, mas esta segue de
forma intuitiva da propria definigao de topologia do subespago. Munkres (2000) apresenta

a base para topologia do subespago através do Lema a seguir.

Lema 1.3.2 Se £ ¢ uma base para a topologia de X, entao a cole¢cao
By ={BNY|B e A}

€ uma base para a topologia do subespaco em Y .

Demonstracao: Dado um conjunto U aberto em X e dado um elemento y €
UNY, podemos escolher um elemento B de A talquey € B C U. Logoy € BNY C UNY.
Pelo Lema 1.2.3 temos que %y ¢ uma base para a topologia do subespago em Y. ]

Neste momento torna-se necessario fazer uma definicao terminoldgica, pois um
mesmo conjunto visto em relacao ao subespaco pode ser aberto porém, nao necessari-
amente serd aberto no espago, para evitar algum possivel mal entendido, definiremos o
seguinte: Se Y é um subespaco de X, diremos que um conjunto U é aberto em Y se
pertence a topologia de Y. Diremos que U ¢ aberto em X se pertencer a topologia de
X.

Existe um caso em que todo conjunto aberto em Y é também aberto em X, o lema

a seguir ilustra tal fato.

Teorema 1.3.3 Seja Y um subespaco de X. Se U € aberto em'Y eY € aberto em X,

entao U ¢é aberto em X.

Demonstragao: Dado U aberto em Y, temos por definicao de subespaco que
U =Y NV para algum V aberto em X. Mas Y e V sao abertos em X logo sua intersecao
também é aberta em X, assim U é aberto em X. [ ]

O exemplo a seguir deixara mais claro este teorema.

Exemplo 1.3.4 Considere a reta real R, com a topologia usual, e considere os sequintes
subespagos X = (0,1) eY =1[0,1). Os conjuntos pertencentes a primeira topologia sao da

forma (a,b) N X, logo os conjuntos que formam uma base para a topologia do subespago
de X sao:

(a,b), se a e b pertencerem a X
(0,0), se apenas b pertencer a X
(a,1), se apenas a pertencer a X

X ou 0, se nem a nem b pertencerem a X
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Por definicao estes conjuntos sao abertos em X, e pelo Teorema 1.3.3, como X € aberto
em R logo seus conjuntos também sao abertos na reta. Isto fica bem wvisivel ao olharmos
diretamente para 0s conjuntos que formam a base da topologia de X, todos sao abertos
em R, pois sao da forma (a,b) e portanto pertencem a base da topologia usual de R.

O mesmo nao acontece com Y. Note que Y nao é aberto em R, portanto nem todos
0s conjuntos abertos em'Y serao abertos em R. Isto fica mais claro quando olhamos para

0s conjuntos da base de Y que sao:

(a,b), se a e b pertencerem a Y
[0,0), se apenas b pertencer a Y
(a,1), se apenas a pertencer a Y

Y ou 0, se nem a nem b pertencerem a Y

Veja que os conjuntos da forma [0,b), com b pertencente a Y, sao abertos em Y, pois
pertencem a base da topologia do subespaco, porém estes nao sao abertos em R, uma vez

que abertos em R sdao da forma (a,b).

1.4 CONJUNTOS FECHADOS E PONTOS LIMITES

Nesta sessao definiremos o que sao os conjuntos fechados, que serao de extrema
importancia, uma vez que alguns dos axiomas de separacao sao definidos através de con-
juntos fechados, fecho de conjuntos, que esté intimamente ligado a definicao de conjuntos
fechados e Pontos Limites, que, juntamente com o fecho, nos dara uma nova forma de ver

os conjuntos fechados.

1.4.1 Conjuntos Fechados

Comecemos entao com a devida definicao de conjuntos fechados, por Munkres
(2000).

Definicao 1.4.2 Um subconjunto de um espaco topolégico X € dito fechado se seu com-

plementar € aberto.
Vejamos alguns exemplos na reta real R.

Exemplo 1.4.3 O subconjunto [a,b] de R € fechado, pois seu complemento

R —[a,b] = (—o0,a) U (b, +0)
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é aberto, uma vez que este € igual a unido de dois subconjuntos abertos (—oo, a) e (b, +00).
De forma andloga, teremos que o intervalo [a,+00) € fechado, jd que sew complementar

(—00,a) € aberto.

O seguinte exemplo nos mostra uma classica situacao onde podemos ter conjuntos

abertos e fechados, além do proprio espago X e do conjunto vazio.

Exemplo 1.4.4 Seja o subconjunto da reta real:
X =1[0,11U(2,3)

na topologia do subespago. Neste caso o conjunto [1,0] € aberto, pois é igual e interse¢ao
de um aberto de R, (—%, %), com X. De forma semelhante temos que (2,3) € aberto, pois
ele mesmo € aberto em R. Porém, sabemos que [0,1] e (2,3) sao complementares em X,

assim, pela definicao de conjuntos fechados, ambos sao fechados em X.

Agora veremos algumas propriedades das colecoes de conjuntos fechados, basica-
mente, estas sao similares as satisfeitas pelas colecoes de conjuntos abertos, Munkres

(2000) apresenta tais particularidades através do teorema seguinte:
Teorema 1.4.5 Seja X um espaco topoldgico. Entao as sequintes propriedades sao sa-
tisfeitas:

1. 0 e X sdo fechados.

2. Intersecoes arbitrdrias de conjuntos fechados sao fechados.

3. Unioes finitas de conjuntos fechados sao fechados.

Demonstracao: (1) () é fechado, pois seu complementar X é aberto. Da mesma
forma temos que X é fechado, pois seu complementar () é aberto.

(2) Dada uma colegao de conjuntos fechados { A, }acs, devemos mostrar que
X —()Aa
acJ
é aberto. Basta aplicarmos a Lei de DeMorgan,
X— 4= JX-A).
acJ acJ

Sabemos que (X — A,) é aberto, pois A, é fechado, logo o lado direito desta equacao
representa uma uniao arbitraria de conjuntos abertos, que por sua vez é aberto. Assim

sendo, [, ; Aa € fechado.

aed
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(3) De forma similar, sejam A;, com i = 1,...,n, fechados. Considerando a equagao

a seguir

T )=

X Ja=(x - 4)
=1 =1

temos que a parte direita da equacao apresenta uma interse¢ao finita de conjuntos abertos,
logo é aberto e, portanto, | J A; é fechado. [ ]

Com auxilio deste teorema podemos definir uma topologia em X utilizando os
conjuntos fechados, ao invés de conjuntos abertos, e por fim denotar os conjuntos abertos
como sendo os complementares dos conjuntos fechados, porém esta definicdo nao traz
nenhuma vantagem sobre a definicao adotada no inicio deste trabalho.

Neste momento faz-se necessario mais uma pequena definicao terminologica, assim
como a adotada ao nos referirmos a conjuntos abertos de um subespaco e de um espago
topologico. Se Y é subespago de X, diremos que um conjunto A é fechado em Y se A
é um subconjunto de Y e se (Y — A) é aberto em Y. Assim, Munkres (2000) propde o

seguinte teorema:

Teorema 1.4.6 Seja Y um subespaco de X. Entdo, o conjunto A € fechado em Y se, e

somente se, € igqual a intersecdo de um conjunto fechado de X com Y.

Demonstracao: Suponha que A é fechado em Y, logo Y — A é aberto e, por
definicao de subespaco, é igual a intersecao de um aberto U, em X, com Y. Logo X — U

é fechado em X, e temos que
A=Y N((X-U),

Basta lembrar que Y — A = Y NU e que o complementar do complementar de A, em Y, é
o proprio A. Assim, temos que A é igual a intersecao de um conjunto fechado de X com
Y.

Reciprocamente, suponha que A = C'NY, com C fechado em X. Logo X — C é
aberto em X, e por definigdo de subespago (X — C)NY é aberto em Y, mas

(X-C0)NY =(XNnY)—-(CNnY)=Y — A,

portanto A é fechado em Y. [ ]
Como visto no Exemplo 1.4.4 nao necessariamente um conjunto fechado no subes-
paco, sera fechado no espaco. Assim, o seguinte teorema da as condi¢oes para que um

conjunto fechado no subespaco seja também fechado no espaco.

Teorema 1.4.7 Seja Y um subespaco de X. Se A € fechado em'Y eY ¢é fechado em X,
entao A € fechado em X.

Demonstracao: Seja A fechado em Y, logo A =Y NU, com U fechado em X,

mas sabemos que Y é fechado em X, logo pelo Teorema 1.4.5 temos que A é fechado. m
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1.4.8 Fecho e Interior de um Conjunto

Trabalharemos agora com Fecho e Interior, que nos proporcionara uma nova visao

dos conjuntos abertos e fechados. Munkres (2000) define tais termos da seguinte forma:

Definicao 1.4.9 Seja um subconjunto A de um espaco topologico X. Definiremos:
Interior de A como a uniao de todos os conjuntos abertos contidos em A, serd
denotado por Int(A).
Fecho de A como a intersecio de todos os conjuntos fechados que contém A, serd

denotado por A.

Obviamente IntA sera aberto, j4 que ¢ igual a unifio de conjuntos abertos, e A seré
fechado, uma vez que é igual a intersecao de conjuntos fechados. Além disto, também

temos que

IntAC A C A.

Se A é aberto, A = Int(A), e se A é fechado, A = A.
Alguns autores como Dugundji (1978) definem um elemento a mais, juntamente

com fecho e interior, que é conhecido como fronteira, e é dado por tal na seguinte definicao:

Definigio 1.4.10 Seja A C X. A fronteira Fr(A) de A ¢ a interseccio de A com

(X —4)

Desta defini¢do, decorrem vérios fatos importantes, como Fr(A) = A— Int(A), ou
entao que Fr(A) N Int(A) = (. Porém, no decorrer desta sessao trabalharemos apenas
com o fecho de um conjunto, j4 que este possui caracteristicas mais interessantes do que
o interior e fronteira de um conjunto.

Ao trabalharmos com subespaco, novamente teremos que nos ater as definigoes ao
tratarmos de fecho no espaco e no subespaco, assim como ao trabalharmos com conjun-
tos fechados e abertos. Munkres apresenta a relagao entre o fecho de um conjunto no

subespaco e no espaco através do seguinte teorema:

Teorema 1.4.11 Sejam Y um subespaco de X, A um subconjunto deY, A o fecho de A
em X. Entdo, o fecho de A emY € igual a ANY.

Demonstracido: Seja B o fecho de A em Y. O conjunto A é fechado em X,
logo ANY ¢é fechado em Y pelo Teorema 1.4.6. Como A C (ANY), e por definicio B
é igual a intersecao de todos os conjuntos fechados de Y que contém A, logo temos que
BcC (ANY).

Reciprocamente, sabemos que B ¢é fechado em Y. Logo pelo Teorema 1.4.6 B =
C'NY para algum conjunto C' fechado em X. Logo C' é um conjunto fechado contendo
A, como A ¢ a intersecdo de todos os conjuntos fechados contendo A, logo A C C. Assim
podemos concluir que (ANY) C (CNY) = B. n
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Veremos, agora, outra maneira de denotarmos o fecho de um conjunto, uma ma-
neira mais facil jA que nao serd necessario encontrar todos os conjuntos fechados que
contém o conjunto em questdo. O seguinte teorema, dado por Munkres (2000) ilustra o
caso.

Primeiramente, vamos definir duas terminologias convenientes para noés. Diremos
que um conjunto A intercepta B se AN B nao for vazio. Diremos, também, que U é uma

vizinhancga de z, se U for um conjunto aberto contendo x. Agora vamos ao teorema.

Teorema 1.4.12 Seja A um subconjunto do espacgo topolégico X .
1. Entdo, x € A se, e somente se, toda vizinhanca de = intercepta A.

2. Supondo que a topologia em X é dada por uma base, entio x € A se, e somente se,

todo elemento da base B contendo x intercepta A.

Demonstragao: Considerando o primeiro item, aplicando a contrapositiva te-

mos:
x ¢ A <= existe pelo menos uma vizinhanca de x que nao intercepta A.

Assim, se x ¢ A, logo o conjunto U = X — A é uma vizinhanca de x, que ndo intercepta A.
Reciprocamente, se existe uma vizinhanca U de z que nao intercepta A, logo o conjunto
X — U é um fechdo contendo A. Por definicdo de fechado, o conjunto X — U contem A,
portanto x nao pertence a A.

O segundo item é consequéncia do primeiro. Se toda vizinhanca de x intercepta
A, logo os elementos da base, contendo x, também interceptam A, pois também sao vizi-
nhancas de z, ja que sao abertos. Reciprocamente, se todo elemento da base, contendo =,
intercepta A, entao todos as vizinhancas abertas de x também interceptam, pois em cada
vizinhanca de x, existe um elemento da base contendo = que esté contido na vizinhanca.

Exemplo 1.4.13 Considere os subespacos A = (0,1), B = (0,1],C =1[0,1),D =[0,1] da
reta real R. Os seus respectivos fechos sio A = B = C = D = [0,1]. Basta notar que

toda vizinhanga de 0 e 1 intercepta os conjuntos.

Exemplo 1.4.14 Considere o subespaco Y = (0,2] da reta real R. O conjunto A = (0,1)

é um subconjunto de 'Y, o seu fecho em R € [0, 1], enquanto o seu fecho em'Y €[0,1]NY =
(0, 1].

1.4.15 Pontos Limites

Veremos agora mais uma forma de descrever o fecho de um conjunto, esta forma

usaré o conceito de pontos limites, que por Munkres (2000) é definido da seguinte maneira:
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Definicao 1.4.16 Se A é um subconjunto do espaco topoldgico X e se x € um ponto de X,
diremos que x € um ponto limite (ou ponto de acumulagdo) de A, se toda vizinhanga

de x intercepta A em um algum outro ponto, diferente de x, em outras palavras x pertence

ao fecho de A —{z}.
Verifiquemos o exemplo a seguir, para fixar a idéia.

Exemplo 1.4.17 Seja A = (0,1] um subespaco da reta real R. Logo 0 é um ponto limite
de A, pois A— {0} =AeA=][0,1].

Os exemplos 1.4.13 e 1.4.17 nos levam a imaginar que existe uma relagao entre o
fecho de um conjunto e seus pontos limites, e de fato esta relacao existe, e é dada, por

Munkres (2000), através do teorema a seguir.

Teorema 1.4.18 Seja A um subconjunto do espago topoldgico X. Seja A’ o conjunto de

todos os pontos limites de A. Logo
A=AUA.

Demonstracao: Se x € A’, entdo, por definicao de ponto limite, temos que toda
vizinhanca de x intercepta A, em um ponto diferente de x. Logo pelo Teorema 1.4.12, x
pertence a A. Assim, A’ C A e por definicdo A C A, portanto AU A’ C A.

Reciprocamente, seja « um ponto de A. Se z pertencer a A, é trivial que = €
AU A'. Suponha que x ¢ A, como z € A, obrigatoriamente toda vizinhanca U de x deve
interceptar A, como = ¢ A, logo U devera interceptar A em um ponto diferente de z, que
é a propria definicdo de ponto limite. Entdo, z € A’ e A C AU A’ e portanto A = AU A’

Corolario 1.4.19 Um subconjunto de um espaco topoldgico € fechado se, e somente se,

contém todos os seus pontos limites.

Demonstracido: Seja A um conjunto fechado, logo A = A, mas pelo teorema
anterior A = AU A’, logo A’ C A.

Reciprocamente, se A’ C A entdo pelo teorema anterior A = AU A’ = A. [ |

Este corolério, apesar de ter uma demonstragao simples, fornece-nos uma nova
forma de vermos os conjuntos fechados, nao mais relacionando-os com um conjuntos
abertos, mas apenas tratando com o proprio conjunto fechado, o que, em muitos casos,

facilita o trabalho.
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1.5 FUNCOES CONTINUAS

O estudo de funcoes continuas é considerado, por muitos, como béasico. Basta ver
que estas estao presentes em todos os estagios da vida académica. Porém, em cada estapa
vemos sua definicao denotada de formas diferentes, mas a sua esséncia é a mesma, vejamos
a definicao, por Munkres (2000):

Definicao 1.5.1 Sejam X e Y espacos topologicos. Uma funcao f : X — Y € dita
continua se para cada subconjunto aberto V de Y, o conjunto f~1(V) é um subconjunto
aberto de X.

E visivel que o conjunto f~YV) nada mais é do que todos os pontos x € X, tal que
f(z) € V. Sera vazio se V nao interceptar f(X), ou seja, se nao existir nenhum ponto x
tal que f(z) € V.

Verifiquemos agora que, para provar continuidade, basta mostrarmos que a imagem
inversa de elementos da base de Y sao abertos. Sendo V' um subconjunto de Y, podemos

escrevé-lo como a unido de elementos da base

V:UBO,

aeJ

Temos

V) = Ba)

aed

e por propriedade de imagem inversa teremos

)= (B
acJ
portanto f~' (V) sera aberto se cada conjunto f~!(B,) for aberto.
Temos até o momento duas formas semelhantes de classificar funcoes continuas,
uma através de conjuntos abertos e outra através dos elementos da base. O teorema a
seguir relaciona outras caracteristicas preservadas por fungoes continuas, que por sua vez

auxiliam na classificagdo. Vejamos o teorema dado por Munkres (2000).

Teorema 1.5.2 Sejam X e Y espacos topoldgicos e seja a funcao f: X — Y. Entao, as
afirmacoes a sequir sao equivalentes:
1. f € continua.

2. Para todo subconjunto A de X, tem-se que f(A) C f(A).

3. Para todo conjunto B fechado em Y, o conjunto f~(B) é fechado em X.
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4. Para cada x € X e cada vizinhanga V' de f(z), existe uma vizinhan¢a U de x tal
que f(U) C V.

Demonstracao: Provaremos as implicacoes (1) = (2) = (3) = (1) e (1) =
(4) = (1), apenas por comodidade.

(1) = (2) Suponha que f seja continua. Seja A um subconjunto de X. Mostrare-
mos que se & € A, entdo f(z) € f(A). Seja x um ponto de A e seja V uma vizinhanca
de f(z). Entdo, por definigao de fungio continua, o conjunto f~1(V') é aberto em X e
contém o ponto z, portanto f~(V) é uma vizinhanca de z. Como x pertence ao fecho de

A, logo f~Y(V) intercepta A em um outro ponto y, além de z. Entdo, V intercepta f(A)

no ponto f(y), entdo f(x) € f(A).
(2) = (3) Seja B fechado em Y e seja A = f~'(B). Queremos mostrar que A é
fechado em X, basta mostrar que A = A, ou mais precisamente, mostrar que A C A4, ja

que a inclusao A C A é trivial. Por teoria de conjuntos temos que
f(A)=f(f7Y(B)) C B. (1.5.1)

Portanto, se * € A entdo f(z) C f(A), pela condi¢io (2) temos que f(A) C f(A).
Pela Equagdo 1.5.1 temos que B é um fechado contendo f(A), logo f(A) C B = B.

Organizando os fatos acima temos que
f(z) € f(A) C f(A) c B=B,

ou seja, * € f~1(B) = A. Assim concluimos que, de fato, A C A, e A é fechado.
(3) = (1) Seja V um conjunto aberto em Y, logo B =Y —V é fechado em Y. Por

teoria de conjuntos temos que
B =Y =V)=f1Y) - (V) =X - f7H(V).

A condigao (3) nos diz que f~(B) é fechado em X, pois B ¢ fechado em Y. Portanto,
para que X — f~1(V) seja fechado, f~*(V) deve ser aberto. Assim sendo, temos que f é
continua.

(1) = (4) Seja = € X e seja V uma vizinhanga de f(x). Logo o proprio conjunto
U = f~}(V) sera a vizinhanga de = desejada, pois trivialmente temos que f(U) C V.

(4) = (1) Seja V aberto em Y e seja z um ponto de f~1(V). Assim, f(z) € V,
entao pela condi¢ao (4), existe uma vizinhanca U, de z, tal que f(U,) C V e, portanto,
U, C f~4(V). Como a condigao (4) é vélida para todos os pontos de X, logo também o

é para todos os pontos de f~!(V), assim podemos escrever f~1(V') da forma

= U o,

zef~1(V)
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uma uniao arbitraria de conjuntos abertos, que também serd aberto. Assim, concluimos
que f é continua. [ ]

Até o momento trabalhamos apenas com funcoes continuas, sem nada saber sobre
suas inversas, se é que existiam. Veremos agora casos especiais de fungoes continuas, onde
suas inversas existem e também sdo continuas. Vejamos como Munkres (2000) define tais

funcoes.

Definicao 1.5.3 Sejam X e Y espacos topologicos e f : X — Y uma bijecio. Se ambas
as funcoes f e sua inversa
iy - X

sao continuas, entao f é chamada de homeomorfismo.

Sempre que existir um homeomorfismo entre dois espacos topolégicos, diremos que
estes sao homeomorfos.

Até entdo, ao trabalharmos com fungoes continuas, vimos que f(f~1(U)) C U, ou
seja, a imagem da imagem inversa de U nao necessariamente seria U, pois nada sabiamos
sobre f~1. Agora, ao trabalharmos com homeomorfismos, a igualdade f(f~*(U)) = U é
valida, pois f é uma bijecao. Este fato trard muitas caracteristicas tteis aos homeomor-
fismos, uma delas é a preservacao de estruturas topolégicas, ou seja, caracteristicas da
topologia de X serao preservadas ao aplicarmos a funcao f a qualquer subconjunto de X
e estas aparecerao nas respectivas imagens em Y, em outras palavras, nao ha diferencas
entre trabalhar em X e trabalhar em Y.

Outra notacao que usaremos, serd a mergulho de X em Y. Se X e Y sdo espagos
topologicos e f: X — Y é uma funcao injetiva e continua. Entao, f': X — Z serd uma
restricdo do contra dominio de f, onde Z = f(X), e portanto f’ serd bijetiva. Se f’ for
um homeomorfismo, entao diremos que f: X — Y serd uma mergulho de X em Y.

Vamos agora ver um exemplo muito interessante, onde aplicaremos uma mesma

funcao a um mesmo conjunto, porém com topologias diferentes.

Exemplo 1.5.4 Considere R a topologia usual na reta real e R; a topologia dos limites
inferiores da reta real.
Se definirmos
f:R—=R

como sendo a funcao identidade, teremos que esta serd um homeomorfismo, uma vez que
sabemos que a fungao identidade € bijetora e que a imagem inversa de (a,b), um elemento
da base de R, é o proprio conjunto (a,b).
Agora considere a funcao
g:R—=R,
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também como sendo a funcao identidade. Sabemos R; tem como elementos da base os
conjuntos da forma [a,b), logo devemos calcular a imagem inversa de [a,b), que serd o
proprio conjunto [a,b). Porém, este nao é um conjunto aberto de R.

Por fim, consideremos a funcao
h:R, — R,

novamente como sendo a funcao identidade. Teremos agora, que os conjuntos da base
do contradominio serdo da forma (a,b), portanto as imagens inversas serao também da

forma (a,b) e este conjunto é aberto no espago R;.

Analisando, com cuidado, este exemplo, é facil perceber que a continuidade de
uma funcao esta intimamente ligada a topologia do conjunto. Portanto nao é um traba-
lho simples construir funcoes continuas e muito menos construir homeomorfismos. Para
tal Munkres (2000), apresenta algumas fungbes, onde estas sdo continuas em espagos

topologicos arbitrarios.

Teorema 1.5.5 Sejam X, Y, e Z espagos topoldgicos.

1. (Fungao Constante) Se f: X — Y associar todo X com apenas um ponto yo de Y,

entao [ € continua;

-

2. (Inclusao) Se A é um subespago de X, entao a funcao inclusao j : A — X ¢é

continua;

3. (Composicao) Se f: X =Y eqg:Y — Z sao continuas, entio go f : X — Z €

continua.

4. (Restrigao do Dominio) Se f : X — Y € continua, e se A é um subespago de X,

entdo a funcdo restrita fla: A =Y € continua.

5. (Restri¢ao ou Ezpansao do Contradominio) Seja f : X — Y continua. Se Z é um
subespago de Y contendo conjunto imagem f(X), a funcao g : X — Z, obtida pela
restricao do contradomino de f, é continua. Se Z € um espago contendo Y como
um subespacgo, entao a fungao h : X — Z, obtida pela expansao do contradominioo

de f, € continua.

6. (Formulagao Local de Continuidade) A funcao f: X — Y serd continua se X puder
ser escrito como uma unido de conjuntos abertos U, tal que f|U, € continua para

cada .

Demonstragao:
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. Seja f(x) = yo para todo z em X. Seja V um aberto em Y, logo f~!(V) sera igual
a X seyy €V, eserdigual a () se yo ¢ V. Em ambos os casos X e ) sdo abertos,

logo f é continua.

. Seja U aberto em X. Logo j~}(U) = U N A, pois a fungio j associa o subespago A
com ele mesmo. Portanto j serd continua, uma vez que U N A é aberto em A, por

definicao de subespaco.

. Se U & aberto em Z, logo g~'(U) é aberto em Y, pois g é continua e como f é
continua e g~ (U) é um aberto de Y, logo f~(¢g7'(U)) ¢ um aberto em X, mas pela

teoria de conjunto sabemos que

portanto g o f é continua.

. A fungao f|A nada mais é do que a composi¢ao da fungao inclusao j: A — X com
a propria fungdo f : X — Y, as quais sdo continuas logo pelo item (3), a fungdo

foj:A—Y também o seré.

. Seja f: X — Y continua. Suponha f(X) C Z C Y, mostraremos que g : X — Z
obtida a partir de f é continua. Seja B um aberto em Z, como Z é subespaco de
Y, logo B = ZNU para algum U aberto em X. Como f(X) estd contida em Z,

temos que pela teoria dos conjuntos

como f~1(U) é aberto em X, logo ¢ ¢ continua.

Agora, considerando Y subespaco de Z, para mostrar que h : X — Z é continua,
basta tomar a funcao inclusao j : ¥ — Z e compor com a funcao f : X — Y.

Portanto, pelo item (3), a funcdo h = j o f é continua.

. Por hipétese temos que X pode ser escrito como a uniao de conjuntos abertos U,,
tal que f|U, é continua para cada a. Seja V um aberto em Y, assim a equagao a
seguir é valida

f_l(v) NUs = (f‘Ua)_l(V),

pois ambas as expressoes representam o conjunto dos pontos x em U, tal que f(z) €
V. Como f|U, é continua entao f~1(V)NU, é aberto em U, e logo aberto em X.
Mas

)y = (v)nta),

«

portanto f~1(V') é aberto em X e f é continua.
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[ |
Agora vejamos uma forma de construir uma funcao continua entre um espaco
topologico e um produto cartesiano de dois espagos topologicos. Primeiramente, vejamos

que o produto de dois espagos topolégicos é um espaco topoldgico.

Definicao 1.5.6 Sejam X e Y espacos topoldgicos. A topologia produto em X XY € a
topologia que possui como base a colecao B de todos os conjuntos da forma U x V', onde

U € aberto em X eV € aberto em Y.
Com esta definicao, vamos ao teorema.

Teorema 1.5.7 Seja f: A — X XY dada pela equacao

fla) = (fi(a), f2(a)).
Logo, a funcao f é continua se, e somente se, as funcoes
fl A= X e fQ A=Y

$a0 continuas.

As fungoes fi1 e fo sao chamadas fungoes coordenadas de f.

Demonstracao: Sejam 7 : X XY - X em: X XY — Y as projecoes no
primeiro e segundo fatores, respectivamente. Essas projecoes sao continuas, pois dados U
e V abertos em X e Y, respectivamente, temos que 7, (U) =U xY em, (V) =X x V

sao abertos. Note também que

fila) = mi(f(a)) € fa(a) = ma(f(a)).

Sabendo tais fatos, vamos a devida demonstracao. Se f é continua, entao f; e fo
sao, nada mais que, composicoes de funcoes continuas, logo sao continuas.
Reciprocamente, suponha f; e f; sejam continuas e seja U x V um elemento da

base de X x Y. Por propriedade de imagem inversa temos

U V)= frU)nf;1(V),

e como f;'(U) e f;1(V) sdo abertos, pois f, e fo sdo continuas, logo sua intersecio é
aberta. Logo, f é continua. [ ]

Exemplos cléssicos de fungoes que levam um espaco em um produto de espagos, sao
as parametrizagoes de curvas no plano, onde a fungao f : [a,b] — R? é definida da forma
f(t) = (z(t),y(t)), e constantemente afirma-se que f é continua se suas componentes x e

y forem continuas.
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1.6 ESPACOS CONEXOS

Comecaremos a sessao logo com a defini¢ao de espacos conexos, dada por Munkres
(2000).

Definicao 1.6.1 Seja X wum espaco topoldogico. Uma separacao de X é um par de
conjuntos abertos disjuntos e nao vazios U,V de X, tal que a sua unido € iqual a X. O

espaco X € dito conexo se nao existir uma separacao de X.

Note que a conexidade ¢ uma propriedade totalmente topologica. Pois esta baseada
completamente em termos de conjuntos de X. Porém, esta ndo é a inica maneira de definir

conexidade, outra defini¢do que também é valida é a seguinte, utilizada por Lima (1970)

Um espaco topologico X chama-se conexo quando X e () sdo os tnicos sub-

conjuntos de X simultaneamente abertos e fechados.

Esta outra forma de definir conexidade também ¢é verdadeira, e pode ser escrita
em termos da definicdo utilizada por Munkres. Seja X um espaco conexo e seja A um
subconjunto de X, que é simultaneamente aberto e fechado. Logo se tomarmos U = A e
V =X — A, temos que U e V sao abertos disjuntos nao vazios que a uniao é igual a X,
portanto formam uma separacao de X, absurdo pois X é conexo.

Ao definir conexidade em um subespaco Y de um espaco topoldgico X, a faremos
de uma forma mais vantajosa que a propria definicdo. Esta é dada por Munkres (2000)

conforme o seguinte lema.

Lema 1.6.2 Se Y ¢é um subespaco de X, uma separacao de Y € um par de conjuntos
disjuntos nao vazios A e B, tal que a unido € igual a 'Y se, e somente se, nenhum destes
conjuntos possui pontos limites do outro. O subespaco Y € dito conexo se nao existir tal

Separacao.

Demonstracao: Suponha que A e B formem uma separacao de Y. Entao A é
aberto e fechado em Y. O fecho de A em Y é o conjunto ANY, onde A é o fecho de A
em X. Como A é fechado em Y, logo A = ANY. E pelo Teorema 1.4.18 A = AU A’ com
A’ sendo o conjunto dos pontos limites de A, por fim como B é subconjunto de Y, logo
B =BnNY. Assim, temos que

P=ANB=(ANY)NB=ANB=(AUA)NB=(ANB)U(A'NB)=A"NB,

e portanto B ndo possui pontos limites de A. O mesmo aplica-se a B, logo BN A =10, e

A também nao possui pontos limites de B.

33



Reciprocamente, suponha que A e B sao disjuntos nao vazios tais que sua uniao
é igual a Y, nenhum deles contém pontos limites do outro, provaremos que A e B sao

abertos logo formam uma separacdo. Entdo BN A= AN B = (), portanto temos que
AUB=Y

YNA=(AUB)NA=(ANA)U(BNA)=A,

assim A é fechado, seguindo a mesma légica teremos que B também serd fechado. Mas
A=Y —-Be B=Y — A, logo estes também sao abertos e formam uma separacao de Y.
[ |

Para fixar as idéias vejamos alguns exemplos

Exemplo 1.6.3 Seja X o espago de dois pontos com a topologia indiscreta. Logo nao
existe separacao de X, uma vez que 08 unicos conjuntos da topologia de X sao X e (),

portanto nao existem dois conjuntos nao vazios disjuntos tal que a unido destes € iqual a

X.

Exemplo 1.6.4 Seja Y = [—1,0) U (0,1] um subespaco da reta real R. Os conjuntos
[—1,0) e (0,1] formam uma separacdo para Y, pois sao dois conjuntos abertos disjuntos
nao vazios que a uniao € igual a 'Y, ou pelo ponto de vista do Lema 1.6.2, [—1,0) ndo

possui o ponto limite 0 de (0, 1], e vice-versa.

Suponha por um momento que tenhamos X um espago nao conexo. Em quais
condigoes um subespago Y de X é conexo? O seguinte lema trata deste fato, dado por
Munkres (2000).

Lema 1.6.5 Se os conjuntos C' e D formam uma separacao de X, e se Y € um subespaco
conexo de X, entao ouY C C ouY C D.

Demonstracao: Como C e D sao abertos em X, os conjuntos CNY e DNY sao
abertos em Y. Estes sao disjuntos e sua uniao é igual a Y, logo se ambos forem nao vazios,
logo formariam uma separacao para Y. Um absurdo, pois Y é conexo. Entao ou CNY = ()
ou DNY = (), e desta forma teriamos que ou Y C D ou Y C C, respectivamente. [ ]

Vejamos um exemplo que exprime bem este lema.

Exemplo 1.6.6 Seja o espago X = [0,1] U [2,3] na topologia discreta. Logo X nao é
conexo, uma vez que € igual a unido de dois conjuntos abertos disjuntos nao vazios A =
0,1] e B = [2,3]. Note que o subespago Y = [0,%) € conexo e estd contido inteiramente
em A.
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Se no exemplo anterior selecionarmos os subespagos conexos |0, %), [%, 1), (2,3) e
unirmos o primeiro com o segundo, teremos o conjunto [0,1) que é conexo em X pelo
Lema 1.6.2, mas se unirmos os trés, mesmo todos sendo conexos, a sua uniao [0, 1)U (2, 3)
nao serd. Uma condicao para que a uniao de espagos conexos seja também conexa é dada

no teorema a seguir, enunciado por Munkres (2000).

Teorema 1.6.7 A unidao de uma colecao de subespacos conexos de X, que possuem um

ponto em comum, € conexa.

Demonstracao: Seja {A,} uma colegao de subespagos conexos de X, seja p um
ponto de (A, e seja Y = |JA,. Suponha que Y = C U D forme uma separacao de
Y. Logo o ponto p pertence a C' ou a D. Suponha que p € C, logo como A, é conexo,
deve estar inteiramente contido em C' ou D, pelo lema anterior, e portanto A, C C, pois
p € Ay. Como A, C C para todo «, logo | J A, C C, contradizendo o fato de D ser ndo
vazio. [

Considere por um momento o subespago Y = (a,b) da reta real R. Os seguintes
subespagos também serdo conexos: [a,b), (a,b], [a,b]. Isto, para quem ja estudou o basico
de calculo, é trivial(na verdade, é assumido como trivial), mas o motivo pelo o qual isto

¢ valido ¢ o teorema a seguir, dado por Munkres (2000).

Teorema 1.6.8 Seja A um subespaco conezo de X. Se A C B C A, entdo B é também

conexo.

Demonstracio: Seja A conexo e A C B C A. Suponha que B = C' U D & uma
separacio de B. Pelo Lema 1.6.5, o conjunto A deve pertencer a C ou D. Logo A C C,
pois C' é um fechado contendo A. Como CND =, logo BN D = () o que é um absurdo,
pois D é um subconjunto nao vazio de B. [ ]

Outra propriedade muito util dos espacos conexos, é a preservagao da conexidade
ao aplicarmos uma fung¢ao continua ao espaco. O fato é apresentado por Munkres (2000)

através do teorema seguinte.
Teorema 1.6.9 A imagem de um espaco conexo por uma funcao continua € conexo.

Demonstracao: Seja f: X — Y continua e seja X conexo. Como visto no item
(5) do Teorema 1.5.5 a restri¢cao do contradominio de f para Z = f(X), ainda é continua.
Logo basta considerar a funcao
g: X =7

definida pela restricao do contradominio de f, trivialmente g serd sobrejetora. Entao
suponha que Z = A U B seja uma separacao de Z por dois conjuntos disjuntos abertos
nao vazios de Z (note que nao estamos usando o fato de Z ser um subespaco de Y, estamos

considerando Z como um espago). Como A e B sdo abertos nao vazios e disjuntos, logo
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g ' (A) e g7'(B) também serao abertos disjuntos, pois é g ¢ uma fungao e é continua,
e serao nao vazios, pois g é sobrejetora. Sabendo também que como Z = A U B entao
X = g7 }(A) U g (B) e portanto teremos uma separacao de X, um absurdo, pois X é
CONexo. [ |

Outra forma de associacao de espacos conexos é pelo produto cartesiano. Neste
caso teremos que o produto serd conexo quando tivermos um produto finito de espacos
conexos, ou quando tivermos um produto infinito de espagos conexos na topologia produto.
Como o segundo fato nao serd de grande valia para nossos estudos, fixaremos nossas

atencgbes ao produto finito, que é dado por Munkres (2000) no seguinte teorema.
Teorema 1.6.10 Um produto cartesiano finito de espagos conexos serd conexo.

Demonstragao: Mostraremos, primeiramente, que o fato é valido para o produto
de dois espagos conexos, depois por inducao mostraremos que é valido para qualquer
produto finito de espacos conexos.

Fixe um ponto a X b pertencente ao produto X x Y. Perceba que os espacos X x b
e a X Y sao homeomorfos a X e Y, respectivamente, portanto sao conexos. Logo se

definirmos
T, =(XxbU(xxY)

teremos que este espago serda conexo, pois ¢ igual a uniao de dois conjuntos conexos com

o ponto x X b em comum. Agora tomemos a uniao

Uz

zeX
de todos os espacos T,. Uma vez que todos T, sao conexos e possuem o espaco X X b
em comum, ou mais particularmente o ponto a X b, que nos basta para aplicar o Teorema,
1.6.7, e portanto teremos que esta uniao é conexa. Mas, o espaco UxEX T, nada mais é
do que o produto X X Y, que por sua vez sera conexo.

Para provarmos que a propriedade é vilida para um produto finito, consideremos
o produto de espacos conexos
X| X ... xX,.

Para n =1 é trivial e para n = 2 acabamos de provar. Agora suponha que a propriedade

valha para n, logo o espago
Y =X, x..xX,

serd conexo. Entao devemos mostrar que a propriedade é valida para o produto de n + 1

espagos conexos
X1 X ... X Xn+1~
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Para tal basta ver que
Xy X o X X1 = (Xg X oo X X)) X Xy =Y X X,

como Y e X, 1 sao conexos, logo o seu produto também o serd pelo o que provamos no
inicio da demonstracao. Portanto o produto cartesiano finito de espacos conexo €, de fato,
conexo. [ ]

Agora com o intuito de enunciarmos uma nova forma de definir conexidade, mos-
tremos que R é conexo. Para tal precisaremos da defini¢ao seguinte, dada por Munkres
(2000).

Definicao 1.6.11 Um conjunto L ordenado ' contendo mais que um elemento serd cha-

mado de continuidade linear, se satisfizer as sequintes propriedade:
1. Todo subconjunto limitado de L possui supremo,
2. Sex <y, entao existe z tal que x < z < y.

Com o teorema abaixo, teremos o necessario pra mostrar que R ¢ conexo. Dado
por Munkres (2000).

Teorema 1.6.12 Se L é uma continuidade linear na topologia da ordem (Defini¢ao 2.1.1),

entao L e todos os seus intervalos e raios sGo coneros.

A prova deste teorema, basea-se em teoria dos conjuntos e como nao trara novos
conhecimentos em topologia, esta serd omitida. Nos preocuparemos apenas com o seu

resultado.
Corolario 1.6.13 A reta real R é conexa, bem como todos 0s seus intervalos e raios.

Este corolario segue direto do teorema, uma vez que R é uma continuidade linear,

pois todo intervalo limitado da reta R possui supremo, e que sendo x,y € R com x < v,

entao tomando z = rry teremos que x < z < y. Por fim, sabemos que a topologia usual
em R é a mesma que a topologia de ordem. Portanto satisfaz as premissas do Teorema
1.6.12 e entao R é conexo, assim como seus intervalos e raios.

Neste ponto é muito importante analizar a generalizacao do Teorema do Valor In-
termedipario, que associa espacos conexos com conjuntos ordenados. Vejamos a o teorema

apresentado por Munkres (2000).

Teorema 1.6.14 (Teorema do Valor Intermediario) Seja f : X — Y wuma func¢do
continua , onde X € um espaco conexo e Y € um conjunto ordenado. Se a e b sao dois
pontos distintos de X e r é um ponto de Y tal que f(a) < r < f(b). Entdo, existe um
ponto ¢ € X tal que f(c)=r

!Munkres (2000) define conjuntos simplesmente ordenado como: Um conjunto X é dito simplesmente
ordenado se possuir uma relacdo que é reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
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Demonstragao: Assumindo as hipoteses do teorema, e considerando os conjuntos
a seguir:

A= f(X)N(—o0,T) e B = f(X)N(r,+00).

Temos que A e B sao disjuntos e nao vazios, pois f(a) € Ae f(b) € B. Ambos conjuntos
sao abertos em f(X), pois sdo iguais a interse¢ao de um raio aberto com o conjunto f(X).
Se ndo existir um ponto ¢ tal que f(c) = r, entdo f(X) = AUB é uma separacao de f(X),
contradizendo o fato de que a imagem de um espaco conexo por uma funcao continua é
conexa. [

Se no teorema anterior tomarmos X como um intervalo fechado de R e Y como a
propria reta real R, teremos o caso especial que é estudo em calculo e analise.

Sabendo agora destes fatos, podemos construir uma nova maneira de definir se

espagos sao conexos. Dado por Munkres (2000) a seguir.

Definicao 1.6.15 Dado dois pontos x,y pertencentes ao espaco topoldgico X, um ca-
minho em X de x para y é uma funcao continua f : [a,b] = X que leva um intervalo
fechado de R em X, tal que f(a) = x e f(b) = y. Um espaco X € dito conexo por

caminhos se todo par de pontos de X podem ser ligados por um caminho em X.

E facil ver que todo espaco conexo por caminhos é conexo. Para tal, suponha que
X = AU B seja uma separagao de X e seja f : [a,b] — X uma caminho em X. Como f é
continua, logo a imagem do intervalo conexo f~!([a, b]) é conexa, e portanto esta contida
em A ou B. Assim sendo, nao existe nenhum caminho ligando pontos de A a pontos de
B, absurdo pois X é conexo por caminhos.

Apesar de conexidade por caminhos ser uma nova forma de verificarmos conexi-
dade, isto nao implica que todo espago conexo seja conexo por caminhos, um exemplo
deste fato ¢ I2 o quadrado unitario fechado na topologia do dicionario 2. Nao mostrare-
mos com detalhes que este conjunto é conexo e nao conexo por caminhos, pois para tal
precisaremos de algumas propriedades que nao apresentamos aqui.

Devemos explicitar aqui que apresentamos a definicao de conexidade por caminhos,
nao por curiosidade, mas pela sua semelhanca com o lema de Uryshon, que veremos mais
tarde.

2Exemplo disponivel no livro Topology de James Munkres, p. 156.
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Capitulo 2

ALGUMAS TOPOLOGIAS
IMPORTANTES

2.1 TOPOLOGIA DA ORDEM

Se X é um conjunto ordenado, logo existe uma topologia padrao para X, definida
pela relacao de ordem. Tal topologia ¢ chamada de topologia da ordem.

Suponha que X é um conjunto com a relacao de ordem simples <. Dados dois
elementos a e b de X tal que a < b, existem 4 possiveis subconjuntos de X definidos a
partir destes dois pontos. Estes conjuntos sao chamados de intervalos e sao da seguinte

forma:
(a,b) ={x | a <z < b},

(a,b] ={z | a <z < b},
[a,b) ={x | a <z < b},
la,b] ={z | a <z <D},

Apesar desta notacao ser muito familiar a usada na reta real, esta nao se limita apenas a R,
pois X é um conjunto ordenado arbitrario. Apesar da abrangéncia desta notacao, algumas
noc¢oes sao idénticas, como por exemplo, os conjuntos do primeiro tipo sao chamados
intervalos abertos, os do quarto tipo sao intervalos fechados, e os do segundo e
terceiro tipo sao intervalos meio-abertos. O fato de termos os intervalos chamados
de abertos nao é por acaso, eles serao também os proprios conjuntos abertos ao criarmos

topologias em X. Segue a defini¢do segundo Munkres (2000).

Definicao 2.1.1 Seja X um conjunto com uma relacao de ordem simples. Suponha X

com mais de um elemento. Seja B a colecio de todos os conjuntos da sequinte forma:

1. Todos os intervalos abertos (a,b) € X.
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2. Todos os intervalos da forma |ag,b), onde ag € o menor elemento (se existir) de X.

3. Todos os intervalos da forma (a,by|, onde by é o maior elemento (se existir) de X.

A colecao P ¢ uma base para uma topologia em X, que é chamada de topologia da

ordem.

E notavel que se X ndo possui um menor elemento, entdo ndo ha conjuntos da
forma (2) na base . De forma anédloga nao existirdo conjuntos da forma (3) na base %

se nao existir um maior elemento em X.

Exemplo 2.1.2 O conjunto Z, € um conjunto ordenado com menor elemento. A to-
pologia de ordem em Z, é a mesma que a topologia discreta, basta notar que para todo
congunto unitdrio, se n > 1, logo o conjunto {n} = (n —1,n+ 1) é um elemento da base,

e sen =1, o conjunto {1} = [1,2) é um elemento da base.

Agora tome novamente o conjunto Z, na topologia de ordem, a definicdo de to-
pologia gerada diz que esta ¢ igual a colecao de todas as unioes de elementos da base,
entdo poderfamos definir um subconjunto de Z, na forma A = {z|x > 1}, note que
A = U,-1(n —1,n 4+ 1), logo ¢ aberto, pois ¢ igual a unido de elementos da base e

pertence a topologia 7. Munkres (2000) define tais conjuntos da seguinte forma:

Definicao 2.1.3 Se X é um conjunto ordenado, e a é um elemento de X, entao existem
quatro subconjuntos de X que sdo chamados de ratos determinador por a. Fles sdo o
sequinte:

(a,+00) ={z |z > a}

(—00,a) ={z |z <a}
la, +00) = {z |z > a}
(—00,a] = {z |z < a}

Conjuntos da primeira e da sequnda forma sao chamados de raios abertos, e conjuntos

da terceira e quarta forma sio chamados de ratos fechados.

Note que o termo “aberto” nao é utilizado como convencao, e sim porque os raios
da forma (a,+o00) de X sdo, de fato, abertos na topologia da ordem, basta considera-los
como a unido de todos os elementos da base da forma (a,x) com x > a, e como sabemos,
a uniao arbitraria de conjuntos abertos de uma topologia gera um elemento da topologia,
que por sua vez é aberto.

Agora tome a colecao . de todos os raios abertos em X. Logo . forma uma
sub-base para a topologia da ordem em X. Dado as sub-bases (—o0,b) e (a,+00) com
a < b, logo (—o0,b) U (a,+00) = X, e portanto a unidao de todos os elementos de . é
igual a X. Por fim, notemos que todo intervalo (a,b) de X é igual a intersecgao dos raios

(—o0,b) e (a,+00). Assim temos que a sub-base . gera a topologia da ordem.
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2.2 TOPOLOGIA PRODUTO X xY

Nesta secao veremos com mais detalhes a topologia formada ao efetuarmos o pro-
duto cartesiano entre espacos topologicos. Sejam X e Y espacos topologicos, considere o
produto cartesiano X X Y, vejamos agora algumas propriedades desta topologia, junta-

mente com a sua definicdo por Munkres (2000).

Definicao 2.2.1 Sejam X e Y espacos topoldgicos. A topologia produto em X XY € a
topologia que possui como base a colegao A de todos os conjuntos da forma U x V', onde

U ¢ aberto em X eV é aberto em Y.

Verifiquemos se % é uma base. A primeira condicao é trivial, pois X x Y é um
elemento da base. A segunda condig¢ao nao é trivial, porém é facil de checar a veracidade,
ja que a intersecao de dois elementos da base U; X Vi e Uy X V5 é um outro elemento da
base. Temos que

(U x V)N (U x Vo) = (U NUR) x (V1N V)

como Uy NUj & aberto em X e V3 NV, é aberto em Y, logo (U; NUs) x (V3 N'V4) pertence
a colecao 4.
Agora, o que aconteceria se as topologias X e Y, fossem dadas por bases? O

teorema a seguir expoe este questionamento.

Teorema 2.2.2 Se % ¢ uma base para a topologia X e € € uma base para a topologia
Y, logo a colecao
92={BxC|Be%Cec%}

€ uma base para a topologia X X Y.

Demonstracao: Como ja sabemos qual é a topologia definida sobre X x Y, e
queremos mostrar que ¥ é uma base para esta topologia, entao basta aplicar o Lema
1.2.3. Dado um conjunto aberto W de X x Y e um ponto x x y de W, por definicao de
topologia produto existe um elemento da base U x V tal que x xy € U x V. C W. Como
P e € sao bases para X e Y, respectivamente, podemos escolher um elemento B de %
tal que x € B C U, e um elemento C'de € tal quey € C' C V. Logox xy e BxC C W.
Assim a cole¢ao & satisfaz as condigoes do Lema 1.2.3, logo Z é uma base para X X Y. m

Até o momento, definimos uma base para a topologia produto, serd que de alguma
forma podemos definir uma sub-base para a topologia produto? A resposta para tal
pergunta ¢ dada pelo teorema a seguir ,porém antes definiremos uma certa funcao chamada

projecao, que por Munkres (2000) é dada na forma.
Definicao 2.2.3 Seja 1 : X XY — X definida pela equacao

Wl(xay) =T
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e seja o X XY =Y definida pela equacao

ma(z,y) = y.
As aplicacoes m e my sao chamadas de projecoes de X x'Y em X eY, respectivamente.

Se U é um subconjunto aberto de X, entao
m'(U)=UxY,
da mesma forma, se V' ¢ um subconjunto aberto de Y, entao
(V) =X xV,

note que ambas imagens inversas das projecoes sao subconjuntos abertos em X x Y.
Perceba também que a intersecao destes dois conjuntos é o conjunto U x V. Esse fato
nos leva a definir uma sub-base para a topologia produto, Munkres (2000) ilustra tal fato

através do teorema a seguir.

Teorema 2.2.4 A colecao
S =Y (U)|Uaberto em X} U {m, ' (V)|V aberto em Y}
¢ uma sub-base para a topologia produto em X X Y.

Demonstracao: Seja 7 a topologia produto em X x Y e seja .7’ a topologia
gerada por .. Obviamente todo elemento de . ¢ um elemento de 7, assim como unides
arbitrarias e intersecoes finitas de elementos de .. Assim .7’ C .7. Por outro lado, todo
elemento da base U x V de .7 é uma intersecao finita de elementos de ., pois como
vimos

UxV=r1U)Nm (V).

Logo U x V pertence a 7', assim .7 C 7', portanto 7 = 7. [ |
Até entao, definimos uma topologia no produto X x Y de dois espacos topoldgicos.
Neste momento veremos formas de generalizar esta topologia, mais especificamente, duas
formas a topologia das caixas e a topologia produto.
Antes de iniciarmos nosso devido estudo destas topologias, vamos generalizar al-

gumas nogoes de produtos cartesianos. Munkres (2000) nos da as seguintes defini¢oes.

Definicao 2.2.5 Seja J um conjunto de indices. Dado um conjunto X, definiremos uma
J-upla de elementos de X como sendo a funcao x: J — X. Se a é um elemento de J,

denotaremos o valor de x em « por x, ao invés de x(«v) e também diremos que esta € a
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a-ésima coordenada de x. Além disso, denotaremos a funcdo x por

(fﬁa)aeJ‘
O conjunto de todas as J-uplas de elementos de X serd X’

Definigao 2.2.6 Seja {Ad}acs uma familia indevada de conjuntos e seja X = J,c; Aa-

O produto cartesiano dessa familia indezada, denotado por
T 4.
acJ

é definido como sendo o conjunto de todas as J-tuplas (x4)acy de elementos de X tal que

To € Ay para cada o € J. Ou seja, serd o conjunto de todas as fungoes
x:J— U A,
acJ

tal que x(a) € A, para cada o € J.

Comodamente denotaremos o produto apenas por [[(A,) e um elemento genérico
por (z4).
Agora vejamos a defini¢ao, por Munkres (2000), da topologia das caixas.

Definicao 2.2.7 Seja { X4} aes uma familia indezada de espagos topoldgicos. Tomemos

como base para a topologia no produto
11
acJ
a colecao de todos os conjuntos da forma
I1v..
acJ
onde U, € aberto em X, para cada o € J. A topologia gerada por esta base é chamada

de topologia das caixas.

Vejamos agora uma sub-base para o mesmo produto citado na defini¢cao anterior.

Primeiramente, seja a funcao

WﬁZHXa%Xﬁ

aeJ

de forma que para cada elemento de [[ X,, esta destaca a S-ésima coordenada,

Wﬁ((xa)aEJ) = Za-
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Tal funcao é chamada de projecao, nada mais que uma generalizagao, da projecao que
trabalhamos até entao, para um produto arbitrario.

Vamos a definicao da topologia pela sub-base.

Definicao 2.2.8 Seja 5 a sequinte colegao:
Sy = {Wﬁ_l(Uﬁ)|U5 ¢ aberto em Xz}
e seja . a unido de todas as colegoes dessa forma

s =] 7.

BeJ

A topologia gerada pela sub-base % € chamada topologia produto.

Porém, se considerarmos somente as definicoes, a primeira mao, nao é muito facil
distinguir as duas topologias. Uma forma mais facil de escrever e diferenciar a topologia

das caixas da topologia produto ¢ dada por Munkres (2000) da seguinte maneira:

Teorema 2.2.9 A topologia das caizas em [[ X, tem como base todos os conjuntos da
forma [[U,, onde U, € aberto em X, para cada «. A topologia produto em [ X, tem
como base todos os conjuntos da forma [[U,, onde U, é aberto em X, para cada a e U,

€ igual a X,, exceto para uma quantidade finita de o.

Formalmente nao iremos demonstrar este teorema, apenas utilizaremos ele como
uma nova forma, mais facil, de definir as duas topologias.

Apenas observando o Teorema 2.2.9, vemos que a topologia das caixas é mais fina
que a topologia produto. Seja [[ Uy, com U, # X, para {aq, ..., a,, } um elemento da base
da topologia produto, logo este também é um elemento da base da topologia das caixas,
uma vez que é o produto de conjuntos abertos.

Um teorema muito importante, que relaciona o fecho de um produto com o produto
dos fechos que sera de grande valia para o estudo dos axiomas de separacao, é o seguinte,
dado por Munkres (2000).

Teorema 2.2.10 Seja {X,} uma familia indexada de espacos e seja A, C X, para cada

a. Se [[ Xa € dada pela topologia das caizas ou pela topologia produto, entdo

14 =[] A

Demonstragdo: Seja x = () um ponto de [] A, mostraremos que x € [] Aq.
Seja U = [[ U, um elemento da base de ambas topologia das caixas e topologia produto

que contém x. Como z, € A,, entdo para cada o podemos escolher y, € U, N A,. Logo
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¥ = (ya) pertence a ambos U e [[ A,. Como U é arbitrario, entao segue que x pertence
ao fecho de [] Aa-

Reciprocamente, suponha que x = (z,) pertence ao fecho de [][ A,, em ambas
topologias. Mostraremos que dado um indice 3, teremos zg € flﬁ. Seja V3 um conjunto
aberto arbitrario de Xz contendo zz. Como ﬂgl(Vﬁ) ¢ aberto em [] X,, logo contém um
ponto y = (y,) de [[ An. Entdo ys pertence a V3 N Ag. Portanto x5 € Ag. n

A partir deste momento sempre que considerarmos o produto [ [ X,, assumiremos
que a topologia em questao é a topologia produto. No teorema a seguir, encontramos um
dos motivos pelo qual escolhemos a topologia produto em detrimento da topologia das
caixas, no momento em que tentamos generalizar o Teorema 1.5.7, notamos que para a
topologia produto a generalizagao deste teorema ¢ valida, mas o mesmo nao ocorre com

a topologia das caixas. Vejamos o teorema enunciado por Munkres (2000).

Teorema 2.2.11 Seja f: A — [] .., Xo dada pela equaciao

aed
fla) = (fala))acs,

onde fo, + A — X, para cada o. Seja [[ X, com a topologia do produto. FEntao, f é

continua se, e somente se cada funcao f, € continua.

Demonstracao: Seja m3 a projecao do produto no seu S-ésimo fator. A funcao
ms € continua, pois se Ug é um aberto em Xg, o conjunto ;' (Us) é aberto em [ X,,
uma vez que este é um elemento da base da topologia produto em [[ X,. Suponha que
f seja continua, logo a funcao fz = mg o f é uma composicao de funcoes continuas logo é
continua.

Reciprocamente, suponha que cada funcao coordenada f, é continua. Basta mos-
trarmos que a imagen inversa de um elemento da sub-base de [[ X, é aberto. Tome o
mais simples elemento da sub-base, ng(Uﬂ), onde 8 ¢ algum indice, e Ug é aberto em
Xp. Agora

7w (Us)) = F(Us),

pois fz = mzo f. Como fz & continua, logo f3(Us) é aberto em A, portanto f é continua.
[ |
Vejamos agora um contra exemplo, que nos da perfeitamente a ideia de como tal

generalizacao nao ¢é valida para a topologia das caixas.

Exemplo 2.2.12 Considere RY como sendo o produto infinito enumerdvel de R com este

mesmo. Ou seja,
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onde X,, = R para cada n. Agora considere a funcao f: R — R¥ definida por

ft) = (t,t,t,..);

a n-ésima coordenada de f € a funcdo f,(t) = t. Cada fun¢do coordenada € continua,
logo f serd continua se R“ for dado na topologia produto. Mas f nao serd continua, se

considerarmos R¥ na topologia das caizas. Considere o elemento da base

B=(-1,1) x (—%%) y (-%%) “ .

da topologia das caizas. Mostraremos que f~'(B) nao é aberto em R. Se f~'(B) fosse
aberto em R, o primeiro deveria conter algum intervalo da forma (—9,9) envolta de 0.

Isso significa que f((—9,9)) C B, assim se aplicarmos m, a ambas partes da inclusdo,

11
—0,0))=(—-9,0)C | ——,—
hl(-0.0) = (=60 ¢ (=37
para todo n, uma contradi¢ao, pois para qualquer 6 > 0 que escolhermos, existird ng tal
que, se n > ng teremos que (—0,9) nao estard contido em (—%, %)

Neste exemplo fica bem claro, que por mais facil que seja definir a topologia das
caixas, nao ¢ tao facil trabalhar com a mesma. Uma propriedade que, de inicio, parecia
tao trivial a ambas topologias, passou nem ao menos ser valida para uma delas. Este fato
poderia ser considerado, além de necessério, quase que suficiente para a escolha da topolo-
gia produto, uma vez que funcoes continuas na topologia das caixas, nao necessariamente

possuem componentes continuas.

2.3 TOPOLOGIA METRICA

Uma das mais importantes topologias a serem tratadas, é a topologia métrica.
Desde crianca, intuitivamente, trabalhamos com espacos métricos, pois a partir do mo-
mento que usamos uma régua para medir o comprimento de uma corda, estamos na
verdade medindo a distancia entre os pontos extremos da corda. Este fato de medir dis-
tancia entre pontos é que nos leva a definir a métrica, e a partir desta definir a topologia

métrica. Vejamos a definicdo dada por Munkres (2000).

Definicao 2.3.1 Uma métrica em um conjunto X € uma func¢ao
d: X xX =R

que possui as sequintes propriedades:
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1. d(x,y) > 0 para todo x,y € X; a igualdade € vilida se x = y.
2. d(z,y) = d(y,z) para todo x,y € X.
3. (Desigualdade Triangular) d(x,y) + d(y, z) > d(z, z), para todo x,y,z € X.

Dada uma métrica d em X, o valor d(z,y) serd chamado de distancia entre z e y

na métrica d. Dado € > 0, o conjunto

Ba(x,€) = {yld(z,y) < €}

serd formado por todos os pontos y que possuem a distancia até x menor que €. Este con-
junto é chamado de e-bola centrada em z. Comumente, apenas escreveremos B(z, €),
a nao ser que estejamos trabalhando com mais de uma métrica.

Agora vejamos a defini¢ao da topologia métrica, apresentada por Munkres (2000).

Definicao 2.3.2 Se d é uma métrica no conjunto X, entao a colecao de todas as e-
bolas By(x,€), onde x € X e e > 0, é uma base para uma topologia em X, chamada de

topologia métrica induzida por d.

A primeira condicdo de base é trivial, uma vez que © € By(x, €) para qualquer € > 0.
Antes de checarmos a segunda condi¢ao, mostremos que se y ¢ um ponto de B(x, €), entao
existe B(y,0) contida em B(z,¢). Defina § = € — d(z,y), como y € B(x,¢), entdo § é
um nimero positivo. Tome z € B(y,d), logo d(y, z) < € — d(z,y), assim reorganizando a

inequacao e aplicando a desigualdade triangular temos
d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2) <e,

portanto z € B(y,0) C B(z,e€).

Agora facilmente mostramos a segunda condigdo de base. Sejam B; e B, dois
elementos da base, e seja y € B; N By. Acabamos de mostrar que podemos escolher §; e
9y tal que B(y,d01) C By e B(y,d3) C By. Tomando 6 como sendo o menor entre d; e s,
concluimos que B(y,d) C By N Bs.

Exemplo 2.3.3 A métrica padrao na reta real R € definida pela equacao

d(z,y) = |z —y|.

A topologia gerada por d é a mesma que a topologia da ordem. Para tal, tome um elemento
da base da topologia da ordem (a,b), o elemento da base da topologia métrica, que é igual

a (a,b) é o elemento B(x,€) onde

r=(a+0b)/2 e e=(b—-a))2
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Agora, o elemento da base da topologia da ordem que € igual a B(x,€) é o intervalo

(x — €,z +€). Logo sao a mesma topologia.
Vejamos, agora, como Munkres (2000) define a classifica os espagos métricos.

Definicao 2.3.4 Se X ¢ um espaco topologico, X € dito metrizdvel se existir uma mé-
trica d que induz a topologia de X. Um espago métrico é um espaco metrizavel X unido

de sua métrica d que gera a topologia em X.

A maioria dos espacos importantes para os matematicos, sao metrizaveis, mas
nem todos. Munkres (2000) afirma em seu livro que a metrizacao é altamente desejada a
qualquer espaco, pois sua existéncia fornece uma importantissima ferramenta no auxilio
de demonstragoes de teoremas sobre o espaco.

Como diz Munkres (2000), embora o estudo de espagos métricos pertenca mais a
area de anélise do que propriamente a area de topologia, a metrizacao depende unica e
exclusivamente da topologia em questao, porém as propriedades da métrica do espago,
em geral, nao dependem da topologia.

Por agora, definiremos algumas métricas em espacos metrizaveis, e trabalharemos
em cima da topologia induzida por tais.

Vejamos a primeira métrica, definida em relacao aos conjuntos limitados, que por

Munkres (2000) é dada na forma do seguinte teorema.

Teorema 2.3.5 Seja X um espaco métrico com métrica d. Defina d : X x X — R pela
eqUacao

d(z,y) = min{d(z,y),1}.

Entao, d € uma métrica que induz a mesma topologia que d.

A meétrica d é chamada métrica limitada padrao correspondente a d.
Demonstracio: Primeiro, verificamos se d atende as condicdes de métrica. A
primeira e segunda sao triviais, pois para quaisquer x,y € X teremos 0 < af(x,y) <1,
uma vez que d(z,y) serd o menor valor entre d(z,y) e 1, logo se = y entdo d(x,y) =
d(x,y) = 0. E o fato de que d(x,y) = d(y, r), provém da propria definicio de d, uma vez
que
d(z,y) = min{d(z,y),1} = min{d(y,v),1} = d(y, x).

Nos falta mostrar que vale a desigualdade triangular

d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2).

Se d(z,y) > 1oud(y, z) > 1, entdo o lado direito da equagio anterior é no minimo 1, pela

definicao da métrica d, portanto o lado esquerdo da mesma equacao serd no maximo 1,
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novamente pela definicio da métrica d, assim a desigualdade é satisfeita. Agora devemos
considerar o caso onde d(z,y) < 1 e d(y,z) < 1. Ora, mas neste caso teremos a propria

desigualdade triangular de d:
d(w,z) < d(z,y) +d(y, z) = d(z,y) +d(y, 2).

Sabemos que d(z,z) < d(z, z) pela propria definicdo de d, portanto a desigualdade trian-
gular é valida para d.

Agora note que em qualquer espaco métrico, a colecao de todas as e-bolas com
¢ < 1 forma uma base para a topologia métrica, basta ver que todo elemento da base
contendo = contem tal e-bola centrada em z. Assim temos que d e d induzem a mesma
topologia em x, pois a colecao das e-bolas com € < 1 é a mesma para as duas métricas. m

Vejamos, na definicao a seguir, duas métricas distintas sobre o espaco R", definidas

por Munkres (2000) da seguinte forma:

Definigao 2.3.6 Dado x = (x1,...,x,) em R", definiremos a norma de x pela equagao
|| = (af + ... + 2V,
e definiremos a métrica euclidiana d em R" pela equacao

dx,y) = [[x =yl = [(z1 = 9)* + .. + (@0 — 9)*]"/%.

Por fim, definiremos como métrica quadrada p pela equacao

p(X, y) = mam{‘xl - yl’a (RS |xn - yn‘}

Provar que d e p sao métricas em R™ requer bastante trabalho, principalmente
em provar a desigualdade triangular, mas nosso interesse ¢ na topologia gerada por tais
métricas, e nao na métrica em si. Portanto omiteremos a prova de que d e p sao métricas.
Apenas utilizaremos este fato.

Agora verifiquemos que d e p induzem a topologia usual em R". Para tal, primei-

ramente necessitaremos do lema a seguir, enunciado por Munkres (2000).

Lema 2.3.7 Sejam d e d' duas métricas no conjunto X, e sejam 7 e ' suas topologias
induzidas, respectivamente. Entao, I’ ¢ mais fina que 7 se, e somente se, para cada

xr € X e cada e >0, existe um 6 > 0 tal que
Bd/(li,d) C Bd<SE,€>.

Demonstracao: Suponha que .7’ é mais fina que .7. Dado o elemento da base

By(z,¢) de 7, pelo Lema 1.2.4, existe um elemento da base de 7’ tal que x € B’ C
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By(z,€). Contido em B’ podemos escolher uma bola By (x,0) centrada em z, pois B’ é
aberto.

Reciprocamente, suponha que a condicao e-6 é satisfeita. Dado um elemento B da
base de .7 contendo x, podemos escolher uma bola By(x,€), em B, centrada em x. Pela
condicao e-d, existe § tal que By (z,9) C By(z,€). Logo pelo Lema 1.2.4, temos que 7' é
mais fina que 7. [

Agora vejamos como Munkres (2000) apresenta as topologias induzidas pelas mé-

tricas euclidiana e quadrada em R".

Teorema 2.3.8 As topologias em R™ induzidas pela métrica euclidiana d e pela métrica

quadrada p sao a mesma que a topologia produto em R".

Demonstracio: Sejax = (z1,...,7,) ey = (Y1, ..., yn) dois pontos de R". E facil
ver que
p(x,y) < d(x,y) < vnp(x,y),

pois
p(x,y) = |z — il = V(i —v:)? < {11 —91)* + o+ (@ — )" + o+ (20 — y) ]
portanto
p(x,y) < d(x,y).
A segunda desigualdade vem do fato de que /(z, — yn)? < /(x; — y;)? = p(X,y) para

todo n, assim

dx,y) = [(x1 = 11)° + o+ (@0 — y)’]"? < (i — 1) + o+ (2 — 9)*]? = Vnp(x, y)

A primeira desigualdade mostra que
By(x,€) C B,(x,€)

para todo x e ¢, como d(x,y) < €, entdo p(x,y) < €. De forma similar a segunda

desigualdade nos da
B,(x,€/y/n) C By(x,€)

para todo x e €. Portanto pelo lema anterior a topologia induzida por ambas as métricas
é a mesma.
Agora mostraremos que a topologia produto é a mesma que a topologia gerada por
p. Seja
B = (a1,b1) X ... X (an,by)
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um elemento da base da topologia produto e seja x um elemento de B. Para cada i, existe
um ¢; tal que

(x; — €, i +€;) C (a;, by);

escolha € = min{ey, ..., €, }. Entao temos que B,(x, ) C B. Portanto a topologia induzida,
por p é mais fina que a topologia produto.
Reciprocamente, seja B,(x,€) um elemento da base da topologia induzida por p.

E trivial que o préprio conjunto B,(x, €) é um elemento da topologia produto, pois
B,(x,€) = (x1 — €11 —€) X ... X (T, — €, Yy, — €).

Assim a topologia produto e a topologia gerada por p sao as mesmas, e portanto sao
iguais a topologia gerada por d. [ ]

Vimos que p e d induzem a mesma topologia em R", porém o mesmo nao acontece
se generalizarmos estas mesmas métricas para o produto infinito RY. Basta ver que as

generalizacoes

e p(xy) = sup{|r; —yl}

nao fazem muito sentido, a primeira porque uma série pode ser divergente e a segunda
porque nao teremos nada que garanta que |z; — y;| serd de fato a maior das distancias.
Porém, se substituirmos a métrica usual pela métrica limitada, esta serd de fato uma
métrica em R*. Munkres (2000), na defini¢do seguinte, impoe uma métrica a R, mais

genérico que R“, com base na métrica limitada.

Definigao 2.3.9 Dado um conjunto de indices J e dado os pontos X = (To)acy €y =

(Ya)acs de RY, definiremos a métrica p em R” pela equagdo

p(x,y) = sup{d(za,ya)le € J},

onde d é a métrica padrao limitada em R. De fato, p € uma métrica, chamada de métrica

uniforme em R’, e a topologia induzida por tal é chamada de topologia uniforme.

A relacao entre a topologia uniforme e a topologia produto é apresentada pelo

teorema a seguir, dado por Munkres (2000).
Teorema 2.3.10 A topologia uniforme em R’ € mais fina que a topologia produto.

Demonstragao: Seja um ponto X = (7, )qcs € um elemento da base da topologia
produto [[ U, contendo x. Seja ag, ..., , os indices onde U, # R. Entao, para cada i,

escolha ¢; > 0 de forma que a ¢;-bola centrada em z,, na métrica d esta contida em U,,.
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Podemos fazer isto, pois U,, é aberto em R. Agora escolha ¢ = min{ei,...,€,}, entdo
a e-bola centrada em x na métrica p esta contida em [[U,. Logo se y € R’ tal que
p(x,y) < €, entdo d(z4,ys) < € para todo «, portanto y € []U,. Portanto, segue que a
topologia uniforme é mais fina que a topologia produto. [ ]

Com todos estes conhecimentos sobre espagos métricos, temos uma base para dar
inicio ao estudo das relacoes entre os espacos métricos e os conceitos estudados até o
momento.

Comecaremos com o estudo de fungoes continuas em espagos métricos. Primei-

ramente, vamos a relacao entre uma funcao continua e a métrica do espaco, dado por
Munkres (2000).

Teorema 2.3.11 Seja f : X — Y e sejam X eY metrizaveis com as respectivas métricas
dx e dy. Entao, a continuidade de [ ¢ equivalente a necessidade de que dado v € X e

dado € > 0, existe 0 > 0 tal que

dx(z,y) <06 = dy(f(z), f(y)) <e

A relacdo e-0 ja é a muito tempo conhecida, porém aqui apenas fizemos uma
adaptacgao para qualquer espaco métrico. A demonstracao serd omitida, uma vez que estéa
jé foi provada varias vezes durante a vida académica.

Ao estudar topologia, deve-se tomar cuidado ao tentar generalizar fatos de analise
para espacos arbitrarios, apesar de algumas propriedades serem validas para alguns casos,
nem sempre serao validas para todos. Um exemplo disto, é a propriedade de que se um
ponto x pertence ao fecho de um conjunto, entao existe uma sequéncia de pontos, neste
conjunto, convergindo para este ponto. Porém, este fato nao é verdadeiro em geral, apesar
de ser valido para espacos métricos. Vejamos este fato no lema a seguir, proposto por
Munkres (2000).

Lema 2.3.12 Seja X um espaco topoldgico e seja A C X. Se existir uma sequéncia de

pontos de A convergindo para x, entio x € A. A reciproca € vdlida se X for metrizdvel.

Demonstracao: Suponha que z,, — x, onde z,, € A. Entdo toda vizinhanca U
de z contém um ponto de A, entdo x € A pelo Teorema 1.4.12. Reciprocamente, suponha,
X metrizével e um ponto & € A. Seja d a métrica para a topologia de X. Para cada inteiro
positivo n, escolha uma vizinhanca By(z,1/n) de raio 1/n de z, e escolha x,, como sendo
um ponto da intersecao da vizinhanca com A. Logo x, converge para x, pois qualquer
vizinhanga contendo z, contém uma e-bola centrada em x, By(x,€). Se escolhermos ng
grande o suficiente tal que 1/ny < ¢, entao U contém x; para todo i > ny. [ ]

Outro teorema onde a reciproca é valida para todo conjunto metrizavel, é o seguinte
dado por Munkres (2000).
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Teorema 2.3.13 Seja f: X — Y. Se a funcao f € continua, entdo para toda sequéncia
convergente x,, — x em X, a sequéncia f(x,) converge para f(x). A reciproca é vdlida se

X for metrizdvel.

Demonstracao: Suponha que f seja continua. Seja uma sequéncia convergente
T, — T, e seja V uma vizinhanca de f(x). Logo f~!(V) é uma vizinhanga de x, e portanto
existe ng tal que z,, € f~1(V) para todo n > ny. Entao f(x,) € V para todo n > nq.

Para provar a reciproca, mostraremos que f(A) C f(A), logo f sera continua,
pelo Teorema 1.5.2. Para tal, suponha que a condi¢cao de convergéncia de sequéncia seja
satisfeita. Se x € A, entdo existe uma sequéncia x,, convergindo para z, pelo lema anterior.
Por hipotese, temos que f(x,) — f(z). Como f(x) € f(A), o lema anterior implica que
f(x) € f(A). Portanto f(A) C f(A), e assim temos que f é continua. n

Agora vejamos algumas formas de definir funcoes continuas em espagos metrizaveis,

dado por Munkres (2000) no seguinte teorema.

Teorema 2.3.14 Se X € um espago topoldgico e se f,g: X — R sao funcoes continuas,

entao f+g,f — g, f g sio continuas. Se g(x) # 0 entdo f/g € continua.

Demonstracao: A funcao h: X — R x R definida por

hx) = f(z) x g(x),

é continua pelo Teorema 1.5.7. Portanto f + g, f — g, f - ¢ nada mais sao do que com-
posicoes de h com as operagoes de soma, subtracao e produto, que sao continuas, logo
as composi¢oes também o sdo. No caso do quociente, tome h : X — R x (R — {0}),
novamente basta ver que f/g nada mais é do que h composta com a operagdo quociente,
que é continua, portanto a composicao também o é. [

Chegamos a um ponto importante de nossos estudos sobre espagos métricos, onde
temos uma sequéncia de funcoes que converge para uma func¢ao especifica, esta propriedade
¢ conhecida por convergéncia uniforme e ¢é dada por Munkres (2000) da seguinte

maneira.

Definicao 2.3.15 Seja f, : X — Y uma sequéncia de funcoes que levam o conjunto X
no espago métrico Y. Diremos que a sequéncia (f,) converge uniformemente para a

funcao f: X —Y se dado € > 0, existir um inteiro positivo ng tal que

d(fn(2), fz)) <€

para todo n > ngy e todo x € X.

Note que, convergéncia uniforme nao depende apenas da topologia em Y, mas tam-
bém da métrica definida em Y. O teorema a seguir, nos fala um pouco sobre continuidade

da fungao f. Este é dado por Munkres (2000) da seguinte forma.
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Teorema 2.3.16 Seja f, : X — Y uma sequéncia de funcoes continuas que levam o
espago topoldgico X ao espago métrico Y. Se (f,) converge uniformemente para f, entdo

esta € continua.

Este teorema, apesar da importancia num ambito geral, nao sera demonstrado
devido a sua irrelevéncia ao objetivo do trabalho, mas devemos ressalvar que este teorema
assim como o Teorema 2.3.14 e o Lema 2.3.13, servem como ferramenta para analizar se
um espaco nao é metrizavel, pois basta tomar um contra exemplo e mostrar que um dos
Teoremas ou o Lema nao é valido no espago. Mostrar que um espaco é metrizével, é uma
tarefa mais ardua, requer mais alguns conhecimentos. Porém, estes nao serao estudados a
fundo neste trabalho, conteplaremos apenas um método no ultimo capitulo deste trabalho,

que sera uma aplicacao do objetivo que buscamos.

2.4 TOPOLOGIA QUOCIENTE

A titulo de curiosidade, apresentaremos aqui a Topologia Quociente, que apesar de
nao ter contribuicao para o objeto de estudo deste trabalho, os axiomas de separacao, é
uma topologia muito interessante. Como o seu estudo partiu de uma curiosidade, apenas
apresentaremos suas defini¢oes e os enunciados de alguns teoremas envolvendo a topologia
quociente.

Esta topologia surgiu, a partir de uma motivacao geométrica, onde utilizando as
técnicas de “recortar e colar” poderiamos construir, a partir de um retangulo, um toro,
apenas unindo as arestas deste retangulo. Ou entdao, poderiamos contruir uma esfera,
apenas colapsando, & um ponto, os pontos da fronteira de um disco. Formalizar estas
construcoes envolve conceitos de topologia quociente.

Antes de propriamente definirmos a topologia quociente, definiremos a fun¢ao quo-

ciente. Que por Munkres (2000) é dado da seguinte forma.

Definicao 2.4.1 Sejam X e Y espacos topoldgicos, e seja p: X — Y uma funcao sobre-
jetiva. A funcao p € dita ser uma fungao quociente se dado um subconjunto U de Y,

entdo U ¢ aberto em Y se, e somente se, p~*(U) for aberto em X.

E facil ver que p é continua, mas ela é de certa forma mais que continua, pois além
de dado um aberto U de Y termos p~!(U) aberto em X, temos que p~'(U) s6 ser& aberto
em X se U o for em Y, em outras palavras, de nenhuma forma um conjunto meio-aberto
ou fechado sera relacionado com um conjunto aberto.

Munkres (2000), ao escrever um pouco sobre fungoes quocientes, define outra forma
de descrever tais funcgoes, que é a seguinte: Diremos que um subconjunto C' de X é
saturado (respeitando a sobrejetividade de p : @ — Y) se C' contém todos os conjuntos

p '({y}) que este intercepta. Ou seja, C' é saturado se for igual a toda a imagem inversa
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de um subconjunto de Y. Assim diremos que p serd uma funcao quociente se p levar
espacos abertos saturados de X em espacos abertos Y.

Existem dois tipos especiais de funcoes quocientes: a funcao aberta e a funcao
fechada. A primeira leva abertos de X em abertos de Y e a segunda leva fechados deX

em fechados de Y. A seguir temos um exemplo de funcao quociente fechada.

Exemplo 2.4.2 Seja X o subespaco [0,1] U [2,3] de R e seja Y o subespaco [0,2] de R.
A funcao p: X —'Y definida por

r  pare x € [0,1],
p(r) =
x—1  parax € [2,3]

de imediato temos que p € sobrejetiva, continua e fechada. Portanto é uma funcao fechada.

Mas nao € uma funcao aberta, pois a imagem do conjunto aberto [0,1] nao é aberto em

Y.

Agora vejamos como construir uma topologia a partir de uma funcao quociente.

Tal fato é apresentado por Munkres (2000) na defini¢ao a seguir.

Definicao 2.4.3 Se X ¢ um espaco, A é um conjunto e se p : X — A € uma funcao
quociente, entao existe exatamente uma topologia 7 em A relativa ao fato de p ser uma

funcao quociente. FEsta topologia é chamada de topologia quociente induzida por p.

Existe uma situacao especial onde a topologia quociente ocorre particularmente

com frequéncia. Que é a seguinte:

Definicao 2.4.4 Seja X um espaco topoldgico e seja X* uma particio de X em subcon-
guntos disjuntos tal que a uniago € X. Seja p : X — X* uma funcao sobrejetiva que leva
cada ponto x de X a um elemento de X* contendo x. Na topologia quociente induzida

por p, o espaco X* € chamado de espaco quociente de X.

Dado X*, existe uma relacao de equivaléncia em X a qual os elementos de X*
sao suas classes de equivaléncia. Por esta razao, o espaco quociente X* muitas vezes é
conhecido como o espaco decomposicao do espago X.

Vejamos agora a relacao entre a topologia quociente e 0 espaco quociente com os
conceitos estudados até o momento.

O primeiro item a ser analisado é: em que condigoes uma funcdo quociente p :
X — Y, também serd quociente se ¢ : A — p(A) for uma restri¢do do dominio de p para
um subespaco A de X e do contradominio para a imagem de p(A)?

Vimos no Exemplo 2.4.2 que p : [0,1] U [2,3] — [0,2] era uma fungdo quociente.
Porém, tente restringir a funcdo p para o dominio [0,1) U [2, 3], teremos que a imagem

deste conjunto em relacdo a p serd o proprio dominio de p [0,2]. Portanto, seria ¢ :
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[0,1) U [2,3] — [0,2] uma fun¢do quociente? A resposta é nao, pois se considerarmos o

conjunto [2,3] de X, este é aberto e saturado, logo sua imagem sobre ¢ deveria ser aberta,

o que nao é verdadeiro, pois a imagem de tal conjunto é [1,2] que é fechado em [0, 2].
Vejamos as condigoes para que tais restricoes a subespacos do dominio, sejam

também fungdes quocientes. Munkres (2000) da tais fatos pelo teorema a seguir.

Teorema 2.4.5 Sejap: X — Y uma funcao quociente, e seja A um subespaco de X que
é saturado em relagio a p. Por fim, seja q: A — p(A) obtida pela restri¢io de p.

1. Se A € aberto ou fechado em X, entao q € uma funcao quociente.

2. Se p € uma funcao aberta ou fechada, entao q é uma funcao quociente.

Apenas analisando o teorema, vemos que nao é simples restringir uma funcao
quociente. Pois sao poucos os casos em que temos certeza de que a restricao é de fato
uma func¢ao quociente.

Agora vejamos como se comporta a composicao de fungdes quocientes. Sejam as
fungoes quocientes p: X — Y e ¢:Y — Z. Temos que se U ¢ aberto em Z entao ¢~ *(U)

é aberto em Y, e portanto p~'(¢~*(U)) & aberto em X, e temos que

(qop) ' (U)=p (¢ '(U)).

A topologia quociente, ao contrario das que estudamos até o momento, nao se com-
porta bem para algumas propriedades, como outras topologias. Uma propriedade que nao
se comporta bem é o produto cartesiano, onde o produto de dois espagos quocientes nem
sempre serd quociente. OQutro grande problema ao trabalharmos com espagos quocientes,
é definir funcoes continuas nestes. O seguinte teorema, dado por Munkres (2000), mostra

uma forma de contruir tais funcoes.

Teorema 2.4.6 Seja p : X — Y uma funcao quociente. Seja Z um espaco e seja g :
X — Z uma funcgao constante em cada conjunto p~*({y}), com y € Y. Entdo, g induz
uma fungao f Y — Z tal que fop=g. A funcao induzida f € continua se, e somente

se, g € continua; f € uma funcao quociente se, e somente se g € uma funcao quociente.

Este teorema nos d4 uma grande condicao para criar funcoées continuas em espacos
quocientes. Mas nao se limita a isto, pois como consequéncia deste teorema temos o

seguinte corolario, apresentado por Munkres (2000).

Corolario 2.4.7 Seja p: X — Y uma funcao quociente. Seja g : X — Z uma func¢ao

continua e sobrejetiva. Seja X* a colegao, a sequir,de subconjuntos de X :

X ={g ' ({z)lz € Z}.
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Dada a topologia quociente em X*. A funcao g induz uma funcdao continua bijetiva f :

X* = Z, que é um homeomorfismo se, e somente se g ¢ uma funcao quociente.

Este corolario nos mostra uma forma de criarmos homeomorfismos entre espacos

quocientes, o que ¢ muito 1til ao trabalharmos com estes espacos.
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Capitulo 3

COMPACIDADE

Neste capitulo, estudaremos uma propriedade importantissima no contexto topo-
logico. A compacidade, é considerada, por muitos, uma ferramenta muito importante,
como afirmado por Vilches “A importancia principal da compacidade é que ela nos per-
mite obter propriedades globais a partir de propriedades locais” Apesar de sua definicao,
nao ser tao intuitiva, era sabido, nos estudos de topologia, que alguns conjuntos possuiam
caracteristicas a mais que outros, e estas eram de extrema importancia nao s6 no ambito
local, mas em ambito geral. A partir do estudos destes conjuntos, chegou-se a uma defi-
nicao de compacidade em espacos arbitrarios, em termos de coberturas abertas. Vejamos

as defini¢oes de cobertura e subcobertura dadas por Munkres (2000).

Definigao 3.0.8 Uma cole¢ao o7 de subconjuntos de X cobre X, ou é uma cobertura
de X, se a unidao de todos os elementos de </ € igual a X. Tal colecao é chamada de

cobertura aberta de X se todos os seus elementos forem subconjuntos abertos de X.

Definicao 3.0.9 Um espaco X € dito compacto, se toda cobertura aberta o/ de X,

conter uma subcolecao finita que também cobre X.
Vejamos alguns exemplos de espacos compactos € nao compactos.

Exemplo 3.0.10 A reta real R nao é compacta, pois a sequinte cobertura de R por con-

juntos abertos
o ={(n,n+2)|n € Z}

nao possut uma subcolecao finita que cobre R.

Exemplo 3.0.11 Todo espaco, contendo uma quantidade finita de pontos é compacto.
Basta ver que todo cobertura of de X = {x1, ..., x,} possui uma subcole¢ao o' = { Ay, ..., A, }

com x; € A;, que também cobre X.

Em geral é muito dificil afirmar que um espago é compacto, uma vez que devemos

verificar se todas as coberturas do espago possuem uma subcobertura finita. Considerando
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tal fato, estudaremos algumas formas de construir espacos compactos a partir de outros
espacos compactos.

Inicialmente vejamos como sao dados os subespacos compactos. Primeiro seja Y
um subespaco de X, dizemos que uma colecao &7 de conjuntos de X cobre Y, se a uniao
de seus elementos contém Y. Agora vejamos o Lema, dado por Munkres (2000), que nos

mostra uma maneira de construir subespacos compactos.

Lema 3.0.12 Seja Y um subespaco de X. FEntao, Y € compacto se, e somente se toda

cobertura de Y por conjuntos abertos de X conter uma subcole¢cao também cobrindo Y .

Demonstragao: Suponha Y compacto e seja &/ = {A,}qecs uma cobertura de

Y por conjuntos abertos em X. Entao, a colecao
{A,.NY|a € J}

¢ uma cobertura de Y por conjuntos abertos em Y. Como Y é compacto, existe uma
subcolecao
{4, NY, .. A, NY}

que também cobre Y. Portanto se tomarmos apenas os elementos {A,,, ..., A4, } teremos
uma subcolecao de 7 que cobre Y.

Reciprocamente, seja &/’ = { A’} uma cobertura de Y por conjuntos abertos em Y.
Como Y é um subespaco de X, podemos escrever cada elemento de ./’ como a intersecgao

de Y com um conjunto aberto de X,
Al =A,NY.

Como A, sdo abertos em X, logo &/ = {A,} é uma cobertura de Y por conjuntos abertos
em X. Mas por hipotese, temos que toda cobertura de Y por conjuntos abertos de
X, possui uma subcole¢ao finita que também cobre Y. Portanto sendo {A,,, ..., 4a, }
a subcolecdo de &/ que cobre Y, logo a colecdo {A], ,..., A;, }, obtida pela interseccao
A,, NY, cobre Y com conjuntos abertos em Y, e é uma subcolecao de .7’. Assim temos
que Y é compacto. [ ]

Mesmo tendo em maos este Lema, ainda nao esta facil definir se um espaco, ou
neste caso, subespaco é compacto. Assim, o teorema a seguir, enunciado por Munkres
(2000), nos mostra que alguns subespagos de espagos compactos sempre serao compactos,

vejamos.
Teorema 3.0.13 Todo subespaco fechado de um espaco compacto € compacto.

Demonstracao: Seja Y um subespago fechado do espaco compacto X. Seja o7

uma cobertura de Y por conjuntos abertos em X. Logo se definirmos £ como sendo a
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colecao
g U (X -Y),

temos que Z cobre X, como este é compacto, existe uma subcolecao de A que também
cobre X. Se esta subcolecao, conter o conjunto X — Y, basta tirarmos este conjunto, e
assim teremos uma subcolecao finita de &/ que também cobre Y. Agora se a subcole-
cao finita de Z nao conter o conjunto X — Y, entao esta mesma subcolecdo, serd uma
subcolecao de &7 e, portanto, cobrird Y. Logo Y é compacto. [ ]

Agora vejamos como um espaco compacto se comporta ao aplicarmos uma funcao

continua a este. Munkres (2000) traz isto no teorema seguinte.

Teorema 3.0.14 A imagem de um espaco compacto, sobre uma fun¢do continua é com-

pata.

Demonstracao: Sejam f : X — Y continua e X compacto. Seja &/ uma

cobertura de f(X) por conjuntos abertos em Y. Logo a cole¢ao
{/(A)Ae o}

forma uma cobertura de X e estes conjuntos serao abertos em X, pois f é continua. Como

X & compacto logo a subcolecao

também forma uma cobertura de X. Portanto a colecao {4y, ..., A, } forma uma subco-
bertura de f(X) e entdo teremos que f(X) é compacto. n

Compacidade é uma propriedade tao forte, de um espaco, que esta é preservada
sobre uma func¢ao continua, mesmo esta nao sendo um homeomorfismo. Outra fato impor-
tante da compacidade, é a sua preservacao no produto cartesiano. Provaremos este fato
no teorema seguinte porém, antes enunciaremos e provaremos um lema que nos auxiliara
na prova do teorema, conhecido como Lema do Tubo e dado, por Munkres (2000), na

forma subsequente.

Lema 3.0.15 Considere o espaco produto X x 'Y, onde Y € compacto. Se N € um
conjunto aberto de X XY contendo a fatia xo XY de X XY, entao N contém algum tubo

W x'Y ao redor de xqg X Y, onde W ¢é uma vizinhanga de xo em X.

Demonstracao: Sejam os espacos X e Y, sendo Y compacto. Suponha que g
¢ um ponto de X e seja N um subcontunto de X x Y contendo a fatia zo x Y de X x Y.
Definiremos uma cobertura de zy X Y tomando para cada ponto zy X y um elemento da

base U x Y, da topologia produto, contendo o ponto zy X y e contido em N. Logo a
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colecao destes elementos forma uma cobertura de xy X Y, mas este é homeomorfo a Y,

logo xg X Y é compacto, e portanto a colecao que contruimos possui uma subcolecao finita
{Uy x Vi, .., U, x V. }

que também cobre xq x Y.

Agora defina W da seguinte forma:

W ser& aberto, pois ¢ igual e intersecao finita de conjuntos abertos, e xqg € W, pois este
esta contido em todos os conjuntos U;.

Por fim, seja x x y um ponto de W x Y. Tome o ponto xg X y da fatia o x Y com a
mesma coordenada y. Sabemos que xy X y pertence a U; x V; para algum i, assim y € V.
E também temos que x € W, portanto x € U; para todo j. Logo x x y € U; x V;. Assim
temos que W x Y esta contido em N, uma vez que todos os elementos U; X V; também
estao. [

Com o lema do tubo podemos, entao, mostrar que o pruduto finito de espacos

compactos é compacto. Este propriedade é dada por Munkres (2000) no teorema a seguir.
Teorema 3.0.16 O produto finito de espacos compactos é compacto.

Demonstracao: Sejam X e Y espacos compactos. Seja </ uma cobertura de
X x Y. Dado zg, a fatia g x Y é compacta e portanto pode ser coberta por finitos

elementos

A17 ”'7An

de 7. Aplicamos entdo o lema do tubo para o conjunto N = A;U...UA,, que sera aberto,
pois todos A; sao abertos, e teremos que N contém zy X Y, pois a colecao dos A; cobre
xg X Y. Assim N contém algum tubo W x Y em volta de zy X Y, onde W é aberto em

X. E teremos que W x Y também serd coberto pelos elementos
A, A,

Repetindo o mesmo procedimento para cada ponto x € X, poderemos escolher
uma vizinhanca W, de x, tal que o tubo W, x Y pode ser coberto por finitos elementos
de 7. A colecao de todos os conjuntos W,,, formara uma cobertura de X, portanto como

este é compacto, teremos que a subcolecao

W, ..., W,
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também cobrird X. Se tomarmos a unidao dos tubos W; x Y U...UW,, x Y, este formara
uma cobertura de X x Y, e cada um é coberto por finitos elementos de &7, portanto X x Y
também sera coberto por finitos elementos de 7. Portanto X x Y é compacto.

Agora mostremos por inducgao, que a propriedade é valida para o produto de finitos

espacos compactos. Seja o produto de espagos compactos
X X ... xX,.

Trivialmente a propriedade é valida para n = 1, e para n = 2 acabamos de provar.

Suponha que esta é valida para o produto de n espacos compactos
Y =X x...xX,,

entao o produto
Xy X oo X X1 = (Xg X oo x X)) X Xy,

também serd compacto uma vez que
Xi X .o x Xy =Y X Xy

serd compacto pelo o que provamos anteriormente. [ |

Como a reta R é o espaco que nos é mais familiar, j4 que trabalhamos com esta
a muito tempo, vejamos como a compacidade se comporta neste espaco. Primeiramente
enunciaremos um teorema, que terd como uma de suas consequéncias, que todo intervalo

fechado de R serd compacto. Tal teorema é dado por Munkres (2000) da forma.

Teorema 3.0.17 Seja X um conjunto ordenado, com a propriedade de que todo subcon-
gunto limitado de X possui supremo. Na topologia da ordem, todo intervalo fechado de X

€ compacto.

A prova deste teorema nao sera apresentada, uma vez que sua prova, assim como o
Teorema 1.6.12, baseia-se na sua maioria em conceitos conjuntistas. E nao trara grandes
contribuicoes para o trabalho, a nao ser pela consequéncia deste teorema, que por Munkres

(2000) é dado no seguinte corolario.
Corolario 3.0.18 Todo intervalo fechado de R é compacto.

Mas esta nao é a tinica maneira de determinarmos os subespacos compactos de R.

O teorema a seguir, dado por Munkres (2000), mostra como definirmos compactos em R".

Teorema 3.0.19 Um subespaco A de R™ é compacto se, e somente se, A for fechado e

limitado na métrica euclidiana d ou na métrica quadrada p.
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Novamente omitiremos a demonstracao. Note que o Corolario 3.0.18 também pode
ser visto como consequéncia deste teorema, basta tomar n = 1 e notar que todo intervalo
fechado de R é também um subespaco fechado de R. Na verdade, a consequéncia deste
teorema engloba o Corolério 3.0.18 e outros subespacos compactos de R.

As maiores consequéncias de subespacos compactos no estudo da reta R, e nao

apenas da reta R. Sao os dois teoremas e o lema subsequentes, dados por Munkres
(2000).

Teorema 3.0.20 (Teorema do Valor Maximo) Seja f : X — Y continua, onde Y €

um conjunto ordenado na topologia da ordem. Se X € compacto, entao existem pontos c
edem X tais que f(c) < f(x) < f(d) para todo x € X.

Lema 3.0.21 (Lema do Numero de Lebesgue) Seja &7 uma cobertura aberta do es-
paco métrico (X,d). Se X é compacto, entao existe um § > 0 tal que para cada subconjunto

de X tendo didmetro menor que 0, existe um elemento de </ contendo-o.

Teorema 3.0.22 (Teorema da Continuidade Uniforme) Seja f: X — Y uma fun-
¢cdo continua que leva o espago métrico (X,dx) no espago métrico (Y,dy). Entdo, f é

uniformemente continua.

Ja é sabido por muitos académicos a existéncia do Teorema do Valor Maximo, do
Lema do nimero de Lebesgue e do Teorema da Continuidade Uniforme, que por sinal
sao muito importantes nos estudos de célculo e analise. Porém, poucos sabem que estes
teoremas sao apliciveis a outros espacos além da reta R, e que estes sao consequéncia do
estudo de espacos compactos.

Trabalhamos até entao com compacidade global, ou seja, espacos compactos. Po-
rém, existém alguns espacos que podem nao ser compactos, porém sao compactos por

partes, veja a definicdo dada por Munkres (2000).

Definicao 3.0.23 Um espaco X ¢é dito localmente compacto em x se existir algum
subespaco compacto de X que contém uma vizinhanca de x. Se X € localmente compacto

em todos 0s seus pontos, diremos que X € localmente compacto.

O exemplo mais claro desta definicao, é a propria reta R, pois como sabemos esta
nao é compacta, mas todo ponto € R possui uma vizinhanga (a, b), que esta contida no
conjunto compacto [a, b]. Portanto R é localmente compacto.

Esta definicao de localmente compacto, serd muito util para nossos estudos, este
juntamente com um dos axiomas de separacao, os espacos de Hausdorff, nos permitira
enunciar novos teoremas e novas defini¢oes, como a propria compactificacao. Entao

comecemos 0 novo capitulo com um estudo sobre os axiomas de separacao.
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Capitulo 4

AXIOMAS DE SEPARACAO

Durante os anos de estudo da topologia, percebeu-se que alguns espacos que pos-
suiam algumas determinadas caracteristicas, tinham também, devido a estas caracteris-
ticas, varias propriedades tteis na demonstracao de teoremas sobre estes espagos. Estas
propriedades ao serem estudadas, foram denominadas Axiomas de Separacao, ou como co-
mumente sao chamadas os Axiomas T;. Esta segunda notacao dos axiomas de separacao,
provém, segundo Munkres (2000), da palavra alema “T'rennungsaziom,” que significa
“Axiomas de Separac¢ao.”

Inicialmente 5 axiomas eram conhecidos: T ou Espacos de Kolmogorov; 77 ou
Espacos de Frechét; T ou Espacos de Hausdorff; T3 ou Espagos Regulares; e T ou Espacos
Normais. Porém, conforme os estudos em topologia se intensificaram, novos espagos foram
encontrados, espacos que se encontravam entre dois axiomas de separagao, um exemplo
sao os Espacos Completamente Regulares ou Espacgos “ 3%”, a0 prosseguirmos com nossos
estudos veremos que este axioma se encontra entre os axiomas T3 e Ty, pois estes espacos
possuem algumas propriedades a mais que espagos regulares, porém nem todas para ser
um espaco normal.

Veremos também que os axiomas de separacao seguem uma “hierarquia” matema-

ticamente falando, temos que Ty = 13 = Ty, = 11 = 1.

41 ESPACOS T,, E T,

Nesta sessao, veremos os dois primeiros axiomas de separacao, alguns autores nao
se importam muito com estes axiomas, pois espacos que atendem somente a estes axiomas,
nao sao muito interessantes aos estudos de topologia, pois possuem poucas propriedades
a serem exploradas.

Vejamos a definicao de espacgos de Kolmogorov, dado por Steen e Seebach Jr.
(1968).

Definicao 4.1.1 X ¢ um espac¢o de Kolmogorov ou T, se para todo x,y € X, existir
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um subconjunto U de X tal que oua €U eb @& U oube U ea ¢ U.

Espacgos que sao apenas Tj, sao de certa forma tao béasicos que nao possuem pro-
priedades tao representativas quanto os outros axiomas.

Agora vejamos como Vilches (2005) define os espacgos de Frechét.

Definicao 4.1.2 X ¢ um espacgo de Fréchet ou T, se para todo par de pontos x,y € X

com x # vy, existe uma vizinhang¢a U de x tal que y ¢ U.

Trivialmente, todo espago de Fréchet serd um espaco de Kolmogorov, uma vez que,
segundo a definicao, para todo par de pontos existe uma vizinhanca contendo um e nao
contendo outro, isto nada mais é do que a propria definicao de espacos de Kolmogorov,
onde bastava um ponto pertencer a vizinhanca e o outro nao.

Uma forma mais facil de enxergar os espacos de Fréchet, é segundo a proposicao
abaixo, por Vilches (2005):

Proposicao 4.1.3 X € T; se, e somente se, {x} € fechado em X, para todo x € X.

Demonstragao: Seja o conjunto {zo} e um elemento = de X distinto de xy. Logo
existe uma vizinhanga U de z tal que zo ¢ U. Assim U ndo intercepta {x(}, portanto
x ¢ {xo}, assim conclui-se que {zo} ¢ fechado.

Reciprocamente, seja {zo} fechado e um elemento = de X distinto de . Logo
{0} = {xo} portanto x ndo pertence ao fecho. Como {zy} é fechado, X — {zy} é aberto
e contém . Logo a vizinhanca U = X — {2} de z, contém x e ndo contém xy. |

Com este teorema também é possivel provar que todo conjunto finito de um espaco
de Fréchet é fechado, basta vé-lo como a uniao finita de conjuntos unitarios, que sao
fechados, logo a uniao é fechada.

Tendo esta nocao sobre espacos de Fréchet, podemos enunciar um teorema mais

forte sobre estes espagos, por Munkres (2000):

Teorema 4.1.4 Seja X um espaco Ty e A € um subconjunto de X. Entdao x é um ponto

limite de A se, e somente se, toda vizinhanc¢a de x intercepta A em infinitos pontos.

Demonstracao: Primeiros provemos a reciproca. Se toda vizinhanca U de x
intercepta A em infinitos pontos, entao U intercepta A em algum ponto diferente de z,
logo x é ponto limite de A.

Suponha agora que x seja ponto limite de A, e suponha que alguma vizinhanca
U de z intercepte A em finitos pontos. Logo U também intercepta A — {z} em finitos
pontos; seja {1, ..., x,} os pontos de UN (A —{z}). O conjunto X — {x1,...,xz,} é aberto

em X, pois o conjunto {zy,...,z,} é fechado. Logo

UN(X —{x1,....,2,})
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é uma vizinhanca de x que nao intercepta A. Absurdo, pois contradiz a suposicao de que
x é ponto limite. [ ]

Apesar de espacos de Frechét possuirem algumas propriedades a mais que os espa-
cos de Kolmogorov, ambos nao tem tanta forca quanto o préximo axioma que veremos.
Este terceiro axioma, a despeito dos primeiros, possui uma vasta gama de propriedades,

vejamos este na sessao a seguir.

4.2 ESPACOS T,

Os espacos de Ty sao a chave para alguns fatos que sao conhecidos por muitos
académicos, tal como a garantia de que uma sequéncia convergente em R ou R?, converge
para apenas um ponto. Porém, nem todos os espacos topologicos possuem tal propriedade.
Em uma topologia arbitraria, uma sequéncia x1,xs,... de pontos de X converge para o
ponto x de X, se para cada vizinhanca U de z, existe ng € Z, tal que x,, € U para
todo n > ng. Logo se tomarmos o conjunto N com a topologia indiscreta, entao toda
sequéncia de pontos de N converge para todos os seus pontos, basta notar que o tnica
vizinhanca U de todos os pontos de N é o proprio U = N, assim qualquer ponto de N
serd limite de qualquer sequéncia de pontos de N. Isto se da pelo fato de que N com a
topologia indiscreta nao é um espaco de Hausdorff. Vejamos agora a definicao de espagos
de Hausdorff, dada por Munkres (2000).

Definicao 4.2.1 Um espaco topologico X é dito espaco de Hausdorff ou Ty se para
cada par de pontos distintos x1,xo de X, existirem vizinhancas disjuntas Uy e Uy de 1 €

To, respectivamente.

Novamente, ¢é trivial que um espaco de Hausdorff é também um espaco de Frechét,
e consequentemente um espaco de Kolmogorov. A propria defini¢do nos diz que sendo um
par de pontos distintos, existem duas vizinhancas de cada ponto disjuntas, logo se um

ponto pertence a uma das vizinhancas o outro nao pertencera.

Exemplo 4.2.2 A reta real R |com a| topologia usual € um espaco de Hausdorff. Sejam

r—y
~ - . 2 .

(y — €,y + €) sao disjuntas e contém os pontos x ey, respectivamente.

x,y € R distintos, tome ¢ = , logo as vizinhancas U = (x — e,z +¢€) e V =

Como dito na sessao anterior, a maioria dos autores nao leva muito em consideragao
os espacos Ty e Tq, o fato deste deleixo para com estes espacos, é que 0S espagos que
atendem as premissas destes axiomas e que valem a pena serem estudados, na sua maioria
sao também espacos de Hausdorff, o que mostra a forca do axioma Ts. Uma propriedade

muito importante dos espacos de Hausdorff é a seguinte, por Munkres (2000)
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Teorema 4.2.3 Se X é um espaco de Hausdorff, entio uma sequéncia de pontos de X

converge para, no MAarimo, um ponto.

Demonstracao: Seja x,, uma sequéncia convergente de pontos de X. Suponha

que x, — a e r, — b, com a # b. Portanto temos que
VYU vizinhanca de a,3dn, € Z, tal que x,, € U,Vn > ny;

VV vizinhanca de b, dny € Z, tal que z,, € V,Vn > na.

Por definicao de espaco de Hausdorff, existem U e V' vizinhancas de a e b, respectivamente,
disjuntas. Por definicao de convergéncia existe n; tal que x,, € U,Vn > nq, e existe no
tal que z,, € V,VYn > ny. Tomando ng = max{ny,ny} entdo z, € U e x,, € V para todo
n > ng. Isto é um absurdo, pois U e V sao disjuntos. Logo x, converge para apenas um
ponto. [ |

Este teorema, por si s, poderia ser considerado como o divisor das aguas, pois
muitos teoremas que conhecemos na reta real R, provém diretamente do fato de sequéncias
convergirem para apenas um ponto.

Vamos agora relacionar varios conhecimentos trabalhados nos capitulos anteriores
acrescentando a fato de alguns espagos serem Hausdorff. Comecemos pelos subespacos de
espacos de Hausdorff e produtos de espagos de Hausdorff, dados por Munkres (2000) no

teorema seguinte.

Teorema 4.2.4 Um subespaco de um espaco de Haussdorff é Hausdorff; um produto de

espacos de Hausdorff é Hausdorff.

Demonstragao: Seja X um espaco de Hausdorff. Sejam z e y pontos do subes-
paco Y de X. Se U e V sao vizinhancas disjuntas de z e y em X, entao UNY e VNY
sao vizinhancas disjuntas de x e y em Y. Portanto, Y é Hausdorff.

Seja {X,} uma colecao de espagos de Hausdorff. Seja x = (z,) e y = (yo) pontos
distintos pertencentes ao espaco produto [[ X,. Como x # y entdo para algum [ temos
que x5 # yg. Escolha U e V disjuntos em Xjg, contendo x e y, isso é possivel, pois Xz é
um espago de Hausdorfl. Logo os conjuntos 7= }(U) e m#~!(V) sao vizinhangas disjuntas
de x e y, respectivamente e consequentemente |[ X, é Hausdorff. [ ]

Alguns dos espacos mais importantes, hoje, nos estudos de matematicos, sao es-
pacos metrizaveis, porém quando enunciamos estes, nao citamos uma propriedade impor-
tantissima de todos os espacos metrizaveis, o fato de todo espago metrizavel ser também
um espaco de Hausdorff. Para vermos tal fato, sejam z e y pontos distintos do espago
métrico (X, d). Se tomarmos ¢ = 3d(x,y), entdo B(z,¢) sera disjunta de B(y, €), pois se

z € B(z,€) entdo pela desigualdade triangular teremos
d(z,z) <e e d(z,y) = 2€
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d(z,y) < d(x,2) +d(y, 2)
2e < e+d(y,z)
e <d(y,z)

e, portanto, z ¢ B(y,¢€)

Uma propriedade que relacionada aos espagos de Hausdorff, nos da uma vasta gama
de teoremas importantes, é a compacidade, ou mais precisamente a compacidade local.
Veremos que espacgos de Hausdorff se comportam muito bem em relacao a compacidade.
O primeiro teorema, relaciona os subespacos compactos em espacos de Hausdorff, este nos

diz o seguinte, por Munkres (2000).
Teorema 4.2.5 Todo subespaco compacto de um espaco de Hausdorff é fechado.

Demonstracao: Seja Y um subespaco compacto de um espaco de Hausdorff X.
Seja xo um ponto de X —Y. Se mostrarmos que para todo xy existe uma vizinhanca U de
xo disjunta de Y, entao teremos provado o teorema, uma vez que o conjunto formado pela
uniao de todas estas vizinhancas formara um conjunto aberto que serda complementar de
Y.

Para cada y € Y, pela condicao de Hausdorff, escolha U, e V|, vizinhancgas disjuntas
de zy e y, respectivamente. A colecdo {V,|y € Y} é uma cobertura de Y, como este é
compacto, logo existe uma quantidade finita destas vizinhancgas que também cobre Y,

sejam eles Vy,, ..., V,, . Tomemos agora os seguintes conjuntos:
V=V,U.UV,

U=U,N..N0U,.

O conjunto V serd aberto e conterd Y, e o conjunto U seré aberto e conteré zg, e os dois
sao disjuntos, pois se z for um ponto de V', logo este pertence pelo menos uma vizinhanca
Vy,» como esta vizinhanca é disjunta de U,, logo z nao pertence a U,,, e portanto nao
pertence a U. Assim U é uma vizinhanca aberta de xy disjunta de Y, e portanto este seré
fechado. [ ]

Apesar de ser um teorema muito importante no contexto de compacidade, as mai-
ores contribuicoes dos espacos de Hausdorff para compacidade, aparecem ao associarmos
estes espacos com a defini¢do de compacidade local. Vejamos como Munkres (2000) apre-

senta estes fatos.

Teorema 4.2.6 Seja X um espaco. Entao, X é um espaco de Hausdorff localmente

compacto se, e somente se, existir um espaco Y satisfazendo as sequintes condigoes:

1. X € um subespaco de Y.
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2. O conjunto Y — X consiste em um dnico ponto.
3.Y € um espaco de Hausdorff compacto.

SeY eY’ sao dois espagos que satisfazem estas condigoes, entao existe um homeomorfismo

deY com Y’ que € igual a funcao identidade em X.

Demonstragao: Primeiramente suponha X um espaco de Hausdorff localmente
compacto. Suponha que ¢ nao seja um ponto de X, e suponha que Y = X U {¢}.
Criaremos agora uma topologia em Y. Definimos uma cole¢ao de conjuntos abertos em

Y da seguinte forma:
1. Todos os conjuntos U que sao abertos em X;
2. Todos os conjuntos da forma Y — C, com C' compacto em X.

Verifiquemos entao se esta colecao é uma topologia em Y. Primeira condicao, o conjunto

() é da forma (1) e o espago Y é um conjunto da forma (2). Segunda condigao, unido:
U U,=U  serd do tipo (1)

U(Y—CB)ZY—mCﬁ:Y—C sera do tipo (2)

falta considerar a uniao de conjuntos dos dois tipo:
YU uJr =) =vu(y -0)=Y - (C-U)

como C é compacto e U é aberto, logo C'— U sera um subespaco fechado de C' e portanto

compacto, teremos que o conjunto acima sera do tipo (2). Terceira condigao, intersecgao:
ﬂ U,=U sera do tipo (1)

ﬂ(Y—Cm):Y—UCn:Y—C sera do tipo (2)

novamente devemos considerar a intersecao entre conjuntos de tipos diferentes, como
sabemos que a intersecgdo de conjuntos do tipo (1) é também do tipo (1) e do tipo (2)

também ¢é do tipo (2), logo basta analisarmos dois conjuntos, um de cada tipo:
UNny -0C)=Un(X-C)—Un{H=UnNnX-0C)

que sera da forma (1), uma vez que C' ¢ fechado em X.
Mostremos agora que X é um subespaco de Y. Para tal, vejamos primeiro que a
interse¢ao todo conjunto aberto de Y com X é aberto. Dado um conjunto aberto U de

Y, do tipo (1), logo U N X = U ser&a um conjunto aberto em X. Seja agora o conjunto
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aberto (Y — C) de Y, do tipo (2), logo (Y — C)N X = X — C, que serd aberto em X,
pois C' é fechado em X. Por fim, vejamos que todo conjunto aberto de X é da forma (1)
portanto aberto em Y. Assim temos que X é um subespaco de Y.

Para mostrar que Y é compacto, seja .o/ uma cobertura aberta de Y. Como nenhum
conjunto da forma (1) possui o ponto £, logo o7 deve conter algum conjunto da forma (2),
seja ele Y — C. Tome a colecao de todos os conjuntos abertos de &7 diferentes de Y — C'
e tome suas intersecoes com X. Logo esta colecao formara uma cobertura aberta de C,
como este é compacto, havera uma subcolecao finita que também cobrirad C. Esta colecao
finita de elementos de &/ juntamente com o conjunto Y — C', formarao uma subcolecao
finita 7’ que cobrira Y.

Afim de mostrar que Y é um espago de Hausdorff, tome os pontos z,y € Y. Se
ambos pertencerem a X, como este ¢ um espaco de Hausdorff, as mesmas vizinhancas U
e V serao as vizinhancas disjuntas de = e y em Y. Agora suponha que z € X e y = ¢,
tome um conjunto compacto C' de X tal que x € U C C, para alguma vizinhanca U de
x. Logo U e Y — C serao disjuntos contendo os pontos z e y, respectivamente.

Reciprocamente, suponha que Y satisfaz as trés condi¢oes do teorema. Entao X
serd um espaco de Hausdorff pois é um subespaco de Y, que por sua vez é um espaco de
Hausdorff. Para mostrar que X é localmente compacto, escolha duas vizinhancas disjuntas
U eV, contendo o ponto x e Y — X, respectivamente. Logo o conjunto C =Y —V ¢é
fechado em Y, e portanto compacto, pois Y é Hausdorff. Temos que C' pertence a X,
pois nao contém o ponto Y — X = ¢, e como U e V sao disjuntos, logo U C C, portanto
X é localmente compacto.

Por fim, mostremos a unicidade de Y. Seja Y e Y’ dois espacos que satisfazem as
condigoes do teorema. Definimos h : Y — Y de forma que associe o ponto p € (Y —X) ao
ponto g € (Y’ — X), e que seja a funcao identidade em X. Se mostrarmos que o conjunto
aberto U de Y tem imagem h(U) aberta em Y’, entdo h serd continua e por simetria
teremos que h é um homeomorfismo.

Seja U um aberto de Y, se U pertencer a X, logo h(U) = U sera aberto em Y.
Suponha entao que U nao estd totalmente contido em X, logo C' =Y — U é fechado em
Y, e é um subespaco compacto de Y. Como X é subespacgo de Y, logo C' é subespaco
compacto de X. Por sua vez, X é um subespaco de Y, assim temos que C é subespaco
compacto de Y, portanto h(U) =Y’ — C, que serd aberto, portanto h é continua, e como
dito anteriormente, serd um homeomorfismo. [ ]

O termo wunicidade, na demonstracao, foi utilizado pelo fato de que apesar de
usarmos notacoes diferentes para os pontos p e ¢, estes representam o mesmo ponto que
serd acrescentado ao espaco X.

Chegamos a uma das definicdes mais importantes sobre compacidade, a compacti-
ficacao. Que consiste em , basicamente, fazer o caminho oposto do teorema anterior, com

algumas diferencas. Vejamos como Munkres (2000) define tal propriedade.

70



Definicao 4.2.7 Se Y € um espaco de Hausdorff compacto e X é um subespaco proprio
deY, onde X =Y, entdo Y ¢ dito ser uma compactificacdo de X. Se Y — X consistir

em apenas um ponto, entao Y ¢é chamado de compactificagcao de X por um ponto.

No teorema anterior, mostramos que se X for um espaco de Haussdorf localmente
compacto, entao existia uma compactificacdo de X por um ponto. Vejamos exemplos de

algumas compatificagoes importantes.

Exemplo 4.2.8 Seja a reta real R, sabemos que esta é um espaco de Hausdorff e local-
mente compacto. Portanto existe uma compactificacao de R por um ponto, que é comu-
mente denotada por RU {oco}. A compactificagao por um ponto de R é homeomorfa ao
circulo unitdrio, definido por f: (0,27] — R? com f(t) = (sen(t),cos(t)). Basta lembrar
que R € homeomorfa a qualquer um de seus intervalos abertos, portanto é homeomorfa a
(0,27). Em cima deste homeomorfismo, se extendermos o seu dominio para R U {oco},
basta definirmos que este associa os pontos co e 2w, logo teremos um homeomorfismo
entre RU{oco} e (0, 27].

Exemplo 4.2.9 Similarmente ao exemplo anterior, temos que a compactificacao por um
ponto de R? é homeomorfa a esfera unitdria. Se R? for visto como o espaco dos nimeros
complexos C, teremos que a sua compactifica¢ao por um ponto, CU {oo} € chamada de

Esfera de Riemann, ou plano complexo extendido.

Encerraremos aqui nossos estudos de espacos de Hausdorff, porém continuaremos
a trabalhar com estes, pois, como dito no inicio do capitulo h4 uma hierarquia entre

os axiomas de separacao e assim os espacos normais e regulares também sao espacos de
Hausdorff.

4.3 ESPACOS T,

Nesta sessao trabalharemos com os espacos 73 ou, como também sao conhecidos,
espacos normais. A maioria dos teoremas importantes destes espagos sao 0S mesmos
dos espacos de Hausdorff, uma vez que todo espaco regular serd também um espaco de

Hausdorff. Vejamos entao a sua defini¢ao, dada por Munkres (2000).

Definicao 4.3.1 Um espagco X ¢ dito espaco T3 ou espago regular, se para cada par
consistindo em um ponto x € X e um conjunto fechado A C X, existirem conjuntos

abertos disjuntos U e V' contendo x e A, respectivamente.

Obviamente regularidade implica em Hausdorff, uma vez que dado dois pontos x e
y do espaco regular X, tome um conjunto fechado A contendo y, logo podemos escolher

conjuntos abertos U e V disjuntos contendo x e A, respectivamente. Logo esses dois
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conjuntos, serao vizinhancas disjuntas dos pontos x e y, assim temos que X serd um
espaco de Hausdorff.
Uma forma similar de definir regularidade, ou de testar regularidade, é dada pelo

lema seguinte, enunciado por Munkres (2000).

Lema 4.3.2 X ¢ um espago reqular se, e somente se, dado um ponto x de X e uma

vizinhanca U de x, existe wma vizinhanca V de x tal que V C U.

Demonstracao: Seja X um espago regular. Dado z e uma vizinhanca U de =z,
defina A = X — U, logo A é fechado. Entao existem vizinhancas V e W disjuntas, com
r€VeAcCW. Logo V é disjunto de A, pois dado y € A, temos que y € W e este é
disjunto de V, logo y ¢ V.

Reciprocamente, dados = e o conjunto fechado A nao contendo z. Defina U =
X — A, logo U é aberto e por hipotese, existe V vizinhanca de z tal que V' C U. Portanto
os conjuntos V e X — V sdo abertos disjuntos contendo z e A. Portanto X é regular. m

Com este lema em maos, podemos provar, de modo mais facil, que subespacos de
espagos regulares e produto de espagcos regulares sao regulares. Dado por Munkres(2000)

no teorema seguinte.

Teorema 4.3.3 Um subespaco de um espaco reqular é reqular; um produto de espacos de

requlares € reqular.

Demonstracao: Seja X um espaco regular e Y um subespago de X. Dados
r €Y e A fechado em Y nao contendo z. Seja B = BNY com B sendo o fecho de B
em X, logo z ¢ B. Como B ¢é fechado em X, aplicando a regularidade a x e B podemos
escolher U e V conjuntos abertos em X disjuntos contendo z e B, respectivamente. Logo
UNY e VNY sao conjuntos abertos em Y disjuntos que contém o ponto = e o conjunto
fechado B. Portanto Y é regular.

Seja {X,} uma familia indexada de espacos regulares e seja X = [[ X,. Seja
X = (x4) um ponto de X e seja U uma vizinhanca de x em X. Escolha um elemento da
base da topologia produto X = [] X,, que contenha x e esteja contido em U. Para cada
a, escolha uma vizinhanca V,, de x, tal que V,, C U, quando U, = X, definia V,, = X,,.
Assim, V' = [] V4, é uma vizinhanca de x. Como, pelo Teorema 2.2.10 V = [] V4, entdo
temos que V C [[U, C U, e portanto X é regular. n

Vejamos um exemplo de espaco regular.

Exemplo 4.3.4 O espaco R, € reqular, este espaco € mais que reqular é também normal,
porém mostraremos agora que este é reqular. Dados o ponto x e o conjunto A = |a, b
fechado em R; nao contendo x. Escolha um elemento da base contendo x da forma |x,y)
que nao intercepte B, agora para cada elemento a de A, escolha um elemento da base

da forma [a,y,) de forma que este nao contenha o ponto x. Portando os conjuntos U =
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[z,y) e V = Ula,ya) sdo conjuntos abertos contendo o ponto x e o conjunto fechado A,

respectivamente.

Espacos regulares, em geral, nao possuem caracteristicas muito mais relevantes
do que as proprias derivadas de espacos de Hausdorff. Uma das poucas propriedades
que esta relacionada com alguns espacos regulares e nos da um grande consequéncia, serd
apresentada na proxima sessao, pois serao necessarios o conhecimento de espagos normais.

Portanto daremos continuacao ao trabalho com os axiomas de separacao.

4.4 ESPACOS T,

A atual sessao tratara dos espacos Ty, ou como sao comumente classificados espacos
normais. Apesar de serem espacos com uma propriedade mais forte que espagos regulares
ou espacos de Hausdorff, os espagos normais nao se comportam bem ao associarmos a eles
algumas propriedades elementares como o subespaco e o produto. Vejamos primeiramente
a defini¢do, dada por Munkres (2000).

Definicao 4.4.1 Um espago X € dito espago T4 ou espag¢o normal, se para cada par
de conjuntos fechados disjuntos A e B de X, existirem conjuntos abertos disjuntos U e V

contendo A e B, respectivamente.

Trivialmente temos que um espaco normal ¢é regular, uma vez que dados um ponto
x e um conjunto fechado A de X, basta tomar um conjunto fechado B contendo z e
disjunto de A, logo por normalidade temos U e V conjuntos abertos disjuntos tal que
reBCUeACV.

Vejamos, assim como nos espagos regulares, uma forma diferente de enxergarmos

a normalidade, dado por Munkres (2000) no lema a seguir.

Lema 4.4.2 X ¢ um espaco normal se, e somente se, dados um conjunto fechado A de
X e um conjunto aberto U de X contendo A, existir um conjunto aberto V de X contendo
A, tal que V C U.

Demonstracao: Seja X um espaco normal. Dado um conjunto fechado A e um
conjunto aberto U contendo A, defina B = X — U, logo B é fechado. Entao existem
conjuntos abertos V e W disjuntos, com A C V e B C W. Logo V é disjunto de B, pois
dado y € B, temos que y € W e este & disjunto de V, logo y ¢ V.

Reciprocamente, dados os conjuntos fechados A e B disjuntos. Defina U = X — B,
logo U é aberto e por hipotese, existe V aberto contendo A tal que V C U. Portanto
os conjuntos abertos V e X — V sdo abertos disjuntos contendo A e B. Portanto X é
normal. [ ]

Como dito no final da sessao anterior, existem alguns espacos regulares muito

interessantes. Estes sdo apresentados no teorema a seguir, dado por Munkres (2000).

73



Teorema 4.4.3 Todo espaco reqular com uma base enumerdvel é normal.

Demonstracao: Seja X um espago regular com uma base enumeravel . Sejam
A e B conjuntos fechados disjuntos de X. Cada ponto x de A possui uma vizinhanga U
disjunta de B. Usando regularidade, escolha uma vizinhanca W de z tal que W C U.
Escolha também um elemento de % que contenha z e esteja contido em W. Assim
construimos uma cobertura enumeravel de A por conjuntos abertos dos quais os fechos
nao interceptam B. Como essa cobertura é enumeravel podemos indexa-la com inteiros
positivos, denotaremos tal cole¢ao por {U,}.

Aplicando o mesmo procedimento para o conjunto B, teremos a colecao enumeravel
{V,.} de conjuntos abertos cobrindo B, com V,, disjunto de A para cada n. Os conjuntos
U=UU,eV =[]V, sdo conjuntos abertos que contem A e B, respectivamente. Porém,

nada garante que estes sdo disjuntos. Defina entdao os U’ e V' da seguinte forma:
n n
U, =U,-Jvi e V.=V,-|JU.
i=1 =1

Note que cada U], e cada V| é aberto, pois é a diferenca entre um aberto e um fechado.
A colegao {U'} cobre A, pois cada ponto = de A esta contido em U, para algum n, e ndo
pertence a nenhum V;. Da mesma forma a colegao {V'} cobrira B.

Agora verifiquemos se tais coberturas sao disjuntas. Tome

v=Ju, e v=Wv,

nezZ nez
se x pertence a U' NV’, entdo € U; N'V; para algum j e k. Suponha que j < k, segue
da definicao de U; que = € Uj, e segue da definicao de V}/ que = ¢ (_]j. Um absurdo. De
forma similar acontecerd uma contradicao para j > k. Portanto X é normal. [ ]
Este teorema nos da uma grande ferramenta para determinar se um espaco regular

é normal, uma vez que nem todo espago regular é normal.
Existem também alguns espacos de Hausdorff que possuem uma caracteristica que

os torna espagos normais. Tal fato é dado por Munkres (2000) no seguinte teorema.
Teorema 4.4.4 Todo espaco de Hausdorff compacto é um espaco normal.

Demonstracao: Seja X um espaco de Hausdorff compacto. No Teorema 4.2.5
provamos que todo subespaco de um espaco de Hausdorff é fechado, apenas mostrando que
todo ponto x fora do subespago possui uma vizinhanga que nao intercepta um conjunto
aberto contendo o subespaco. Assim utilizando isto, provamos facilmente este teorema.

Sejam A e B conjuntos fechados disjuntos de X. Tome para cada b € B dois

conjuntos abertos U, e Vj, disjuntos contendo A e b respectivamente. Logo a colegao {U,}
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cobre B, como B é compacto, pode ser coberto por finitos Uy,, ..., U, . Logo os conjuntos
abertos
U=Uy N...NU,, e V=V, U..UV,,

sao disjuntos e contém A e B respectivamente. ]
Este teorema nos serd muito util ao trabalharmos com imersoes de variedades.
Espacos métricos, como visto nas sessoes e capitulos anteriores, sao de extrema

importancia para o universo mateméatico. Assim como todo espaco métrico é um espaco

de Hausdorff, teremos que todo espago métrico também serd um espacgo normal. Vejamos

o teorema seguinte, dado por Munkres (2000).
Teorema 4.4.5 Todo espaco metrizdvel é um espaco normal.

Demonstracao: Seja X um espago metrizavel com a métrica d. Sejam A e B
subconjuntos fechados disjuntos de X. Para cada a € A escolha ¢, tal que a bola B(a,€,)
nao intercepte B. Da mesma forma, escolha para cada b € B um ¢, tal que B(b, ¢,) ndo

intercepte A. Defina

U=|]JBlae/2) e V=|)Bbea/2)

acA beB

Logo U e V sao conjuntos abertos contendo A e B, respectivamente. Seja z € UNV, logo
z € B(a,e,/2) N B(b, €/2)

para algum a € A e algum b € B. A desigualdade triangular nos da que d(a,b) <
d(a,z) + d(z,b) < (€, + €)/2. Portanto se ¢, < ¢, entdo d(a,b) < ¢, e assim a bola
B(b, €,/2) contém o ponto a, absurdo pois esta bola é disjunta de A. Para ¢, > €, teremos
que d(a,b) < €, e assim a bola B(a,€,/2) contém o ponto b, novamente um absurdo.
Portanto U e V sao disjuntos contendo os conjuntos fechados A e B respectivamente. m

Uma grande consequéncia deste teorema é o fato de todo espaco metrizavel ser
regular. Pois como todo espaco normal é regular e todo espaco metrizavel é normal, entao

a afirmacao anterior é verdadeira.

4.5 ESPACOS T, T,, E Ty,

Veremos agora, alguns axiomas de separacao que foram surgindo conforme se in-
tensificaram os estudos de topologia. O primeiro a ser citado sao os espagos T’ 1. Este
axioma foi proposto por Levine, no seu artigo “Generalized closed sets in topology” pu-
blicado em 1970. Primeiramente vejamos a definicao de espacos g¢-fechados, por Levine
(1970).
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Definigao 4.5.1 Seja (X,.7) um espago topoldgico. Um subconjunto A de X € g-
fechado se, e somente se, A C U quando A C U e U ¢ aberto.

Ou seja, um conjunto A é g-fechado se, e somente se, para todo U € .7, se A C U,
entdo A C U.

Assim Levine (1970) define o axioma T da seguinte maneira.

Definigao 4.5.2 Diremos que um espago topoldgico (X, T) é T% se, e somente se, todo

conjunto g-fechado é fechado.

O teorema a seguir, dado por Levine (1970), nos auxiliard a demonstrar um dos
teoremas seguintes a esse onde este compara o novo axioma com os axiomas 1y e T7. Nao

iremos demonstra-lo, pois sua abordagem vai além dos objetivos deste trabalho.

Teorema 4.5.3 Seja X um espago topoldgico. Um subconjunto A de X € g-fechado se,

e somente se, A — A ndo contém nenhum conjunto fechado diferente do conjunto vazio.
Teorema 4.5.4 Todo espaco T% € um espaco Ty.

Demonstracao: Seja X um espaco T%. Dados dois pontos distintos = e y de X.
Se {z} ¢ fechado, entdo {z} = {2} e y ¢ {z}. Caso {x} ndo seja fechado, entao X — {z}
sera g-fechado, pois X — {x} ndo é aberto e o tnico aberto que o contém é X, assim,
como (X — {z}) C X, temos que X — {z} é g-fechado. Como X é Ty e como X — {z} ¢
g-fechado temos que X — {x} ¢ fechado e assim {z} ¢ aberto. Sendo U = {x}, temos que
y ¢ U. Portanto X é Tj. n

Teorema 4.5.5 Todo espaco T} € um espago T%.

Demonstracao: Seja X um espacgo T;. Dado um conjunto A g-fechado. Suponha
que exista r € (A — A). Assim temos que {x} C (A — A). Porém, pela Proposicio 4.1.3
temos que {z} é fechado, e pelo Teorema 4.5.3 temos que o tnico conjunto fechado contido
em A— A é o conjunto vazio. Logo temos um absurdo. Portanto A—A = (), isto ¢, A = A,
e assim X é T% [

Outro axioma que surgiu com os estudos de topologia é o seguinte, dado por Steen
e Seebach (1968).

Definicao 4.5.6 X ¢ dito espagco completamente Hausdorff ou espaco T2% se para

todo par de pontos a e b existirem vizinhancas disjuntas U e V de a e b, respectivamente.
Tal que UNV = 0.
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Triviamente temos que todo espaco TZ% ¢ também T5 e pelo Lema 4.3.2 temos que
se X é regular, dado o ponto x e uma vizinhanca de x existe V vizinhanca de x, tal que
V € U. Logo seja y um ponto distinto de z, pela condicao de Hausdorff, existem U e V
disjuntos contendo x e y, respectivamente. Tome W vizinhanca de z tal que W, C U e
tome W, vizinhanca de y tal que W, C V, portanto os conjuntos W, e W, so vizinhancas
de x e y tal que a intersecao de seus fechos é vazia.

O dltimo axioma a citarmos nesta sessao ¢ o axioma T31. Dado por Munkres

(2000) da seguinte forma.

Definicao 4.5.7 Um espaco X € dito espago completamente regular ou espaco Tgé
se para cada ponto xo € um conjunto fechado A ndo contendo xy, existe uma funcao
continua f :[0,1] tal que f(zo) =1 e f(A) = {0}.

Novamente teremos a implicacao Ty = T 1= Ts. A segunda implicagao provém
diretamente da definigdo, pois os conjuntos f~1([0,1/2)) e f~1((1/2,1]) sdo conjuntos
abertos disjuntos contendo A e zy. Porém, para mostrar a primeira implicacao precisare-
mos primeiro estudar o objetivo maior deste trabalho, o lema de Uryshon.

Uma caracteristica muito interessante dos espagos completamente regulares é o fato
que este ainda preserva o produto, ou seja produto de espagos completamente regulares
é completamente regular, o contrario de espacos normais, ou seja, perde-se uma grande
propriedade na passagem dos espacos completamente regulares para os espacos normais.

Como os espacos completamente regulares se encontram entre os normais e regula-
res, seria Util mostrar que existem espagos regulares que nao sao completamente regulares.
Nao apresentaremos tais espacos neste trabalho, devido a complexidade na sua construcao
e na demonstracao. Porém, para mais informagcoes estes se encontram nos artigos “An
example of a regular space that is not completely regular"(ABRAHA, 1990) e “A regular
space which is not completly regular" (Mysior, 1981).
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Capitulo 5

LEMA DE URYSHON

Tendo como base todo o conhecimento construido até o momento neste trabalho,
iniciaremos agora o estudo do maior objetivo deste trabalho, que relaciona varias ferra-
mentas enunciadas até o momento, e que possui varias consequéncias positivas para o
mundo matematico.

Durante este capitulo veremos o lema de Uryshon bem como sua demonstracao,

além de algumas aplicagoes do lema.

5.1 LEMA DE URYSOHN

Iniciamos a sessao apresentando o lema de Uryshon, dado por Munkres (2000) pelo

teorema a seguir.

Teorema 5.1.1 (Lema de Uryshon) Seja X um espaco normal e sejam A e B sub-
conjuntos fechados disjuntos de X. Seja [a,b] um intervalo fechado da reta real R. Entao,

existe uma funcao continua

f:X —a,b
tal que f(r) = a para todo x € A e f(x) = b para todo x € B.

Demonstragdo: Precisamos apenas considerar o intervalo [0, 1], uma vez que
este ¢ homeomorfo a todos os intervalos fechados de R.

O primeiro passo da demonstragao consistird em construir uma familia de conjuntos
que nos sera util na demonstracao dos passos seguintes.

Seja P o conjunto de todos os nimeros racionais contidos no intervalo [0, 1]. Defi-
niremos, para cada p € P, um conjunto aberto U, de X, de forma que sempre que p < g,
teremos

U, C U,.

Desta forma, os conjuntos U, serao ordenados em relacao a inclusao da mesma forma que

seus indices sao ordenados conforme a relacao de ordem usual.
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Como o conjunto P é enumeravel, pois é um subconjunto de Q que é enumeravel,
poderemos usar inducao para definir todos os conjuntos U,. Para tal escolha 0 e 1 como
os primeiros termos de uma sequéncia, conveniente, de termos de P.

Primeiro, defina U; = X — B, como B é fechado, logo U; é aberto. Como A e B

sao disjuntos, logo A C Uy, usando o Lema 4.4.2, podemos escolher um aberto Uy tal que
AC Uy e Ug c U;.

Seja P, o conjunto de todos os primeiros n nimeros racionais da sequéncia escolhida

anteriormente. Suponha que U, estd definido para todos p € P,, satisfazendo a condigao
(*) p<qg=U,CU,

Seja r o proximo ntmero racional na sequéncia, logo defina P,,; = P, U {r}.
Como P,;1 é um subconjunto finito do intervalo [0, 1], entdo a mesma relagdo de ordem
é aplicavel a esse subconjunto. Assim todo elemento de P, ., exceto o maior e o menor,
possuem um antecessor e um sucessor imediatos. Como 0 e 1 sao respectivamente o
menor e maior nimero de P, 1 entdao r é diferente destes. Portanto este possui antecessor
imediato e sucessor imediato, em P,,,. Sejam eles p antecessor e q sucessor de r. Como
dito anteriormente, os conjuntos U, e U, ja estdo definidos de forma que U, C U,. Assim
usando a hipotese de indugao, juntamente com a normalidade de X, sabendo que p < r < ¢

podemos escolher um conjunto U, de forma que como
U, CU, e U, C U,.

Para finalizar a indugao, tome dois pontos de P, 1, se ambos pertencerem a P, a condi¢ao
(x) esta satisfeita pela hipotese de indugdo. Some entdo o par consistindo em 7 € um ponto

s de P,. Portanto se s < p entao

UscU,CU,
ou se ¢ < s logo
U. c U, CU,,

e portanto a condigao (%) é valida para o conjunto P, .
No segundo passo, generalizaremos o passo 1, para todos os niimeros racionais em

R definindo

U, =10 se p <0,
U,=X se p > 1.

Como f = e X = X, logo a relacio (*) ainda é valida.
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O terceiro passo, consistird na criacao de f. Primeiramente, dado = € X, defina

Q(z) como o conjunto de todos os racionais p tal que o conjunto aberto U, contém x:

Q(x) = {plr € Uyp}.

Este conjunto nao contém nenhum nimero menor que 0, uma vez que U, = () se p < 0
e contém todos os nimeros maiores que 1, pois U, = X para todo p > 1. Assim Q é

limitado por baixo e a maior de suas cotas inferiores é um ponto de [0, 1]. Agora defina

f(z) = infQ(x) = inf{plx € Up}.

Iniciamos agora o quarto e tltimo passo. Primeiro vejamos que f é a funcao
desejada. Se x € A entao x € U, para todo p < 0, entdo Q(x) é o conjunto de todos os
nimeros racionais nao negativos, e f(x) = infQ(z) = 0. De forma parecida, se x € B,
entdo « € U, para todo p > 1, logo Q(z) consiste de todos os nimeros racionais maiores
que 1, e portanto f(z) = 1.

Antes de provarmos continuidade de f, mostremos que as afirmacoes abaixo sao
verdadeiras:

(1) reU, = f(z)<r

2 2¢U = flx)=r

Para provar (1) note que se x € U,, entdo x € U, C U, para todo s > r, portanto Q(z)

consiste em todos os racionais maiores que r, e portanto

f(z) =infQ(z) <r

Para provar (2), note que se x ¢ U, entdo x nao pertence a nenhum U com s < r,

portanto Q(x) é formado por todos os pontos estritamente maiores que r. Logo

flz) =infQ(z) > r.

Agora provaremos continuidade de f. Dado um ponto zy de X e um intervalo

aberto (¢, d) contendo f(z¢). Escolha dois nimeros racionais p e ¢, tal que

c<p< flzg) < gq<d.

Isto é possivel, pois Q é denso em R *. Defina entao U = U, —U,, este sera uma vizinhanga
de zg, pois pela contra-positiva da afirmagio (2) como f(x¢) < ¢ entao xy € Uy, e pela

contra-positiva da afirmagio (1) como p < f(z) entdo xo ¢ U,.

Munkres (2000) define densidade como: Todo subconjunto A de X ¢ denso em X se A = X. O autor
também traz como exemplo de conjunto denso, o Q, que é denso em R e em todo intervalo de R.
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Agora verifiquemos se f(U) C (c,d). Seja x um ponto de U, entdo z € U, C U,,
assim temos que por (1), f(z) < ¢. Como z nio pertence a U,, entdo x ¢ U, e por (2)
temos que f(x) > p. Assim f(z) € [p,q] C (¢, d).

[ |

Note que esta demonstracao nao pode ser generalizada para espacos regulares,
uma vez que no primeiro passo, quando definimos os conjuntos U, necessitamos da nor-
malidade, pois essa permitia encontrar um aberto U, tal que Uy C U, e (_]p CUp,ea
regularidade de um conjunto nao nos permite fazer o mesmo.

Como dito no capitulo anterior, na sessao sobre espacos regulares, para provar que
todo espaco normal é completamente regular necessitariamos do lema de Uryshon. Para
tal, tome x e A, defina um fechado B contendo x e disjunto de A, logo pelo lema de
Uryshon, teremos a desejada funcao tal que f(z) =0sex € Ae f(z) = 1se x € B, assim

X & completamente regular.

5.2 APLICACOES DO LEMA DE URYSOHN

Nesta sessao veremos trés aplicacoes do lema de Urysohn, sendo elas o Teorema
da Metrizagao de Urysohn, o Teorema da Extensao de Tietze, e Mergulho em Variedades
Na sessao onde comentamos sobre os espacos métricos, foi dito que a metrizacao
é algo extremamente desejavel em um espaco. Urysohn ao provar o lema com o seu
nome, provou também, parte de um importantissimo teorema para definir se um espago

é metrizavel, tal teorema é dado por Munkres (2000) da seguinte forma:

Teorema 5.2.1 (Teorema da Metrizagdo de Urysohn) Todo espaco reqular X com

uma base enumerdvel é meltrizdvel.

Como dito, parte da prova deste teorema provém diretamente do lema de Urysohn.
Nao iremos apresentar tal demonstragao, uma vez que a aplicacao que temos em vista é
outra.

Vejamos agora o teorema da extensao de Tietze, que consiste em extender uma
funcao de valor real que é definida sobre um subespaco de um espaco X, para uma fun¢ao

continua definida em todo X. Vejamos como Munkres (2000) o define.

Teorema 5.2.2 (Teorema da Extensao de Tietze) Seja X um espaco normal, e seja

A um subespaco fechado de X.

1. Qualquer funcao continua de A em um intervalo fechado em |a,b] de R pode ser

extendida para uma fun¢ao continua de todo X em |a,b.

2. Qualquer funcao continua de A em R pode ser extendida para uma fungdo continua
de todo X em R.

81



A grande importancia deste teorema é a possivel obtencao de fungoes continuas a
partir de uma outra também continua. A demonstracao deste teorema é extremamente
trabalhosa, pois consiste em contruir uma sequéncia de funcoes continuas onde esta con-
verge uniformemente, e tal que esta sequéncia restrita a A converge para a fungdo definida
de A em R.

Estudemos agora um pouco de variedades para que possamos estudar esta associada

ao lema de Urysohn. Primeiro vejamos o que é uma variedade, por Munkres (2000)

Definicao 5.2.3 Uma m-variedade é um espago de Hausdorff X com uma base enume-

ravel tal que cada ponto x de X possui uma vizinhanca que € homeomorfa a um subconjunto
de R™.

Uma curva é uma 1-variedade e uma superficie € uma 2-variedade. Variedades, sao
muito estudadas em geometria diferencial e topologia algébrica.

Iremos mostrar que se X é uma variedade compacta, entao X pode ser imergido
em um espaco euclidiano de dimensao finita. Na verdade, este teorema é valido inclusive
sem considerarmos compacidade, mas a sua prova é muito mais dificil.

Antes de iniciarmos o teorema, enunciado por Munkres (2000), vejamos as seguintes

defini¢oes, também dadas por Munkres (2000).

Definicao 5.2.4 Se ¢ : X — R, entao o suporte de ¢ é definido como o fecho do
congunto ¢~ (R — {0}).

Definic¢ao 5.2.5 Seja {Uy,...,U,} uma cobertura finita indexada do espaco X. Um fa-

milia indexada de funcoes continuas
¢; X —[0,1] para i =1,...,n,

é dita ser uma particao da unidade determinada por {U;} se:
1. (suporte ¢;)C U; para cada i.

2. >0 ¢i(x) =1 para cada x.

Teorema 5.2.6 (Existéncia de partig¢oes finitas da unidade) Seja {Uy,...,U,} uma
cobertura aberta finita de um espaco normal X. Entao existe uma particao da unidade

determinada por {U;}.

Demonstracao: Primeiro verifiquemos que podemos refinar a cobertura {U;} a
uma cobertura também finita {V;}, tal que V; C U; para cada i. Usaremos inducao na
seguinte relagao

A=X - (U,U...UU,),
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e note que A é um conjunto fechado contido em U;. Utilizando normalidade escolhemos
Vi tal que A C Vy e V; C U;. Logo a colecao {Vi,Us, ...,U,} também cobre X. Em geral

dado os conjuntos abertos Vi, ..., Vi tal que a colecao
{‘/17 ) Vk,’a Uk+17 Uk+27 ceey Un}

cobre X, seja
A=X-WVU..UV) = (U2 U...UU,),

logo Uy41 contém A, e por normalidade escolhemos V. contendo A e com Viyy C Upis.
Portanto para a cole¢ao {Vi, ..., Vi, Vii1, Ugya, ..., U, } cobre X e se repitirmos o processo
até o n-ésimo termo a inducao estara provada.

Agora provemos o teorema. Dado uma cobertura aberta {Uy,...,U,} de X, tome,
pelo o que acabamos de provar, uma cobertura aberta {Vi,...,V,,} que também cobre
X, onde V; C U; para cada i. Da mesma forma escolha uma cobertura aberta de X
{W1, ..., W, }, com W; C V; para cada i. Agora aplicamos o lema de Urysohn, para cada
i escolha uma func¢ao continua

i X — [0, 1]

tal que ¥;(W;) = {1} e (X — V;) = {0}. Como 9; (R — {0}) esta contida em V;, temos
que
(suporte ;) C V; C U;.

Como a colecao {W;} cobre X, entdo a soma U(z) = Y"1 ¢;(z) é positiva para cada .

Portanto, podemos definir, para cada j,

E estas funcoes ¢; formarao uma particao da unidade, uma vez que

u V(x
;qﬁj:ﬁ:l-

[

Nesta demonstracao, ficou bem claro a importancia do lema de Urysohn para

mostrar que tais particoes da unidade existem, uma vez que estas sao criadas a partir

das funcoes determinadas no lema de Urysohn. Vejamos agora como é determinada a

mergulho de uma m-variedade no R". Dado no seguinte teorema enunciado por Munkres
(2000).

Teorema 5.2.7 Se X ¢ uma m-variedade compacta, entao X pode ser mergulhado em

R™ para algum n inteiro positivo.
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Demonstracao: Como X é compacto e Hausdorff, entao é normal pelo Teorema
4.4.4. Assim tome uma cobertura aberta finita {Uy,...,U,}, tal que cada U; pode ser
mergulhado em R™. Escolha imersoes g; : U; — R™ para cada i. Seja ¢1,..., ¢, uma
parti¢do da unidade determinada por {U;}. Seja A; = suporte¢;. Para cada i = 1,...,n,

defina uma funcao h; : X — R pela regra:

hi(z) = ¢i(x) - gi() para x € U,
z 0=(0,..,0) parax € X — A;

A funcao h; é bem definida, pois elas coincidem na intersecao de seus dominios, e h; é
continua, pois as restricoes aos abertos U; e X — A; o sao.

Agora definimos
F:X—=Rx..xRxR"x..xR")

como sendo n-vezes o produto de R juntamente com n-vezes o produto de R™, e definida

pela regra

F(z) = (¢1(x), ..oy pn(), ha(2), ...) hn(2)).

F sera continua, pois suas componentes o sao. Para mostrar que F' ¢ uma mergulho, basta
provar que F' ¢é injetiva. Suponha que F(z) = F(y), entdo ¢;(z) = ¢;(y) e hi(x) = hi(y)
para todo i. Como ¢;(x) > 0 para algum i, logo ¢;(y) > 0, e portanto x,y € U;. Entao

¢i(r) - gi(z) = hi(z) = hi(y) = ¢i(y) - gi(y)-

Pois ¢;(z) = ¢i(y) > 0, entao concluimos que g;(z) = ¢;(y), mas g; € uma mergulho, logo
é injetiva, portanto x = y. Portanto F' é a desejada mergulho. [ ]

Este teorema nos mostra que toda m-variedade compacta pode ser imersa em um
espaco R™, e este fato se da gracas ao lema de Urysohn, que foi de extrema importancia

na construcao das particoes da unidade.
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CONCLUSAO

Ficou claro, que os axiomas de separacao sao, de fato, muito importantes no estudo
de topologia, pois quando temos alguns espacos topologicos que atendem a estes axiomas,
podemos aplicar nestes, varias propriedades que nao seriam garantidas, caso esses espacos
nao satisfizessem algum dos axiomas. Porém, a mais importante dessas propriedades,
apresentada anteriormente, foi o lema de Urysohn, pois este decorre da ideia de associar
um espaco normal a um intervalo da reta real, seguindo um certo critério, mas isto s6
se da pelo fato de estarmos trabalhando com um espaco que atende as premissas de um
espaco T4 ou normal. E ainda como consequéncia deste lema, vimos que a sua necessidade
na demonstracao da existéncia das finitas particoes da unidade é extrema, uma vez que
sem este lema, nao se sabe o quao trabalhoso seria esta demonstracao, ou se ela ao menos
existiria.

Outro fato notorio deste trabalho, ¢ que todas as propriedades dependem da to-
pologia definida no espaco, uma vez que uma simples alteragao nela nos da varias novas
propriedades, bem como sao perdidas muitas outras. Basta lembrar do Teorema 4.2.3,
onde este era garantido apenas para espacos de Hausdorff, isto ficou mais visivel quando
construimos uma topologia em N diferente da usual, pois nesta nova topologia teriamos
que toda sequéncia seria convergente, além disso convergiria para todos os seus pontos.

O estudo feito, com base no livro de Munkres (2000), foi, de fato, de extrema
necessidade para que pudéssemos ler e compreender os axiomas de separacao, bem como
o lema de Urysohn. Porém, o tempo disponivel para tal, nao foi suficiente para um estudo
mais profundo sobre variedades, que no decorrer da elaboragao deste trabalho, acabou se
tornando um objetivo paralelo ao lema de Urysohn.

Apesar do estudo de Topologia em todo o curso de graduacgao, resumir-se a um
unico capitulo do livro texto da disciplina de anélise real, nao houveram grandes dificul-
dades no decorrer dos estudos sobre topologia, e em vista que esta é uma disciplina de
grande parte dos cursos de pos-graduacao em Matematica, o seu conhecimento nos dé
uma base mais solida para iniciar os estudos mais formais sobre tais conteidos e também

uma, base para possiveis pesquisas nesta area.
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