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RESUMO

ZABEL, Marilia, Uma abordagem dindmica para o ensino de funcdes:
experimentos e recursos tecnologicos. 2012. 101 péginas. Trabalho de Conclusédo de Curso
(Graduagdo em Licenciatura em Matemética) — Universidade do Estado de Santa Catarina,
Joinville, 2012.

O estudo de funcbes € considerado um dos tdpicos relevantes no ensino da matematica
estando presente nos diversos niveis de formacédo, desde o fundamental até o ensino superior.
Sua relevancia pode ser explicada devida a ampla aplicacdo deste conceito nas diversas areas
do conhecimento, por meio da analise de fendmenos, descricbes de regularidades e
interpretacdes de interdependéncia e generalizacdes. Desta forma, este trabalho tem como
principal objetivo desenvolver uma sequéncia didatica para abordar o conceito de fungdo de
forma dindmica, por meio de atividades experimentais e a utilizacdo de recursos tecnologicos.
A sequéncia proposta visa introduzir o conceito de fungdo por meio da compreensdo das
grandezas envolvidas e a relacdo entre elas, em atividades experimentais, articulando os
diferentes registros de representacdo, mediados pelo uso de tecnologias. A metodologia
adotada para o desenvolvimento do trabalho fundamenta-se na Engenharia Didatica. As
atividades propostas neste trabalho podem representar um recurso importante tanto para
professores do Ensino Basico quanto do Superior, podendo ser adaptadas de acordo com a
realidade de cada turma. Na experimentacdo realizada observamos que esse tipo de
abordagem diferenciada pode proporcionar aos alunos um conhecimento mais efetivo e
significativo, pois propiciam momentos de discussOes, interpretagdes e compreensédo do
objeto matematico, bem como pode se tornar um elemento motivador em relacdo a disciplina
ou a determinados conteudos.

Palavras Chaves: Sequéncia Didatica. Atividades Experimentais. Recursos Tecnoldgicos.

Ensino de Fungdes.



ABSTRACT

ZABEL, Marilia, A dynamic approach to teaching of functions: experiments and
technological resources. 2012. 101 paginas. Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduagdo em

Licenciatura em Matematica) — Universidade do Estado de Santa Catarina, Joinville, 2012.

The study of functions is considered a relevant topic in mathematics, as it is present in
different school levels, from primary up to university education. Its relevance can be
explained due to the wide application of this concept in several areas of knowledge through
the analysis of phenomena, descriptions of regularities, and interpretations of interdependence
and generalizations. Thus, this work has as its main objective to develop a sequence of
teaching activities to address the concept of functions in a dynamic way, through
experimental activities and the use of technological resources. The following proposal
introduces the concept of functions through an understanding of the quantities involved and
the relationship between them in experiments, articulating the different registers of
representation, mediated by the use of technologies. The methodology adopted for the
development of this paper is based on Didactic Engineering. The activities proposed in this
paper may represent an important resource for teachers of both basic education and higher
education, which may be adapted according to the reality of each class. In the experimental
work done for this project, it was observed that this kind of differentiated approach can
provide students with more effective and meaningful knowledge, since it allows time for
discussions, interpretations, and understanding of the mathematical subject, and can become a
motivating factor regarding the discipline or certain content.

Key words: Sequence of Teaching Activities. Experimental Activities. Tecnological

Resources. Teaching of Functions.
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1. INTRODUCAO

Muito se ouve falar que a matematica esta presente em varias acdes e construcdes que
envolvem o nosso dia-a-dia. Porém, como afirma Oliveira et al (200?), “o que limita a visdo
dessa imagem sdo os estigmas e tabus que ela carrega em sua propria existéncia, é a ideia do
pensamento formal, uma disciplina rigida, uma ciéncia pronta, acabada e obsoleta, distante da
pratica e indicada para poucos privilegiados”.

Mas, ndo se pode negar a importancia da matematica no processo de descricdo,
transformacdo e compreensdo da natureza. Por isso, é preciso compreender a matematica, 0s
conceitos e conteldos que a envolve. Um estudo considerado bastante essencial no ensino de
matematica sao os estudos relacionados as funcdes.

O conceito de funcdo € importante ndo somente para a matematica como para as
ciéncias em geral, sendo utilizado, por exemplo, como um instrumento necessario para
descrever, interpretar e prever fenébmenos. Segundo Silva e Rezende (1996), a interpretagédo
do conceito de funcdo como relacdo entre quantidades variaveis foi, sem ddvida, a mais
utilizada pelos matematicos dos séculos XVIII e XIX, devido ao surgimento da fisica
quantitativa que, para o estudo dos fendmenos naturais, buscou quantificar e estabelecer
relagOes entre as grandezas envolvidas.

Entretanto, no ensino bésico ou superior, a ideia mais utilizada para introduzir o
conceito de funcdo é a de relacdo entre conjuntos. Ou seja, de que cada elemento x de um
conjunto A se associa um unico elemento f(x) de outro conjunto B, segundo uma relacédo

definida de A em B. Esta interpretacdo é estatica e tem um carater mais formal que as demais.

Uma funcdo (de uma variavel) é em nossa atual definicdo formal, um
conjunto de pares ordenados que satisfacam determinadas propriedades
algébricas. Note que a definicdo formal de funcdo ndo carrega em si a ideia
que motivou sua criagdo, a relacdo entre quantidades variaveis. Visto que
funcdo é definida e trabalhada em termos de uma correspondéncia estatica
entre os valores das variaveis “x” ¢ “y” (PEREIRA, 2009, p. 20).

Observamos que tanto no Ensino Béasico quanto no Ensino Superior € dado maior énfase
nas propriedades algébricas da funcdo, bem como na apresentacdo analitica direta de uma

funcdo, geralmente desprovida de uma contextualizagdo, conforme se relata a seguir:

O que tem prevalecido na formacdo dos estudantes é exatamente a expressao
analitica da funcdo, ou seja, para alguns estudantes uma funcdo &,
simplesmente, uma expresséo algébrica, tal como cos( x) ou X%, por exemplo.
Isso, a nosso ver, é catastréfico. Como um conceito tdo importante, que tem
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uma malha de significacGes tdo rica, pode ser caracterizado somente por
meio de uma expressdo algébrica? (CABRAL; NETO, 1998 apud
PEREIRA, 2009, p.21).

O entendimento das fungdes dentro de uma estrutura axiomatica € tdo importante
quanto a identificacdo do seu significado em aplica¢Bes, visto como um dos objetivos
principais do ensino da matematica, como comprova os Parametros Curriculares Nacionais

(PCN’s), em relagdo ao estudo de fungdes:

O estudo das funcdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como
a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacdo entre grandezas
e modelar situacdes-problema, construindo modelos descritivos de
fenbmenos e permitindo vérias conexdes dentro e fora da prdpria
matematica. Assim, a énfase do estudo das diferentes fungdes deve estar no
conceito de funcéo e em suas propriedades em relacdo as operac@es, na
interpretacdo de seus graficos e nas aplicacbes dessas fungdes. (PCN+,
2002, p.165).

Ainda, de acordo com PCN’s, o conceito de fun¢do desempenha um papel importante
na descricdo e no estudo da leitura, interpretacdo e construcdo de graficos referentes a
situacBes do cotidiano ou relacionados com outras areas, como a fisica, quimica, biologia,
geografia, dentre outras. Entdo, o ensino da matematica deve propiciar ao aluno a
compreensdo do conceito de funcdo, estabelecendo as conexfes com diversas situacdes
problemas referentes a sua e outras areas de conhecimento, sempre que possivel.

Diante disso, percebemos a necessidade da utilizacdo de novas metodologias para o
ensino da matematica, principalmente no que se refere ao ensino das funcdes. Uma
abordagem diferenciada pode ser vista como uma oportunidade para a formacdo do aluno,
tanto em termos de contetdo especifico, quanto um fator motivador pela disciplina.

Temos como hip6tese que é fundamental no contexto do ensino de fungdes os alunos
saberem identificar as grandezas e as relacdes entre elas, seja numa situacdo hipotética ou
real. E com essa compreenséo que os alunos poderdo verificar a tendéncia entre as grandezas,
estabelecer a lei de formacdo matematica que melhor descreve o comportamento dos dados,
bem como fazer conjecturas a respeito da situacdo problema. Outro fator importante para o
ensino das funcgdes € a articulacdo entre os diferentes registros de representacdo da mesma,
fundamentados na teoria de Representacdo Semiotica (DUVAL, 1993).

Diante disso, o desenvolvimento de atividades experimentais aliada com 0s recursos

tecnoldgicos torna-se um elemento motivador para o ensino de funcdes, pois possibilita criar
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situacBes nas quais é possivel explorar os diferentes registros de representacdes a partir de
dados obtidos experimentalmente.

Desta maneira, esse trabalho tem como principal objetivo construir uma sequéncia
didatica aplicavel tanto no ensino basico, quanto superior, para abordar o conceito de funcao
de uma maneira diferenciada e dindmica, utilizando atividades experimentais e 0S recursos
tecnoldgicos a fim de proporcionar uma aprendizagem mais significativa aos alunos.

Os objetivos especificos para este trabalho séo:

o Realizar um estudo tedrico que permita corroborar para uma abordagem
diferenciada no estudo das fungdes;

o Desenvolver e aplicar uma sequéncia didatica para a abordagem do conceito de
funcdo, que possibilita explorar a compreensdo das grandezas envolvidas e suas relacdes;

o Utilizar recursos tecnoldgicos para explorar os diferentes registros de
representacdo de funcoes;

. Realizar um estudo sobre o método dos minimos quadrados.

Para atingir os objetivos utilizamos a metodologia da Engenharia Didatica
(ARTIGUE, 1988 apud ZUCHI, 2005), que envolve as seguintes fases:

1. Andlise preliminar: Caracteriza-se pelo levantamento das concepcdes
envolvidas, que buscam referéncias tedricas que fundamentem a pesquisa. Nesta etapa
realizamos uma explanacdo do referencial tedrico sobre a histdria das fungdes, registros de
representacdo semidtica, experimentos matematicos, novas tecnologias no ensino da
matematica e a abordagem do método dos minimos quadrados.

2. Concepcdo e Analise a priori: Essa etapa tem como objetivo elaborar
sequéncias pertinentes de aprendizagem, formulando os experimentos que serdo aplicados.
Aqui se encontra a concepcao e analise de uma sequéncia didatica realizada no ambiente lapis
e papel utilizando experimentos praticos e a concep¢do de uma sequéncia no ambiente
computacional.

3. Experimentacdo: Fase em que se aplica a sequéncia didatica a uma
determinada populagdo de estudantes. A sequéncia didatica proposta foi aplicada em uma
turma curso de Licenciatura em Matematica da Universidade do Estado de Santa Catarina —
UDESC na disciplina de Matematica Basica, participando da atividade 24 alunos.

4. Analise a posteriori: Corresponde a analise do conjunto dos dados obtidos na

fase da experimentacéo e as observacOes realizadas durante a aplicacdo da sequéncia.
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Para delimitar nosso estudo, temos como proposta de pesquisa, abordar as seguintes
questdes:

o A aplicacdo de uma sequéncia didatica adequada pode contribuir para a
aprendizagem da defini¢do do conceito de funcdo a partir da identificacdo das grandezas, bem
como a relacao entre elas?

o A utilizacdo de atividades experimentais aliadas ao uso dos recursos
tecnoldgicos podera contribuir na formagcdo do aluno com o intuito de minimizar as
dificuldades de aprendizagem do conceito de fun¢des em um ponto de vista dinamico?

o Quais as contribuicbes que uma abordagem diferenciada pode proporcionar
para o processo de ensino-aprendizagem do conceito de fungdo?

Buscamos estruturar esse trabalho de forma a explorar tais questdes, com as devidas
fundamentacOes tedricas e metodologicas utilizadas, adotando a seguinte sequéncia para o
corpo do trabalho.

Este capitulo introdutério tem o objetivo de apresentar o trabalho, fazendo uma
abordagem introdutdria, descrevendo os objetivos, a metodologia utilizada e a estrutura do
trabalho.

No segundo capitulo, apresentamos uma fundamentacdo teorica, buscando
contextualizar o surgimento do conceito de funcdo através da histéria com o estudo da
representacdo semiotica e 0 uso das experimentacdes e dos recursos tecnolégicos.

No terceiro, descrevemos a sequéncia didatica aplicada no desenvolvimento do
projeto, bem como a anélise a priori dos procedimentos e questionamentos aplicados.

No quarto capitulo, relatamos sobre a experimentacdo e a analise a posteriori, em
relacdo aos dados coletados.

No quinto capitulo, realizamos um estudo sobre o metodo de regressdo linear dos
minimos quadrados, apresentando as conexdes com conceitos estudados nas disciplinas de
Calculo Diferencial e Integral Il e de Algebra Linear.

No sexto capitulo apresentamos algumas sugestdes de outras atividades relacionadas
com o ensino das func6es que podem ser aplicadas nas aulas de matematica.

S&@o apresentadas as consideracOes finais em relacdo ao trabalho desenvolvido e
também algumas perspectivas futuras no sétimo capitulo.

Em seguida, estdo as referéncias bibliograficas utilizadas para a realizacdo deste
trabalho.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

O estudo de funcBes € considerado um dos tépicos mais relevantes da Matematica
estando presente nos diversos niveis de formacéo, desde o fundamental até o ensino superior.
O estudo de funcbes possibilita uma ampla aplicacdo nas diversas areas do conhecimento,
através da andlise de fendmenos, descricdes de regularidades e interpretacbes de
interdependéncia e generalizacdes.

Entretanto, mesmo diante dessa realidade, diversas pesquisas tém evidenciado uma
grande dificuldade de aprendizagem no ensino de fung¢bes. Segundo Pereira (2009), uma das
causas destas dificuldades ¢ que o conceito de funcdo “migrou” do ambito da relagdo entre
quantidades variaveis para o ambito da Teoria de Conjuntos.

Uma evidéncia de que o conceito de funcdo ndo é adequadamente trabalhado no
Ensino de matematica sdo as dificuldades apresentadas pelos estudantes quando se deparam
com a tarefa de obter uma funcdo que modela uma situacdo, em aplicacdes do Calculo
Diferencial e Integral, por exemplo, haja vista que em todos os momentos esta funcdo sempre
Ihes foi apresentada.

Diante disso, neste capitulo, pretendemos apresentar um embasamento tedrico
referente as possibilidades de se trabalhar o conceito de funcdo em atividades experimentais
que propiciem a identificacdo das grandezas envolvidas, bem como a relacdo entre elas, nos
apoiando na articulacdo dos diversos Registros de Representacdo (DUVAL, 1993) e nas

potencialidades das ferramentas tecnoldgicas.

2.1 UM BREVE HISTORICO DO CONCEITO DAS FUNCOES

Ao refletirmos sobre o surgimento do conceito de funcdo, podemos perceber que a
ideia de associacdo de varidveis estd presente na mente humana hd muito tempo. Por
exemplo, como cita S&; Souza; Silva (2003), quando o homem levado pela necessidade,
passou a associar uma pedra a cada animal visando ao controle de seu rebanho, poderiamos
encarar essa relacdo de dependéncia entre as pedras e 0s animais como uma relacdo funcional.

Assim considerando, podemos citar também os babilénios (sec. XVI a.C.) que
construiram tabelas sexagesimais de quadrados e de raizes quadradas, cubos e raizes cubicas
em argila, que podem ser vistas como tabelas de correspondéncia, apresentando também uma

relagdo funcional.
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Constatamos que o conceito de funcdo surgiu da necessidade de esclarecer alguns
fendmenos naturais que antes eram explicados e baseados apenas por mitos. De acordo com
Caraca (1989 apud BOTELHO, 2005, p. 11), “o conceito de funcdo surgiu através da
necessidade de estudar as variacbes quantitativas presentes nos fenémenos naturais e foi
construido com duas ferramentas principais: interdependéncia e variabilidade”.

Segundo Oliveira (1997), Galileu Galilei (1564 — 1642) deu uma grande contribuicdo
em relacdo a evolucdo da nocdo de funcéo, introduzindo o quantitativo nas representacoes
gréficas. Galileu desenvolveu seu trabalho em relagdo a movimento, velocidade, aceleragéo,
procurando sempre obter seus resultados atraveés da experimentacdo. Com isso, contribuiu
para a evolucéo do conceito de funcdo: lidou de forma funcional com as causas e efeitos, e
esta necessidade € essencial a concepc¢éo de variavel dependente.

Com o avanco da algebra simbdlica e também uma concretizacdo em relagdo ao
conceito de numero, pode-se introduzir o conceito de funcdo em relagdo a dois conjuntos de
nameros, no final do século XVI.

Conforme Botelho (2005), Leibniz, em 1673, foi quem utilizou pela primeira vez a
palavra funcéo para indicar quantidades que variavam ao longo de uma curva, por exemplo, a
tangente.

Em 1718, Bernoulli definiu fun¢do da seguinte maneira: “... funcdo de uma grandeza
variavel ¢ uma quantidade composta de qualquer maneira dessa grandeza variavel e de
qualquer constante” (RUTHING, 1984 apud BOTELHO, 2005, p.70).

Vérios outros matematicos da época aprofundaram seus estudos a fim de encontrar
uma melhor definicdo para funcdo, entre eles podemos citar, Euler, Lagrange, Cauchy,
Fourier.

Porém, os estudiosos daquela época tiveram grande dificuldade para definir de forma

precisa as fungbes. Em 1972, H. Weyl sustenta que:

“Ninguém jamais soube explicar o que ¢ uma func¢do. Mas, uma fungdo f ¢
definida se por um meio qualquer podemos associar a um nimero a, um
namero b... Dizemos entdo que b é um valor da fungéo f para o valor a do
argumento” (YOUSCHKEVITCH, 1981, p. 64 apud OLIVEIRA, 1997, p.
21).

Em meados do século XX, surge a definicdo de funcdo como um conjunto de pares

ordenados, ou seja, como certo subconjunto do produto cartesiano A x B:
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Uma fungdo f de um conjunto A em um conjunto B é um subconjunto do
produto cartesiano AxB que a cada a em A associa um unico elemento b em
B tal que (a,b) €  (SCHWARZ, 1995, p. 14 apud OLIVEIRA, 1997, p. 22).

Essas definicOes sdo baseadas na Teoria dos Conjuntos e atualmente s&o as que mais
aparecem em livros didaticos. Um exemplo é o livio Matemética Fundamental escrito pelo
autor José Ruy Giovanni (2002), que aborda no primeiro topico do capitulo sobre funcéo
questionamentos sobre relacdo entre duas grandezas envolvendo tabelas e gréficos retirados
de alguma midia. Porém, o conceito de funcdo ndo é abordado a partir desses exemplos,
porque logo em seguida o autor, apresenta o conceito de funcdo através da teoria de
conjuntos.

Pelho (2003) analisou uma série de livros adotados para o ensino de funcles e
constataram que a maioria eliminou a dependéncia funcional da defini¢do de fungGes, sendo
estabelecida apenas como relacdo entre elementos de dois conjuntos. Alguns incluem a
menc&o da lei que estabelece tal relacdo, porém ndo a dependéncia entre variaveis. E preciso
deixar claro no estudo de funcBes seus componentes de variacdo, dependéncia e
correspondéncia. Segundo Cotret (1988, apud PELHO, 2003) é importante, quando se inicia
0 ensino de funcdes, conservar a ideia de dependéncia e a nogdo de variagéo, que sao a base
deste conceito e possibilitam aos alunos a construcéo inicial ao conceito de funcéo.

Como verificamos na analise histérica do processo de construcdo do conceito de
funcdo, é evidente que ela surgiu da necessidade de formalizar as diferentes situacOes
estudadas na época que ja haviam passado por processo de experimentacao e verificacdo dos
dados. Podemos afirmar que ambos os estudos descreviam funcdo, mas em diferentes
representacdes.

Recentemente, esses diferentes tipos de representacdes geraram muitas pesquisas no
ensino de matemaética e tém sido estudados por varios pesquisadores. Neste trabalho,
abordaremos atividades experimentais que trabalham com a dependéncia e a relacdo entre as
variaveis, privilegiando a articulacdo entre os diferentes registros de representacdo de funcao,

fundamentados na teoria de Representacdo Semidtica (DUVAL, 1993).

2.2 REPRESENTACAO SEMIOTICA

Registros de representacdo semidtica é uma teoria desenvolvida pelo filésofo e

psicologo Raymond Duval que, “refere-se a utilizacdo de representacdes e enfatiza a
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importancia da diversidade de registros e representacdes semidticas e a articulagdo entre estes
registros na aquisicdo dos conhecimentos matematicos” (DUVAL, 1995 apud QUEIROZ;
RAMOS; SIPLE, 2011, p.17).

Duval (2003, apud VIEL; DIAS, 2006), em sua teoria, trata do funcionamento
cognitivo, pois as representacbes fazem um intercdmbio comunicativo entre o sujeito e a
atividade cognitiva do pensamento, gerando diferentes formas de registro de representacdo do
objeto.

Podemos pensar em varias representacGes existentes em nosso meio, como por
exemplo, um mapa, um globo terrestre, um esqueleto, um protétipo, entre outros. Essas
representacdes sdo utilizadas para a compreensdo de alguns contetdos no ambiente escolar.
Porém, ao se tratar da disciplina de matematica, como determinar um objeto matematico?

Na matematica toda comunicacdo se estabelece com base em representacdes, pois
diferentemente de outras areas do conhecimento, 0s objetos matematicos sdo abstratos, ou
seja, ndo sdo diretamente perceptiveis ou observaveis com o auxilio de instrumentos
(microscépio, telescopio, aparelhos de medida etc.), necessitando do uso de representacdes
semidticas para a sua compreensdo (DUVAL, 2003 apud MAGGIO; SOARES, 2009).

Quando se fala em funcdo, podemos representéa-la através do seu grafico, descrevé-la
pela lei que a define ou mostréa-la através de pontos em uma tabela. Essas representacfes sdo
importantes, pelo fato de proporcionarem diferentes registros de um mesmo objeto
matematico.

Esses registros, de acordo com Machado (2003), servem para designar os diferentes
tipos de representacdo semidtica utilizados na matematica — sistemas de numeracdo, figuras
geomeétricas, escritas algébricas e formais, representacdes graficas e a linguagem natural — a
completa aprendizagem de um determinado conceito matematico supde a compreensao de, ao
menos, dois registros, deste conceito.

Diante disso, Duval (1995 apud REIS, 2011), afirma que a compreensdo matematica
esta ligada a capacidade de mudar de registro, assim, com essa articulagdo o aluno reconhece
0 mesmo objeto matematico em diferentes representacdes. Ou seja, 0 aluno cria condicBes
para modificar formulagbes ou representacfes de informagdo durante a resolucdo de um
problema. Esse processo e considerado muito importante, como afirma Reis (2011, p. 44),
“passar de um registro de representacao para o outro possibilita explicar as propriedades ou os

aspectos diferentes de um mesmo objeto na compreensao da matematica”.
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Segundo Duval (2003 apud VIEL; DIAS, 2006), cabe ao professor a funcdo de deixar
claro o objeto matematico que sera ensinado, quais o0s registros de representacdo semiotica
inerente a atividade exposta e trabalhar com dois tipos de representacdo de transformacéo
semiotica, a de tratamento e de conversao.

O tratamento é uma das atividades cognitivas defendidas por Duval que ¢é favorecida
pela representacdo semidtica, ele afirma que:

Um tratamento é a transformacdo de uma representacdo obtida como um
dado inicial em uma representacdo considerada como terminal em relacdo a
uma questdo, a um problema ou a uma necessidade, os quais fornecem o
critério de parada na série de transformacdo de representacdo interna a um
registro de representacdo ou a um sistema (DUVAL, 2009, p. 56-57 apud
MORAIS et al, 2011, p.3).

Podemos perceber entdo, que essa atividade consiste na realizacdo de transformacdes
que ocorrem internamente a um registro e obedecem as suas regras. Essas regras possibilitam
a expansdo da informacdo, favorecendo outra representacdo, mas, ainda no mesmo registro
que o de partida.

Por exemplo, se quisermos calcular, o valor do perimetro de um retangulo de lados 10

cme 13 cm:
P =2l + 21,
P=2.10+ 213
P =20+26
P=46cm

Para resolver esta equagdo efetuamos duas transformagdes, mas continuamos dentro
de um mesmo registro, o algébrico.

A conversao € outro tipo de representacdo de transformacéo e segundo Duval (2009, p.
58 apud MORAIS et al I, 2011) converter é “transformar a representacdo de um objeto, de
uma situacdo ou de uma informacdo dada num registro em uma representacdo desse objeto,
dessa mesma situacdo ou da mesma informacdo num outro registro”. Assim, a conversao
diferentemente do tratamento, acontece externamente em relacéo ao registro de partida.

Neste trabalho, por exemplo, temos que o objeto matematico é a funcédo e as diversas
formas de representéa-lo sdo: graficos, tabelas, expressdo algébrica, linguagem natural. Entéo,
qguando passamos de uma escrita tabular para a sua representacdo grafica estamos fazendo
uma conversdo. Como exemplo, temos a figura 2.1, que mostra uma tabela com alguns pontos

de uma funcdo, ou seja, sua representacdo tabular e ao lado sua representacdo grafica:
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Figura 2.1: Representacao tabelar e representagdo grafica de uma funcao

o] = W, W ER R RIS T S -
R R TR S B =T S

Fonte: Produc&o do préprio autor

Os professores podem introduzir a teoria de Duval como um processo didatico e
metodoldgico. Para isso eles tém que estar preparados para esse desafio de ensinar ndo apenas
o conhecimento cientifico, mas também o seu significado através de atividades experimentais,
resolucdo de problemas, modelagem, entre outros, para que ocorra O processo de
desenvolvimento das capacidades e habilidades cognitivas dos alunos.

Neste trabalho, aliamos o estudo das diferentes formas de representacdo com as
atividades experimentais que possibilitam momento de discussdo, interpretacdo e limitacao de
resultados obtidos experimentalmente, possibilitando o confronto das diferentes

representacdes de um mesmo objeto.

2.3 ATIVIDADES EXPERIMENTAIS

Pinho Alves, professor-doutor de fisica da Universidade Federal de Santa Catarina,

contribui para a definicdo de Atividade Experimental afirmando que:

Atividades experimentais sdo experimentos que propiciam ao estudante
observar, medir, verificar, comprovar, descobrir, simular, ilustrar atraves de
um conjunto experimental (equipamentos) situacdes, fatos, leis, principios,
causas e efeitos...em Ciéncias. (PINHO, 2006 apud QUEIROZ; RAMOS,
2007, p. 29)

Assim, podemos ver a atividade experimental como uma atividade desenvolvida num

ambiente criado para esse fim, envolvendo os alunos em experiéncias de aprendizagem
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planejadas, interagindo com materiais para observar e compreender fendmenos, como propde
Neves (2007).

As experimentacfes sdo consideradas importantes ferramentas de ensino para o
desenvolvimento de uma aprendizagem significativa em ciéncias, dando a oportunidade para
alunos se expressarem e avaliarem suas ideias e modelos cientificos.

Quando falamos em atividades experimentais, nos remetemos as disciplinas de fisica,
quimica e biologia acreditando que s6 é possivel trabalhar com esse tipo de atividade nessas
disciplinas. Varios artigos e teses apresentam a matematica como ferramenta para a

interpretacdo dos experimentos. Como podemos verificar neste trecho:

13

para resolver estas situagOes problematizadas conta-se com uma
importante ferramenta, ou seja, a Matematica. Desse modo, 0s modelos
matematicos exercem papel relevante em todo o desenvolvimento da Fisica,
uma vez que compdem uma triade fundamental para esta &rea da Ciéncia
(Lozada et al., 2006): a Fisica, acima de tudo, apoia-se em formulagdo de
teoria, elaboracdo de um modelo matematico compativel e experimentacéo,
... (MORRONE et al., 2006, p. 2).

Porém, para ensinarmos matematica podemos também utilizar metodologias que
envolvam experimentos e, a partir deles, formalizar os conceitos matematicos. Os Pardmetros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (1999) estabelecem dentre as competéncias e
habilidades que o aluno deve desenvolver na disciplina de matematica: procurar e sistematizar
informacdes relevantes para a compreensdo da situa¢do-problema, entender e aplicar métodos
e procedimentos proprios das Ciéncias Naturais, interpretar e criticar resultados a partir de
experimentos e demonstracfes. Ou seja, cabe também a disciplina de matematica explorar as
atividades experimentais, ndo s6 para desenvolver essas habilidades citadas pelo PCN’s, mas
também, desenvolver um raciocinio 16gico, valorizando a construcdo do conhecimento.

Existem ainda outros motivos e objetivos para envolver os alunos nas atividades
experimentais, 0s quais também podem ser pertinentes ao ensino de Matematica, Neves
(2007), aponta:

1. Motivar, estimulando o interesse e 0 prazer de investigar;

2. Treinar destrezas laboratoriais;

3. Enfatizar a aprendizagem do conhecimento cientifico;

4. Percepcionar o método cientifico e adquirir pericia na sua utilizaco;

5

Desenvolver certas “atitudes cientificas” como abertura de espirito e objetividade.
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A utilizagdo dos experimentos em sala de aula também permite uma abordagem mais
dindmica e envolvente dos contetidos. A atividade préatica contribui para dar um sentido real
do objeto a ser estudado. Dessa forma, os experimentos realizados, podem facilitar o
entendimento dos alunos do determinado conteudo, bem como estimular seu aprendizado.
Enfim, a partir de experimentagfes vamos obter alguns dados e estes podem possibilitar a
criacdo de conjecturas e a descoberta de resultados matematicos desconhecidos e/ou frageis.

Os dados obtidos experimentalmente potencializam o processo de conversdo abordado
na secdo anterior, visto que, podemos representa-los por diferentes registros. A partir da
realizacdo dos experimentos, a primeira forma de organizagdo dos dados que surge
naturalmente é representacdo utilizando tabelas. Apds essa organizagao ocorre um estudo do
comportamento dos dados, construcdes de graficos e forma analitica que melhor representa o
experimento.

Diante disso, € interessante aliar a utilizacdo dos recursos tecnoldgicos a
experimentacdo, pois o trabalho experimental é algo dindmico, onde exploramos os Varios
tipos de representacdes simultaneamente. Os softwares que existem atualmente possibilitam
essa abordagem e podem facilitar a sua compreensdo, ou seja, 0s softwares podem servir

como uma espécie de complemento a abordagem experimental.

2.4 AS NOVAS TECNOLOGIAS NO ENSINO DA MATEMATICA

O avanco das novas tecnologias tem levado educadores matematicos a tentar utiliza-
las no processo de ensino-aprendizagem. A utilizacdo dessas tecnologias em sala de aula pode
ser vista como uma tendéncia em educacdo matematica.

As tecnologias sempre existiram ao longo da histéria, e o homem sempre foi
adaptando-as para seu préprio beneficio. Em relacdo a sala de aula, pode-se considerar que o
quadro-negro ja foi visto como uma tecnologia, sendo que ainda é uma tecnologia bastante
utilizada.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais,

O mundo vive um acelerado desenvolvimento, em que a tecnologia esta
presente direta ou indiretamente em atividades bastante comuns. A escola
faz parte do mundo e para cumprir sua funcdo de contribuir para a formacéo
de individuos que possam exercer plenamente sua cidadania, participando
dos processos de transformacéo e construcdo da realidade, deve estar aberta
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e incorporar novos habitos, comportamentos, percepcdes e demandas
(PCN’s, 1998, p.138).

Fica evidente a importancia da incorporacdo das tecnologias no ambiente escolar.
Além disso, é necessario que os alunos sejam capacitados a utilizar as novas ferramentas
tecnoldgicas e principalmente saber relacionar o aprendizado obtido com a diversidade de
informacao que elas oportunizam.

Por outro lado, a informatica é uma das tecnologias mais questionadas em relacdo ao
seu uso na sala de aula. Para Flores (1996), a informatica deve habilitar e dar oportunidade ao
aluno de adquirir novos conhecimentos, facilitando o0 mesmo no processo ensino-
aprendizagem, enfim, ser um complemento de conteddos curriculares visando o
desenvolvimento integral do individuo.

A proposicdo de atividades experimentais mediadas pela tecnologia pode facilitar o
entendimento de varios conceitos matematicos inerentes ao problema proposto. As
potencialidades oferecidas pela tecnologia permitem transitar entre os diferentes registros de
representacdo: tabelas, gréaficos e analitico. Podemos simular graficamente os dados oriundos
da experimentacdo e obter as equacGes matematicas que descrevem o experimento num
processo dinamico.

A utilizacdo dos softwares de geometria dindmica, por exemplo, possibilita ao aluno
criar um ambiente que simule formas geométricas dindmicas e iterativas, oportunizando ao
aluno uma compreensdo de diferentes situaces problemas e possibilitando um melhor
entendimento de conceitos matematicos. O uso desses softwares pode potencializar o estudo
das funcdes, visto que os mesmos possibilitam uma abordagem dindmica dos conteudos.

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio — PCN’s + (2002) sugerem
gue os alunos devem desenvolver algumas competéncias durante o processo de aprendizagem
do conceito de funcdo, tais como: identificar regularidades em situacfes semelhantes para
estabelecer regras, por exemplo, perceber que todas as fun¢bes de segundo grau possuem o
mesmo tipo de grafico; reconhecer a existéncia de invariantes ou identidades que impdem as
condicdes a serem utilizadas para analisar e resolver situacdes-problema. Essas competéncias
podem ser alcangadas com maior éxito e até mesmo ampliadas a partir da utilizagdo de
softwares de matematica dinamico, que permite algumas simula¢fes, bem como um estudo
dindmico das transformacdes gréaficas.

Segundo Gomez,
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O recurso as tecnologias para o ensino e aprendizagem das fungdes permite
uma melhor e mais facil consolidacdo do conceito de funcdo em comparacao
com a abordagem classica do estudo formal das funcdes, em que se partia
das representacBes simbolicas e se traduzia por representacfes tabulares e
finalmente por representagbes graficas. (GOMEZ, 1997 apud
GAFANHOTO e CANAVARRO, 2008, p.5)

Podemos destacar, neste momento, a utilizacdo dos softwares de geometria dindmica,
que em funcdo de suas caracteristicas podem potenciar o estudo de funcGes em diferentes
representacdes. Em relacdo a esses softwares de geometria dindmica, atualmente existem
varios, como por exemplo, Cabri-Géomeétre, Cabri 3D, Geometry Sketchpad, Cinderella,
GeoGebra, Winplot, entre outros.

O software GeoGebra, por exemplo, € um software gratuito que apresenta varias
representacdes de um objeto matematico, tais como representacdo grafica, representacao
algébrica e representacdo em tabelas. Deste modo, podemos conectar a utilizagdo deste
software com 0 processo experimental.

Com os dados obtidos experimentalmente e plotados no software, 0 mesmo permite
utilizarmos uma ferramenta para a obten¢do de uma curva que descreve o comportamento dos
dados do experimento realizado, através da regressao linear. Esta curva serd apresentada de
duas formas: algébrica e grafica.

O GeoGebra fornece simultaneamente trés diferentes visualizagbes de um objeto
matematico: a janela de visualizacdo grafica, a janela Algébrica e a planilha de Calculo,
possibilitando assim a verificacdo das representacdes geométrica e algébrica. Essas
representacdes sdo adaptadas automaticamente quando modifica qualquer uma delas.

Entretanto, a utilizacdo das ferramentas tecnoldgicas no ambiente escolar ndo garante
sozinha a melhora na qualidade do ensino, € importante saber como utilizar esses novos
recursos em sala de aula, de maneira que possibilite aos alunos um aprendizado mais
significativo.

No proximo capitulo apresentamos uma sequéncia didatica que busca relacionar o
estudo das funcdes e a Teoria de Representacdo Semidtica através de atividades experimentais

e do uso dos recursos tecnolégicos.
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3. CONCEPCAO E ANALISE A PRIORI

A concepcao e analise a priori € uma das principais etapas da Engenharia Didatica, na
qual sdo elaboradas sequéncias didaticas que visam abordar o problema proposto e a
aprendizagem do aluno. Também sdo apresentadas as variaveis envolvidas no problema, as
hipoteses de dificuldades e estratégias de resolucao do problema.

Neste trabalho, a sequéncia elaborada e aplicada tem como principal objetivo
introduzir o conceito de fungdes por meio da compreensao das grandezas envolvidas e a
relacédo entre elas, em atividades experimentais.

Durante a analise preliminar verificamos que existem vérias situacfes-problemas
propostas em livros e sites, tais como o preco da corrida de taxi, custo de fabricacdo de um
produto, juros e etc., que envolvem o conceito de funcbes. Porém nosso desejo foi trabalhar
com situacdes praticas nas quais os alunos pudessem manipular o experimento, observar,
obter dados e fazer conjecturas sobre os mesmos. Para isto, pesquisamos em livros e internet
ideias que pudéssemos implementar, tanto em termos técnicos quanto didaticos, a alunos de
Ensino Médio e de Ensino Superior, haja vista que o ensino de funcbes contempla este
publico alvo.

Encontramos algumas ideias envolvendo a geometria (Penta - UFRGS) e conceitos da
fisica (Penta — UFRGS e Matematica Multimidia — UNICAMP) e as adaptamos para a nossa
realidade. Cada experimento escolhido foi analisado previamente, verificando suas
potencialidades, o material necessario para a sua realizacdo, entre outros. Outro fator que
influenciou na nossa escolha, foi a possibilidade de utilizar materiais ja existentes na
universidade, no Laboratdrio de Ensino de Matematica e também no Laboratorio de Fisica.

Apbds a concep¢do, tanto técnica quanto didatica, da atividade experimental,
resolvemos aplica-la, numa espécie de pré-teste, na turma de Engenharia de Producdo na
disciplina de Célculo Diferencial e Integral, na abordagem inicial do conceito de funcao.

Nesta aplicacdo, foram propostos trés experimentos, dois envolvendo geometria e um
envolvendo conceitos da fisica. Esta aplicacdo foi fundamental, pois revelou elementos
importantes para a melhoria da sequéncia proposta, dentre 0s quais destacaram-se a
necessidade da identificacdo das grandezas envolvidas, a taxa de variacdo entre as grandezas e

a abordagem de um experimento que envolvesse fungéo linear.



30

Entdo, a partir dessa analise preliminar, reconstruimos a sequéncia didatica, mantendo
dois experimentos da primeira aplicagdo com reformulagdes em relacdo aos questionamentos
propostos, visando alcangar o nosso objetivo.

A seguir, apresentaremos a sequéncia didatica e também a analise a priori da

aplicagéo.

3.1 APRESENTACAO DA SEQUENCIA

Os experimentos escolhidos para fazer parte dessa sequéncia didatica foram: um
experimento envolvendo a geometria através do célculo do perimetro de retangulos e dois
experimentos envolvendo conceitos da fisica, tais como volume, densidade e forca.

A organizacdo da sequéncia elaborada leva em consideracdo dois momentos, 0
primeiro no ambiente 1apis e papel e o segundo no ambiente computacional, conforme ilustra

a figura 3.1.

Figura 3.1: Organizacdo da sequéncia

ATIVIDADES
EXPERIMENTAIS

Perimetrode Nivel de dgua Sistema
retangulos no copo Massa-mola

| Procedimento |

[ Questionamento ]

Fonte: Producéo do préprio autor

No primeiro momento, no ambiente lapis e papel, os alunos, em grupo, desenvolverdo
cada um dos experimentos de acordo com o procedimento fornecido. Apds a realizacao

destes, 0s estudantes responderdo algumas questdes relacionadas com o experimento.
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No ambiente computacional, serd utilizado o software GeoGebra para desenvolver as
atividades que serdo indicadas aos alunos. Os alunos, nos mesmos grupos do primeiro
momento, utilizardo para essa atividade os dados obtidos em cada um dos experimentos
realizados. Nesta etapa, também serdo feitos alguns questionamentos referente a atividade.

Em cada experimento deseja-se que os alunos possam:

o Identificar as grandezas envolvidas em cada experimento;

. Identificar a curva que melhor ajuste os pontos obtidos no experimento;
o Obter a razdo entre a variacao das grandezas envolvidas no experimento;
o Estabelecer a relacdo algébrica entre as variaveis.

Em todos os experimentos, também é proposto aos alunos, que ap6s o procedimento
realizado e os dados organizados nas tabelas, representar esses dados graficamente no papel

milimetrado. Entéo, a partir dessas informacdes responderem 0s questionamentos.

3.1.1 Ambiente Lapis e Papel

Nesta secdo, vamos apresentar cada um dos experimentos, seguidos de uma figura
ilustrativa, 0s materiais necessarios e procedimentos para a sua realizagdo e o0s
questionamentos propostos.
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3.1.1.1 Primeiro Experimento - Perimetro de um Retangulo

O primeiro experimento é relacionado com o perimetro de retangulos. Neste
experimento, sdo considerados diferentes retangulos que possuem o mesmo perimetro. Assim,
mantendo o perimetro fixo, um dos lados do retdngulo dependerd do outro, ou seja, um dos
lados sera a variavel independente e o outro lado a variavel dependente. Os materiais
necessarios para este experimento sao: papel quadriculado, papel milimetrado e régua. A

figura 3.2 mostra o material fornecido para a realizacdo deste experimento:

Figura 3.2: Primeiro experimento

~

Fonte:

Producéo do préprio autor
Procedimento: Cisstionarmento:
« Construa, com as folhas de papel a) Identifique as grandezasz envolvidasno
quadriculade, diferentss retangulos com eXpermento.
perimetro de 12 cm; by Os pontos obtidos na tabela 1.1 estio
*  Anote na tabela 1.1 os valores dos lados alinhados? Existe uma “curva’™ que
dos retangulos construidos; melhor descreve o comportamento dos
Tabela 1.1:Lados de retangulos de perimetro 12 cm dados obtidosno expenmento?
Lado l | Lade 2 c)  Os pontos obtidos na tabela 1.7 estio

alinhados? Existe wrma “rurva’™ que
melhor descreve o comportamento dos
dadosz obtidosno expenmenta?

dy E possivel estabelecerwmarelagio entre
as grandezas envolvidazno experimento?
Justifique.

g} Cualarazioentreavanacio das

grandezas envolvidas no expermento

11.7

Chial a razdoentre a varacido das

grandezas envolvidasno expermento

127

g) O gue vocé observano comportarmento
dos dois experimentosz (1.1 & 1.2)7 Existe
wna relagdo entre eles? Justifique.

* Agora, repita os procedimentos acima
utilizande  diferentes  retangulos  de
perimetro 20 cm; )

Tabela 1.2:lados de retangulos de perimetro 20 cm
Ladol | Lado 2
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3.1.1.2 Segundo Experimento — Nivel de agua no copo

Neste experimento o nivel de 4gua no copo € dado em funcdo do nimero de bolinhas
de gude que se coloca dentro do copo, conforme na Figura 3.3. Assim, considera-se 0 numero
de bolinhas como a variavel independente e o nivel da 4gua como varidvel dependente. Os
materiais necessarios para este experimento sdo: bolinhas de gude, copo com marcacéo, papel

milimetrado e régua.

Figura3.3: Segundo Experimento

Fonte: Producdo do préprio autor

Procedimento: Questionamento

e Coloque agua no do copo até atingir uma a) ldentifique as grandezas envolvidas no
altura de 3 cm; experimento.

e Coloque as bolinhas de gude no copo com b) O conjunto de pontos representados
4gua (4 bolinhas de cada vez) e anote na graficamente tem um padrdao de
Tabela 2.1 o nivel que esta a 4gua; comportamento conhecido? Qual?

c) A medida que acrescentamos as bolinhas,
Tabela 2.1: nivel da 4gua no copo 0 que acontece com a altura da agua no
NUmero de Nivel da 4gua copo? E possivel estabelecer uma relagdo
bolinhas no copo entre as grandezas envolvidas no
0 3cm experimento? Justifique.
d) Qual o nimero maximo de “bolinhas” que
4 devem ser colocadas no copo para que a
agua ndo transborde?
8 e) Qual altura minima que o copo utilizado
neste experimento deveria ter para
12 comportar um experimento com 100
16 “bolinhas™?
f) Qual é a razdo entre a variacdo das

grandezas envolvidas? E o que essa razéo
representa no experimento?

g) Existe uma “curva” que melhor descreve o
comportamento dos pontos obtidos neste
experimento? Justifique.
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3.1.1.3 Terceiro Experimento — Sistema massa-mola

Neste experimento a deformacao da mola é dada em funcéo do nimero de bolinhas de
gude que estad dentro do pote, conforme a Figura 3.4. Assim, considera-se 0 ndmero de
bolinhas como a variavel independente e a deformagdo da mola como varidvel dependente. Os
materiais utilizados para este experimento s&o: bolinhas de gude, haste e base, mola, pote,

papel milimetrado e régua.

Figura 3.4: Terceiro experimento

Fonte: Producédo do préprio autor

Procedimento: Questionamentos:

e Coloque no pote de iogurte uma bolinha de a) Quais as grandezas envolvidas no
gude de cada vez; experimento?

e Anote natabela 3.1 o nivel da mola em b) O conjunto de pontos representados
relagdo ao ponto inicial a cada bolinha graficamente tem um padrdo de
colocada no pote; comportamento conhecido? Qual?

¢) A medida que acrescentamos as
Tabela 3.1: Nivel da mola bolinhas, o que acontece com a
Numero de Deformacéo da deformagio da mola? E possivel
bolinhas no mola estabelecer uma relacdo entre as
potinho grandezas envolvidas no

0 0 experimento? Justifique.

d) Qual é a razdo entre a variagcdo das
grandezas envolvidas? E 0 que essa
razéo representa no experimento?

e) O que acontece com a deformacdo da
mola quando duplicamos o nimero de
bolinhas? E quando triplicamos?

f) Existe uma “curva” que melhor
descreve o comportamento dos pontos
obtidos neste experimento? Justifique.

g B W N -
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3.1.2 Ambiente Computacional

Para o trabalho no ambiente computacional, primeiramente é fornecido uma lista de
comandos basicos do software GeoGebra (Apéndice A) que sdo utilizados nas atividades
desenvolvidas. No ambiente computacional cada experimento é trabalhado separadamente.
Deste modo, a organizacdo proposta na Figura 3.1 é também considerada neste momento.

O procedimento proposto € simples e igual para todos os experimentos. A ideia é que
os dados das tabelas obtidas sejam plotados no software. Entdo a partir dessas informacGes

séo realizados os questionamentos.

3.1.2.1 Primeiro Experimento

Figura 3.5: Ambiente Computacional |

Font: Producéo o préprio autor

Questionamento

Quadro 3-1: Questionamento 1

Os pontos obtidos no experimento 1.1 e 1.2 estdo alinhados?

Una os pontos do experimento 1.1 por segmentos de reta;

Una os pontos do experimento 1.2 por segmentos de reta;

Verifique graficamente a razdo entre a varia¢do das grandezas em cada Experimento;

O que acontece com a razdo entre a variacdo das grandezas em cada segmento de reta definida pelos

dados dos experimentos 1.1 e 1.2?

Plote uma “curva” que melhor descreve 0 comportamento dos dados obtidos no experimento 1.1. Quais

as conjecturas que podemos fazer sobre esta forma de representacdo? Repita o procedimento para 0s

dados do experimento 1.2.

g. Compare as lei de formacdo dada pelo GeoGebra com a lei da formacdo obtida no experimento 1.1. O
que representa a grandeza x e a grandeza y na funcdo dada pelo GeoGebra? Quais sdo os valores que a
grandeza x pode assumir? Quais os valores que a grandeza y pode assumir? O que representa a
constante na funcdo dada pelo GeoGebra? Refaga a analise para os dados do experimento 1.2.

h. O que é possivel inferir sobre os graficos obtidos nos experimentos 1.1 e 1.2?

a0 o

=h
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3.1.2.2 Segundo Experimento

Figura 3.6: Ambiente Computacional Il

- e

Fonte: Producéo do prdprio autor

Questionamento

Quadro 3-2: Questionamento 2

oo

Os pontos obtidos no experimento estdo alinhados?

Verifique graficamente a razdo entre a variagdo das grandezas em cada "segmento de reta";

O que acontece com a razdo entre a variacdo das grandezas em cada "segmento de reta” definido pelos
dados do experimento?

Plote uma “curva” que melhor descreve 0 comportamento dos dados obtidos no experimento. Quais as
conjecturas que podemos fazer sobre esta forma de representacdo?

Compare a lei de formacdo dada pelo GeoGebra com a lei da formagéo obtida no experimento. O que
representa a grandeza x e a grandeza y na funcdo dada pelo Geogebra? Quais sdo os valores que a
grandeza x pode assumir? Quais os valores que a grandeza y pode assumir? O que representa a
constante na funcdo dada pelo Geogebra?
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3.1.2.3 Terceiro Experimento

_Figura 3.7: Ambiente Computacional 11

Fonte: Produgdo do proprio autor

Questionamento

Quadro 3-3: Questionamento 3

Os pontos obtidos no experimento estdo alinhados?

Verifique graficamente a razdo entre a variagdo das grandezas em cada segmento;

c. O que acontece com a razdo entre a variacdo das grandezas em cada segmento de reta definido pelo
experimento?

d. Plote uma “curva” que melhor descreve o comportamento dos dados obtidos no experimento.

e. Compare a lei de formacdo dada pelo GeoGebra com a lei da formacdo obtida no experimento. O que

representa a grandeza x e a grandeza y na funcdo dada pelo GeoGebra? Quais sdo os valores que a

grandeza x pode assumir? Quais os valores que a grandeza y pode assumir? Qual o valor da constante

na funcdo dada pelo GeoGebra? O que isto significa?

oe

3.2 ANALISE A PRIORI

A andlise a priori da experimentacdo foi realizada considerando o fato de que os
alunos ainda ndo tinham formalizado, até o0 momento na graduacdo, o conceito de funcéo,
bem como o fato que esta atividade ira ser aplicada antes de o professor abordar tal conceito.

Apresentaremos na sequéncia uma analise a priori, tanto dos procedimentos técnicos
quanto didaticos da atividade proposta. Focaremos a nossa analise a priori, no ambiente lapis
e papel. A etapa no ambiente computacional serd descrita apenas na institucionalizacdo da

atividade.
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3.2.1 Anélise a Priori dos Procedimentos Técnicos para a Realizacdo dos Experimentos

Na primeira etapa da realizacdo dos experimentos, em termos técnicos, possivelmente
os alunos ndo devem apresentar muitas ddvidas, visto que os procedimentos trazem as
informacdes necessarias para a realizacdo de cada experimento.

No experimento 1, perimetro dos retadngulos, é provavel que os alunos somente
utilizem os ndmeros naturais para representar a medida dos lados dos retangulos. Nos
experimentos 2 e 3, nivel de agua e sistema massa-mola, respectivamente, podem ocorrer
erros de medidas no momento de realizar os experimentos, esses erros podem estar associados
tanto no que diz respeito ao material utilizado para a medi¢ao quanto um erro do observador.
Fatores como a inexperiéncia dos alunos com atividades praticas, bem como as mesas e
cadeiras ndo serem adequadas para atividades experimentais, podem influenciar para os erros
na medicdo, mesmo sendo previstas explicacbes, no inicio da atividade, de alguns
procedimentos técnicos de realizacdo do experimento que possam minimizar o erro na coleta
dos dados obtidos em cada etapa do experimento.

Na segunda etapa, quando os alunos tiverem que representar graficamente os dados
obtidos nas tabelas, a dificuldade que os alunos podem apresentar possivelmente estard
relacionada a utilizacdo do papel milimetrado para construir os gréficos, supondo que 0s
alunos ndo utilizam frequentemente este em atividades didaticas.

Quanto a parte desenvolvida no ambiente computacional alguns alunos poderdo ter
algumas dificuldades relativas a alguns comandos especificos, como por exemplo, encontrar
por meio da regressdo linear a curva que melhor ajusta os pontos, haja vista que para muitos

talvez seja o primeiro contato com o software GeoGebra.
3.2.2 Andlise a Priori do Primeiro Experimento - Perimetro do Retangulo
Apoés a realizagdo do procedimento e considerando cada item do questionamento

proposto (Quadro 3.4), acreditamos que os alunos utilizem as seguintes estratégias de

resolucdo:
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Quadro 3-4: Questionamento do primeiro experimento

a) Identifique as grandezas envolvidas no experimento.

b) Os pontos obtidos na tabela 1.1 estdo alinhados? Existe uma “curva” que melhor
descreve o0 comportamento dos dados obtidos no experimento?

c) Os pontos obtidos na tabela 1.2 estdo alinhados? Existe uma “curva” que melhor
descreve o comportamento dos dados obtidos no experimento?

d) E possivel estabelecer uma relacio entre as grandezas envolvidas no experimento?
Justifique.

e) Qual arazdo entre a variacdo das grandezas envolvidas no experimento 1.1.?

f) Qual a razdo entre a variacdo das grandezas envolvidas no experimento 1.2, ?

g) O que vocé observa no comportamento dos dois experimentos (1.1 e 1.2)? Existe uma
relacdo entre eles? Justifique.

a) Grandezas envolvidas:

Acreditamos que os alunos ndo terdo davidas em expressar as grandezas envolvidas
neste experimento, visto que na tabela fornecida ja foram colocados Lado 1 e Lado 2 e isso
influenciara os alunos na resposta.

b) ec) Pontos alinhados:

Os alunos poderao verificar se 0s pontos estdo alinhados intuitivamente, ou melhor,
analisando apenas no grafico. Como os gréficos serdo construidos no papel milimetrado essa
percepcao ficara mais facil.

Ao notarem que os pontos estdo alinhados, ficard claro que a melhor curva que
descreve o comportamento dos dados € a reta, acreditando que, os alunos consideram uma
reta sendo uma curva.

Se eles ndo conseguirem ter essa percep¢do, os alunos podem demonstrar,
matematicamente, que os pontos estdo alinhados, utilizando a teoria de que trés pontos estdo

alinhados se o determinante da matriz formada pelas coordenadas dos pontos é nulo. Ou seja,

Xa Ya 1
xg Y 1[=0
Xe Yo 1

d) Relacéo entre as grandezas:

i. Raciocinio ldgico:

Os alunos podem pensar que a medida que aumentamos o comprimento de um lado o
outro diminui proporcionalmente. Assim, existe uma relacdo de proporgéo entre as grandezas.

ii. Relacdo com a férmula do calculo do perimetro:

Os alunos podem encontrar uma relacdo para as grandezas utilizando a férmula do
calculo do perimetro, da seguinte maneira:

P =21, + 21, ;sendo [, e l,, lado 1 e lado 2, respectivamente.
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Como temos o perimetro fixo e igual 20, podemos substitui-lo na féormula, entéo
teremos, 20 = 21; + 21,, dividindo por 2 e isolando [, obtemos, [, = 10 — [,.

e) ef)Razdo entre a variagdo das grandezas:

Os alunos provavelmente terdo dificuldade em identificar a razéo entre a variacao das
grandezas, visto que, é possivel que eles ndo tenham o conceito de razdo formalizado.

Para os alunos que n&o conseguirem identificar as grandezas envolvidas no
experimento (item a), é provavel que ndo respondam este item.

9) Relacdo entre os experimentos

Os alunos podem observar no plano cartesiano essa relacao, verificando que as retas
possuem a mesma inclinacdo e entdo, tirarem as suas conclusdes. Esta observacdo pode ser
vista pelo ponto de vista geométrico ou pelo ponto de vista analitico (razdo entre as variacGes
das grandezas).

3.2.3 Andlise a Priori do Segundo Experimento — Nivel de agua no copo

Ap6s o procedimento referente a este experimento realizado, as possiveis estratégias

de resolucdo dos alunos, considerando cada item do Quadro 3.5, sdo:

Quadro 3-5: Questionamento do segundo experimento

a) ldentifique as grandezas envolvidas no experimento.

b) O conjunto de pontos representados graficamente tem um padrdo de
comportamento conhecido? Qual?

¢) A medida que acrescentamos as bolinhas, 0 que acontece com a altura da agua no
copo? E possivel estabelecer uma relagdo entre as grandezas envolvidas no
experimento? Justifique.

d) Qual o numero maximo de “bolinhas” que devem ser colocadas no copo para que
a dgua ndo transborde?

e) Qual altura minima que o copo utilizado neste experimento deveria ter para
comportar um experimento com 100 “bolinhas”?

f) Qual é a razdo entre a variacdo das grandezas envolvidas? E o que essa razéo
representa no experimento?

g) Existe uma “curva” que melhor descreve o comportamento dos pontos obtidos
neste experimento? Justifique.

a) Grandezas envolvidas:

Os alunos possivelmente, do mesmo modo que no primeiro experimento, nao
apresentardo davidas neste item, visto que na tabela fornecida para ser preenchida, esta
explicitado “ntimeros de bolinhas” e “nivel de agua”.

b) Padrdo de comportamento:
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A resposta desse item vai variar de grupo para grupo, isto porque cada grupo ird
encontrar valores diferentes para o nivel de agua no copo, visto que, receberdo bolinhas
diferentes e também deve ser considerado o erro na hora de verificar o nivel de agua no copo.

Entdo, alguns grupos podem apresentar na representacdo grafica todos os pontos
alinhados e para afirmar isso, utilizardo os mesmos métodos do primeiro experimento. Outros
grupos podem apresentar um, dois, ou mais pontos fora do alinhamento, assim, eles podem
alegar que aqueles pontos ndo seguem nenhum comportamento.

C) Relacéo entre as grandezas:

E evidente que os alunos responderdo que & medida que colocamos as bolinhas no
copo o nivel de 4gua aumenta.

Quanto a relacéo entre as grandezas eles podem estabelecer por duas maneiras:

i Raciocinio ldgico:

Os alunos podem escrever que a cada vez que acrescentamos as bolinhas no copo, o
nivel de &gua sobe 0,4cm.

ii. Lei de formacéo da funcéo:

Os alunos podem apresentar a relacdo entre as grandezas através da funcdo que
descreve o experimento, como eles ttm os pontos na tabela, podem encontrar a forma
algébrica da funcéo. Se a funcdo é da forma y = ax + b, substituindo os valores da tabela,
teremos o seguinte sistema:

{4a +b =34
8a+b =38
Resolvendo o sistema, encontraremos, a = 0,1 e b = 3,logo a relacdo entre as

grandezas é dada por y = 0,1x + 3.

d) Numero de bolinhas maximo

Vamos analisar este item, levando em consideracdo que a altura do copo é de 7 cm.

i. Raciocinio légico:

Para os alunos que responderam o item anterior utilizando somente o raciocinio, eles
podem usar a ldgica para resolver esse item também. Se eles pensaram que com 4 bolinhas no
copo, o nivel de agua sobe 0,4cm, e eles querem encontrar qual o nimero de bolinhas para o
nivel de 4gua estar em 7cm, lembrando que o nivel de agua inicial é de 3,0cm, entéo:

4 - 04
x - 4,0
04x =16 > x =40
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ii. Lei de formacéo da funcao:

Para os alunos que encontrar a equagdo no item anterior, eles somente precisam
substituir o valor do nivel de 4gua e encontrar o numero de bolinhas, ou seja,

y=01x+3
7=01x4+3 - x =40

e) Altura minima:

Da mesma forma que o item anterior os alunos podem resolver, utilizando as duas
maneiras:

i. Raciocinio légico:

Analogamente ao item anterior, os alunos podem pensar:

4 - 04
100 - x
4x =40 - x =10

Mas, aqui, eles ainda devem lembrar-se de considerar o nivel de agua inicial que é 3
cm, logo, o copo devera ter altura de 13cm.

ii. Lei de formacéo da funcao:

Analogamente,

y=01x+3
y=201%100+3 - 13cm

f) Razdo entre as grandezas

Do mesmo modo que no primeiro experimento, os alunos provavelmente terdo
dificuldade em identificar a razdo entre a variagdo das grandezas, pelos mesmos motivos ja
apresentados.

9) Curva que melhor descreve o experimento:

Esta questdo esta diretamente ligada ao item b deste experimento. Se os alunos
encontraram que os pontos estdo alinhados, certamente, descreverdo gque a reta € a curva que
melhor descreve este experimento.

Ja 0s grupos que apresentarem pontos fora do comportamento, poderdo apresentar

duvidas para responder essa pergunta, visto que, eles ndo conhecem ainda o ajuste de curva.

3.2.4 Andlise a Priori do Terceiro Experimento — Sistema massa-mola
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Ap0s o procedimento referente a este experimento realizado, as possiveis estratégias
de resolucéo dos alunos, considerando cada item do Quadro 3.6, séo:

Quadro 3-6: Questionamento do terceiro experimento

a) Quais as grandezas envolvidas no experimento?

b) O conjunto de pontos representados graficamente tem um padrdo de comportamento
conhecido? Qual?

¢) A medida que acrescentamos as bolinhas, o que acontece com a deformagcéo da mola?

d) E possivel estabelecer uma relagdo entre as grandezas envolvidas no experimento?
Justifique.

e) Qual é a razdo entre a variacdo das grandezas envolvidas? E 0 que essa razdo
representa no experimento?

f) O que acontece com a deformacdo da mola quando duplicamos o numero de
bolinhas? E quando triplicamos?

g) Existe uma “curva” que melhor descreve o comportamento dos pontos obtidos neste
experimento? Justifique.

a) Grandezas envolvidas:
Para este item, valem as mesmas consideracgdes ja descritas anteriormente.
b) Padrdo de comportamento:
Para este item novamente temos as mesmas consideragdes feitas para o experimento
anterior, o que difere aqui é que os alunos vao encontrar a medida da deformacédo da mola.
C) Relacdo entre as grandezas:
E evidente que os alunos responderdo que a medida que colocamos as bolinhas no pote
a deformacdo da mola aumenta.
Quanto, a relacdo entre as grandezas eles podem estabelecer por duas maneiras:
i. Raciocinio ldgico:
Os alunos podem escrever que a cada vez que acrescentamos as bolinhas no copo, a
deformacéo da mola aumenta 0,5. Assim, podem concluir:
1 -05
2 ->10
3> 1,5

x — 0,5x
ii. Lei de formacéo da funcao:
Os alunos podem apresentar a relagdo entre as grandezas através da fungdo que

descreve o experimento, como eles tém os pontos na tabela, podem encontrar a forma



44

algébrica da funcéo. Se a funcdo é da forma y = ax + b, substituindo os valores da tabela,
teremos o seguinte sistema:

{a+b=2,5
2a+b =50

Resolvendo o sistema, encontraremos, a = 2,5 e b = 0,logo a relagcdo entre as
grandezas é dada por y = 0,5.

d) Razdo entre as grandezas:

Para este item, vale as mesmas considerages j& descritas anteriormente.

e) Aumentando as bolinhas:

Para responder este item, os alunos devem utilizar os resultados encontrados no item c,
entdo concluirdo facilmente, que se duplicarmos os nimeros de bolinhas irdo duplicar o valor
da deformacdo da mola. Se triplicarmos o ndmero de bolinhas irdo triplicar o valor da
deformacéo da mola.

f) Curva que melhor descreve:

Esta questdo esta diretamente ligada ao item b deste experimento. Se os alunos
encontraram que 0s pontos estdo alinhados, certamente, descreverdo que a reta € a curva que
melhor descreve este experimento.

J& 0s grupos que apresentarem pontos fora do comportamento, poderdo apresentar
duvidas para responder essa pergunta, visto que, eles ndo conhecem ainda o ajuste de curva.

Na sequéncia apresentamos 0 contexto da experimentagdo realizada, bem como a

andlise dos dados obtidos desta aplicacao.
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4. ANALISE A POSTERIORI

Neste capitulo, apresentaremos o contexto da aplicacdo da sequéncia e a andlise a
posteriori dos experimentos realizados em sala de aula. Essa analise € baseada nas resolucdes
das questdes propostas aos alunos em cada experimento.

A sequéncia proposta foi aplicada numa turma de primeira fase do curso de
Licenciatura em Matematica, do Centro de Ciéncias Tecnologicas da Universidade do Estado
de Santa Catarina-UDESC-CCT. Neste curso esta presente a disciplina de Matematica Bésica
que aborda o nosso objeto de estudo: fungdes. A escolha também foi motivada pelo fato de
ser um curso de Licenciatura, fomentando a formacé&o inicial podemos incentivar a aplicagéo
de metodologias no ensino basico, haja vista que estes alunos serdo futuros professores.
Antes do inicio da atividade, os alunos foram esclarecidos da atividade a ser realizada e da
importancia da mesma. Também foram esclarecidos sobre a utilizacdo das atividades
realizadas por eles para a producéo deste trabalho.

Acordamos com a professora da turma que aplicariamos a sequéncia, com a presenca
da mesma, antes da professora abordar o contetdo relativo as funcdes, ou seja, utilizariamos a
sequéncia para introduzir o assunto. A experimentacdo foi acompanhada pela professora da
classe, professora participante e a autora deste trabalho e envolveu um tempo de 05 horas
aula.

Algumas condicGes foram criadas para a realizacdo desta sequéncia:

)] Organizacdo da classe:

. Os estudantes deveriam trabalhar em grupos de quatro alunos no ambiente
lapis e papel;

. Cada grupo recebeu os instrumentos e o procedimento relativo ao experimento,

deixando um tempo livre para a realizacdo de cada tarefa;

. Juntamente com o0s procedimentos necessarios para a execucdo do
experimento, foram propostos 0s questionamentos relativos a cada
experimento, sendo que uma ficha por grupo deveria ser entregue ao final da
atividade. Estes protocolos foram muito importantes para a analise a posteriori.

i) Institucionalizagé@o do objeto de estudo:

o Inicialmente os alunos desenvolveram, em grupo, a tarefa.

! Os alunos assinaram um termo de consentimento livre e esclarecido, bem como uma autorizagio de
uso de imagem.
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o Ap0s, ocorreu uma discussdo da atividade no laboratério de informatica,

mediada pela professora participante do projeto.

o A professora da turma institucionalizou o objeto de estudo com os alunos na

aula seguinte.

Participaram da aplicagéo da sequéncia sete grupos de quatro alunos cada, sendo aqui
denominados por grupo A, grupo B, grupo C, grupo D, grupo E, grupo F e grupo G.
Infelizmente, no momento da aplicacdo da sequéncia nao foi possivel acompanhar as
discuss@es de todos 0s grupos em todos 0s momentos.

Por isso, para esta analise vamos nos deter principalmente nas resoluc@es registradas
no papel, considerando as tentativas e estratégias de resolugdo. Porém, nos aspectos que
forem mais relevantes, vamos considerar o que foi observado durante a aplicagéo.

E importante destacar que, durante a aplicacdo, nem todos 0s grupos estavam
simultaneamente realizando o0 mesmo experimento, em funcdo da limitacdo da quantidade de
instrumentacdo técnica para a realizacdo simultanea dos experimentos.

A seguir apresentamos a analise relativa a aplicacdo desta sequéncia, tanto em termos

técnicos quanto didaticos.

4.1 ANALISE A POSTERIORI DOS PROCEDIMENTOS TECNICOS PARA A
REALIZACAO DOS EXPERIMENTOS

Durante a realizacdo dos experimentos, os grupos, em geral, ndo apresentaram
questionamentos referentes aos procedimentos propostos para a execucdo da atividade.

No experimento 1, perimetro dos retangulos, alguns grupos se guestionaram sobre a
possibilidade de se encontrar varios retangulos com 0 mesmo perimetro. Nos experimentos 2
e 3, nivel de &gua e sistema massa-mola, respectivamente, 0s grupos ndo apresentaram
problemas com a utilizacdo e manuseio dos materiais fornecidos.

Na segunda etapa, quando os alunos representaram graficamente os dados obtidos nas
tabelas, verificamos que apenas 3 grupos utilizaram o papel milimetrado corretamente,
conforme foi explicado no inicio da atividade. Nesta etapa, também verificamos que o
processo de conversdo, da representacdo dos pontos nos diferentes registros, tabular e grafico,

foi realizado naturalmente pelos grupos.
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4.2  ANALISE A POSTERIORI DO PRIMEIRO EXPERIMENTO — PERIMETRO DO
RETANGULO

A duavida apresentada pelos grupos durante a realizacdo deste experimento estava
ligada a utilizacdo dos numeros decimais. Os grupos se questionavam sobre a possibilidade
das medidas dos lados serem “nimeros quebrados”, assim por eles designados.

Apenas o0 grupo G considerou a possibilidade da permutacdo dos valores dos lados. O
grupo completou a tabela que apresentava os valores dos lados dos retangulos de 20 cm de

perimetro, conforme a figura 4.1:

Figura 4.1: Tabela do grupo G
lado | Lado 2

f

Fonte: Protocolo grupo G

Todos 0s outros seis grupos consideraram 0s numeros decimais e ndo fizeram
permutacdo entre os valores dos lados, talvez pelo fato de os alunos pensarem que 0s pares

(2,3) e (3,2) sdo equivalentes, a figura 4.2 mostra a tabela preenchida pelo grupo A:

Figura 4.2: Tabela do grupo A
Lado 1 | Lado 2
A-..r

e A

(N >
N .
NS -
i

Fonte: Protocolo grupo A
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Na segunda etapa da realizagdo do experimento, a discussao, entre os membros de
cada grupo, estava relacionada se eles deviam ou ndo unir estes pontos, a figura 4.3 mostra

um momento de discussdo de um grupo.

Figura 4.3: Realizagdo do primeiro experimento
i Q@

Apenas 0 grupo G, ndo uniu 0s pontos. Todos 0s outros grupos uniram o0s pontos por
uma reta. A figura 4.4 mostra a representacdo do grupo G e a figura 4.5 mostra a

representacdo de um grupo que uniu 0s pontos:

.

Figura 4.4: Representacao grafica do grupo G Figura 4.5: Representacdo grafica do grupo F
= TT—

ot = g

Tk

e e e e e
Fonte: Protocolo grupo G Fonte: Protocolo grupo F

Agora, da mesma maneira que apresentamos a analise a priori, vamos fazer a andlise a
posteriori de cada item do quadro 3.4 (p. 40).

a) Grandezas envolvidas:

Percebemos durante as discussdes dos grupos que a maioria dos alunos nao tinha um
entendimento sobre o que sdo grandezas, foi algo novo para os alunos, haja vista que

geralmente os professores utilizam os termos varidveis independentes e dependentes para
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apresentar uma funcdo matemaética. Analisando as resolucdes apresentadas pelos grupos,
observamos que:

o Dos 7 (sete) grupos, 4 (quatro) apresentaram como resposta, que as grandezas
envolvidas séo os lados e registraram no papel exatamente, lado 1 e lado 2, conforme

confirma a figura 4.6:

Figura 4.6: Resposta do item a - |

Identifique as grandezas envolvidas no experiment
M0 1 ¢ [40¢

Fonte: Protocolo grupo F

° O grupo F denominou, para lado 1 e lado 2, como sendo “maior e menor lado”;

. O grupo C apresentou como resposta que as grandezas envolvidas sdo “as
medidas dos lados do retangulo”;

o O grupo E, “comprimento e largura”;

o O grupo D, colocou os valores das tabelas apresentados somente na primeira
coluna, como sendo as grandezas envolvidas.

b) e c) Pontos alinhados:

Nestes itens podemos constatar, a partir das respostas dadas pelos grupos:

o Seis grupos foram bem objetivos nas suas respostas, afirmando que os pontos
estavam alinhados e que a curva que melhor descrevia o comportamento dos dados era a reta,

conforme a figura 4.7:

Figura 4.7: Resposta do itembec - |

L Os pontos obtidos na tabela 1.2 estdo alinhados? Existe uma “curva™ que me
dcs«.rue o comportamento dos dados obtidos no experimento?

kMo eslip Aimals. Sl i Le

Fonte: Protocolo grupo F

o O grupo E afirmou que os pontos estavam alinhados, mas ndo definiu uma
curva para descrever o comportamento dos dados. Pela resposta dada, percebemos que o
grupo identificou uma relacdo entre as grandezas, podemos verificar o registro do grupo E, na

figura 4.8:
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Figura 4.8: Resposta do grupo E em relag8o aos itensb e ¢

Os pontos obtidos na tabela 1.1 estdo alinhados? Existe uma “curva” que melhor
dess.re\e o comportamento dos dados obtidos no experimento?

m\ JJ)QO D&\/ PlOQLQ u 202 ﬂb)) Jorn 0 j\;)'+,l Wad V. dce
45 -L\C)(C)‘@ @\C L?”“V' I‘\iﬂ 2 D‘\’ P’L)"( ;;‘—f‘ J -\‘}"‘rvf‘ 1..‘,
;vq».o/v\\.o ST N \D\m«ﬁ&/o\ WO &JX@ L

Fonte: Protocolo grupo E

d) Relacéo entre as grandezas:

Verificamos neste item que:

o Dos 7 (sete) grupos, 3 (trés) grupos utilizaram a formula do célculo do
perimetro para encontrar a relacdo, na figura 4.9 apresentamos o registro do grupo F para este

item:

Figura 4.9: Resposta do grupo F apresentada para o item d

b [ possivel estabelecer uma relagdo entre as grandezas envolvidas no
experimento? Justifique.

D wn, N0 cela (),JCLF,L 11J £ ter o = I X+y= b 2n Sty

h ccse d- debel 22 devtuos for 2ctdy 220> xiy102y

Fonte: Protocolo grupo F

o 2 (dois) grupos apresentaram suas resolugdes utilizando o raciocinio l6gico,

conforme podemos constatar na figura 4.10:

Figura 4.10: Resposta apresentada para o item d - |

e E possivel estabelecer uma relagdo entre as grandezas envolvidas no
experimento? Justifique.
N 7 4
f,( : et e et O Lad 2L OI  Retrn

o »

J fnc(a avarer” Alatiiy | et Sty#) eudes o

/Jdb Anver {artenle /‘9”/“’“(‘/0/’9(/5

Fonte: Protocolo grupo E

o Embora alguns grupos ndo tenham expressado a relagcdo entre as grandezas
algebricamente ou mesmo por raciocinio légico, todos os grupos afirmaram que existe uma

relacdo entre as grandezas envolvidas;
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Dos grupos gque encontraram uma representacao algébrica para relacionar as

grandezas, apenas um grupo utilizou a notagéo [, e [, para representar os lados do retangulo,
0s outros dois grupos utilizaram x e y, evidenciando a questdo da notacdo classica
geralmente utilizada pelos professores;

Um grupo afirmou que existe uma relacdo com o perimetro, mas nao descreveu
qual seria a relacdo nem em termos matematicos, nem utilizando o raciocinio légico.

e) e f) Razdo entre as grandezas envolvidas no experimento:
Analisando os resultados, observamos que:

Dos 7 (sete) grupos, 4 (quatro) afirmaram que a razao € 1;

2 (dois) grupos escreveram que a razdo vale 1, mas ndo justificaram e nem
apresentaram algum célculo;

o O grupo E, apresentou um calculo para justificar sua resposta, para encontrar a
razdo, o grupo, dividiu a variacdo da medida de um lado pela variacdo da medida do outro
lado, encontrando 1 como resposta, conforme pode ser visto na figura 4.11.:

Figura 4.11: Resposta do grupo E parao iteme e f
e Qual a razdo entre a variagdo das grandezas envolvidas no experimento 1.2. 2

L 0wapo Torrdtve o 4 \oul Toho dodod |
: i /3

>
S~ 317

/<

A RS o)
’)A)c/"

L' O

N\

x 05 05/0

n

Fonte: Protocolo grupo E

O grupo A afirmou que a razdo ¢ 0,5, justificando que, “conforme um lado
aumenta o outro diminui”.

) Relacéo entre os experimentos:
Observamos que:

. 3 (trés) grupos afirmaram que ambas as retas sdo paralelas;
[ ]

O grupo B percebeu que a razdo entre as grandezas envolvidas em ambos os
experimentos € a mesma.

o O grupo E apontou que existia uma relagdo devido ao fato das medidas do
comprimento ser proporcionais a largura;

O grupo F verificou que ambos os experimentos sdo descritos por h = a + b,
conforme podemos ver na figura 4.12:
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Figura 4.12: Resposta do grupo F para o item g

e O que vocé observa no comportamento dos dois ex

% = . perimentos 9
Existe uma relagdo entre eles? Justifique. (L1 e 129

um ¢ )’ LA L b OF /

@ Ara Q! \ 4 '—,

Fonte: Protocolo grupo F

o O grupo D afirmou que existia uma relacdo, pois os dois lados aumentam 0,5

em relacdo ao outro lado.

4.3 ANALISE A POSTERIORI DO SEGUNDO EXPERIMENTO — NIVEL DE AGUA NO
COPO

Em relacdo ao segundo experimento, ndo verificamos nenhuma discussdo quanto a
dificuldade técnica para a sua realizacdo. A figura 4.13 mostra um grupo realizando o

experimento:

Figura 4.13: Realizag8o do segundo experimento

Fonte: Produc&o do préprio autor

Quanto a representacdo grafica dos dados obtidos na tabela, para este experimento, 4
(quatro) dos 7 (sete) grupos ndo uniram os pontos colocados no papel milimetrado. Destes,
apenas um estava com todos os pontos alinhados. Na figura 4.14, apresentamos trés

representacdes graficas que foram construidas de forma diferente.
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Figura 4.14: Representacdes graficas do segundo experimento

Fonte: Protocolos grupos F, Ce D

Dos grupos que uniram o0s pontos através de uma reta, dois deles tinham 0s pontos
alinhados.

Agora, da mesma maneira que apresentamos a analise a priori, vamos fazer a anélise a
posteriori de cada item do quadro 3.4 (p. 42).

a) Grandezas envolvidas:

Analisando as resolucdes apresentadas pelos grupos, observamos que:

. Dos 7 (sete) grupos, 4 (quatro) apresentaram como resposta, que as grandezas
envolvidas, sdo o niumero de bolinhas e o nivel de 4gua, conforme registro mostrado da figura
4.15:

Figura 4.15: Resposta apresentada para o item a - 11

e Identifque as grandezas envolvidas no experimento.
ONiEl Da A Gos

€ 0 NUMER.Lo DE BOLINKHAS

e -

Fonte: Protocolo grupo C

o O grupo A afirmou que as grandezas envolvidas séo o0 peso e medidas;

. O grupo E, “altura e massa”, de acordo com a figura 4.16:
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Figura 4.16: Resposta do grupo E para o item

Identifque as grandezas envolvidas no experimento.

QAMA O ! WMo

Fonte: Protocolo grupo E

o O grupo D, colocou os valores da segunda coluna da tabela como sendo as
grandezas envolvidas.

b) Padrao de comportamento

Neste item podemos constatar, a partir das respostas:

o Dos 7 (sete) grupos, 5 (cinco) concluiram que existe um padrdo de
comportamento conhecido;

. 3 (trés) grupos afirmaram que a reta é a curva que descreve 0 comportamento

dos dados, como o grupo A, conforme a figura 4.17:

Figura 4.17: Resposta do grupo A apresentada para o item b

Existe uma “curva” que melhor descreve o comportamento dos pontos obtid

neste experimento? Justifique.

W oy s, s @ ANULAES Wao pRQOLU oncLi)

Fonte: Protocolo grupo A

. 2 (dois) grupos afirmaram que é a proporcionalidade que descreve o

comportamento dos dados, como mostra a figura 4.18

Figura 4.18: Resposta do item b

O conjunto de pontos representados graficamente tem
comportamento conhecido? Qual?

7. . . Ll L
Jim. [froferas nalisb le

um padrio de

¢

Fonte: Protocolo grupo F

o O grupo C deixou a questdo em branco;

o O grupo G respondeu que ndo existe um padrdo de comportamento, mas nao
justificou sua resposta.

C) Relacéo entre as grandezas:

Verificamos neste item que:
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Todos os grupos reconheceram que a medida que se aumenta o namero de

bolinhas o nivel de &gua aumenta no copo;
3 (trés) grupos afirmaram que ndo é possivel estabelecer uma relacéo entre as

grandezas envolvidas no experimento;
O grupo G, néo justificou sua resposta a respeito da sua posi¢ao;

O grupo C, afirmou que os dados ndo obedecem a um padrdo, mas que se

supusermos através de uma média, obteriamos N = 3 + 0.075b, sendo b o numero de

bolinhas e N o nivel de agua no copo, como podemos observar na figura 4.19:

Figura 4.19: Resposta do grupo C para o item ¢

» A medida que acrescentamos as bolinhas, o que acontece com a altura da agua
no copo? E possivel estabelecer uma relagdg entre as grandezas envolvidas no

experimento? Justifique.

~ Ao? ~
PUMENTRY . NAO PoROWVE OBEDECE VM PADRAD
s ,r«}‘a..m( culo¢ a4 (o VES r)} Yo w ‘ e g ey Wi
| { K 8
-~ / / N s, ¥ -,
TV Op 2 e ',;';;» N/ " ong mtblo d Oo Liabos (6 /
N=3+q025)

Fonte: Protocolo grupo C

. O grupo D, para justificar que ndo existe relacdo entre as grandezas, constatou

que houve pontos que ficaram fora da reta, conforme mostra a figura 4.20:

Figura 4.20: Resposta do grupo D para o item ¢

o A medida que acrescentamos as bolinhas, o que acontece com a altura da 4gua
no copo? E possivel estabelecer uma relagdo entre as grandezas cn\'o[\idas:ni

experimento? Justifique.

N\ wauro. DO oQUAQ O RS -Cuimsr
)

NED ) P heuntrero perifos OGuh P oo

fova. oo sd .

o, .

Fonte: Protocolo grupo D

o 3 (trés) grupos concluiram que a relacdo existente é uma relacdo de

proporcionalidade e justificaram suas respostas através do raciocinio légico, podemos

verificar uma das respostas na figura 4.21:
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Figura 4.21: Resposta do item ¢

Fonte: Protocolo grupo A

. O grupo F encontrou uma representacdo algébrica para descrever o
experimento: h = 0,1n + 3, sendo h o nivel de agua no copo e n o nimero de bolinhas,

podemos observar a resposta apresentada pelo grupo F na figura 4.22:

Figura 4.22: Resposta do grupo F para o item ¢

« A medida que acrescentamos as bolinhas, o que acontece com a altura da agua
no copo? E possivel estabelecer uma relagéio entre as grandezas envolvidas no
experimento? Justifique.

/’al%rﬁ_ auniente. Jim. o ® <cac Wb acu, »,,,/
/K A ﬂ»{”ﬂ Ak ﬂ‘rﬂ/l— ﬂ(/l”ﬁ‘f*/( PR 945140., 65&

/&C{l;ﬂ' /o&& “ oo T /&A A?:un?f( - %
’lﬂ i Ca Co
Pes Ofn g Saitosco * 22 Bona T

Py Do.cono. Dara

Fonte: Protocolo grupo F

d) NUmero de bolinhas méximo

Analisando as resolucdes deste item, verificamos que:

. 4 (quatro) grupos, apenas apresentaram alguns valores aleat6rios, mas nao
apresentaram nem calculos nem o raciocinio para chegarem nestes valores;

. Os dois grupos que haviam encontrado uma representacdo matematica no item
anterior, a utilizaram para resolver o problema, obtendo assim um valor para 0 nimero

méaximo de bolinhas, conforme a figura 4.23:

Figura 4.23: Resposta do grupo F para o item d

Fonte: Protocolo grupo F
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. O grupo G utilizou o método da regra de trés simples para obter o resultado,
conforme a figura 4.24:

Figura 4.24: Resposta do grupo G para o item d

Fonte: Protocolo grupo G

e) Altura minima:

Neste item, constatamos que:

. 3 (trés) grupos apenas apresentaram alguns valores aleatdrios, mas nao
desenvolveram um raciocinio ou céalculo para demostrar como chegaram nestes valores;

. 2 (dois) grupos resolveram o problema utilizando regra de trés simples,

conforme a figura 4.25:

Figura 4.25: Resposta do item e por regra de trés

Fonte: Protocolo grupo G

. Os dois grupos que haviam encontrado uma relacdo matematica no item c, a
utilizaram para resolver o problema, obtendo um valor para a altura minima do copo, de

acordo com a figura 4.26:
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Figura 4.26: Resposta do grupo F para o item e

Fonte: Protocolo grupo F

f) Razdo entre as grandezas
Para este item, observamos que:
. 3 (trés) grupos afirmaram que a razao ¢ o valor da variagdo do nivel de agua no

copo, como podemos verificar na figura 4.27:

Figura 4.27: Resposta do item f

Fonte: Protocolo grupo A

. O grupo F, conclui que a razdo representa a densidade da bolinha, justificando:
“pois € uma relacdo entre a massa das bolinhas e o volume ocupado por elas no recipiente”,
no célculo desenvolvido para encontrar a razdo, o grupo, dividiu a variagdo do nimero de

bolinhas pela variacéo do nivel de 4gua no copo, como mostra a figura 4.28:

Figura 4.28: Resposta do grupo F para o item f

r —

« Qual ¢ a razdo entre a variagio das grandezas envolvidas? E o que essa razio

Wnnoexpenmemo?
Ril calleds 04 - 10
Ak ’/5’5/

ﬁ ﬁwaﬂk & dennh e o bolirta,
x £ pmA vy

A MR rIA. s bolinbas 4 o
o Existe uma “curva” que melhor descreve o comportamento dos pontos obtidos , , /% .- &

w.”mw Ocepm olo
Jg’ﬂ, ‘}0'31 ;%W"A /““15 > Py Llve per ol

) DO AL et b
W prr A cuvn, .- 1

Fonte: Protocolo grupo F
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. , 4 4 f ~ .
. O grupo G, fez o seguinte célculo: o € 550 para descobrir a razéo e afirmou

’

que as razdes ndo eram iguais, por isso as grandezas ndo eram proporcionais, Como mostra a
figura 4.29:

Figura 4.29: Resposta do grupo G para o item f

Fonte: Protocolo grupo G

. O grupo E afirmou que a razdo é % e que ela representa a variacdo entre o

numero de bolinhas e o nivel de agua, de acordo com a figura 4.30:

Figura 4.30: Resposta do grupo E para o item f

Fonte: Protocolo grupo E
) Curva que melhor descreve o experimento

Analisamos nas respostas dadas pelos grupos que:
. 5 (cinco) grupos concluiram que a curva que melhor descreve o experimento é

uma reta, conforme vemos na figura 4.31 a resposta apresentada pelo grupo A:

Figura 4.31: Resposta do grupo A para o item g

Fonte: Protocolo grupo A

. O grupo C afirmou que pode ser uma reta, desde que exista um padréo,

conforme a figura 4.32:
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Figura 4.32: Resposta do grupo C para o item g

Fonte: Protocolo grupo C

. O grupo G afirmou que ¢ a reta, mas verificou que ela ndo passa por todos 0s
pontos, conforme figura 4.33:

Figura 4.33: Resposta do grupo G para o item g

Fonte: Protocolo grupo G

. O grupo F, afirmou que existe uma curva que descreve o experimento, mas ndo
disse qual &, justificou que “toda fun¢do ¢ mais bem representada por uma curva”;

. O grupo E disse que existe uma curva, porque se tem preciséo.

4.4 ANALISE A POSTERIORI DO TERCEIRO EXPERIMENTO — SISTEMA MASSA-
MOLA

No terceiro experimento também ndo verificamos discussdo entre os membros dos
grupos em relagdo ao procedimento do experimento. A figura 4.34 mostra um grupo

realizando o experimento:
dot

Figura 4.34: Realizacdo

W

erceiro experimento
-

Fonte: Producéo do préprio autor
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Em relagdo a representacdo grafica dos dados obtidos na tabela, para este experimento
5 (cinco) dos 7 (sete) grupos ndo uniram os pontos colocados no papel milimetrado. Destes,
nenhum estava com todos os pontos alinhados.

Dos grupos que uniram 0s pontos atraves de uma reta, apenas um deles tinha os pontos
alinhados.

Nas figuras 4.35 e 4.36 podemos observar duas representacdes gréficas para o

experimento, uma com o pontos todos alinhadas e outro néo.

Figura 4.35: Representacdo gréfica | Figura 4.35: Representacdo grafica |l

0" ' 4 L o ¢ $

Fonte: Protocolo grupo B Fonte: Protocolo grupo D
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Agora, da mesma maneira que apresentamos a analise a priori, vamos fazer a anélise a
posteriori de cada item do quadro 3.6 (p.45).

a) Grandezas envolvidas:

Analisando as resolucgdes apresentadas pelos grupos, observamos que:

. Dos 7 (sete) grupos, 4 (quatro) apresentaram como resposta, que as grandezas
envolvidas, sdo o nimero de bolinhas e a deformacdo da mola, conforme podemos ver na
figura 4.37:

Figura 4.36: Resposta do item a - 11l

Fonte: Protocolo grupo C

) O grupo A apresentou como resposta que as grandezas envolvidas sdo o peso e
medidas;

. O grupo E, “massa e deformagao da mola”;

. O grupo D, colocou os valores da segunda coluna da tabela, como sendo as

grandezas envolvidas.

b) Padrdo de comportamento:

Neste item podemos constatar, a partir das respostas:

. O grupo G afirmou que ndo existe um comportamento conhecido, porque a
massa das bolinhas é diferente, logo ndo se tem como encontrar uma relagdo, conforme

comprova a figura 4.38:

Figura 4.37: Resposta do grupo G para o item b

Fonte: Protocolo grupo G
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. O grupo C comentou que “s6 € possivel afirmar que cada vez que o numero de
bolinhas aumenta a deformacdo da mola também aumenta, mas ndo ha um padrao, porque o
peso das bolinhas ¢ diferente”, ainda acrescentou que os pontos no grafico nao sao colineares;

. 5 (cinco) grupos concluiram que existe um padrdo conhecido e este padrdo é
descrito por uma reta;

. O grupo E afirmou que néo existe uma proporcao para a deformacédo da mola, a

figura 4.39 mostra a resposta dada pelo grupo na integra:

Figura 4.38: Resposta do grupo E para o item b

Fonte: Protocolo grupo E

C) Relacéo entre as grandezas:
Verificamos neste item que:
. 3 (trés) grupos afirmaram que ndo € possivel estabelecer uma relagdo entre as

grandezas, porque o peso das bolinhas ndo é mesmo, conforme mostra a figura 4.40:

Figura 4.39: Resposta para o item ¢ - |

Fonte: Protocolo grupo G

. 3 (trés) grupos concluiram que é possivel encontrar uma relagdo entre as

grandezas e descreveram essa relagdo somente em palavras, conforme a figura 4.41:

Figura 4.40: Resposta para o item ¢ - 11

Fonte: Protocolo grupo D
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. O grupo F encontrou a representacdo algébrica que descreve o experimento,

usando a seguinte notacdo: f(n) = 3,5n, conforme a figura 4.42:

Figura 4.41: Resposta do grupo F para o item ¢

Fonte: Protocolo grupo F

d) Razéo entre as grandezas:

Analisando as resolugdes deste item, verificamos que:

. 4 (quatro) grupos, afirmaram como nos experimentos anteriores que a razao € a
variacdo das grandezas,

) O grupo F, encontrou a razdo entre as grandezas e afirmou que ela representa o

peso das bolinhas, conforme figura 4.43:

Figura 4.42: Resposta do grupo F para o item d

Fonte: Protocolo grupo F

7

. O grupo G afirmou que a razdo varia, ou seja, ndo é igual em todos 0s
intervalos, e concluiu que ndo existe proporcdo entre as grandezas, conforme podemos

verificar na figura 4.44:

Figura 4.43: Resposta do grupo G para o item d

Fonte: Protocolo grupo G

e) Aumentando as bolinhas:



65

Neste item, constatamos que:

. 4 (quatro) grupos concluiram que quando duplicamos ou triplicamos o nimeros
de bolinhas 0 mesmo acontece com a deformagéo da mola;

. O grupo F além de descrever o que acontecia com o nivel da mola quando
duplicavamos ou triplichvamos as bolinhas, apresentou o seguinte célculo:

f(n) =35x1=35

Quando duplicamos: f(n) =3,5%x2 =17,0

Quando triplicamos: f(n) = 3,5 x 3 = 10,5, conforme podemos verificar na figura
4.45:

Figura 4.44: Resposta do grupo F para o item e

Fonte: Protocolo grupo F

. 2 (dois) grupos descreveram que “quase” duplica ou triplica, porque deve-se

levar em consideracdo o peso das bolinhas, conforme a figura 4.46:

Figura 4.45: Resposta para o item e

Fonte: Protocolo grupo C

. O grupo G disse que ndo duplica ou triplica, mas sim que a deformag&o é maior

que o dobro ou o triplo, de acordo com a figura 4.47:

Figura 4.46: Resposta do grupo G para o item e

Fonte: Protocolo grupo G
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f) Curva que melhor descreve:

Para este item, observamos que:

o 3 (trés ) grupos concluiram que uma reta é a curva que melhor descreve o
experimento, conforme a figura 4.48:

Figura 4.47: Resposta para o item f

Fonte: Protocolo grupo F

o O grupo C afirmou que a curva é semelhante a uma reta;
o O grupo B, alegou que “Se o peso das bolinhas for diferente, existirdo outras

curvas para descrever o experimento.”, conforme o extrato da figura 4.49:

Figura 4.48: Resposta do grupo B para o item f

Fonte: Protocolo grupo B

. O grupo F, como no segundo experimento afirmou que “toda fungdo ¢ mais

bem representada por uma curva”.

45 ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE OS RESULTADOS DA APLICACAO DA
SEQUENCIA

Atraves da andlise dos resultados da aplicagdo da sequéncia didatica podemos
confrontar 0 que esperavamos, descrito na analise a priori e o que realmente aconteceu no
momento da experimentacéo.

Com os resultados, podemos perceber a facilidade que os grupos apresentaram no
processo de conversdo do registro de representacdo em tabelas para grafica. A representacao
grafica pode ser considerada a melhor forma de representacdo no sentido de analisar o
comportamento dos dados, haja vista que o gréafico fornece uma representacdo visual muito
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forte. J& na representacdo em tabelas o comportamento dos dados fica menos evidente e
muitas vezes confuso, desta forma percebemos a importancia do processo de converséo feito
pelos alunos na primeira etapa.

O processo de conversdo para a representacdo algébrica ndo se deu facilmente, visto
que apenas alguns grupos descreveram a relacdo entre as grandezas utilizando esta
representacdo. O que é um ponto bastante fragil, tendo em vista a importancia da
representacdo algébrica. E ela quem modela matematicamente o experimento, fornecendo
uma funcdo que descreve e generaliza determinado experimento. A partir desta funcédo
podemos fazer algumas suposicdes para descobrir outros pontos do experimento, tais como
foi sugerido, encontrar a altura minima do copo para comportar um determinado nimero de
bolinhas e 0 nimero maximo de bolinhas para que a agua ndo transborde.

Muitos grupos apresentaram a representacdo grafica cujos pontos ndo estavam
alinhados, assim apresentando maior dificuldade para tentar estabelecer a representacao
algébrica, haja vista que uma funcdo afim ndo "passaria” por todos 0s pontos obtidos no
experimento. O fato dos pontos ndo estarem alinhados € devido aos erros cometidos no
momento da realizacdo do experimento, que jd eram previstos. Estes erros que estdo
relacionados tanto ao material utilizado quanto pela pouca habilidade do observador.

Nenhum grupo, quando questionado sobre se 0s pontos estavam ou nao alinhandos, no
primeiro experimento apresentou essa resposta verificando se os pontos estavam alinhados
através do célculo do determinante dos pontos, que é uma maneira abordada no Ensino
Médio.

Em relacdo a utilizacdo do papel milimetrado notamos que poucos grupos souberam
utilizad-lo de maneira correta, o que ja era esperado, mesmo tendo explicado no inicio da
atividade a melhor maneira para utiliza-lo. Os alunos, em geral, ndo utilizam este material em
suas atividades. Geralmente, nas aulas de matematica os graficos construidos sdo apenas
esbogos, assim a escala ndo € levada em consideracédo rigidamente.

Neste sentido, também verificamos a tendéncia que os alunos tém em representar as
equacdes utilizando as variaveis x e y. Visto que, € uma notagdo muito familiar no contexto
académico, sendo utilizada pela maioria dos professores.

Percebemos uma grande dificuldade para os alunos descreverem as grandezas
envolvidas nos experimentos. Durante a experimentacdo este item gerou bastante discusséo
entre 0s membros dos grupos, que se questionavam sobre a definicdo de grandeza. Na andlise

a priori, supomos que os alunos nédo iriam apresentar dificuldade em responder este item. Esta
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€ uma observacao bastante interessante, haja vista que para entender o conceito de funcéo é de
suma importancia que o aluno identifique as grandezas envolvidas. Provavelmente, a ideia de
grandeza ndo é abordada por muitos professores no momento de introduzir o conceito de
funcdo e este pode ser um dos fatores que contribuem para que o aluno nao consiga resolver
um determinado problema.

Neste sentido, os alunos também tiveram muita dificuldade de estabelecer a razdo
entre a variacdo das grandezas, confere haviamos suposto na analise a priori. Os alunos nédo
tinham formalizado os conceitos de razdo e de variacdo. Esses conceitos, muitas vezes,
passam despercebidos pelos professores ao trabalharem com as funcdes, porém sdo de
fundamental importancia para construir o conceito da mesma.

Na realizacdo do experimento dos perimetros, 0s grupos ndo utilizaram somente 0s
nlmeros naturais para representar os lados dos retangulos, mesmo sendo induzidos, levando
em consideracdo que fornecemos para eles o papel quadriculado para construirem o0s
diferentes retangulos, evidenciando uma naturalidade em se trabalhar com medidas decimais.

Durante a aplicacdo da sequéncia, percebemos que os alunos apresentaram
empolgacdo para realizacdo dos experimentos, mostrando-se interessados, também nas
discussdes. Esse fato nos evidencia o quanto é importante o desenvolvimento dessas

atividades, também no sentido de motivar os alunos para aprendizagem.

4.6 INSTITUCIONALIZACAO MEDIADA PELA TECNOLOGIA

No segundo momento, o0 objetivo da nossa atividade era utilizarmos o ambiente
computacional para os grupos identificarem de maneira dindmica o comportamento dos dados
obtidos nos experimentos.

Por falta de tempo, todo o nosso objetivo ndo pode ser alcancado, haja vista que a
duracdo da sequéncia do ambiente lapis e papel envolveu um tempo maior que o previsto. Os
alunos ndo tiveram tempo habil para responder a todos 0s questionamentos propostos. Porém,
utilizamos este momento para fazermos algumas discussbes relacionadas com o0s
experimentos.

Utilizando o software GeoGebra, primeiramente foi solicitado aos alunos que eles
plotassem 0s pontos obtidos no primeiro experimento. Entdo, alguns questionamentos e
esclarecimentos foram feitos, em relacdo as grandezas envolvidas, pontos alinhados, dominio,

proporcionalidade, entre outros.
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Em relacdo ao dominio, os alunos foram questionados sobre quais valores os lados dos
retdngulos podiam assumir, facilmente, concluiram que nos retangulos com perimetro 12 cm,
os lados assumiram valores entre zero e seis.

O terceiro experimento também foi discutido com os alunos neste momento, em
relacdo ao dominio, grandezas envolvidas, entre outros.

Primeiramente, solicitamos a alguns grupos que fornecessem os dados obtidos durante
a atividade experimental e entdo, confrontamos os dados verificando que nem todos os grupos
tinham chego aos mesmos valores, isso devido aos erros que ja haviam sido previstos.

No ambiente computacional, plotamos os dados de apenas um grupo e questionamos
os alunos em relacdo ao modelo matematico que descrevia o fendbmeno, mas nenhum aluno
soube responder. Verificando os pontos obtidos experimentalmente e representados no
gréfico, foram feitos questionamentos aos alunos sobre estes valores obtidos e o porqué destes
ndo estarem alinhados. Discutimos também sobre as condi¢des ideais para a realizacdo do
experimento, chegando a concluséo de que os pontos ndo estavam alinhados devido aos erros
da massa das bolinhas e algum erro na medicdo. Entretanto, foi possivel observar uma
tendéncia no comportamento dos dados obtidos experimentalmente, concluindo que a curva
que melhor descrevia o experimento era uma reta e, portanto era possivel obter uma expressao
matematica que estabelecesse a relagdo entre as grandezas envolvidas.

Ent&o, realizamos dois procedimentos diferentes para encontrar o0 modelo matematico:
primeiro utilizando o comando de reta definida por dois pontos, selecionando dois pontos
quaisquer do experimento, 0 que nos gerou um reta de equacdo y = 3,2x + 0,6, onde y
representava o valor da deformacdo da mola em centimetros e x 0 ndmero de bolinhas.
Aproveitamos 0 momento para discutir sobre 0 que representava 0 X € 0 y no experimento e
identificad-los como as grandezas envolvidas. Porém, verificamos junto com os alunos que a
reta fornecida ndo estava de acordo com o processo experimental, visto que, quando nao
tinhamos bolinhas no copo, a deformacgdo da mola era zero, mas de acordo com a equacéo
fornecida iriamos ter 0,6 cm de deformacdo, o que ndo esta de acordo com 0 processo
experimental.

Desta maneira, concluimos junto com os alunos que era preciso utilizar outro método
para encontrar a equagdo que descreve aquele experimento. O segundo procedimento
proposto aos alunos, foi encontrar a reta através do comando da regresséo linear, selecionando
alguns dos pontos plotados. Entéo, o software nos forneceu a equacgdo na forma reduzida dada

por, y = 3,5026x, onde y é a o valor da deformacdo da mola dado em centimetros e x 0
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namero de bolinhas. A partir da equacdo dada na forma reduzida, observamos junto com 0s
alunos que esta funcdo descrevia, em termos matematicos, o fenbmeno representado no
experimento.

Porém, solicitamos aos alunos que utilizassem um comando para verificar qual era a

forma geral daquela equacéo, que foi dada pelo software, como, 525,7x + 150,1y = 0,01, e

525,7x-0,01

Assim, verificamos com 0s
150,1

isolando o valor de y nesta equacdo, obtemos, y =

alunos que quando iriamos dividir 0,01 por 150,1 o valor iria ser muito pequeno, podendo ser
desprezivel, entdo podiamos considerar aquela equacdo para descrever o experimento.

A questdo da regressao linear ¢ muito importante quando trabalhnamos com os dados
experimentais. Infelizmente, ndo foi abordado com os alunos o modelo matematico da
regressdo linear, em virtude do tempo e também dos conteudos minimos necessarios de
Calculo Diferencial e Algebra Linear. Entretanto, no préximo capitulo iremos explorar essa
questdo relacionando-a com contetdos referentes ao Calculo Diferencial e Integral Il e a

Algebra Linear.



71

5. REGRESSAO LINEAR

Quando trabalhamos com atividades experimentais € comum extrairmos alguns dados
e organizarmos em tabelas, na forma de pares ordenados. A partir dessa organizacéo,
podemos converter esses dados para outra forma de representacdo que ira descrever uma
relacdo entre as varidveis envolvidas no processo experimental. Para isso, devemos
primeiramente escolher uma funcdo que melhor relaciona as variaveis em questdo. Em
seguida, devemos encontrar uma maneira para determinar os parametros na funcéo escolhida.
Este procedimento é conhecido como método de regresséo.

Existem muitos métodos que visam ajustar a curva através da determinagdo dos
parametros da curva em questdo. Abordaremos o Método dos Minimos Quadrados, que
segundo Cunha (2003) é provavelmente a técnica de aproximacdo mais utilizada na andlise
numeérica e em problemas praticos, devido tanto a sua simplicidade quanto ao fato de buscar
aproximagcdes para dados que sdo medidas obtidas experimentalmente.

Este método foi publicado, pela primeira vez, por Adrien-Marie Legendre
(1752-1833) em 1805, mas ele ja era usado por Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), em seus calculos na Astronomia, desde 1795 (CUNHA, 2003, p.
103).

Abordaremos o Método dos Minimos Quadrados evidenciando as relacbes entre 0s
contetidos das disciplinas de Calculo Diferencial e Integral 11 e Algebra Linear. Além disso,
apresentaremos uma forma geométrica dinamica com os recursos do software GeoGebra que
possibilita a visualizacdo deste método.

Neste trabalho, iremos trabalhar o Método dos Minimos Quadrados em relacdo a

regressao linear, a fim de linearizar os experimentos realizados anteriormente.

5.1 METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

O Método dos Minimos Quadrados ¢ um método de otimizacdo matematica que
permite encontrar 0s parametros que se ajustam a uma curva que melhor descreve 0s
resultados experimentais, minimizando o somatorio dos quadrados dos residuos. Residuo é a
diferenca entre o valor obtido experimentalmente e o valor estimado pela equacdo de

ajustamento ou de regressdo, ou seja, € considerado o erro deste processo.
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5.1.1 Motivagao

Vamos apresentar uma motivacdo para obtencdo deste método, através de uma
exemplificacdo. Para isso, estudaremos o experimento realizado e descrito anteriormente do
sistema massa-mola, utilizando os dados coletados pelo Grupo D. Escolhemos os dados
obtidos pelo grupo D, ao verificarmos que os valores coletados estavam bem dispersos, esse
fato possibilita uma melhor visualizacdo geométrica dos ajustes dos parametros e uma
discussdo importante entre o modelo matematico encontrado e o modelo real.

Iniciamos nosso estudo, verificando a tabela com dados obtidos no experimento e

estes representados num plano cartesiano. A Tabela 5.1 apresenta os dados coletados.

Tabela 5-1: Nivel da mola

Numero de Deformacéo da
bolinhas no copo mola (cm)
0 0
1 2
2 55
3 9
4 12,5
5 15,5

Fonte: Protocolo grupo D

Representamos graficamente os pontos da tabela 5.1, sendo considerada, a deformacéo

da mola em funcdo do numero de bolinhas no copo, conforme podemos ver na figura 5.1:

Figura 5.1: Representacdo grafica da Tabela 5.1

oA
8 i) a4 T2 s} i Ta iE s "o

-2

Fonte: Producéo do préprio autor
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A partir desses pontos, iremos encontrar uma curva que melhor se ajusta a esses dados.
No nosso experimento, linearizaremos 0s pontos, ou seja, devemos encontrar uma reta que
melhor se ajusta a esse conjunto de pontos.

Desta forma, no ambiente lapis e papel, a escolha da reta é realizada inicialmente
tracando-a a “olho”, ou seja, utilizando uma régua vamos encontrar uma reta que passe “o
mais proximo possivel” dos pontos obtidos experimentalmente para depois determinarmos os
parametros. Para esse exemplo, tracando com o auxilio da régua, obtemos trés retas que
podem ser ajustadas aos pontos, procurando encontrar uma melhor aproximacdo para 0S

pontos indicados no grafico. Podemos verificar essas retas na figura 5.2.

Figura 5.2: Representacdo das retas que melhor se ajustam aos pontos

T . . . . . T .
5 4 2 f 2 4 8 g 10

Fonte: Produc&o do préprio autor

O objetivo € encontrar uma reta que melhor se ajuste aos dados obtidos
experimentalmente. Quando tragamos uma reta a “olho”, procuramos tracar uma reta que
mais se aproximava de todos os pontos dados, minimizando a distancia entre estes pontos e a
reta. Obteremos uma “melhor reta”, quando a soma dessas distdncias for a menor. Essa ¢ a
ideia fundamental para o método dos minimos quadrados, que a seguir iremos apresentar
matematicamente.
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5.1.2 Formalizacdo Matemética do Método dos Minimos Quadrados

O método de minimos quadrados consiste em resolver o problema de aproximar uma
funcdo y = f(x), real e de varidvel real, por uma funcdo g(x) que seja combinacéo linear de
funcBes conhecidas, isto é:

f(x) = g(x) = bihy(x) + byhy(x) + b3hs(x) + -+ . +byhy ()
onde as fungdes hq, h, ....h, sdo fungdes continuas preestabelecidas, de tal modo que a
distancia de f(x) a g(x) seja a menor possivel.

De acordo com Franco (2006), este método é indicado quando a fungdo f(x) é
definida através de processos ndo finitos como integrais, somas de séries, etc., ou quando
f(x) é conhecida através de pares de pontos obtidos por meio de medidas experimentais,
desejando substitui-la por uma funcdo cujo grafico se ajusta aos pontos observados, que é
caso do nosso trabalho, ou seja, abordaremos neste trabalho 0 método dos minimos quadrados
para o caso discreto. Ressaltando que é necessario, em procedimentos experimentais, que o
nimero de dados obtidos (os pontos) seja maior que o grau da funcdo que se ajusta ao
experimento.

Entdo, sendo obtidos ou fornecidos os pares de pontos (x;,y;), i = 1... n, queremos
encontrar a funcdo que melhor ajusta os dados, utilizando minimos quadrados. Chamaremos
de f(x) a fungdo que sera convenientemente aproximada por outra funcéo g(x).

Genericamente, no caso linear, estamos supondo que os dados serdo aproximados por
uma funcdo do tipo:

f(x) = g(x) = bihy(x) + byhy(x) + bshs(x) + -+ +byhy (x)

Para cada conjunto de coeficientes b;,i = 1 ... n, 0 desvio ou residuo da aproximacao
em f(x) no ponto x;, sera dado por:

1 = f(xi) — g(xi) = f(xx) — [brhy (x) + byhy(x) + byhs(x) + ++ . +bphy (X)]

De acordo com Cunha (2003) é necessario estabelecer critérios de aproximacdo para
determinar os coeficientes by, b,, ..., b, que nos levardo a "melhor aproximacéo". No método

dos minimos quadrados, o critério é a minimizagdo da soma dos residuos, isto €, minimizar:

n n

Doty = ) If () - gl

=1 =1
onde f(x;) sdo os dados que serdo aproximados. Com este critério, procuramos tornar 0s

residuos pontuais tdo pequenos quanto possivel.
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Nos experimentos realizados neste trabalho, temos como hipétese que a curva que
melhor ajusta estes dados discretos € uma reta e, portanto temos que a nossa fungéo f(x) sera
aproximada por uma fungdo afim, isto é f(x) = g(x) = b; + b,x, entdo como 0 ajuste seréd
feito por uma reta, tomaremos a funcao:

f(x) = g(x) = byhi(x) + byh,(x) + bshs(x) + ---. +b,h,(x) , tal que,
hy (x) =1,hy(x) = x e h3(x) = - hy(x) =0
logo teremos:
f(x) = g(x) = by + byx, que por simplicidade na notacdo, utilizaremos b; =
b e b, = a, portanto, teremos:
f(x)=gx)=ax+b

Portanto, o problema consiste em encontrar qual é a representacdo algébrica desta
funcdo, isto é, quais sdo os valores de a e b que ajustam os pontos dados no problema.

Custodio et al (1996), afirma que, o0 método dos minimos quadrados sugere que a
fungdo g(x) = ax + b deveré ser determinada de tal maneira que a diferenca em relacdo ao
conjunto de dados experimentais, seja minima. Assim, queremos minimizar a distancia de

cada ponto (x;, y;) da tabela a cada ponto (x;, ax; + b), conforme a figura 5.3:

Figura 5.3: Representacdo de f(xi) - g(xi)

v
(x0y:) P " glx)=ax+b
. -
y; —ax;—b J g
I
7
voax;t+b
x

Fonte: Producédo do préprio autor

Assim, desejamos que,

n
i=1

Q=) [f(x) = g0l
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seja minimo. Porém, quando Q=0, ndo significa que todas as diferencas calculadas sejam zero
e temos uma funcdo que melhor ajusta os dados. Observe os dois gréaficos a seguir que contém

dados experimentais e uma funcdo matematica:

Figura 5.4: Gréfico de ajuste | Figura 5.5: Grafico de ajuste 11
B_
5_
R 4 .G *H
3 3 .E .F
R 2 .C .D
Fonte: Producéo do préprio autor Produg&o do proprio autor

Notamos que na figura 5.4, a reta esta totalmente de acordo com os dados
experimentais, ou seja, temos que a distancia entre cada ponto e a reta obtida é zero. J& na
figura 5.5, podemos perceber que existe um desvio significativo entre os valores
experimentais e a reta encontrada, mas mesmo assim, o valor de Q € zero, visto que ocorre um
cancelamento entre as grandezas dos desvios.

Entdo para evitar esse tipo de situacdo, utiliza-se o0 quadrado da distancia. Assim,
como afirma Custodio et al (1996), “n3o haverd o cancelamento dos desvios positivos e
negativos e quando a funcdo apresentar Q=0, isto indicard que a funcdo estard passando
exatamente sobre todos os pontos experimentais”.

Desta forma, agora, o objetivo é minimizar a seguinte fungéo:

Q= Z[f(xl) 9GP =i - (ax; + D)’

i=1
Para encontrar os valores de a e b que minimizam esta fungdo, vamos utilizar
conceitos de Célculo Diferencial e de Algebra Linear.
Reforcando, que o objetivo € ajustar os parametros a e b, de maneira que a diferenca
entre 0 comportamento dos pontos obtidos experimentalmente e a funcdo de ajuste seja

minima, ou seja, queremos minimizar a funcao:
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n
— 2
Q= ) [yvi—(ax; + D)]
i=1

Quando buscamos encontrar 0 minimo, estamos trabalhando com um problema que
envolve o estudo de extremos de uma fungdo real de vérias varidveis reais. Sabemos do

Calculo Diferencial que se uma fungéo f tem um maximo ou minimo local em (ag by) e as

derivadas parciais de primeira ordem de f existem nesses pontos, entdo a

0Q(ag,by)
Py 0e

% =0 (ou Qu(agbo) = 0e Qy(agby) = 0). Desta forma, devemos obter as derivadas

parciais da funcdo Q em relacdo a cada um dos parametros a e b e igualar estas derivadas a
zero, Vvisto que € uma condi¢do necessaria para que tenhamos o minimo. Assim sendo Q a

funcéo definida por:

n
Q= ) [yi— (ax; + b)]*
i=1
Determinaremos o(s) ponto(s) critico(s) de Q, derivando a funcdo Q em relacdo as variaveis a

e b, obteremos:

Qb(ao,bo) = -2 Z(yi —ax; —b)=0
i=1

n
Qalanho) = =2 ) x(yi—ax;—b) =0
i=1

Podemos reescrever os somatorios obtidos nas derivadas parciais de Q da seguinte forma:

n n n
Z(yi_axi —b) = Zyi— <in>a—nb=0
i=1 i=1 1

i=
n n n n
in (yi —ax; —b) = inyi - (inz>a— (in>b =0
i=1 i=1 i=1 i=1
Estas duas equacdes formam um sistema de equaces lineares, cujas incognitas sdo 0s
pardmetros a e b da fungdo g(x) = ax + b, que podem ser reescrito na forma:

n n
nb + <in>a = Zyi
1 i=1

i=

{(i xi)b * (Zn: X 2)@ = Zn:xiyi

(1)
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onde, n é o numero de pontos (dados) do oriundos do experimento e organizados em forma de
tabela, xj sdo todos os valores de x assumidos no experimento (dominio) e y; sdo todos 0s
valores de y assumidos no experimento, ou seja y; = f(x;), conjunto imagem.

A solucdo deste sistema linear denotada pelo ponto P(a,, by) € um ponto critico de Q
e, portanto um “candidato potencial” a minimizar o erro.

Para concluirmos que o ponto P (a, by) € um minimo da funcdo Q devemos analisar a
segunda derivada de Q. Do Célculo Diferencial sabemos que se f é uma funcdo de duas
variaveis, tal que f e suas primeiras e segundas derivadas parciais sejam continuas em uma
bola aberta com centro em (a,b) e supondo que f (a,b) =0 e f, (a,b) = 0. Entdo,
considerando o determinante Hessiano (ANTON, 2000):
fix(a,b)  fiy (a,b)
fyx (@b)  fyy(a,b)

Assim, f tem um valor minimo relativo em (a, b) se:

A(@,b) = fex(a,b)fyy (a,b) = fi*(a,b) > 0 € fir(a,b) > 0 (0U £, (a,b) > 0)  (2)
Portanto, devemos analisar a derivada segunda de Q. Temos que as primeiras

=A(a,b)

derivadas parciais de Q sdo dadas por:

Qb(ao,bo) =-2 Z(yi —ax; —b)=0
i=1

n
Qal@bo) = =2 ) xi(y; = ax;—b) =0
i=1

Entdo, teremos as segundas derivadas dadas por:

Qpp(ao, by) = ZZ( 1) =2n
i=1

n
Qaa(ao' bO) =2 z xiz
i=1
n

Qab(ao:bo) = Qba(ao'bo) = szi

=1
logo, analisaremos se as segundas derivadas satisfazem as condic¢des da equacgéo (2), ou seja,
considerando o Hesseano da Q,

Qaa (aO’ bO) Qab (am bO)
Qba (aw bo) Qbp (aor bo)

= A(ao, bo)
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Assim teremos:

A(ao' bo) = Qaa(ao' bO)be(ao' bo) - Qabz(ao' bo)

2

n
A(a,, by) = 2n.22xi2 -
i=1

n
ZZx
i=1
n rn
A(a,,by) = 4 n.inZ - le]
[i=1

i=1
podemos afirmar que A(a,,by) > 0 utilizando os conhecimentos referentes a disciplina de
Algebra Linear, tais como matrizes, determinante e vetores.
Observe que a matriz hessiana é definida por uma funcédo afim, portanto as funcgdes
base séo:
v, =(11,..,1)
vo = (X1, X5, wor\, Xp)-
Como 0s pontos x4, x,, ..., X, Sao0 distintos, v, ndo é maltiplo de v;, logo v, e v; sdo LIs,
entdo considere o teorema:
Teorema 1: A matriz do sistema normal € definida positiva se as funcBes base
Vo, V1, Uy, ..., Uy, forem linearmente independentes.

Assim, pelo teorema, a matriz do sistema normal é positiva definida e assim
inversivel, ou seja, A(a,, by) > 0.

Como temos A(a,, by) > 0 e facilmente podemos verificar que Q. (a,, by) = 2n >
0, pois n corresponde ao numero de dados e, portanto n € N*. Logo, o ponto P(a,, by)
satisfaz as condicOes do teste da segunda derivada de Q [ver 2], desta forma, P é um ponto de
minimo.

A representacdo algébrica da reta obtida com os parametros a e b dados pela solugédo
do sistema (1) representam a reta que mais se aproxima de todos 0s pontos experimentais
disponiveis.

Utilizando este sistema, vamos encontrar a equacdo da reta que mais se aproxima dos

pontos obtidos no experimento do sistema massa-mola da tabela 5.2:
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Tabela 5-2: Sistema massa-mola — Grupo D

NuUmero de Deformacéo da
bolinhas no copo mola (cm)
0 0
1 2
2 55
3 9
4 12,5
5 15,5

Fonte: Protocolo grupo D

Usando os valores da tabela obtidos no experimento obtemos o seguinte sistema:

{{ b + (2) zy
(Xon)o (Yot )a= Yo

i=1 i=1 i=1
onde, cada somatorio sera dado por:
6

2xi=0+1+2+3+4+5=15

i=1

yi2=0+2+55+9+125+155 =445

-
IIMO\
-

6
<in2> =0%+1*+2°+3°+4*+5% =55
i=1

6
inyi=0><0+1><2+2><5,5+3><9+4><12,5+5><15,5=167,5
i=1
Desta maneira, substituindo os valores obtemos:

{ 6b + 15a = 44,5
15b + 55a = 167,5

Resolvendo este sistema teremos b=0,619 e a=3,214.

Ou seja, temos que a reta dada pela equagdo y = 0,619 + 3,214x € a reta que melhor
descreve o comportamento dos dados.

Agora, utilizaremos a tabela dos pontos obtidos pelo grupo E, representados na tabela

5.3, em que ndo ocorre tanta discrepancia dos dados, quanto na tabela do grupo D.
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Tabela 5-3: Sistema massa-mola — Grupo E

NuUmero de Deformacéo da
bolinhas no copo mola (cm)

0 0

1 2,4
2 5

3 7,6
4 10,1
5 12,9

Fonte: Grupo E

Para estes dados, 0os somatorios serdo dados por:
6

2xi=0+1+2+3+4+5=15

i=1

6
ZyizzO+2,4+5+7,6+10,1+12,9=38

6
<in2> =02 +12+22+3°+4*+5%=55

6
le-yi=0><0+1><2,4+2><5+3><7,6+4><10,1+5><12,9=140,1
i=1
Desta forma, o sistema de equacéo gerado € dado por:

{ 6b + 15a = 38
15b + 55a = 140,1

Onde, resolvendo-o obtemos a=2,571 e b=0,095

Agora, vamos estudar outra forma de se obter os parametros a e b, utilizando conceitos

da Algebra Linear.

Queremos ajustar uma reta y = ax + b aos pontos (x;y;), com i=1,2,..,n,

determinados experimentalmente. Se tais pontos fossem colineares a reta passaria por todos 0s

n pontos e entdo os parametros a e b satisfazeriam as equacdes lineares:

ax; +b =y,
“at b=y, ®)
ax, +b =y,

Podemos reescrever o sistema (3) em forma matricial da seguinte maneira:
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Ou seja, AX =Y, onde:

(2 erre()

Nosso interesse reside no caso onde os pontos ndo sdo colineares, no qual o sistema
(3) é inconsistente (impossivel). Neste caso devemos encontrar uma solucdo usando o método
de minimos quadrados. Suponha que queremos resolver um sistema de equacdes dado por,
AX =Y constituido por n incognitas e m equacles. Para este caso, as solu¢bes podem ser
encontradas minimizando a fungdo: p(x) = ||AX — Y|

Converter o problema AX =Y para um processo de minimizagdo parece nao
apresentar vantagens, porém, é algo simples que ajuda a resolver varios problemas.

Por exemplo, no nosso caso, com os dados experimentais que estdo sujeitos aos erros
de medidas, assim ndo assumem valores exatos esperados pelo modelo matemaético que
descreve o problema. Desta forma, podemos encontrar um vetor que melhor de aproxima da
solugéo e para isso, devemos minimizar o vetor erro.

Entdo, como anteriormente, temos a fungao:
n
Q=) (- (ax; +b)
i=1

Temos que os residuos sdo definidos por: r; = y; — (ax; + b) e definindo as matrizes

@) ()

seguequey; =ax; +bVi=1,..,néomesmoque AX =Y.

Q =Zri2

n
i=1

de tal forma:

O objetivo agora € minimizar,

que em notagdo matricial equivale minimizar o quadradode R =Y — AX .
Assim, temos:
IY — AX|I* = (1 — (ax1 + b)) + (2 — (axz + b)) + - + (¥ — (axn + b))?
Chamandor; = (y; — (axy + b)) , 1, = (y, — (ax, + b)) ... 1, = O — (ax, + b))
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Temos que:

Y — AX||12 = rf + 12 + . +72
Considere o teorema:
Teorema 2: Para qualquer sistema linear AX =Y, o sistema normal associado ATAX = ATY
é consistente e todas solucBes do sistema normal sdo solu¢des de minimos quadrados de
AX =Y. Além disso, se W ¢é o espaco coluna de A e X é qualquer solucdo de minimos
quadrados de AX =Y, entdo a projecdo ortogonal de Y em W é proj, Y = AX (ANTON,
2001).

Entdo, pelo teorema, a solucdo de minimos quadrados do sistema AX =Y pode ser
obtida resolvendo o sistema normal associado ATAX = ATY cujas equacdes sdo chamadas de
equacdes normais.

No caso da regressdo linear, os vetores colunas de A, sdo vetores linearmente
independentes, pois, v; = (1,1,1,...,1) € vy = (x1, X, X3, ... X,), portanto ATA ¢é invertivel,
sendo portanto que a solucdo dos minimos quadrados é Unica e é dada pelo vetor X =
(ATA)1ATY

Entdo para encontrar os parametros a e b tal que a soma dos quadrados das diferencas
entre y; e ax; + b seja minima, devemos encontrar a solucdo do sistema:

ATAX = ATY

Fazendo os célculos, obtemos que:

n

(St Su) (S

ATA = i=1 i=1 ATY = | =

1
n n n

in z 1 Z}’i
i=1 im1

i=1

Utilizando este método, vamos encontrar uma reta que melhor se aproxima dos dados
experimentais obtidos pelo grupo D, que estdo representados na tabela 5.2.

Desta forma, devemos encontrar as matrizes A'A e A'Y, que serdo dadas a partir dos

somatorios:
6
in=o+1+2+3+4+5=15

i=1

yi?=0+2+55+9+12,5+ 15,5 = 44,5

-
I|MO\
-
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6
<in2> =0%2+1%2+22+324+42+52=55
i=1

6
inyi=0><0+1><2+2><5,5+3><9+4><12,5+5><15,5=167,5

i=1

Assim, substituindo pelos valores, obtemos:

AT = (FIE 165)'ATY - (14647,55)')( =(»)

Desta forma, teremos

(15 52)(5)=Csu5)
Sendo 0 mesmo sistema linear resolvido anteriormente, onde a solugdo é dada por a=0,619 e
b=3,2142.

Assim, se utilizarmos os dados obtidos pelo grupo E, representados na tabela 5.3
obteremos 0s mesmos valores para os coeficientes obtidos anteriormente.

Podemos perceber que a representacdo algébrica encontrada para descrever o
experimento do sistema massa-mola ndo esta totalmente de acordo com o experimento. A
equacdo y = 0,619 + 3,214x, descreve 0 experimento do sistema massa-mola de acordo com
os dados obtidos pelo grupo D. Observamos que quando o numero de bolinhas no copo for
igual a zero, segundo a equacao, teremos que a deformacédo da mola é igual a 0,619cm, porém
no experimento, sabemos que quando nao temos bolinha do copo, a mola esta em posicao de
repouso, ou seja, sua deformacao € igual a zero.

O valor encontrado 0,619 ¢ devido aos erros dos experimentos, tanto de procedimento,
guanto de material, que ja foram comentados anteriormente. Na equacdo encontrada para o
grupo E, y = 0,095 + 2,571x percebemos que quando o nimero de bolinhas no copo for
zero, a deformacdo da mola sera 0,095. Assim, podemos concluir que os valores obtidos pelo
grupo E estdo melhor ajustados ao experimento do que os do grupo G, ou seja, houve menos

erros na realizagéo do experimento.
5.1.3 Representacdo Geométrica para 0 Método dos Minimos Quadrados

Ap0s encontrar a representacao algebrica da funcdo que descreve o comportamento

dos dados obtidos experimentalmente através da regressao linear podemos calcular o residuo
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(r) que representa, segundo Steffens et al (2008), a diferenca entre o valor obtido
experimentalmente e o valor determinado pela equacao de regressao.

Em ambos os processos desenvolvidos, elevamos este residuo ao quadrado, assim,
geometricamente calculamos a area do quadrado de lado r, sobre o plano cartesiano, para cada
um dos pontos. Quanto maior a area do quadrado, pior é o ajuste da reta naquele ponto e
quanto maior a soma das areas menor ajustada esta aquela fungdo. A figura 5.6 ilustra

geometricamente este procedimento:

Figura 5.4: Representacdo geométrica do Método dos Minimos Quadrados

y ¥, )
P2 3
slmr] Y
P3 P4
2
// . r2
2 A
- sa= [ K |+ 7 |+ @+ _,_[E
0 X

Fonte: Steffens et al (2008)

Podemos verificar na figura que o ponto P5 esta mais bem ajustado do que o ponto P4,
visto que sua area associada é menor.

Existe uma simulacdo do método dos minimos quadrados que pode ser desenvolvida
no software GeoGebra envolvendo areas, onde se pode modificar as posi¢des dos pontos
obtidos e verificar o efeito destas modificagdes. A simulacdo foi produzida pelo professor
Bortolossi (2010) e seu gréfico interativo construido no GeoGebra pode ser visualizado na
figura 5.5:
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Figura 5.5: Gréfico iterativo do Geogebra

T |
B [d
./ Dbjetos livres v
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| Objetos dependentes 5 C a
7
5 A D
5
4 B b
aLP
/‘ Area total = 12,3524
2
1
0] [Tlcligye aquiparaverasalugdo dtima L]
-4 |o 1t 2 3 4 5 & 7 8 4@ 10 11 12 13 14 15 18 A7 1§
-1
] [ 3

Fonte: Bortolossi (2010)

Esta € uma maneira dindmica de apresentarmos 0 método dos minimos quadrados no
GeoGebra. Mas também, podemos encontrar diretamente a curva da regressao linear neste

software de maneira simples e rapida.

5.1.4 Procedimentos para Obter a Curva de Regressao Linear no GeoGebra

Iremos apresentar 0s procedimentos necessarios para encontrar a reta de regressao
linear no software GeoGebra, ilustrando com os dados obtidos pelo grupo D.
1° Passo: Plotar os pontos da tabela, digitando as coordenadas na caixa de entrada. Na figura

5.6 podemos observar os pontos da tabela 5.2 plotados.

Figura 5.6: Interface do GeoGebra com os pontos da tabela 5.2

—_—

7 GeoGebra = | B |
Arguive Editar Exibir Disposicfes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
E
frover Janea de Visualiacao
e ] ) ) ) 3 [
Janela de Algebra =] Janela de Visualizagio [BE5)]
= Objetos Livres
@ A=(0,0)
@ B=(1,2) 18] £
~@ C=(2,55) .
~@ D=(3,9)
- @ E={4,12.5) 4
@ F=(5,15.5) E
Objetos Dependentes 12 .
10 |
D
.
e
& G
.
4
B
e
olA
2 o 2 a o & 0 12 14 18 ICERE ]
2
Entrada: s @

Fonte: Produc&o do préprio autor
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2° Passo: Selecionar o comando Reta de Regressdo Linear que esta na barra de ferramentas.
3° Passo: Selecionar todos os pontos, conforme mostra a figura 5.7:

Figura 5.7: Interface do GeoGebra com o comando da Reta de Regressao Linear

7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir DisposicBies OpcBies Ferramentas Janela Ajuda
I e [9
) £ £ £ £ £l ) £ [
Janela de Algebra Janela de Visualizagao EEE
= Objetos Livres
@ A=(0,0)
@ B=(1,2) 18 13
@ C=(2,55) °
@ D=(3,9)
H 14,
@ E=4,125)
i@ F=(5,15.5) £
Objetos Dependentes 2 (]
0
D
.
8
s G
.
a
B
2.
olA
2 o 2 4 [ s w1z 14 18 18 20 22

2

Entrada: 3@

Fonte: Producédo do préprio autor

Assim, é gerada a reta de regressao linear. Na janela algébrica, podemos verificar a

representacdo algébrica da reta e na janela de visualizacdo verificamos a representacdo
gréfica, conforme a figura 5.8:

Figura 5.8: Interface do GeoGebra com a reta gerada

€7 GeoGebra o] S

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgiies Femamentas Janela Ajuda

Reta de Regressio Linear g
) | [l ] <) e = ) L) 3) [

Janela de Algebra ()&= |Janela de Visualizagio EEE

= Objetos Livres

G A=(0,0)

@ B=(1,2) 1.

@ C=(2,55

@ D=(3,9)

LG E=(41259) "

- F=(5,15.5)

= Objetos Dependentes 12

L0 @ 135K+ 42y =26

Entrada @

Fonte: Produc&o do prdprio autor

Neste trabalho, apenas explanamos matematicamente um dos experimentos realizados.
Mas a partir dos resultados encontrados neste capitulo e com os dados experimentais,

podemos encontrar a equacao que descreve outros experimentos. E importante ressaltar que
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generalizamos para o caso do ajuste linear. Porém, podemos encontrar outras relacdes para
descrever o ajuste quadratico, exponencial, logaritmico, entre outros.

Utilizamos conceitos do Calculo Diferencial e da Algebra Linear ao longo deste
capitulo que ndo séo estudados no Ensino Médio. Porém ao final encontramos um sistema
linear cujas incognitas sdo os parametros da funcgdo linear que modela uma aproximacéo do
experimento. Esse sistema pode ser abordado com os alunos do ensino médio, sabendo que os
alunos sabem intuitivamente o que sdo somatorios finitos.

Desta forma, além dos experimentos introduzirem o conceito de funcdo outros
contetdos abordados no ensino médio podem ser trabalhados a partir da sua realizacao, tais
como multiplicacdo de matrizes, resolucdo de sistemas lineares, determinantes. Nao ha
necessidade de que sejam trabalhados no mesmo momento, mas ao introduzir esses conteidos
¢ interessante esse retorno aos alunos, possibilitando uma contextualizacdo de outros
contelildos matematicos.

No préximo capitulo, sugerimos outras atividades experimentais que podem ser

desenvolvidas para abordar o contedo das funcoes.
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6. SUGESTOES DE ATIVIDADES

Existem varias possibilidades de se abordar o estudo das func@es, tanto no ensino
basico, quanto no superior, isso se deve ao fato das funcBes estarem presentes em situacfes do
cotidiano, descreverem o comportamento de fendmenos, possuindo assim um carater
dinédmico.

Neste trabalho apresentamos e desenvolvemos uma abordagem diferenciada para
explorar o conceito das fungdes de forma dinamica, apresentando trés experimentos praticos e
utilizando os recursos tecnoldgicos. Porém gostariamos de contribuir com outras ideias de
atividades que podem ser desenvolvidas para abordagem do estudo das funcdes.

Desta forma, vamos apresentar de maneira sucinta as atividades, sua descri¢cdo, 0s
conteudos envolvidos, 0s objetivos e 0s materiais necessarios.

As atividades propostas neste capitulo podem ser organizadas da mesma maneira que
os experimentos desenvolvidos na sequéncia didatica aplicada neste trabalho, ou seja,
elaborando os procedimentos e questionamentos em relacdo a cada atividade, ou adaptando
para o contexto da turma e do contetdo. Estas atividades podem ser potencializadas com o
uso dos recursos tecnoldgicos, pois conforme Queiroz, Ramos e Siple (2011), a articulacéo
entre os diferentes registros, mediada pelo uso de tecnologias, pode potencializar elementos
importantes na aprendizagem matematica, visto que a utilizacdo das tecnologias torna-se Util
como instrumento de organizacdo de dados gerados por atividades experimentais. Assim €
uma importante ferramenta para gerar a representacao algébrica que expressa a maneira como
os dados obtidos experimentalmente estdo relacionados, possibilitando ao aluno fazer

conjecturas sobre 0s mesmos.

6.1 CALCULO DA VAZAO DE AGUA

O célculo da vazdo de &gua é uma atividade experimental que consiste em medir o
volume de &gua captado de uma torneira por um recipiente de vidro (béquer) durante certo
intervalo de tempo. (QUEIROZ, RAMOS, 2007, apud QUEIROZ, RAMOS E SIPLE, 2011).

Entdo, utilizando um cronémetro deve-se marcar um intervalo de tempo e durante este
intervalo deixar a agua escorrer no recipiente, ap6s mede-se o volume de agua coletado. Esse

procedimento deve ser repetido em média cinco vezes (em intervalos de tempo iguais) e 0s
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dados anotados numa tabela. O volume captado de &gua vai ser dado em fun¢éo do intervalo
do tempo.

Essa atividade experimental ja foi realizada com alunos do EJA (Educacéo de Jovens e
Adultos) do Instituto Federal Catarinense — IF-SC de maneira similar a sequéncia didatica
desenvolvida neste trabalho. Ap6s o processo experimental os alunos foram levados ao
Laboratdrio de Informatica e utilizando o software GeoGebra ajustaram o conjunto de pontos
obtidos experimentalmente a uma reta, com o auxilio dos professores.

Conteudos envolvidos: Medidas, fungdes.

Objetivos: Proporcionar discussdes sobre os contetdos envolvidos, formalizar o
conceito de vazdo, construir graficos a partir de dados experimentais, encontrar uma
representacdo algébrica que descreve o experimento.

Materiais necessarios: Recipiente com marcacdo de volume, cronémetro, papel

milimetrado.

6.2 RESFRIAMENTO DA AGUA

O resfriamento da &gua é uma atividade experimental que consiste em medir o
decaimento do valor da temperatura da &gua apdés ela ter atingido 100° C, até ela voltar a
temperatura inicial (temperatura ambiente), em certos intervalos de tempo iguais.

Inicialmente, deve-se aquecer a agua até 100°C, utilizando, por exemplo, uma
resisténcia. Entdo se define um intervalo de tempo fixo e para cada intervalo de tempo mede-
se a temperatura da agua até ela voltar a temperatura inicial.

Neste caso, teremos que a temperatura da agua sera dada pelo tempo, porém a relacéo
ndo sera proporcional.

Conteudos envolvidos: Medidas de temperatura, funcdo exponencial.

Objetivos: Modelar o fenémeno do resfriamento da agua, conhecer uma aplicacéo da
funcdo exponencial, construir graficos a partir de dados experimentais.

Materiais necessarios: Termdmetro, recipiente, resisténcia, papel milimetrado.

6.3 TRAJETO DA AGUA NO AR
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O trajeto de agua no ar é um experimento um pouco diferente do que os abordados
anteriormente. Ele consiste em encontrar a curva que melhor descreve o trajeto da agua ao
sair de uma mangueira. (CONTEZINI et al, 2006)

Para isso, utilizando uma tabua, fixa-se a mangueira, liga-se o registro de agua e

marca-se o trajeto descrito, conforme podemos observar na figura 6.1.

Figura 6.1: Trajetdria da agua

Fonte: Produc&o do préprio autor

Entdo, para este experimento, os dados coletados j& estdo na representacdo gréfica de
uma parabola e entdo o processo de conversdo se dara da representacdo grafica para tabular e
depois para a algébrica.

Conteudos envolvidos: Fun¢do quadratica.

Objetivo: Encontrar a curva que melhor descreve o trajeto da &gua no ar, apresentar
uma aplicacdo das func¢des quadréticas.

Materiais necessarios: Régua, tabua, mangueira, papel milimetrado.
6.4 RELA(;AO PARA O CRESCIMENTO HUMANO

Essa atividade possui um carater diferente das outras atividades propostas. Ela ndo
consiste especificamente em um experimento. E uma atividade com aspectos da resolugdo de
problema.

O problema proposto € encontrar uma relagdo matematica para 0 nosso crescimento.
Para isso, devem-se buscar dados em varias fontes, como internet, livros, ou até no seu
proprio historico, caso tenham anotados seu tamanho em diferentes idades, por exemplo, em
albuns de fotografia ou na carteira de vacinacdo. Assim, primeiro deve-se recolher os dados e

em seguida fazer uma analise para encontrar uma relagéo.
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Conteudos envolvidos: Aplicacdo de Funcgdes.

Objetivos: Encontrar uma relacdo matematica para a altura e a idade das pessoas,
construir graficos.

A partir dessa tematica, outras sugestdes podem ser propostas, como por exemplo,
descrever uma relagdo para peso e altura, relagdo entre indice de massa corporal (IMC) e
circunferéncia abdominal (CA), fatores de risco para doengas cardiovasculares (Damascena,
Pereira Neto, Pereira, 2008). A matematica pode ser relacionada com a biologia trabalhando

assuntos como, doencas, genética, tempo de vida da bactéria, meio ambiente, dentre outras.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesse capitulo apresentamos uma sintese das contribui¢cbes oriundas do presente
trabalho, baseada na metodologia proposta para o ensino de funcgdes. O principal objetivo
deste trabalho foi desenvolver uma abordagem dindmica para o estudo de fungdes, através da
realizacdo de experimentos préaticos e utilizacdo recursos tecnoldgicos.

Primeiramente buscamos referenciais teoricos a fim de fomentar nossa pesquisa.
Analisamos o desenvolvimento histérico do conceito de funcao, percebendo que o conceito de
funcdo surgiu da necessidade de descrever matematicamente alguns fendmenos naturais.
Porém, atualmente, o conceito de funcdo abordado nas aulas de matematica do Ensino Médio,
bem como em disciplinas de Matematica Basica e Calculo Diferencial e Integral do Ensino
Superior geralmente valoriza apenas a definicdo de funcdo atraves da Teoria de conjuntos.
Ocorre que, muitas vezes, 0s alunos ndo conseguem compreender o conceito da funcéo, o que
reflete nas dificuldades em outras disciplinas, como por exemplo, do Célculo Diferencial e
Integral.

A partir da reflexdo sobre o historico das fungdes, estudamos a Teoria de Registros de
Representacdo Semidtica de Duval. Percebemos que as diferentes representacbes de um
mesmo objeto matematico, bem como o processo de conversdo entre elas, podem ser
articuladas com o desenvolvimento de atividades experimentais. Além disso, procuramos
relacionar o uso das tecnologias no ensino da matematica. Esses referenciais forneceram
fundamentos para a elaboracdo da sequéncia didatica proposta.

Conforme descrito no capitulo 3, a sequéncia didatica apresentada teve como objetivo
principal introduzir o conceito de func¢bes por meio da compreensdo das grandezas envolvidas
e a relacdo entre elas, em atividades experimentais. Um diferencial importante desta
sequéncia proposta foi a construcdo do conhecimento dos alunos através dessas atividades
experimentais. Desta maneira, a definicdo de funcdo ndo foi imposta aos alunos, sem
nenhuma discussdo ou contextualizagcdo, mas sim, construida por meio de discussao e analise
dos dados obtidos, apos a realizagdo dos experimentos.

Analisando os resultados da aplicacdo da sequéncia didatica, percebemos que 0s
alunos foram responsaveis durante a execugdo da mesma, realizando-a em todos os sentidos,
tanto a parte pratica (realizagdo dos procedimentos) quanto a parte dos questionamentos que
envolviam o experimento. Essa responsabilidade foi de fundamental importancia para o

desenvolvimento do trabalho, visto que consideramos os registros dos alunos em nossa
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andlise a posteriori. A sequéncia proposta proporcionou um ambiente de discussdo entre 0s
grupos e até mesmo entre a classe no momento da institucionalizacdo do contetdo em
questao.

Salientamos a importancia da participacao do professor durante esse tipo de atividade,
na qual seu papel € de mediador, questionando e instigando o aluno para 0 mesmo construir
conceitos através das discussdes.

Outro fator a ser observado foi o tempo utilizado para a aplicacdo dessa sequéncia.
Para definir o conceito de funcdo em aulas tradicionais o tempo utilizado é geralmente uma
aula de 50 minutos aproximadamente, quando falamos em Ensino Superior, onde a nossa
sequéncia foi aplicada. A sequéncia proposta utilizou aproximadamente quatro aulas de 50
minutos cada, apenas para a realizacdo dos experimentos e resolucdo dos questionamentos.
Porém, o tempo envolvido na aplicacdo de uma sequéncia didatica diferenciada, como essa, é
compensado pela forma com que o conhecimento é adquirido pelos estudantes.

E importante ressaltar que essa sequéncia didatica pode representar um recurso
importante tanto para os professores do Ensino Basico quanto do Ensino Superior. A
sequéncia apresentada foi apenas um modelo, sendo que varias adaptacbes podem ser feitas
de acordo com o contexto de cada turma. No capitulo 6, apresentamos algumas sugestfes de
experimentos e atividades que podem ser trabalhadas utilizando sequéncia didéatica
semelhante a desenvolvida neste trabalho.

Além da sequéncia didatica no ambiente lapis e papel desenvolvemos também uma
sequéncia didatica no ambiente computacional, conforme foi apresentado no capitulo 4.
Porém como a etapa da experimentacdo utilizou mais tempo do que estava programado, ndo
conseguimos analisar resultados desta sequéncia, visto que, ndo houve tempo habil para ela
ser realizada na integra. Utilizamos o tempo que seria destinado a aplicacdo da sequéncia no
ambiente computacional, para realizar uma institucionalizacdo do conteldo, utilizando o
software GeoGebra que facilitou este processo.

Observamos que a articulagdo entre os diferentes registros, mediada pelo uso de
tecnologias, pode potencializar elementos importantes na aprendizagem de fungdo. Os
recursos tecnoldgicos podem ser muito Uteis como instrumento de organizacdo de dados
gerados por atividades experimentais e também gerar fun¢cbes matematicas que expressam a

maneira como os dados obtidos experimentalmente estéo relacionados.
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Percebemos que uma solugdo para a falta de tempo, seria separar em dois dias a
aplicacdo da sequéncia, no primeiro dia, para o ambiente lapis e papel e no segundo dia para o
ambiente computacional. Desta forma, nenhum momento seria prejudicado.

Geralmente ao trabalhar com atividades experimentais, obtemos dados e € comum
querermos encontrar uma representacdo algébrica para descrever o comportamento destes
dados. Por isso, neste trabalho, procuramos explorar métodos matematicos que auxiliem nesse
processo. Como exploramos experimentos que envolviam funcbes, o modelo matematico
estudado foi a regressao linear.

Sugerimos que outro aspecto interessante seria dar um retorno aos alunos que
participaram da sequéncia didatica, apresentando-lhes o método dos minimos quadrados, de
maneira simples, a fim de mostrar-lhe que os procedimentos experimentais realizados
possuem uma representacao algébrica definida por uma teoria.

Infelizmente, esse retorno ndo foi dado aos alunos por questéo de falta de tempo, mas
a partir dos dados obtidos por alguns grupos e das técnicas mostradas no capitulo 5,
encontramos a representacdo algébrica do experimento do sistema massa-mola. Também
apresentamos uma abordagem dinamica da ideia do Método dos Minimos Quadrados que é
bastante interessante para a compreensdo do método possibilitando o entendimento a partir de
uma simulac&o que pode ser construida no software GeoGebra.

Percebemos durante o desenvolvimento do trabalho, o quanto esse tipo de abordagem
diferenciada pode proporcionar aos alunos um conhecimento mais efetivo e concreto. Por
meio desse tipo de atividade, é possivel motivar os alunos em relacdo a disciplina e também a
determinados contetdos.

Entretanto, é importante ressaltar que nem sempre é possivel ou facil obter uma lei de
formacdo matematica entre duas grandezas, também, que nem todos os contelldos podem ser
potencializados utilizando as atividades experimentais ou recursos tecnoldgicos. Mas
entendemos que ao refletirmos sobre nossa préatica, buscando fundamentagdo tanto tedrica
quanto pratica fica mais simples reconhecer no quotidiano situacfes que podem ser
exploradas no ensino da matematica.

Entendemos que é relevante a realizacdo de uma reflexdo sobre a utilizagdo de
metodologias diferenciadas para o ensino da matematica, mudando a postura dos professores
para que os alunos possam discutir e construir o proprio conhecimento. E importante construir
com os alunos uma ideia dindmica da matematica que esta além dos livros didaticos, deixando

de lado a ideia da matematica estatica, pronta e acabada.
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Enfim, este trabalho pode oferecer um conhecimento que esta além dos livros
didaticos e das disciplinas cursadas ao longo da graduacédo, proporcionando uma formacéo
mais ampla, além de possibilitar um crescimento relacionado a discussao, argumentacgdo e
reflexdo ndo s6 dos conteddos envolvidos, mas também das situacdes problemas e do
processo de ensino-aprendizagem.

Ao longo do desenvolvimento deste, ficou evidente o quanto é grandioso a concepgao
de projetos na area de interesse, tornando o processo de construcdo algo prazeroso. Diante
disso, fica a certeza do desejo de continuar os estudos na area da Educacdo Matematica,

desenvolvendo projetos que possam contribuir para o ensino da mesma.
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APENDICES

APENDICE A: Procedimentos Bésico para 0 GeoGebra

Comandos Basicos

Objeto

Roteiro

Exemplo

Ponto dado as coordenadas

Digite no campo Entrada o
Ponto utilizando o formato

(3.4)

(x.y)
Segmento de Reta [AB] Selecione no menu | Selecione os pontos A e B
v ferramentas "segmento

definido por dois pontos™

Reta definada por dois

pontos AB

P

Selecione no menu
ferramentas "Reta definida
por dois pontos™

Selecione os pontos Ae B

Inclinagéo

%l

.

Selecione no menu
ferramentas "inclinacéo”

Selecione um segmento de
reta ou reta

Regressdo Linear

Selecione no menu
ferramentas "reta de
regressao linear"

Selecione o0 conjunto de
pontos
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