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RESUMO

FRANCO, Maisa Damazio. Classi�cação de alguns grupos de ordem �nita. 2012.
74f. Trabalho de Conclusão do Curso de Licenciatura em Matemática - Universidade do
Estado de Santa Catarina, Joinville, 2012.

No estudo da teoria de grupos busca-se conhecer e determinar a estrutura de cada grupo.
Nesse sentido é importante classi�car os tipos de grupos distintos que existem, para trans-
ferir as propriedades obtidas de um para outro dentro da mesma classe. Neste trabalho
foram classi�cados os grupos de ordem menor que 12 usando como ferramenta o Teorema
de Lagrange. Além disso, são apresentadas algumas recíprocas do Teorema de Lagrange,
entre estas o 1◦ Teorema de Sylow.

Palavras-chave: Grupos �nitos. Ordem de grupos. Teorema de Lagrange. Teoremas de
Sylow.



ABSTRACT

FRANCO, Maisa Damazio. Classi�cation of some groups of �nite order. 2012. 74f.
Trabalho de Conclusão do Curso de Licenciatura em Matemática - Universidade do Estado
de Santa Catarina, Joinville, 2012.

When studying theory of groups one seeks to know and determine the structure of each
group. For that it's important do classify the existing types of groups, so that properties
obtained from one can be transferred to another within the same class. In this work,
groups of order 12 or less were classi�ed using Lagrange's theorem as a tool. Besides that,
some converses to Lagrange's theorem are presented, including Sylow's 1st theorem.

Key-words: Finite groups. Order of groups. Lagrange's theorem. Sylow's theorems.



LISTA DE ILUSTRAÇÕES

2.1 Transformações espaciais que preservam o triângulo equilátero . . . . . . . . . . 22
2.2 Polígono regular de n lados - Grupo de Rotações . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3 Polígono regular de n lados - Grupo Diedral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.4 Transformações espaciais que preservam o quadrado . . . . . . . . . . . . . . . 24



LISTA DE TABELAS

1.1 Linha e coluna fundamental da tábua de uma operação . . . . . . . . . . . . . 18
1.2 Tábua de uma operação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1 Tábua do Grupo Simétrico S3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.2 Tábua do Grupo das simetrias do triângulo equilátero S△ . . . . . . . . . . . . 23
2.3 Tábua do Grupo D4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.1 Tábua do Grupo G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.2 Tábua do Grupo Z2 × Z2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.3 Tábua do Grupo Q3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48



LISTA DE SÍMBOLOS

N Conjunto dos números naturais

Z Conjunto dos números inteiros

Q Conjunto dos números racionais

R Conjunto dos números reais

|G| Ordem do Grupo G

o(a) Ordem do elemento a

a Classe de equivalência do elemento a

aH Classe lateral à esquerda

Ha Classe lateral à direita

G/H Conjunto quociente de G por H

Zm Classe de equivalência de Z módulo m

Sn Grupo de permutações

Dn Grupo diedral

Rn Grupo de rotações

S△ Grupo das simetrias de um triângulo equilátero

Q3 Grupo dos quatérnios

G1 ×G2 × . . .×Gn Produto direto dos grupos G1, G2, . . . , Gn

H < G H é subgrupo de G

H ▹ G H é subgrupo normal de G

Ker(f) Núcleo de f

⟨S⟩ Grupo gerado pelo conjunto S

⟨a⟩ Grupo gerado pelo elemento a

G ≃ J G é isomorfo a J

#H Cardinalidade de H

Z(G) Centro de G

Aut(G) Grupo dos automor�smos internos de G

Ig Automor�smo interno

(G : H) Índice do subgrupo H em G

C(a) Classe de conjugação do elemento a

Ca Cardinalidade do conjunto C(a)



SUMÁRIO

INTRODUÇÃO 11

1 RESULTADOS PRELIMINARES 12

1.1 RELAÇÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 APLICAÇÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.3 OPERAÇÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3.4 Tábua de uma operação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 TEORIA BÁSICA DOS GRUPOS 19

2.1 GRUPOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 EXEMPLOS DE GRUPOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3 SUBGRUPOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4 HOMOMORFISMOS DE GRUPOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.5 GRUPOS CÍCLICOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.6 CLASSES LATERAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 DETERMINAÇÃO DE ALGUNS GRUPOS 39

3.1 GRUPOS FINITOS GERADOS POR DOIS ELEMENTOS . . . . . . . . 39

3.2 GRUPOS DE ORDEM 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.3 GRUPOS DE ORDEM 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.4 GRUPOS DE ORDEM 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.5 GRUPOS DE ORDEM 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.6 GRUPOS DE ORDEM 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.7 GRUPOS DE ORDEM 2P COM P > 2 PRIMO . . . . . . . . . . . . . . . 54

4 RECÍPROCAS DO TEOREMA DE LAGRANGE 57

4.1 GRUPOS QUOCIENTES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2 A EQUAÇÃO DE CLASSE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.3 TEOREMA DE SYLOW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

CONCLUSÃO 72

REFERÊNCIAS 73



INTRODUÇÃO

Na disciplina de Álgebra estuda-se, na teoria de grupos �nitos, o Teorema de

Lagrange que garante que a ordem de qualquer subgrupo sempre divide a ordem do

grupo. Surge a pergunta natural sobre a sua recíproca: se para qualquer divisor da ordem

do grupo existe um subgrupo com tal ordem. Os Teoremas de Cauchy e o 1◦ Teorema

de Sylow apresentam resultados nessa linha. Os Teoremas de Sylow formam uma parte

fundamental da teoria de grupos, fornecendo informações detalhadas sobre o número de

subgrupos de ordem �xa que um dado grupo �nito contém.

Outro tema importante para o desenvolvimento da Álgebra é a classi�cação de

grupos �nitos, a qual permite separá-los em classes disjuntas tais que as propriedades

deduzidas para um grupo particular de uma dada classe possam ser transferidas para

todos os grupos dessa classe, e apenas para estes, com uma simples mudança de notação.

Assim é su�ciente analisar uma quantidade �nita de grupos.

Com o Teorema de Lagrange é possível classi�car grupos de ordem baixa, mas

é inviável para grupos com ordens maiores. Para tal são importantes os resultados dos

Teoremas de Sylow.

Este trabalho está dividido da seguinte forma: no Capítulo 1 serão apresentados

alguns resultados preliminares que já foram vistos na disciplina de Álgebra e que são

de suma importância para a compreensão dos estudos propostos; no Capítulo 2 serão

apresentados resultados da teoria de grupos que são a base para este trabalho; no Capítulo

3 serão classi�cados os grupos de ordem menor ou igual a 11 e os grupos de ordem 2p com

p > 2 um número primo, utilizando como principal ferramenta o Teorema de Lagrange; no

Capítulo 4, serão vistas algumas recíprocas do Teorema de Lagrange; e �nalmente serão

apresentadas as conclusões e sugestões que complementariam este trabalho.
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Capítulo 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Para a melhor compreensão deste trabalho, apresentar-se-á neste capítulo alguns

resultados preliminares da Álgebra, a �m de que se possa aprofundar os estudos de grupos

tendo as bases necessárias. Este primeiro capítulo será referenciado na obra de Domingues

e Iezzi (1979).

1.1 RELAÇÕES

Os tipos de relações que serão utilizadas neste trabalho são: Relações binárias e

Relações de equivalência.

De�nição 1.1.1 Dados dois conjuntos E e F, não vazios, chama-se produto carte-

siano de E por F o conjunto formado por todos pares ordenados (x, y) com x ∈ E e

y ∈ F. Ou seja:

E × F = {(x, y)/ x ∈ E e y ∈ F}.

De�nição 1.1.2 Chama-se relação binária de E em F todo subconjunto R de E × F .
Ou seja:

(R é relação de E em F ) ⇐⇒ R ⊂ E × F.

Os conjuntos E e F são denominados conjunto de partida e conjunto de chegada

da relação R respectivamente. Ou seja, toda relação binária é um conjunto de pares

ordenados. Para indicar que (a, b) ∈ R, usa-se a notação aRb.

Observação 1.1.3 Quando E = F diz-se que R ⊂ E2 = E × E é uma relação sobre E.

De�nição 1.1.4 Chama-se domínio de R o subconjunto de E de�nido por

D(R) = {x ∈ E/ ∃y ∈ F : xRy}.

12



De�nição 1.1.5 Chama-se imagem de R o subconjunto de F de�nido por

Im(R) = {y ∈ F/ ∃x ∈ E : xRy}.

De�nição 1.1.6 Sejam R uma relação de E em F e S uma relação de F em G. Chama-

se relação composta de R e S a seguinte relação, indicada por S ◦R, de E em G :

S ◦R = {(x, z) ∈ E ×G/ ∃y ∈ F : (x, y) ∈ R e (y, z) ∈ S}.

De�nição 1.1.7 Seja R uma relação de E em F. Chama-se relação inversa de R, e

indica-se por R−1, a seguinte relação de F em E :

R−1 = {(y, x) ∈ F × E/ (x, y) ∈ R}.

Seja R uma relação sobre E. Então, R pode apresentar as seguintes propriedades:

1. Re�exiva: se para todo x ∈ E tem-se que xRx.

2. Simétrica: se para todo x, y ∈ E tem-se que (xRy ⇒ yRx.)

3. Transitiva: se para todo x, y, z ∈ E tem-se que (xRy e yRz ⇒ xRz.)

4. Antissimétrica: se para todo x, y ∈ E tem-se que (xRy e yRx⇒ x = y.)

De�nição 1.1.8 Uma relação R sobre E é chamada relação de equivalência sobre E

se R é re�exiva, simétrica e transitiva.

De�nição 1.1.9 Seja R uma relação de equivalência sobre E. Dado a ∈ E chama-se

classe de equivalência determinada por a, módulo R o subconjunto a de E formado

pelos elementos x tais que xRa, ou seja,

a = {x ∈ E/ xRa}.

De�nição 1.1.10 O conjunto de todas classes de equivalência módulo R será indicado

por E/R e chamado conjunto quociente de E por R.

Exemplo 1.1.11 A relação

xRy ⇐⇒ x ≡ y(mod m)

é uma relação de equivalência do conjunto dos números inteiros em que o conjunto quo-

ciente é

Z/≡ = {0, 1, . . . ,m− 1}.
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Este conjunto é usualmente denotado por Zm e chamado de conjunto das classes de restos

módulo m. Algumas vezes, quando não houver problema de ambiguidade, para simpli�car

a notação será utilizado apenas a ∈ Zm para representar a classe a.

Observação 1.1.12 Duas classes de equivalência são iguais ou são disjuntas.

De�nição 1.1.13 Seja E um conjunto não vazio. Diz-se que uma classe F de subcon-

juntos não vazios de E é uma partição de E se:

(i) dois membros quaisquer de F ou são iguais ou são disjuntos;

(ii) a união dos membros de F é igual a E.

Proposição 1.1.14 Se R é uma relação de equivalência sobre um conjunto E, então

E/R é uma partição de E.

1.2 APLICAÇÕES

De�nição 1.2.1 Seja f uma relação de E em F . Diz-se que f é uma aplicação de E

em F se:

(i) D(f) = E;

(ii) dado a ∈ D(f), existe um único b ∈ F tal que (a, b) ∈ f.

Observação 1.2.2 Se f : E → F é uma aplicação e F é um conjunto numérico (F ⊂ C),
é usual chamar f de função. Às vezes, porém, usa-se a palavra função para designar uma

aplicação qualquer.

De�nição 1.2.3 Seja f : E → F uma aplicação.

• Diz-se que f é uma aplicação injetora ou 1-1 se dois elementos diferentes quaisquer

de E tem imagens diferentes. Ou seja, se para quaisquer x1, x2 ∈ E, tais que

x1 ̸= x2, for válido f(x1) ̸= f(x2). Ou equivalentemente f é 1-1 se x1, x2 ∈ E e

f(x1) = f(x2), então x1 = x2.

• Diz-se que f é uma aplicação sobrejetora se Im(E) = F, ou seja, se para todo

y ∈ F existir x ∈ E, tal que y = f(x).

• Diz-se f é uma aplicação bijetora se f for injetora e sobrejetora.

Teorema 1.2.4 Seja f : E → F uma aplicação. Então, f−1 é uma aplicação se, e

somente se, f é bijetora.
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De�nição 1.2.5 Sejam f : E → F e g : F → G duas aplicações. Chama-se composta

de f e g a aplicação (indicada por g ◦ f) de E em G de�nida da seguinte maneira:

(g ◦ f)(x) = g(f(x)), ∀ x ∈ E.

Proposição 1.2.6 Se f : E → F e g : F → G são injetoras, então g ◦ f é injetora.

Proposição 1.2.7 Se f : E → F e g : F → G são sobrejetoras, então g◦f é sobrejetora.

1.3 OPERAÇÕES

De�nição 1.3.1 Sendo E um conjunto não vazio, toda aplicação f : E × E → E recebe

o nome de operação sobre E (ou em E) ou lei de composição interna sobre E (ou

em E).

Notação: Uma operação f sobre E associa a cada par (x, y) ∈ E×E um elemento

de E que será denotado por x ∗ y. Assim, x ∗ y é uma forma de indicar f(x, y). Diz-se

também que E é um conjunto munido da operação ∗. O elemento x∗y é chamado composto

de x e y pela operação ∗.
Outras notações usuais para indicar uma operação sobre E :

• Notação aditiva: neste caso o símbolo da operação é +, a operação é chamada

adição, o composto x+ y é chamado soma e os termos x e y são as parcelas.

• Notação multiplicativa: neste caso o símbolo da operação é · ou a simples justaposição

dos elementos, a operação é chamadamultiplicação, o composto x·y ou xy é chamado

produto e os termos x e y são os fatores.

Seja . uma lei de composição interna em E. Esta lei pode apresentar as seguintes

propriedades:

1. Propriedade associativa

Diz-se que . satisfaz a propriedade associativa se

x.(y.z) = (x.y).z,

quaisquer que sejam x, y, z ∈ E.

2. Propriedade comutativa

Diz-se que . satisfaz a propriedade comutativa se

x.y = y.x,

quaisquer que sejam x, y ∈ E.

15



3. Elemento neutro

Se existe e ∈ E tal que e.x = x, para todo x ∈ E, diz-se que e é um elemento neutro

à esquerda.

Se existe e ∈ E tal que x.e = x, para todo x ∈ E, diz-se que e é um elemento neutro

à direita.

Se e é elemento neutro à esquerda e à direita para a operação ·, diz-se simplesmente

que e é elemento neutro para essa operação.

Proposição 1.3.2 Se a operação · sobre E tem um elemento neutro e, então ele é

único.

Demonstração: De fato, se e, e′ ∈ G são elementos neutros, então

e = e.e′, pois e′ é neutro

e′ = e.e′, pois e é neutro

logo e = e′.

4. Elementos simetrizáveis

Seja · uma operação sobre E que tem elemento neutro e. Dizemos que x ∈ E é um

elemento simetrizável para esta operação se existir x′ ∈ E tal que

x′.x = e = x.x′.

O elemento x′ é chamado simétrico de x.

Quando a operação é uma adição, o simétrico de x também é chamado oposto de x

e indicado por −x.

Quando a operação é uma multiplicação, o simétrico de x também é chamado inverso

de x e indicado por x−1.

Proposição 1.3.3 Seja · uma aplicação sobre E que é associativa e tem elemento neutro

e.

(i) Se um elemento x ∈ E é simetrizável, então o simétrico de x é único.

(ii) Se x ∈ E é simetrizável, então seu simétrico também é e (x′)′ = x.

(iii) Se x, y ∈ E são simetrizáveis, então x · y é simetrizável e (x · y)′ = y′ · x′.

Demonstração:

16



(i) De fato, sejam a ∈ E, e b, b′ ∈ E dois elementos simétricos de a, então

b = b · e = b · (a · b′), pois b' é simétricos de a

b = (b · a) · b′ pela associatividade

b = e · b′, pois b é simétrico de a

b = b′

logo o simétrico de a é único.

(ii) Tem-se que x · x′ = e = x′ · x e quer-se obter o simétrico y de x′ que é o único

elemento que satisfaz:

x′ · y = e = y · x′

Como y = x satisfaz esta equação e como o simétrico é único, então (x′)′ = x.

(iii) Deseja-se mostrar que existe z ∈ E tal que (x · y) · z = e = z · (y · x), no caso z é o

simétrico de (x · y). Tem-se

(x · y) · z = e ⇔ x′ · ((x · y) · z) = x′ · e

⇔ (x′ · x) · (y · z) = x′

⇔ e · (y · z) = x′

⇔ y · z = x′

⇔ y′ · (y · z) = y′ · x′

⇔ (y′ · y) · z = y′ · x′

⇔ z = y′ · x′

1.3.4 Tábua de uma operação

Num conjunto �nito E com uma lei de composição interna · pode-se representar a
operação dos elementos numa tabela de dupla entrada chamada Tábua da Operação ∗
em E. A construção desta tábua está descrita a seguir.

Seja E = {a1, a2, · · · , an} (n ≥ 1) um conjunto de n elementos, com n ≥ 1.

Uma operação sobre E é uma aplicação f : E × E → E que associa a cada par (ai, aj) o

elemento f(ai, aj) = ai · aj := aij.

Pode-se representar o elemento aij, correspondente ao par (ai, aj), numa tabela de

dupla entrada, construída como segue:
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(1◦) Marca-se na linha fundamental e na coluna fundamental os elementos do conjunto

E, como ilustra a Tabela 1.1. Chama-se de i-ésima linha aquela que começa com ai

e j-ésima coluna a que é encabeçada por aj.

Tabela 1.1: Linha e coluna fundamental da tábua de uma operação

· a1 a2 · · · ai · · · aj · · · an
a1
a2
...
ai
...
aj
...
an

Fonte: Domingues e Iezzi (1979, p.64)

(2◦) Dado um elemento ai na coluna fundamental e um elemento aj na linha fundamental,

na interseção da linha i com a coluna j marcamos o composto aij = ai ∗ aj, como

na Tabela 1.2.

Tabela 1.2: Tábua de uma operação

· a1 a2 · · · ai · · · aj · · · an
a1 a11 a12 · · · a1i · · · a1j · · · a1n
a2 a21 a22 · · · a2i · · · a2j · · · a2n
...

...
...

...
...

...
ai ai1 ai2 · · · aii · · · aij · · · ain
...

...
...

...
...

...
aj aj1 aj2 · · · aji · · · ajj · · · ajn
...

...
...

...
...

...
an an1 an2 · · · ani · · · anj · · · ann

Fonte: Domingues e Iezzi (1979, p.64)
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Capítulo 2

TEORIA BÁSICA DOS GRUPOS

Neste capítulo serão apresentados resultados da teoria de grupos que são necessários

para atingir os objetivos deste trabalho, sendo algumas demonstrações omitidas, por serem

resultados clássicos. Estes resultados são referenciados em Domingues e Iezzi (1979) e

Garcia e Lequain (2008).

2.1 GRUPOS

De�nição 2.1.1 Um conjunto G não vazio com uma operação

G×G −→ G

(a, b) 7→ a · b

é um grupo se satisfaz as seguintes condições:

(i) Associatividade

a · (b · c) = (a · b) · c, ∀ a, b, c ∈ G

(ii) Elemento neutro

∃ e ∈ G / e · a = a · e = a, ∀ a ∈ G

(iii) Elemento inverso (elemento simetrizável)

∀a ∈ G, ∃ b ∈ G / a · b = b · a = e

Este elemento b é chamado de simétrico de a e denotado por a−1 se a operação for

multiplicativa (não necessariamente a multiplicação usual) e por −a se a operação

for uma adição (não necessariamente usual).

O grupo G é abeliano ou comutativo se a · b = b · a, para todo a, b ∈ G.
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De�nição 2.1.2 Se o conjunto G for �nito com n elementos, diz-se que o grupo G é

�nito com ordem n e escreve-se |G| = n.

Notação: Se G munido da operação · é um grupo, denota-se (G, ·).

2.2 EXEMPLOS DE GRUPOS

Nesta seção serão apresentados alguns exemplos de grupos que serão referenciados

neste e nos próximos capítulos.

Exemplo 2.2.1 Grupo aditivo dos inteiros (Z,+) (abeliano).

Exemplo 2.2.2 Grupo aditivo dos racionais (Q,+) (abeliano).

Exemplo 2.2.3 Grupo aditivo dos reais (R,+) (abeliano).

Exemplo 2.2.4 Grupo aditivo dos complexos (C,+) (abeliano).

Exemplo 2.2.5 Grupo multiplicativo dos racionais (Q∗, ·) (abeliano).

Exemplo 2.2.6 Grupo multiplicativo dos reais (R∗, ·) (abeliano).

Exemplo 2.2.7 Grupo multiplicativo dos complexos (C∗, ·) (abeliano).

Exemplo 2.2.8 Grupo aditivo das matrizes m × n denotado por (Mm×n(K),+), com

K = Z, Q, R, C (abeliano).

Exemplo 2.2.9 (GLn(K), ·), com K = Q, R, C é o grupo linear racional, real ou com-

plexo de grau n conforme K = Q, R ou C (não comutativo se n > 1), chamado de grupo

das matrizes inversíveis.

Exemplo 2.2.10 Grupo aditivo de classes de restos (Zm,⊕). Este é um grupo abeliano

�nito com |Zm| = m, em que a⊕ b = a+ b, sendo Zm de�nido no Exemplo 1.1.11.

De fato, pode-se provar que a operação ⊕ independe dos representantes, a propriedade

associativa é consequência da associatividade dos números inteiros, o elemento neutro

deste conjunto é a classe 0 e o elemento simétrico (oposto) de a ∈ Zm é o elemento m− a.

Exemplo 2.2.11 Grupo multiplicativo abeliano de classes de restos(Z∗
m,⊙), em que a⊙

b = ab e |Z∗
m| = m− 1.
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Neste caso também prova-se que a operação ⊙ independe do representante, além disso

a propriedade associativa é consequência da associatividade dos números inteiros e o

elemento neutro deste conjunto é a classe 1, porém o elemento simétrico (inverso) de

a ∈ Zm não existe para qualquer valor de m, por exemplo em Z4 o elemento 2 não possui

simétrico para operação ⊙, pois

• 1⊙ 2 = 2, • 2⊙ 2 = 0, • 3⊙ 2 = 2

logo, (Z∗
4,⊙) não é grupo. Para solucionar este problema tem-se o seguinte resultado:

Proposição 2.2.12 (Z∗
m,⊙) é um grupo se, e somente se, m for um número primo.

Assim, o simétrico de a ∈ Zm, com m sendo um número primo, é x ∈ Zm tal que

ax+my = 1, para algum y ∈ Z.

Exemplo 2.2.13 (S(E), ◦) - Grupo de permutações sobre E.

Seja E um conjunto não vazio e S(E) o conjunto de todas bijeções de E. Com a

operação de composição de funções S(E) é um grupo, chamado grupo das permutações

sobre E. Tal grupo só é comutativo quando E é formado por 1 ou 2 elementos.

No caso particular em que E = {1, 2, · · · , n}, n ≥ 1, tem-se um importante

grupo �nito denotado neste caso por (Sn, ◦) e chamado grupo simétrico de grau n cuja

ordem é |Sn| = n!. A notação usual de um elemento de Sn é:

f =

(
1 2 · · · r · · · n

i1 i2 · · · ir · · · in

)
,

onde f(r) = ir, r ∈ {1, 2, · · · , n}.
Em particular para n = 3 tem-se

S3 =

{
f0 =

(
1 2 3

1 2 3

)
, f1 =

(
1 2 3

2 3 1

)
, f2 =

(
1 2 3

3 1 2

)
,

g1 =

(
1 2 3

1 3 2

)
, g2 =

(
1 2 3

3 2 1

)
, g3 =

(
1 2 3

2 1 3

)}
.

cuja tábua é

Exemplo 2.2.14 (S△, ◦) - Grupo das simetrias de um triângulo equilátero formado pelos

elementos

S△ = {id, R 2π
3
, R 4π

3
, R1, R2, R3}

que estão representados na Figura 2.1 e descritos na sequência.

Sejam P1 P2 P3 um triângulo equilátero com centro de gravidade na origem 0 do

espaço e ainda e1, e2, e3 as retas do espaço que passam pelas medianas do triângulo. Então,

as transformações que preservam o triângulo são:
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Tabela 2.1: Tábua do Grupo Simétrico S3

◦ f0 f1 f2 g1 g2 g3
f0 f0 f1 f2 g1 g2 g3
f1 f1 f2 f0 g3 g1 g2
f2 f2 f0 f1 g2 g3 g1
g1 g1 g2 g3 f0 f1 f2
g2 g2 g3 g1 f2 f0 f1
g3 g3 g1 g2 f1 f2 f0

Fonte: Domingues e Iezzi (1979, p.84)

Figura 2.1: Transformações espaciais que preservam o triângulo equilátero

id R
2 /3π

R
4 /3π

R
1 R

2
R

3

Fonte: Produção do próprio autor

• id, R 2π
3
, R 4π

3
: as rotações planas centradas em 0, no sentido anti-horário, de ângulos

zero,
2π

3
e
4π

3
respectivamente.

• R1, R2, R3: as rotações espaciais de ângulo π com eixos e1, e2, e3 respectivamente.

A tábua de S△ está apresentada na Tabela 2.2.

Exemplo 2.2.15 (Rn, ◦) - Grupo de Rotações de um polígono regular de n lados.

Considera-se um polígono regular de n vértices, em que o centro do polígono está

no ponto 0 do espaço e que o eixo x contenha um de seus vértices, o qual será indicado

como ponto 1. Os vértices consecutivos serão indicados por 2, 3, . . . , n respectivamente

no sentido anti-horário, como na Figura 2.2.

Assim, as operações que transformam o polígono nele mesmo, são as rotações em

torno da origem no sentindo anti-horário segundo os ângulos de:

0,
2π

n
, 2 · 2π

n
, · · · , (n− 1) · 2π

n
radianos.

22



Tabela 2.2: Tábua do Grupo das simetrias do triângulo equilátero S△

id R 2π
3

R 4π
3

R1 R2 R3

id id R 2π
3

R 4π
3

R1 R2 R3

R 2π
3

R 2π
3

R 4π
3

id R3 R1 R2

R 4π
3

R 4π
3

id R 2π
3

R2 R3 R1

R1 R1 R3 R2 id R 4π
3

R 2π
3

R2 R2 R1 R3 R 2π
3

id R 4π
3

R3 R3 R2 R1 R 4π
3

R 2π
3

id

Fonte: Produção do próprio autor

Figura 2.2: Polígono regular de n lados - Grupo de Rotações

1

n

0 0

n-1

e=id

2

3
4

n

n-1

n-2

a=R
2 /nπ

1

2
3

Fonte: Produção do próprio autor

Indicando por e a primeira dessas rotações e por a a segunda, como na Figura 2.2,

então o conjunto dessas n rotações é composto pelos elementos

Rn = {e, a, a2, . . . , an−1}.

Exemplo 2.2.16 (Dn, ◦) - Grupo Diedral de grau n: grupo de simetrias espaciais de um

polígono regular de n lados.

Como no Exemplo 2.2.15 considera-se o polígono de n vértices num referencial

cartesiano com um vértice sobre o eixo x o qual será denotado por 1, esta posição inicial

do polígono, como na Figura 2.2, será o elemento neutro do grupo Dn, a será a rotação

de um ângulo de
2π

n
radianos em torno da origem (Figura 2.2) e b a re�exão em torno do

eixo-x, conforme a Figura 2.3.

O conjunto

Dn = {e, a, a2, · · · , an−1, b, ab, a2b, · · · , an−1b}

cujos elementos são as rotações de Rn , estas rotações seguidas da re�exão b é o Grupo

Diedral das simetrias do polígono de n lados.
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Figura 2.3: Polígono regular de n lados - Grupo Diedral

1

n

n-1

e=id

2

3
4

n

n-1
n-2

3

b

00
1

2

Fonte: Produção do próprio autor

Exemplo 2.2.17 (D4, ◦) - grupo diedral de grau 4: grupo das simetrias do quadrado

formado pelos elementos

D4 = {e, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b}

que estão representados na Figura 2.4.

Figura 2.4: Transformações espaciais que preservam o quadrado

0

e=id

13

2

4

0

b

13

4

2

0

a=R
π/2

42

1

3

0

ab

24

1

3

0

a =R
2

π

31

4

2

0

a b
2

31

2

4

0

a =R
3

3 /2π

24

3

1

0

a b
3

42

3

1

Fonte: Produção do próprio autor

A tábua de D4 é dada pela Tabela 2.3 e por ela observa-se que D4 é de fato um

grupo com elemento neutro e e este grupo não é abeliano.
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Tabela 2.3: Tábua do Grupo D4

◦ e a a2 a3 b ab a2b a3b
e e a a2 a3 b ab a2b a3b
a a a2 a3 e ab a2b a3b b
a2 a2 a3 e a a2b a3b b ab
a3 a3 e a a2 a3b b ab a2b
b b a3b a2b ab e a3 a2 a
ab ab b a3b a2b a e a3 a2

a2b a2b ab b a3b a2 a e a3

a3b a3b a2b ab b a3 a2 a e

Fonte: Produção do próprio autor

Exemplo 2.2.18 Sejam (G, ∗) e (J,△) grupos. No conjunto G × J de�na a seguinte

relação:

(a, b)⊙ (x, y) := (a ∗ x, b△y).

Então, (G× J,⊙) é um grupo chamado produto direto de G por J.

De fato, ⊙ é uma lei de composição interna em G× J que satisfaz a propriedade associa-

tiva, pois G e J são grupos, o elemento neutro desta operação é (eG, eJ) e o simétrico

(inverso) do elemento (x, y) ∈ G× J é (x−1, y−1), em que x−1 é o simétrico de x em G

e y−1 é o simétrico de y em J.

De modo análogo de�ne-se o grupo produto direto de n parcelas, isto é,

(G1 ×G2 × · · · ×Gn,⊙)

sendo cada Gi, i = 1, 2, · · · , n, um grupo. Se cada parcela for um grupo �nito, então o

produto direto será �nito e

|G1 ×G2 × · · · ×Gn| = |G1||G2| · · · |Gn|.

Além disso, se cada grupo for abeliano o grupo produto direto também será abeliano.

Como casos particulares de produto direto tem-se:

1. Z×Z com a operação sendo a adição de�nida por (a, b)⊕ (x, y) = (a+ x, b+ y), o

elemento neutro é (0, 0) e o elemento simétrico de (a, b) é (−a,−b).

2. Zn×Zm com a operação sendo a adição de�nida por (a, b)⊕ (x, y) = (a+ x, b+ y),

o elemento neutro é (0, 0) e o elemento simétrico de (a, b) é (n− a,m− b). Além
disso, |Zn × Zm| = nm.

25



2.3 SUBGRUPOS

De�nição 2.3.1 Seja (G, .) um grupo. Um subconjunto não vazio H de G é um sub-

grupo de G (que será denotado por H < G) quando o conjunto H é um grupo com a

operação de G. Ou seja:

(i) h1.h2 ∈ H, ∀ h1, h2 ∈ H.

(ii) (h1.h2).h3 = h1.(h2.h3), ∀ h1, h2, h3 ∈ H.

(iii) ∃ eH ∈ H / eH .h = h.eH ,∀ h ∈ H.

(iv) Para cada h ∈ H, existe k ∈ H tal que h.k = k.h = eH .

Observação 2.3.2 A condição (ii) é sempre válida, pois ela é válida para todos os ele-

mentos de G.

Observação 2.3.3 O elemento neutro de H dado por eH é necessariamente igual ao

elemento neutro de G.

Observação 2.3.4 Seja h ∈ H, então o inverso de h em H é igual ao inverso de h em

G em símbolos temos (h−1
H = h−1

G ).

Proposição 2.3.5 Seja H um subconjunto não vazio do grupo G. Então, H é um sub-

grupo de G se, e somente se, a condição seguinte é satisfeita:

∀ a, b ∈ H, a.b−1 ∈ H,

sendo b−1 o inverso de b em G.

Demonstração:

(⇒) Supondo H < G, então por de�nição H é grupo com a operação herdada de

G, e pelas observações acima eH = eG e h−1
H = h−1

G . Assim, dados a, b ∈ H tem-se que

b−1 ∈ H e assim ab−1 ∈ H
(⇐) Supondo que para quaisquer a, b ∈ H tem-se ab−1 ∈ H. Então, como H ̸= ∅

existe a ∈ H e pela hipótese eG = aa−1 ∈ H e consequentemente a−1 = eGa
−1 ∈ H.

Assim, para a, b ∈ H tem-se que b−1 ∈ H e pela hipótese

ab = a(b−1)−1 ∈ H.

Além disso, como H ⊂ G tem-se que a propriedade associativa continua válida em H.

Portanto, H < G.

Exemplo 2.3.6 São exemplos de subgrupos:
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(i) Se G é um grupo com neutro e, então {e} e G são subgrupos de G (chamados de

subgrupos triviais).

(ii) (2Z,+) é um subgrupo de (Z,+). De maneira geral se n é um inteiro qualquer,

(nZ,+) é um subgrupo de (Z,+).

De fato, sejam h1, h2 ∈ nZ. Então, existem n1, n2 ∈ Z tais que h1 = nz1 e h2 = nz2,

assim

h1 − h2 = nz1 − nz2 = n(z1 − z2) = nz com z ∈ Z.

Logo, h1 − h2 ∈ nZ e pela Proposição 2.3.5 nZ é um subgrupo de Z.

(iii) {id, R1} e {id, R 2π
3
, R 4π

3
} são subgrupos de S△.

(iv) O grupo das rotações de um polígono regular de n lados, Rn, é subgrupo do grupo

diedral Dn de ordem 2n obtido desse mesmo polígono.

(v) Se G é um grupo com H < G e K < G, então H ∩K < G.

De fato, dados a, b ∈ H ∩ K, então a ∈ H e a ∈ K, ainda b ∈ H e b ∈ K. Pela

Proposição 2.3.5, basta provar que ab−1 ∈ H ∩K. Como b ∈ H e b ∈ K sendo H e

K subgrupos de G, então existe b−1 ∈ H e b−1 ∈ K, logo

• ab−1 ∈ H, pois a ∈ H e b−1 ∈ H,

• ab−1 ∈ K, pois a ∈ K e b−1 ∈ K.

Assim, ab−1 ∈ H ∩K logo H ∩K é subgrupo de G.

Proposição 2.3.7 H < (Z,+) se, e somente se, H = nZ para algum n ∈ N.

Demonstração:

(⇒) Seja H um subgrupo qualquer de Z. Se H = {0}, então H = 0Z. Se H ̸= {0},
então escolhendo n = min{x ∈ H|x > 0} tem-se que H = nZ. De fato, como n ∈ N,
tem-se que nZ ⊂ H. Por outro lado, dado h ∈ H, pelo algoritmo de Euclides existem

q, r ∈ Z tais que h = qn+ r com 0 ≤ r < n. Como h e n pertencem a H e H é subgrupo,

então r = h−qn ∈ H. Pela minimalidade de n segue que r = 0 e h = qn, ou seja, h ∈ nZ.
Logo H = nZ.

(⇐) Provado no Exemplo 2.3.6 (ii).

2.4 HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

Nesta seção será estudado o homomor�smo de grupos, o que é muito importante

para a classi�cação dos mesmos, pois encontra-se aplicações que preservam as operações.
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De�nição 2.4.1 Dados dois grupos (G, ∗) e (J,△), diz-se que uma aplicação f : G→ J

é um homomor�smo de G em J se, para todo x, y ∈ G, f(x ∗ y) = f(x)△f(y).

Observação 2.4.2 Sejam (G, ∗) e (J,△) grupos. Então,

• um homomor�smo do grupo G nele próprio, f : G→ G, é chamado endomor�smo

de G.

• um homomor�smo f : G→ J injetor é chamado monomor�smo de G em J.

• um homomor�smo f : G→ J sobrejetor é chamado epimor�smo de G em J.

• um homomor�smo f : G→ J bijetor é chamado isomor�smo de G em J.

De�nição 2.4.3 Se existe um isomor�smo de grupos f : G→ J, diz-se que G e J são

isomorfos e denota-se por G ≃ J.

Exemplo 2.4.4 Seja n ∈ N �xo. Então, φn : (Z,+) → (Z,+), dada por, φn(z) = nz é

monomor�smo, pois dados a, b ∈ Z

φn(a+ b) = n(a+ b) = na+ nb = φn(a) + φn(b)

e para todo x, y ∈ Z

φn(x) = φn(y) ⇔ nx = ny ⇔ x = y.

De�nição 2.4.5 Sejam (G, ∗) e (J,△) grupos e f : G −→ J um homomor�smo. Chama-

se núcleo de f e denota-se por ker(f) o seguinte subconjunto de G:

ker(f) = {x ∈ G/ f(x) = e}

sendo e o elemento neutro de J .

Proposição 2.4.6 Seja f : (G, ·)→ (J, ∗) um homomor�smo de grupos. Então:

(i) f(eG) = eJ

(ii) f(x−1) = f(x)−1

(iii) Im(f) = {y ∈ J | y = f(g) para algum g ∈ G} é um subgrupo de J.

(iv) Se B é um subgrupo de J , então f−1(B) é um subgrupo de G contendo ker(f) e

f(f−1(B)) = B ∩ Im(f). Em que f−1 é a aplicação inversa de f .

(v) Sejam f : (G, ·) → (J, ∗) e h : (J, ∗) → (B,×) dois homomor�smos de grupos.

Então a composição h ◦ f : (G, .)→ (B,×) é um homomor�smo.
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(vi) ker(f) < G.

Demonstração:

(i) f(eG) = f(eG · eG) = f(eG) ∗ f(eG)⇒ f(eG) = eJ

(ii) {
f(x−1) ∗ f(x) = f(x−1.x) = f(eG) = eJ

f(x) ∗ f(x−1) = f(x.x−1) = f(eG) = eJ

Portanto f(x−1) = (f(x))−1

(iii) Tem-se

y, z ∈ Im(f)⇒ ∃ x1, x2 ∈ G : y = f(x1), z = f(x2).

Logo,

y ∗ z−1 = f(x1) ∗ (f(x2))−1 = f(x1) ∗ f(x−1
2 ) = f(x1.x

−1
2 ).

Como x1.x−1
2 ∈ G, segue que y ∗ z−1 ∈ Im(f) e pela Proposição 2.3.5, Im(f) < J .

(iv) Sejam a, b ∈ f−1(B). Então, f(a), f(b) ∈ B e f(a) ∗ f(b)−1 ∈ B. Como,

f(a) ∗ f(b)−1 = f(a) ∗ f(b−1) = f(a.b−1) ∈ B,

então a.b−1 ∈ f−1(B), donde f−1(B) < G.

Seja x ∈ Ker(f). Então, f(x) = eJ ∈ B e consequentemente x ∈ f−1(B). Donde

Ker(f) ⊂ f−1(B). Além disso, f(f−1(B)) = Im(f) ∩B.

(v) Dados x, y ∈ G então

(h◦f)(x·y) = h(f(x·y)) = h(f(x)∗f(y)) = h(f(x))×h(f(y)) = (h◦f)(x)×(h◦f)(y).

(vi) Sejam x, y ∈ Ker(f). Então,

f(xy−1) = f(x)f(y−1) = f(x)f(y)−1 = ee−1 = e⇒ xy−1 ∈ Ker(f).

Portanto, ker(f) < G.

Exemplo 2.4.7 Os grupos S3 e S△ são isomorfos.

29



De fato, considerando a seguinte relação f :

f : S3 → S△

id 7→ id(
1 2 3

2 3 1

)
= f1 7→ R 2π

3(
1 2 3

3 1 2

)
= f2 7→ R 4π

3(
1 2 3

2 1 3

)
= g3 7→ R3(

1 2 3

3 2 1

)
= g2 7→ R2(

1 2 3

1 3 2

)
= g1 7→ R1

Tem-se que f é bijetora e também um homomor�smo, logo é um isomor�smo, analisando

as Tabelas 2.1 e 2.2 pode-se observar que são equivalentes, o que explicita que S3 ≃ S△.

2.5 GRUPOS CÍCLICOS

Nesta seção serão estudados os grupos cíclicos, que são de grande importância

para a classi�cação de grupos. Será visto mais adiante que com os grupos cíclicos pode-se

classi�car imediatamente os grupos de ordem prima.

De�nição 2.5.1 Seja G um grupo multiplicativo. Dado a ∈ G de�ne-se a potência m-

ésima de a, para todo inteiro m, como num dos segintes casos

• se m = 0 : a0 = e (elemento neutro de G)

• se m ≥ 1 : am = am−1 · a

• se m < 0 : am = (a−m)−1, sendo (a−m)−1 o inverso de a−m

Em particular num grupo aditivo o análogo à potência é o múltiplo:

De�nição 2.5.2 Seja G um grupo aditivo. Se a ∈ G e m ∈ Z, o múltiplo m-ésimo de a

é o elemento de G denotado por m · a e de�nido por

• se m = 0 : 0 · a = e (elemento neutro de G)

• se m ≥ 1 : m · a = (m− 1) · a+ a
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• se m < 0 : m · a = −(−m · a) sendo (−m · a) é o oposto de m · a

Proposição 2.5.3 Seja G um grupo multiplicativo. Se m e n são números inteiros e

a ∈ G, então:

(i) am · an = am+n

(ii) am · an = an · am

(iii) a−m = (am)−1

(iv) (am)n = amn

Analogamente, para grupos aditivos temos o resultado:

Proposição 2.5.4 Seja G um grupo aditivo. Se m e n são números inteiros e a ∈ G,

então:

(i) ma+ na = (m+ n)a

(ii) ma+ na = na+ma

(iii) (−m)a = −(ma)

(iv) n(ma) = (nm)a

A ideia de demonstração das propriedades anteriopres podem ser encontradas no

livro de Domingues e Iezzi (1979) p. 108.

Proposição 2.5.5 Se S é um subconjunto não-vazio do grupo G, então o conjunto

⟨S⟩ = {an1
1 a

n2
2 . . . ank

k / k ∈ N∗, ni ∈ Z, ai ∈ S}

é um subgrupo de G.

A demonstração encontra-se na obra de Domingues e Iezzi (1979) p. 112.

De�nição 2.5.6 Sejam G um grupo e S um subconjunto não-vazio de G. O conjunto

⟨S⟩, de�nido na Proposição 2.5.5, é chamado subgrupo gerado por S.

Exemplo 2.5.7 Observa-se, pela Tabela 2.1, que

S3 = {f0, f1, f 2
1 , g1, f1 ◦ g1, f 2

1 ◦ g1} = ⟨f1, g1⟩

e pela Tabela 2.2

S△ = {id, R 2π
3
, R2

2π
3
, R1, R 2π

3
◦R1, R

2
2π
3
◦R1} = ⟨R 2π

3
, R1⟩.
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De�nição 2.5.8 Um grupo G é cíclico quando ele pode ser gerado por um elemento, isto

é, quando G = ⟨g⟩, para algum g ∈ G.

Exemplo 2.5.9 São Exemplos de Grupos Cíclicos:

(i) (Z,+) = ⟨1⟩, pois

Z = { · · · , 1 · (−2), 1 · (−1), 1 · 0, 1 · 1, 1 · 2, 1 · 3, · · · }

(ii) (Z∗
5,⊙) = ⟨2⟩, pois Z∗

5 = {1, 2, 3, 4} e

2
0
= 1; 2

1
= 2; 2

2
= 4; 2

3
= 8 = 3.

O próximo resultado indica uma interessante propriedade satisfeita para todos os

grupos cíclicos.

Proposição 2.5.10 Se G é um grupo cíclico, então G é abeliano.

Demonstração: Se G é um grupo cíclico, então existe g ∈ G e modo que

G = ⟨g⟩ = {gn/ n ∈ Z}.

Assim, dados a, b ∈ G existem n,m ∈ Z tais que a = gn e b = gm, logo

ab = gngm = gn+m = gm+n = gmgn = ba.

Portanto, G é abeliano.

Proposição 2.5.11 Todo subgrupo de um grupo cíclico também cíclico.

Demonstração: Seja (G, .) um grupo cíclico e H um subgrupo de G. Então, existe

a ∈ G tal que G = ⟨a⟩
Se H = {e}, então H = ⟨e⟩ com e sendo neutro de G. Se H ̸= {e}, então existe

x ∈ H − {e}. Como x ∈ H ⊂ G = ⟨a⟩, então existe n ∈ Z tal que x = an.

Seja b a menor potência positiva de a em H, isto é, b = al ∈ H e l é o menor

inteiro não nulo tal que al ∈ H. Será provado que H = ⟨b⟩ = ⟨al⟩.
Tem-se que se al ∈ H, então ⟨al⟩ ⊂ H, falta provar então que H ⊂ ⟨al⟩.
Seja x ∈ H, então basta provar que x = (al)m para algum m ∈ Z. Como H ⊂ G =

⟨a⟩, existe t ∈ Z tal que x = at. Pelo algoritmo de Euclides, tem-se t = lq + r com q ∈ Z
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e 0 6 r < l, então,

x = at = alq+r = alqar

⇒ (alq)−1x = ar

⇒ a−lqx = ar

⇒ (al)−qx = ar

Como al ∈ H e x ∈ H, então (al)−q ∈ H, sendo H subgrupo tem-se que

ar = (al)−qx ∈ H.

Assim ar ∈ H e 0 6 r < l. Como l é o menor inteiro positivo com al ∈ H, então r = 0 e

x = (al)qe = (al)q ⊂ ⟨al⟩.

Portanto, H = ⟨al⟩, ou seja, H é cíclico.

De�nição 2.5.12 Dado um elemento a de um grupo multiplicativo G com elemento neu-

tro e, se

am = e ⇔ m = 0,

diz-se que o elemento a tem período zero ou ordem zero e que o grupo ⟨a⟩ é um grupo

cíclico in�nito.

De�nição 2.5.13 Seja G um grupo com elemento neutro e e seja a ∈ G. O menor

número inteiro h > 0 tal que ah = e chama-se período ou ordem do elemento a.

Notação o(a) = h.

Proposição 2.5.14 Seja a um elemento de um grupo multiplicativo G, com elemento

neutro e. Se a ordem de a é h > 0, então ⟨a⟩ é um grupo �nito de ordem h dado por

⟨a⟩ = {e, a, a2, · · · , ah−1}.

Demonstração: Por de�nição de grupo gerado, tem-se que {e, a, a2, . . . , ah−1} ⊂ ⟨a⟩.
Por outro lado, seja am ∈ ⟨a⟩. Pelo algoritmo de Euclides, tem-se que existem q, r ∈ Z
com 0 6 r < h tal que

am = ahq+r = ahq.ar = (ah)q.ar = eq.ar = ar,

ou seja, am ∈ {e, a, a2, . . . , ah−1}. Portanto, ⟨a⟩ = {e, a, a2, . . . , ah−1}.
Falta provar que |⟨a⟩| = h. Suponha que existam r, s ∈ Z com 0 6 r < s 6 h− 1

tais que ar = as. Então, as−r = e, o que é um absurdo, pois como 0 < s− r < h, teríamos

o(a) = s− r < h. Portanto, |⟨a⟩| = h.
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De�nição 2.5.15 Seja G = ⟨a⟩ um grupo cíclico, com neutro e. Diz-se que G é um

grupo cíclico �nito se o período do elemento a for um número natural h > 0. Desta

forma,

G = {e, a, a2, · · · , ah−1}.

Proposição 2.5.16 Seja a um elemento de um grupo G com ordem h > 0. Então,

am = e ⇐⇒ h|m, (2.5.1)

sendo e o elemento neutro de G.

Demonstração:

(⇒) Tem-se por hipótese que am = e. Então, pelo algoritmo de Euclidesm = hq+r

com q ∈ Z e 0 ≤ r ≤ h− 1 e

e = am = ahq+r = (ah)q.ar = eq.ar = ar

logo e = ar, 0 ≤ r ≤ h− 1. Como o(a) = h, tem-se que r = 0 e m = hq ou seja h|m.

(⇐) Tem-se por hipótese que h|m, então m = hq com q ∈ Z. Logo am = ahq =

(ah)q = eq = e portanto am = e.

Exemplo 2.5.17 Seja f : G → J um homomor�smo de grupos. Se o(x) < ∞, então
o(f(x)) divide o(x).

De fato, sendo n = o(x), tem-se xn = eG, então

eJ = f(eG) = f(xn) = f(x)n.

Portanto, pela Proposição 2.5.16 o(f(x)) divide n.

Teorema 2.5.18 Seja G = ⟨a⟩ um grupo cíclico in�nito, com elemento neutro e. Então:

(i) G possui dois e apenas dois geradores.

(ii) G é isomorfo ao grupo aditivo dos números inteiros.

Demonstração:

(i) Se G = ⟨a⟩, então G = ⟨a−1⟩. Seja b ∈ G tal que G = ⟨b⟩. Então, existem n,m ∈ Z
tais que

a = bn = (am)n = amn

donde a1−mn = e. Como G é um grupo cíclico in�nito, segue que 1 −mn = 0, ou

seja, mn = 1 e m = n = 1 ou m = n = −1. Assim, os únicos geradores de G são a

e a−1.
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(ii) A relação f : (Z,+) −→ (G, ·) dada por f(z) = az, é um isomor�smo, pois f é

bijetora, e ainda f(z + w) = az+w = az.aw. Logo, (Z,+) ≃ (G, ·).

Por este teorema todo grupo cíclico in�nito é isomorfo a (Z,+), ou seja, a menos

de isomor�smos (Z,+) é o único grupo cíclico in�nito.

Teorema 2.5.19 Seja G = ⟨a⟩ = {e, a, a2, · · · , an−1} um grupo cíclico de ordem �nita

igual a n. Então, G é isomorfo a (Zn,⊕).

Demonstração: Note que a relação f : (Zn,⊕) −→ (G, ·) de�nida por f(r) = ar é um

isomor�smo. Logo, (Zn,⊕) ≃ (G, ·).

Por este teorema, a menos de isomor�smos, (Zn,⊕) é o único grupo cíclico de

ordem n.

2.6 CLASSES LATERAIS

Nesta seção serão apresentadas as classes laterais, que tem aplicação direta no

Teorema de Lagrange.

De�nição 2.6.1 Seja H um subgrupo de um grupo (G, .). Dado a ∈ G denotaremos por

aH e chamaremos de classe lateral à esquerda, módulo H, o subconjunto

aH = {ax/ x ∈ H} ⊂ G.

Analogamente, denotaremos por Ha e chamaremos de classe lateral à direita, módulo

H, o subconjunto

Ha = {xa/ x ∈ H} ⊂ G.

Se G é um grupo comutativo temos que aH = Ha, para todo a ∈ G e todo subgrupo H.

Observação 2.6.2 Se a ∈ H, então aH = H = Ha.

Proposição 2.6.3 Seja H um subgrupo de G. Então, aH = bH se, e somente se, a−1b ∈
H.

Demonstração:

(⇒)

aH = bH ⇒ ∃h ∈ H : eb = ah ⇒ a−1b = h ∈ H.

(⇐)

a−1b ∈ H ⇒ ∃h ∈ H : a−1b = h ⇒ b = ah e a = bh−1.
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Logo, se x ∈ aH, então existe h1 ∈ H tal que x = ah1 e

x = ah1 = (bh−1)h1 = b(h−1h1) ∈ bH,

pois H < G. Portanto, aH ⊂ bH. Analogamente obtém-se que bH ⊂ aH e consequente-

mente aH = bH.

Proposição 2.6.4 Seja H um subgrupo de (G, ∗). Então que o conjunto das classes la-

terais à esquerda, módulo H, forma uma partição em G e os conjuntos desta partição são

equipotentes entre si, ou seja, tem a mesma cardinalidade. Um resultado análogo é válido

para classes laterais à direita.

Demonstração: Seja P =
∪
a∈G

aH. Então, G =
∪
a∈G

aH.

Suponha que x ∈ aH ∩ bH. Então, existem h1, h2 ∈ H tais que x = ah1 e x = bh2.

Assim,

ah1 = bh2 ⇒ h1 = a−1bh2 ⇒ a−1b = h1(h2)
−1 ∈ H,

pois H < G. Pela Proposição 2.6.3 tem-se que aH = bH. Logo, ou aH = bH ou

aH ∩ bH = ∅. Portanto, P é uma partição de G.

Além disso, observa-se que para qualquer a ∈ G a aplicação f : H −→ aH dada

por f(h) = ah é bijetora. Logo, #(aH) = |H| para todo a ∈ G, donde #(aH) = #(bH)

para quaisquer a, b ∈ G.

De�nição 2.6.5 A cardinalidade do conjunto das classes laterais à esquerda é o índice

de H em G, e será denotado por (G : H).

Teorema 2.6.6 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo �nito e H um subgrupo

de G. Então, |G| = |H|(G : H), em particular, a ordem e o índice de H dividem a ordem

de G.

Demonstração: Seja P partição de G formada pelas classes laterais à esquerda. Como

G é �nito existe uma quantidade �nita de elementos nesta partição, suponha que a quan-

tidade de elementos de P é (G : H) = k, ou seja,

P = {a1H, . . . , akH}

sendo todas as classes distintas. Pela Proposição 2.6.4 todas as classes tem a mesma

cardinalidade de H, ou seja,

#(a1H) = . . . = #(akH) = |H|

∴ |G| = k.|H|
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=⇒ |G| = |H|(G : H)

Corolário 2.6.7 Seja G um grupo �nito e seja α ∈ G. Então, a ordem de α divide a

ordem de G.

Demonstração: De fato, o(α) = |⟨α⟩| e pelo Teorema de Lagrange (Teorema 2.6.6)

|⟨α⟩| divide |G|.

Corolário 2.6.8 Seja G um grupo de ordem prima. Então, G é cíclico.

Demonstração: Seja a ∈ G. Pelo Corolário 2.6.7, o(a)||G|. Como |G| é um número

primo, segue que ou o(a) = 1 ou o(a) = |G|. Se o(a) = 1, então a é o elemento neutro

de G. Se o(a) = |G|, então ⟨a⟩ = G, ou seja, G é cíclico.

Proposição 2.6.9 Seja G um grupo �nito e sejam K < H < G. Então,

(G : K) = (G : H)(H : K)

Demonstração: Pelo Teorema de Lagrange:

H < G =⇒ |G| = |H|(G : H) (2.6.2)

K < H =⇒ |H| = |K|(H : K) (2.6.3)

Substituindo (2.6.3) em (2.6.2), temos

|G| = |K|(H : K)(G : H) (2.6.4)

e ainda

K < G =⇒ |G| = |K|(G : K) (2.6.5)

Comparando (2.6.5) e (2.6.4) tem-se que

(G : K) = (G : H)(H : K) (2.6.6)

De�nição 2.6.10 Um subgrupo H de um grupo G é chamado subgrupo normal (e

denotado por H ▹ G) se, para todo x ∈ G, tem-se xH = Hx. Ou seja, a classe lateral

à esquerda módulo H, determinada por x é igual à classe lateral à direita, módulo H,

determinada por x, para qualquer x ∈ G.
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Exemplo 2.6.11 São exemplos de subgrupos normais:

(i) {e}, G são subgrupos normais de G.

(ii) Se (G : H) = 2, então H ▹ G. De fato se (G : H) = 2, então existem duas classes

laterais distintas, H e Hc. Logo,

� se x ∈ H, então xH = H = Hx

� se x /∈ H, então xH = Hc = Hx.

(iii) Se G é um grupo abeliano, então todo subgrupo de G é normal em G. A recíproca

é falsa em geral como contra-exemplo tem-se o grupo do quatérnios, apresentado no

Capítulo 3.

(iv) Seja G um grupo. Se todo elemento de G, exceto o neutro e, tem ordem 2, então G

é abeliano e consequentemente todos seus subgrupos são normais.

De fato, dados a, b ∈ G − {e}, tem-se que ab, ba ∈ G e

o(a) = o(b) = o(ba) = o(ab) = 2.

Logo,

ab = e(ab)e = b2(ab)a2 = b(ba)(ba)a = b(ba)2a = bea = ba,

ou seja, ab = ba para todo a, b ∈ G, donde G é abeliano. Pelo item (iii) todo

subgrupo de G é normal.

(v) Se f : (G) −→ (J, ∗) é um homomor�smo de grupos, então ker(f) ▹ G.

De fato, dado y ∈ xKer(f), existe a ∈ Ker(f) tal que y = xa. Logo, y = xax−1x e

f(xax−1) = f(x) ∗ f(a) ∗ f(x−1) = f(x) ∗ eJ ∗ f(x)−1 = eJ

ou seja, xax−1 ∈ Ker(f) e consequentemente y ∈ Ker(f)x.

Assim, xKer(f) ⊂ Ker(f)x. Analogamente prova-se que xKer(f) ⊃ Ker(f)x.

Portanto, Ker(f) ▹ G.

38



Capítulo 3

DETERMINAÇÃO DE ALGUNS

GRUPOS

Neste capítulo deseja-se classi�car os grupos de ordem menor ou igual a 11.

Já sabe-se que o único grupo de ordem 1 é o grupo que contém apenas o elemento

neutro {e}. Além disso, para os grupos de ordem prima, isto é,para p = 2, 3, 5, 7 ou 11,

tem-se pelo Corolário 2.6.8 que G é cíclico, e pelo Teorema 2.5.19, obtém-se que G ≃ Zp.

Na primeira seção deste capítulo, serão apresentados resultados importantes para

a classi�cação dos grupos gerados por dois elementos em particular os grupos de ordem

6, 8, 9 e 10.

3.1 GRUPOS FINITOS GERADOS POR DOIS ELE-

MENTOS

De�nição 3.1.1 Seja (G, ·) um grupo. Um automor�smo de G é um isomor�smo

f : G −→ G. O conjunto dos automor�smos de G será denotado por Aut(G).

Exemplo 3.1.2 Tem-se que Ig : G −→ G, dada por Ig(x) = gxg−1, é um homomor�smo

bijetivo e portanto um automor�smo de G, chamado de automor�smo interno associado

ao elemento g ∈ G.

De fato, tem-se

1. Ig(xy) = gxyg−1 = gxg−1gyg−1 = Ig(x)Ig(y)

2. Ig(x) = Ig(y) ⇔ gxg−1 = gyg−1 ⇔ x = y

3. z ∈ G ⇒ g−1zg ∈ G e Ig(g−1zg) = g(g−1zg)g−1 = z.

Portanto, Ig é um automor�smo.
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O conjunto dos automor�smos internos de G será denotado por I(G), assim

I(G) := {Ig / g ∈ G} ⊆ Aut(G).

Proposição 3.1.3 (I(G), ◦) é um subgrupo normal de (Aut(G), ◦).

Demonstração:

1. I(G) é subgrupo de Aut(G), pois dados Ia e Ib ∈ I(G), tem-se que

(a) (Ia ◦ Ib)(x) = Ia(Ib(x)) = a(bxb−1)a−1 = (ab)x(ab)−1 = Iab(x) ∈ I(G);

(b) sendo e o elemento neutro de G, então Ie é o elemento neutro de I(G), pois
(Ie ◦ Ia)(x) = Iea(x) = Ia(x);

(c) (Ib)−1 = Ib−1 , pois Ib ◦ Ib−1 = Ibb−1 = Ie.

Assim,

(Ia ◦ Ib−1)(x) = Ia(b−1xb) = ab−1xba−1 = (ab−1)x(ab−1)−1 = Iab−1(x),

ou seja, Ia ◦ I−1
b ∈ I(G) e pela Proposição 2.3.5 I(G) < Aut(G).

2. I(G) é normal a Aut(G), pois escolhendo f ∈ Aut(G) seja h ∈ f ◦ I(G). Então,
existe Ig ∈ I(G) tal que h = f ◦ Ig e

h(x) = (f ◦ Ig)(x) = f(Ig(x)) = f(gxg−1) = f(g)f(x)f(g−1)

= f(g)f(x)f(g)−1 = If(g)(f(x)) = (If(g) ◦ f)(x)

donde, h = If(g) ◦ f e h ∈ I(G) ◦ f para qualquer f ∈ Aut(G). Assim, f ◦ I(G) ⊂
I(G) ◦ f. Analogamente prova-se a outra inclusão. Portanto, I(G) ▹ Aut(G).

Teorema 3.1.4 Seja s ≥ 1 um inteiro e seja G um grupo �nito com a, b ∈ G satisfazendo

ba = asb (equivalentemente, Ib(a) = as). Além disso, considere n,m ≥ 1 inteiros tais que

an = e, bm ∈ ⟨a⟩. (3.1.1)

Então,

(a) (i) bt.ar = ars
t
.bt, para todo r, t ∈ N, e

⟨a, b⟩ = {aibj/ 0 ≤ i ≤ n− 1 e 0 ≤ j ≤ m− 1}.
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(ii) Se os inteiros n,m são escolhidos minimalmente satisfazendo a equação (3.1.1),

então o grupo ⟨a, b⟩ tem ordem igual a mn.

(b) Sejam J um grupo e c, d ∈ J . Se os inteiros m,n são escolhidos minimalmente, e

se u é um inteiro tal que bm = au, então existe um homomor�smo f : ⟨a, b⟩ −→ J

com f(a) = c e f(b) = d se, e somente se,

dc = csd, cn = eJ , dm = au.

Demonstração:

(a)(i) Como G é um grupo �nito, então m,n realmente existem, pois ao(a) = e e bo(b) =

e ∈ ⟨a⟩. Para mostrar que bt.ar = ars
t
bt, basta veri�car que Ibt(ar) = ars

t
, pois

Ibt(ar) = bt.ar.(bt)−1.

A demonstração será com por indução em t. Se t = 0 tem-se que Ie(ar) = ar. Para

t = 1 segue que

Ib(ar) = barb−1

= baaa · · · ab−1

= ba(b−1b)a(b−1b)a · · · a(b−1b)ab−1

= (bab−1)r = (asbb−1)r = (as)r = ars

Supondo o resultado válido para k com 1 < k < t− 1, tem-se

Ibt(ar) = bt.ar.(bt)−1

= b.bt−1.ar.(b.bt−1)−1

= b.bt−1.ar.(bt−1)−1.b−1

= bIbt−1b−1

= bars
t−1

b−1, pela hipótese de indução

= Ib(ars
t−1

) = (ars
t−1

)s, pelo caso em que t = 1

= ars
t−1s = ars

t

Além disso,

⟨a, b⟩ = {albk/ l, k ∈ Z} ∪ {bpaq/p, q ∈ Z}

e pelo fato de G ser um grupo �nito, todos os elementos de ⟨a, b⟩ podem ser escritos

como potências de números naturais, ou seja,

⟨a, b⟩ = {albk/ l, k ∈ N} ∪ {bpaq/p, q ∈ N}.
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Ainda como foi provado acima, todo elemento do tipo bpaq pode ser escrito como

aqs
p
bp. Logo, qualquer elemento de ⟨a, b⟩ é da forma avbw, com v, w ∈ N.

Agora pela condição bm ∈ ⟨a⟩, para algum m ≥ 1, tem-se que

avbw = avbmbj = aubj, com 0 ≤ j ≤ m− 1

além disso, an = e, para algum n ≥ 1, assim

au = atn+i = ai, com 0 ≤ i ≤ n− 1

e consequentemente

avbw = aibj, com 0 ≤ i ≤ n− 1 e 0 ≤ j ≤ m− 1.

Portanto,

⟨a, b⟩ = {aibj/ 0 ≤ i ≤ n− 1 e 0 ≤ j ≤ m− 1}.

(ii) Falta provar que #⟨a, b⟩ = mn, para tal, é su�ciente veri�car que se 0 ≤ i, k ≤ n−1,
0 ≤ j, l ≤ m− 1 e aibj = akbl, então i = k e j = l

Supondo que l ≤ j e multiplicando ambos os lados da igualdade por a−i à esquerda

e por b−l à direita, obtém-se

bj−l = ak−i ∈ ⟨a⟩ com 0 ≤ j − l ≤ j ≤ m− 1,

portanto, pela minimalidade da escolha de m, tem-se que j − l = 0, ou seja, j = l e

consequentemente ak−i = e e pela minimalidade de n, segue que k = i.

(b) (⇒) Supondo que existe um homomor�smo f : ⟨a, b⟩ −→ J tal que f(a) = c e

f(b) = d. Como ba = asb, tem-se

dc = f(b)f(a) = f(ba) = f(asb) = (f(a))sf(b) = csd.

Além disso, como an = eG e bm = au para algum u ∈ {0, 1, · · · , n− 1} tem-se que

* cn = (f(a))n = f(an) = f(eG) = eJ .

* dm = (f(b))m = f(bm) = f(au) = (f(a))u = cu.

(⇐) Sejam c, d ∈ J tais que

dc = csd, cn = eJ e dm = cu,

com m,n ≥ 1 escolhidos minimalmente.
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Pela parte (a) aplicada a J e a, c, d ∈ J tem-se que

dtcr = crs
t

dt, para todo r, t ∈ N.

Considera a relação f : ⟨a, b⟩ −→ J de�nida por f(aibj) = cidj.

Como m,n foram escolhidos minimalmente, foi provado para o item (ii) da parte

(a) que para 0 ≤ i, k ≤ n− 1 e 0 ≤ j, l ≤ m− 1 tais que aibj = akbl, então i = k e

j = l e consequentemente

f(aibj) = cidj e f(akbl) = ckdl = cidj,

ou seja, f está bem de�nida.

E ainda f é homomor�smo pois,

f((aibj)(akbl)) = f(ai(bjak)bl) = f(ai(aks
j

bj)bl) = f(ai+ksjbj+l)

= f(ai+ksjbmpbv) = f(ai+ksjaupbv) = f(awbv)

= cwdv = ci+ksjcpudv = ci+ksjdpmdv = ci+ksjdj+l

= ci(cks
j

dj)dl = (cidj)(ckdl) = f(aibj)f(akbl).

Observação 3.1.5 Se no Teorema 3.1.4 souber-se que a ordem do grupo ⟨a, b⟩ é nm,

então pela da parte (a), os inteiros n e m são minimais e em particular, o(a) = n.

Teorema 3.1.6 Sejam n,m, s, u ≥ 0 inteiros.

(i) Se G é um grupo de ordem nm que possui elementos a, b tais que

G = ⟨a, b⟩, an = e, bm = au, ba = asb, (3.1.2)

então, sm ≡ 1(mod n) e u(s− 1) ≡ 0(mod n).

Reciprocamente, se sm ≡ 1(mod n) e u(s − 1) ≡ 0(mod n), então existe um grupo

G de ordem nm que possui dois elementos a, b satisfazendo as condições (3.1.2).

(ii) Quando existir um grupo de ordem nm satisfazendo as condições (3.1.2) ele é único

a menos de isomor�smos.

Demonstração:

(i) Seja G um grupo de ordem mn que possui elementos a, b que satisfazem a hipótese.

Então, será provado que sm ≡ 1(mod n) e u(s− 1) ≡ 0(mod n).

43



Pelo Teorema 3.1.4, tem-se que bma = as
m
bm e como por hipótese bm ∈ ⟨a⟩, então

existe u ∈ N com 0 ≤ u ≤ n− 1, tal que bm = au, assim

bma = aua = au+1 = aau = abm

logo,

abm = as
m

bm.

Operando em ambos os lados a−1 obtém-se bm = as
m−1bm e ainda operando b−m

segue que e = as
m−1.

Logo pela Proposição 2.5.16, sm − 1 é um múltiplo da ordem de a, assim sm ≡
1(mod n).

Novamente pelo Teorema 3.1.4 tem-se que bau = ausb e como por hipótese

au = bm ∈ ⟨b⟩ segue que
aub = bmb = bbm = bau

e assim aub = ausb. Operando em ambos os lados a−u à esquerda e b−1 à direita,

obtém-se que e = au(s−1). Logo, pela Proposição 2.5.16 u(s − 1) é um múltiplo da

ordem de a, donde u(s− 1) ≡ 0(mod n).

A recíproca não será provada, pois este resultado envolveria produto semidireto de

grupos que não foram estudados por falta de tempo, além desse resultado não ser

necessário para a classi�cação dos grupos de ordem menor que 12.

(ii) Seja J um grupo de ordem mn que possui as mesmas características de G, ou seja,

existem α, β tais que

J = ⟨α, β⟩, αn = e, βm = αu, βα = αsβ.

Como G e J têm ordem mn, então existe uma bijeção f : G −→ J de�nida por

f(aibj) = αiβj, com 0 ≤ i ≤ n − 1 e 0 ≤ j ≤ m − 1 e pelo Teorema 3.1.4 f é um

isomor�smo. Portanto, G ≃ J o que garante a unicidade a menos de isomor�smos.

3.2 GRUPOS DE ORDEM 4

Tem-se que Z4 = {0, 1, 2, 3} e Z2 × Z2 = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), com a adição,

são grupos de ordem 4. Eles não são isomorfos, pois pelo Exemplo 2.5.17, se existisse

um isomor�smo f : Z4 −→ Z2 × Z2, então o(f(x))|o(x) em particular o(f(1))|o(1), mas

o(1) = 4 e a ordem dos elementos de Z2 × Z2 é 1 ou 2, logo teria-se um absurdo.
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Seja G um grupo de ordem 4 com elemento neutro e. Se G possui um elemento de

ordem 4, então G é cíclico, e pelo Teorema 2.5.19 é isomorfo a Z4.

Se G não possui elemento de ordem 4, então pelo Teorema de Lagrange, todos os

elementos, exceto e tem ordem 2, logo pelo Exemplo 2.6.11 G é um grupo abeliano.

Escrevendo G = {e, a, b, c}, pode-se encontrar a tabela de multiplicação desse

grupo. Pois:

* Apenas o neutro tem ordem 1, pois se o(a) = 1, então a = e. Absurdo!

* ab ̸= a, pois caso contrário, tem-se que b = e. Absurdo!

* ab ̸= b, pois caso contrário, tem-se que a = e. Absurdo!

* ab ̸= e, pois caso contrário, a = b′ o que é um absurdo visto que sendo b um elemento

de ordem 2, então b = b′.

Portanto, ab = c e ba = c, pois G é abeliano. Assim tem-se que

ac = b = ca e bc = a = cb,

e pelas tabelas a seguir pode-se ver que Z2×Z2 é isomorfo ao G, considerando a aplicação

(0, 0) −→ e

(1, 0) −→ a

(0, 1) −→ b

(1, 1) −→ c

Tabela 3.1: Tábua do Grupo G

e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Fonte: Produção do próprio autor

Assim, a menos de isomor�smos Z4 e Z2 × Z2 são os únicos grupos de ordem 4.

3.3 GRUPOS DE ORDEM 6

Tem-se que (Z6,+) e S3 são grupos de ordem 6. Eles não são isomorfos, pois Z6 é

abeliano enquanto S3 não é.
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Tabela 3.2: Tábua do Grupo Z2 × Z2

(0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)
(0, 0) (0, 0) (1, 0) (0, 1) (1, 1)
(1, 0) (1, 0) (0, 0) (1, 1) (0, 1)
(0, 1) (0, 1) (1, 1) (0, 0) (1, 0)
(1, 1) (1, 1) (0, 1) (1, 0) (0, 0)

Fonte: Produção do próprio autor

Nesta seção será provado, que a menos de isomor�smos, Z6 e S3, são os únicos

grupos de ordem 6.

Seja G um grupo qualquer de ordem 6 com neutro e.

(i) Sabe-se que o grupo G possui um elemento α de ordem 3, pois:

• Se G é cíclico gerado por um elemento γ, então α = γ2 é tal que o(α) = 3, pois

α3 = γ6 = e e ainda α = γ2 ̸= e, α2 = γ4 ̸= e, pois ⟨γ⟩ = G e assim o(γ) = 6.

• Se G não é cíclico, então por absurdo supõe-se que não exista um elemento em

G que tenha ordem 3. Neste caso, pelo Teorema de Lagrange, todo elemento

diferente de e tem ordem 2. Assim G é abeliano e, tomando dois elementos

a, b ∈ G, tem-se que H = {e, a, b, ab} é subgrupo de G com ordem 4, o que é

um absurdo, pois |H| não divide 6 e contradiz o Teorema de Lagrange.

(ii) O grupo G possui pelo menos um elemento β de ordem 2 e G = ⟨α, β⟩, pois:

• Se G é cíclico gerado por um elemento γ, então β = γ3, é tal que o(β) = 2,

pois β = γ3 ̸= e, β2 = γ6 = e. Tem-se que γ3 /∈ ⟨γ2⟩ = {e, γ2, γ4}, assim
o(⟨γ2, γ3⟩) > 3, mas pelo Teorema de Lagrange o(⟨γ2, γ3⟩) divide 6, então

o(⟨γ2, γ3⟩) = 6, portanto G = ⟨γ2, γ3⟩ = ⟨α, β⟩.

• Se G não é cíclico, seja α um elemento de G tal que o(α) = 3 (que existe por

(i)). Então tomando β /∈ ⟨α⟩ = {e, α, α2} os elementos: e, α, α2, β, αβ, α2β são

distintos, pois:

* αβ = e⇒ β = α−1. Absurdo, pois o(β) = 2 logo, β−1 = β.

* αβ = α⇒ β = e. Absurdo, pois desse modo β ∈ ⟨a⟩.

* αβ = α2 ⇒ β = α. Absurdo!

* αβ = β ⇒ α = e. Absurdo!

* αβ = α2β ⇒ α = e. Absurdo!

* α2β = e⇒ αβ = α−1 = α2 ⇒ β = α. Absurdo!

* α2β = α⇒ αβ = e. Absurdo!

* α2β = α2 ⇒ β = e. Absurdo!
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* α2β = β ⇒ α2 = e. Absurdo!

logo

G = {e, α, α2, β, αβ, α2β} e G = ⟨α, β⟩

Obtém-se então que 
|G| = 6

G = ⟨α, β⟩
α3 = e

β2 = e

.

Entretanto ainda não foi explicitado o produto βα. Tem-se que βα /∈ {e, α, α2, β},
pois:

* βα = e⇒ β = α−1 = α2. Absurdo!

* βα = α⇒ β = e. Absurdo!

* βα = α2 ⇒ β = α. Absurdo!

* βα = β ⇒ α = e. Absurdo!

logo, βα = αβ ou βα = α2β. Assim surgem duas possibilidades:

|G| = 6 = 3.2

G = ⟨α, β⟩
α3 = e

β2 = e

βα = αβ

ou



|G| = 6 = 3.2

G = ⟨α, β⟩
α3 = e

β2 = e

βα = α2β

.

Portanto, pelo item (ii) do Teorema 3.1.6 temos, a menos de isomor�smos, apenas

um grupo em cada caso. No primeiro caso G ≃ Z6, pois é abeliano e o isomor�smo é

de�nido por α ↔ 2 e β ↔ 3. No segundo caso G ≃ S3, como pode ser observado pela

Tabela 2.1, S3 satisfaz estas condições com o isomor�smo de�nido por α↔ f1 e β ↔ g1.

3.4 GRUPOS DE ORDEM 8

Tem-se que Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2, com a soma, e D4 são grupos de ordem

8, que não são isomorfos, pois D4 não é abeliano, Z8 = ⟨1⟩ tem elemento de ordem 8,

enquanto os outros não tem, e por �m,

Z4 × Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (2, 0), (2, 1), (3, 0), (3, 1)} é tal que

o(0, 0) = 1 ; o(0, 1) = 2

o(1, 0) = 4 ; o(1, 1) = 4
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o(2, 0) = 2 ; o(2, 1) = 2

o(3, 0) = 4 ; o(3, 1) = 4

ou seja, Z4 × Z2 possui elementos com ordem 4, enquanto

Z2×Z2×Z2 = {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1)}
possui apenas elementos com ordem 1 ou 2, pois

o(0, 0, 0) = 1 e o(a, b, c) = 2 ∀ a, b, c ∈ Z2 × Z2 × Z2 \ (0, 0, 0).

Será provado nesta seção que, a menos de isomor�smos, existe apenas mais um

grupo de ordem 8, chamado grupo dos quatérnios e denotado por Q3. Os elementos de

Q3 são:

Q3 =

{
e =

(
1 0

0 1

)
, A =

(
i 0

0 −i

)
, B =

(
0 1

−1 0

)
, AB =

(
0 i

i 0

)
,

A2 =

(
−1 0

0 −1

)
, A3 =

(
−i 0

0 i

)
, A2B =

(
0 −1
1 0

)
, A3B =

(
0 −i
−i 0

)}
.

Com i ∈ C e i2 = −1. Q3 é um grupo com a operação multiplicação de matrizes, e

tomando A,B como acima, é fácil veri�car que

|Q3| = 8

Q3 = ⟨A,B⟩
A4 = id

B2 = A2

BA = A3B

.

Assim a tábua do Q3 é:

Tabela 3.3: Tábua do Grupo Q3

. e A A2 A3 B AB A2B A3B
e e A A2 A3 B AB A2B A3B
A A A2 A3 e AB A2B A3B B
A2 A2 A3 e A A2B A3B B AB
A3 A3 e A A2 A3B B AB A2B
B B A3B A2B AB A2 A e A3

AB AB B A3B A2B A3 A2 A e
A2B A2B AB B A3B e A3 A2 A
A3B A3B A2B AB B A e A3 A2

Fonte: Produção do próprio autor

Pelo item (ii) do Teorema 3.1.6, tem-se que Q3 é caracterizado unicamente pelas
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relações acima. Q3 não é isomorfo a Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2, pois não é comutativo.

Então, basta veri�car queD4 e Q3 não são isomorfos. Os elementos deD4 têm as seguintes

ordens:

o(e) = 1, o(a) = 4

o(a2) = 2, o(a3) = 4

o(b) = 2, o(ab) = 2

o(a2b) = 2, o(a3b) = 2

enquanto Q3 tem apenas um elemento de ordem 2, pois:

o(e) = 1, o(A) = 4

o(A2) = 2, o(A3) = 4

o(B) = 4, o(AB) = 4

o(A2B) = 4, o(A3B) = 4

Portanto, D4 e Q3 não são isomorfos, o que também pode ser veri�cado pelas

Tabelas 2.3 e 3.3.

Agora basta provar que todos os outros grupos de ordem 8, são isomorfos aos

grupos citados acima.

Seja G um grupo qualquer de ordem 8, com neutro e. Pelo Teorema de Lagrange,

as possíveis ordens dos elementos, diferentes de e, são 2, 4 e 8.

(i) Se G possui um elemento de ordem 8:

Seja γ um elemento de ordem 8, então G = ⟨γ⟩ e pelo Teorema 2.5.19 G ≃ Z8.

(ii) Se G não possui nenhum elemento de ordem 8, então pelo Teorema de Lagrange, as

possíveis ordens dos, elementos exceto o neutro, são 2 e 4.

(a) Supondo que G não possui nenhum elemento de ordem 4 então todos seus

elementos tem ordem 2, e assim G é abeliano. Além disso,

• Se a ̸= e, então H = {e, a} é subgrupo de G;

• Se b ∈ G−H, então K = {e, a, b, ab} é subgrupo de G;

• Se c ∈ G −K, então J = {e, a, c, ac} e L = {e, b, c, bc} são subgrupos de

G. E ainda ac ̸= ab, ac ̸= bc, ab ̸= bc pois caso contrário, b = c ou a = b ou

a = c o que é um absurdo.

Note que abc /∈ {e, a, b, c, ab, ac, bc}, pois o(c) = o(b) = o(a) = 2 e:

* abc = e⇒ ab = c−1 ⇒ ab = c. Absurdo!

* abc = a⇒ bc = e⇒ b = c−1 = c. Absurdo!
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* abc = b⇒ ac = e⇒ a = c−1 = c. Absurdo!

* abc = c⇒ ab = e⇒ a = b−1 = b. Absurdo!

* abc = ab⇒ c = e. Absurdo!

* abc = ac⇒ b = e. Absurdo!

* abc = bc⇒ a = e. Absurdo!

Assim

G = {e, a, b, c, ab, ac, abc, bc} = {aibjck/ i, j, k ∈ {0, 1}}.

Neste caso é fácil ver que G é isomorfo a Z2 × Z2 × Z2, pois

f : Z2 × Z2 × Z2 −→ G

de�nida por

f(i, j, k) = aibjck

é um isomor�smo.

(b) Supondo que G possui um elemento de ordem 4, seja a ∈ G tal que o(a) = 4,

assim H = ⟨a⟩ é um subgrupo de G. Tomando b ∈ G tal que b /∈ H, então o

subgrupo K = ⟨a, b⟩ tem ordem maior que 4, pois H ( K e pelo Teorema de

Lagrange |K| divide 8, logo

K = G = ⟨a, b⟩ = {e, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b}.

E ainda, tem-se que b2 ∈ H, pois b2 /∈ {b, ab, a2b, a3b}. De fato

* b2 = b⇒ b = e. Absurdo!

* b2 = ab⇒ b = a. Absurdo!

* b2 = a2b⇒ b = a2. Absurdo!

* b2 = a3b⇒ b = a3. Absurdo!

Além disso, ba /∈ {e, a, a2, a3, b}, pois caso contrário

* ba = e⇒ b = a−1. Absurdo!

* ba = a⇒ b = e. Absurdo!

* ba = a2 ⇒ b = a. Absurdo!

* ba = a3 ⇒ b = a2. Absurdo!

50



Assim as propriedades encontradas foram

|G| = 8

G = ⟨a, b⟩
a4 = e

b2 = au, para algum u ∈ {0, 1, 2, 3}
ba = asb, para algum s ∈ {1, 2, 3}

.

Analisando as possibilidades para u e s, tem-se que o(bab−1) = o(a) = 4, pois

(bab−1)n = (bab−1)(bab−1)(bab−1) . . . (bab−1)

= ba(b−1b)a(b−1b)a(b−1b) . . . (b−1b)ab−1

= banb−1.

Assim se s = 2, então bab−1 = a2 donde (bab−1)2 = a4 = e o que é um absurdo.

Logo s = 1 ou s = 3. Tem-se também que b2 /∈ {a, a3}, pois G não possui elementos de

ordem 8. Logo u = 0 ou u = 2.

Se u = 0 tem-se dois casos para s = 1 e s = 3

|G| = 8

G = ⟨a, b⟩
a4 = e

b2 = e

ba = ab

e



|G| = 8

G = ⟨a, b⟩
a4 = e

b2 = e

ba = a3b

.

Pelo item (ii) do Teorema 3.1.6 cada caso tem no máximo um grupo que satisfaz

as condições, a menos de isomor�smos, no primeiro caso G ≃ Z4 × Z2, pois G é abeliano

e o isomor�smo é de�nido por a ↔ (1, 0) e b ↔ (0, 1). No segundo caso, G ≃ D4, como

pode-se observar na Tabela 2.3, D4 satisfaz estas condições.

Se u = 2, tem-se dois casos, para s = 1 e s = 3

o(G) = 8

G = ⟨a, b⟩
a4 = e

b2 = a2

ba = ab

e



o(G) = 8

G = ⟨a, b⟩
a4 = e

b2 = a2

ba = a3b

.

Pelo item (ii) do Teorema 3.1.6 cada caso tem no máximo um grupo que satisfaz

as condições, a menos de isomor�smos, no primeiro caso G ≃ Z4 × Z2 pois G é abeliano

e o isomor�smo é de�nido por a ↔ (1, 1) e b ↔ (1, 0). No segundo caso G ≃ Q3, como

pode-se observar na Tabela 3.3 e o isomor�smo é de�nido por a↔ A e b↔ B.
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Portanto, a menos de isomor�smos, existem apenas cinco grupos de ordem 8.

3.5 GRUPOS DE ORDEM 9

Tem-se que Z9 e Z3 × Z3 são grupos de ordem 9. Eles não são isomorfos pois, Z9

tem elemento de ordem 9 e Z3 × Z3 não.

Nesta seção será provado que a menos de isomor�smos Z9 e Z3 × Z3 são os únicos

grupos de ordem 9.

Seja G um grupo não cíclico de ordem 9, com neutro e. Pelo Teorema de Lagrange,

como G não é cíclico, todos os seus elementos, exceto e, tem ordem 3, pois caso contrário

teriam ordem 1 o que é um absurdo. Neste caso, pode-se escolher a ̸= e tal que a ∈ G e

b ∈ G tal que b ∈ G− ⟨a⟩. Assim

G = ⟨a, b⟩ = {e, a, a2, b, ab, a2b, b2, ab2, a2b2}

em que todos os elementos são distintos, por raciocínio análogo ao da seção anterior.

Portanto, 
o(G) = 9

G = ⟨a, b⟩
a3 = e

b3 = e

.

É claro que ba /∈ {e, a, a2, b, b2} pois:

* ba = e =⇒ b = a−1. Absurdo!

* ba = a =⇒ b = e. Absurdo!

* ba = a2 =⇒ b = a. Absurdo!

* ba = b =⇒ a = e. Absurdo!

* ba = b2 =⇒ a = b. Absurdo!

Falta analisar ba = ab, ba = a2b, ba = ab2 e ba = a2b2. Pelo Teorema 3.1.6 em cada caso

existe no máximo um grupo que satisfaz as propriedades. Agora basta veri�car se existem

tais grupos,

(i) Caso ba = ab, então G ≃ Z3 × Z3. Com o isomor�smo de�nido por a ↔ (1, 0) e

b↔ (0, 1).

(ii) Caso ba = a2b, com s = 2, n = 3,m = 3, pelo item (i) do Teorema 3.1.6, este grupo

não existe, pois 23 = 8 ̸≡ 1(mod 3).
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(iii) Caso ba = ab2, não pode existir, pois tomando α = b2 e β = a, tem-se

βα = ab2 = ba = b3ba = b4a = α2β,

ou seja βα = α2β, o que é um absurdo, pois pelo item (i) do Teorema 3.1.6 23 =

8 ̸≡ 1(mod 3).

(iv) Caso ba = a2b2. Este grupo também não existe, pois então

(ab)2 = a(ba)b = aa2b2b = a3b3 = e

o que é um absurdo, sendo que ab tem ordem 3.

Assim os únicos grupos de ordem 9 a menos de isomor�smos são Z9 e Z3 × Z3.

3.6 GRUPOS DE ORDEM 10

Seja G um grupo qualquer de ordem 10, com neutro e. Pelo Teorema de Lagrange,

os elementos de G, exceto e, podem ter ordem 2, 5 e 10.

Se G possui um elemento de ordem 10, então G é cíclico e é isomorfo a (Z10,⊕).
Além disso pode-se enunciar duas importantes a�rmações:

(i) G possui um elemento de ordem 5.

De fato, se α ∈ G é um elemento de ordem 10, então o(α2) = 5, ou seja, α2 ∈ G
é um elemento de ordem 5. No caso em que G não possui um elemento de ordem

10, suponha que ele também não possui elemento de ordem 5, então todos os seus

elementos, exceto e, tem ordem 2 e G é abeliano. Sejam a, b ∈ G − {e} tais que
b ∈ G− ⟨a⟩ (existe tal elemento b, pois |G| = 10 e |⟨a⟩| = 2). Logo

H = ⟨a, b⟩ = {e, a, b, ab}

é um subgrupo de G, gerado por a e b, que possui ordem 4 o que contradiz o Teorema

de Lagrange. Logo G possui um elemento de ordem 5.

(ii) G possui um elemento de ordem 2.

De fato, se G é cíclico gerado por α, então o(α5) = 2, ou seja, α5 é um elemento

de ordem 2. Se G não é cíclico, pela parte (i) G possui um elemento a de ordem 5.

Seja b ∈ G−⟨a⟩. Então o(b) = 2, pois caso contrário o(b) = 5 e o subgrupo ⟨b⟩∩ ⟨a⟩
tem ordem igual a 1, pois ⟨b⟩ ∩ ⟨a⟩ ( ⟨a⟩ e |⟨a⟩| = 5. Assim

e, a, a2, a3, a4, b, b2, b3 e b4
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são os elementos distintos de G e ainda ab e a2b pertencem a G e são distintos destes,

pois

* ab = ai ⇒ b = ai−1, 0 6 i 6 4. Absurdo!

* ab = bi ⇒ a = bi−1, 0 6 i 6 4. Absurdo!

* a2b = ai ⇒ b = ai−2, 0 6 i 6 4. Absurdo!

* a2b = bi ⇒ a2 = bi−1, 0 6 i 6 4. Absurdo!

Desta forma G teria pelo menos 11 elementos distintos, o que é um absurdo. Logo,

a ordem de b é 2 e consequentemente

G = ⟨a, b⟩ = {e, a, a2, a3, a4, b, ab, a2b, a3b, a4b}.

Além disso, ba /∈ {e, a, a2, a3, a4, b}, pois b ∈ G− ⟨a⟩ e ainda

(a) ba ̸= a2b, pois pelo Teorema 3.1.6 item (i), com s = 2,m = 2, u = 5 e n = 5

tem-se que 22 = 4 ̸≡ 1(mod 5).

(b) ba ̸= a3b, pois com s = 3,m = 2, u = 5 e n = 5 tem-se que 32 = 9 ̸≡ 1(mod 5).

Logo, restam duas possibilidades:

|G| = 10 = 5.2

G = ⟨a, b⟩
a5 = e

b2 = e

ba = ab

e



|G| = 10 = 5.2

G = ⟨a, b⟩
a5 = e

b2 = e

ba = a4b

.

Pelo item (ii) do Teorema 3.1.6 existe no máximo um grupo que satisfaz essas

condições. No primeiro caso G ≃ Z10 com isomor�smo de�nido por a↔ 2 e b↔ 5.

No segundo caso G ≃ D5 (grupo das simetrias espaciais no pentágono regular),

como pode ser observado no Exemplo 2.2.16 D5 satisfaz estas condições.

3.7 GRUPOS DE ORDEM 2P COM P > 2 PRIMO

Seja G um grupo, com neutro e, cuja ordem é 2p com p > 2 um número primo.

Sabe-se que existem pelo menos dois grupos com ordem 2p para p > 2, a saber o grupo

das classes de restos (Z2p,⊕) e o grupo diedral Dp, sendo que Dp satisfaz as condições do

Exemplo 2.2.16.

Se p for um número primo, então estes são os únicos grupos de ordem 2p, a menos

de isomor�smos.
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De fato, sendo p primo, pelo teorema de Lagrange, os elementos de G, exceto e,

tem ordem 2, p e 2p. Se G tiver um elemento de ordem 2p, então G é cíclico, logo isomorfo

a Z2p. Se G não for cíclico, então G possui um elemento de ordem p, pois caso contrário

todos os seus elementos teriam ordem 2 e para a, b ∈ G − {e} tal que b ∈ G − ⟨a⟩ o
subgrupo de G gerado por a e b teria ordem 4 o que é um absurdo, pois 4 - (2p). Além
disso, se a ∈ G tem ordem p e b ∈ G é tal que

b ∈ G− ⟨a⟩,

então o(b) = 2, pois se o(b) ̸= 2, então o(b) = p e

e, a, a2, . . . , ap−1, b, b2, . . . , bp−1

são 2p − 1 elementos distintos de G e pode-se notar que ab e a2b são elementos de G

que diferem destes (análise análoga a feita para grupos de ordem 10) donde G teria pelo

menos 2p+ 1 elementos, o que é um absurdo.

Assim, se G é um grupo de ordem 2p com p > 2 um número primo, então existem

em G um elemento a de ordem p, e um elemento b de ordem 2. Portanto,

G = {e, a, a2, . . . , ap−1, b, ab, a2b, . . . , ap−1b}.

Além disso, ba /∈ {e, a, a2, . . . , ap−1, b}, pois b ∈ G − ⟨a⟩, e ainda ba = ab ou

ba = ap−1b, pois nos demais casos teria-se uma contradição do item (i) do Teorema 3.1.6.

De fato, para 2 ≤ i ≤ p − 2, (p − i)2 ̸≡ 1(mod p) com s = p − i,m = 2, u = p e n = p.

Assim tem-se duas possibilidades:

|G| = 2p

G = ⟨a, b⟩
ap = e

b2 = e

ba = ab

e



|G| = 2p

G = ⟨a, b⟩
ap = e

b2 = e

ba = ap−1b

.

Pelo item (ii) do Teorema 3.1.6 existe um único grupo que satisfaz cada uma destas

possibilidades. No primeiro caso, o grupo é abeliano, logo G ≃ Z2p com o isomor�smo

de�nido por a ←→ 2 e b ←→ p (pode-se provar que o(ab) = 2p, logo G é cíclico). No
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segundo caso G ≃ Dp, pois pode-se notar que Dn satisfaz

|Dn| = 2n

Dn = ⟨a, b⟩
an = e

b2 = e

ba = an−1b

.

Assim se p é um número primo ímpar, então Z2p e Dp são os únicos grupos de

ordem 2p exceto isomor�smos.

Com este resultado tem-se uma recíproca para o Teorema de Lagrange para a classe

de grupos de ordem 2p com p > 2 primo, ou seja, se n | |G| e n < |G| então existe um

subgrupo H de G tal que |H| = n.

No próximo capítulo serão apresentados outros resultados nesta linha.
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Capítulo 4

RECÍPROCAS DO TEOREMA DE

LAGRANGE

Pelo Teorema de Lagrange tem-se que a ordem de qualquer subgrupo H de G

sempre divide a ordem de G.

Neste capítulo busca-se apresentar algumas recíprocas deste resultado, ou seja, se

m | |G| existe K < G tal que |K| = m? Os Teoremas de Cauchy e de Sylow apresentam

resultados nesta linha.

4.1 GRUPOS QUOCIENTES

Teorema 4.1.1 Seja H um subgrupo normal do grupo G e considere o conjunto das

classes laterais à esquerda, módulo H, denotado por G/H e de�nido por

G/H = {aH/ a ∈ G}.

Nesse conjunto considere a relação induzida de G, dada por

(aH)⊙ (bH) = (ab)H, para todo a, b ∈ G.

Então, (G/H,⊙) é um grupo chamado grupo quociente de G por H.

Demonstração: Seja x ∈ (aH)⊙ (bH). Então, existem h1, h2 ∈ H tais que

x = (ah1)(bh2). Como H ▹ G, existe h3 ∈ H de modo que,

x = a(h1b)h2 = a(bh3)h2 = (ab)(h3h2) ∈ (ab)H.

Por outro lado, dado y ∈ (ab)H existe h ∈ H tal que y = (ab)h. Como H ▹ G o
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elemento neutro de G, pertence a H, logo

y = (ab)h = (ae)(bh) ∈ (aH)⊙ (bH).

Portanto, ⊙ está bem de�nida. Além disso,

[(aH)⊙ (bH)]⊙ (cH) = (ab)H ⊙ (cH) = (ab)cH = a(bc)H

= aH ⊙ ((bc)H) = (aH)⊙ [(bH)⊙ (cH)],

o elemento neutro é o próprio H e a−1H é o simétrico de aH, para todo aH ∈ G/H.

Exemplo 4.1.2 Seja H▹G. Então φ : G→ G/H, dada por φ(g) = gH é um epimor�smo

chamado projeção canônica.

De fato, tem-se que

• f(a.b) = (ab)H = (aH)⊙ (bH) = f(a)⊙ f(b).

• a = b =⇒ a−1b = e ∈ H =⇒ aH = bH =⇒ f(a) = f(b).

• gH ∈ G/H =⇒ g ∈ G e f(g) = gH.

Proposição 4.1.3 Seja G um grupo qualquer. Então, o subconjunto

Z(G) = {x ∈ G/ xg = gx,∀g ∈ G} (4.1.1)

é subgrupo normal de G. Este subgrupo Z(G) é chamado de centro de G, e ainda G é

abeliano se, e somente se Z(G) = G.

Demonstração: De fato, dados y, z ∈ Z(G). Então, yg = gy e zg = gz para todo

g ∈ G. Assim,

g(yz−1) = (gy)z−1 = (yg)z−1 = y(gz−1) = y(zg−1)−1 = y(g−1z)−1 = y(z−1g) = (yz−1)g.

logo, yz−1 ∈ Z(G), e pela Proposição 2.3.5, Z(G) é subgrupo de G.

E ainda dado g ∈ G tem-se

gZ(G) = {gx/ x ∈ Z(G)} = {xg/ x ∈ Z(G)} = Z(G)g,

ou seja, Z(G) ▹ G.

Além disso, se G for comutativo, então para quaisquer x, y ∈ G tem-se xy = yx,

ou seja, x, y ∈ Z(G), donde Z(G) = G.

Proposição 4.1.4 Seja G um grupo e seja Z(G) seu centro. Se G/Z(G) é cíclico, então

Z(G) = G. Em particular, o índice de Z(G) em G nunca é igual a um número primo.
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Demonstração: Se G/Z(G) é cíclico, então existe a ∈ G tal que

G/Z(G) = ⟨aZ(G)⟩ = ⟨a⟩.

Assim, dado x ∈ G, existe n ∈ Z tal que x = a n ou seja,

xZ(G) = (aZ(G))n = anZ(G).

Logo, pela Proposição 2.6.3, x−1an ∈ Z(G), ou seja, existe y ∈ Z(G) tal que

x−1an = y, ou ainda, x = any−1.

Assim, para x, u ∈ G existem m,n ∈ Z e y1, y2 ∈ Z(G) tais que x = amy−1
1 e u = any−1

2 .

Donde

xu = (amy−1
1 )(any−1

2 ) = y−1
2 (amy−1

1 )an = y−1
2 am(any−1

1 ) = (y−1
2 an)(amy−1

1 ) = (any−1
2 )(amy−1

1 ) = ux.

Portanto, G é abeliano e consequentemente Z(G) = G.

Se (G : Z(G)) é um número primo p, então pelo Corolário 2.6.8 o conjunto quo-

ciente G/Z(G) é cíclico, pois (G : Z(G)) = |G/Z(G)| logo, pelo resultado acima G = Z(G)

e pelo Teorema de Lagrange

|G| = (G : Z(G))|Z(G)|

donde

(G : Z(G)) = 1

o que é um absurdo.

Teorema 4.1.5 Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G. Considere o conjunto HK

de�nido por

HK := {hk/ h ∈ H e k ∈ K} (4.1.2)

Tem-se

(i) H ∪K ⊂ HK ⊂ ⟨H ∪K⟩;

(ii) ⟨H ∪K⟩ = HK ⇐⇒ HK é subgrupo de G.

Demonstração:

(i) Sendo e o elemento neutro de G, tem-se

x ∈ H ∪K ⇒ x ∈ H ou x ∈ K ⇒ x ∗ e ∈ HK ou e ∗ x ∈ HK ⇒ x ∈ HK.
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Logo H ∪K ⊂ HK e ainda

y = hk ∈ HK ⇒ hk ∈ ⟨H∪K⟩ := {xn1
1 x

n2
2 . . . xnt

t /xi ∈ H∪K,ni ∈ Z} ⇒ HK ⊂ ⟨H∪K⟩.

(ii) (=⇒) Sejam x = h1k1 e y = h2k2 elementos de HK. Então

xy−1 = (h1k1)(h2k2)
−1 = h1k2k

−1
2 h−1

2 ∈ ⟨H ∪K⟩.

Como por hipótese ⟨H ∪K⟩ = HK, segue que xy−1 ∈ HK, donde HK é subgrupo

de G.

(⇐=) Pelo item (i) HK ⊂ ⟨H ∪K⟩, então basta provar que ⟨H ∪K⟩ ⊂ HK.

Dado z ∈ ⟨H ∪K⟩, então existem x1, x2, . . . , xt ∈ H ∪K e n1, n2, . . . , nt ∈ Z, tais
que

z = xn1
1 x

n2
2 . . . xnt

t .

Como xi ∈ H ou xi ∈ K, então xni
i ∈ H ou xni

i ∈ K e como HK é subgrupo de G

por hipótese, segue que xni
i x

nj

j ∈ HK e donde z ∈ HK. Portanto ⟨H ∪K⟩ = HK.

Corolário 4.1.6 Sejam H, K dois subgrupos de G. Então,

HK é um subgrupo de G⇐⇒ HK = KH.

Demonstração: Pelo teorema anterior tem-se

HK é subgrupo de G ⇐⇒ HK = ⟨H ∪K⟩ = ⟨K ∪H⟩ = KH.

Corolário 4.1.7 Sejam H e K dois subgrupos de G. Se H ou K for normal em G, então

HK é um subgrupo de G.

Demonstração: Sem perda de generalidade se H▹G, então xH = Hx para todo x ∈ G,
em particular para x ∈ K, logo KH = HK e pelo corolário anterior HK é um subgrupo

de G.

Exemplo 4.1.8 Seja f : G → J um homomor�smo de grupos. Se H é um subgrupo de

G, então f(H) é um subgrupo de J e f−1(f(H)) = Hker(f). Nota-se que a igualdade

f−1(f(H)) = Hker(f) implica que f−1(f(H)) é um subgrupo de G, pois ker(f) é um

subgrupo normal de G.

De fato,

• x ∈ f−1(f(H)) ⇒ f(x) ∈ f(H) ⇒ x ∈ H ⇒ x = x · eG ∈ Hker(f).
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• y ∈ Hker(f) ⇒ y = hx : h ∈ H, x ∈ ker(f) ⇒ f(y) = f(hx) = f(h)f(x) =

f(h)eJ = f(h) ⇒ f(y) ∈ f(H) ⇒ y ∈ f−1(f(H)).

Teorema 4.1.9 Seja f : (G, .) → (J, ∗) um homomor�smo de grupos. Então, A função

induzida

σ :
G

ker(f)
→ f(G)

xker(f) 7→ f(x)

é um isomor�smo. Além disso, f = φ ◦ σ, em que φ é a projeção canônica de�nida no

Exemplo 4.1.2.

Demonstração:

(i) σ é uma aplicação, pois para a, b ∈ G, tem-se

aker(f) = bker(f)⇒ a = b.k para algum k ∈ ker(f)

logo

f(a) = f(b.k) = f(b) ∗ f(k) = f(b) ∗ eJ = f(b)

(ii) σ é um homomor�smo, pois dados g, h ∈ G, tem-se

σ(gker(f)⊙hker(f)) = σ((g.h)ker(f)) = f(g.h) = f(g)∗f(h) = σ(gker(f))∗σ(hker(f)).

(iii) σ é bijetora, pois

σ(gker(f)) = σ(hker(f)) ⇐⇒ f(g) = f(h)

⇐⇒ f(g) ∗ (f(h))−1 = eJ

⇐⇒ f(g) ∗ f(h−1) = eJ

⇐⇒ f(g.h−1) = eJ

⇐⇒ g.h−1 ∈ ker(f)

então pela Proposição 2.6.3, gker(f) = hker(f). Assim σ é injetora e como σ é

de�nida sobrejetora, então σ é bijetora.

Corolário 4.1.10 Seja f : G → J um homomor�smo de grupos e seja H um subgrupo

de G. Então, a função
H

H ∩ ker(f)
→ f(H)
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h(H ∩ ker(f)) 7→ f(h)

é um isomor�smo.

Demonstração: Considere o homomor�smo f restrito apenas ao subgrupo H e seja

K = H ∩ ker(f). Como K ⊂ ker(f) e ker(f) ▹ G, então K ▹ G e em particular K ▹ H.

Assim, pelo teorema acima a relação h(H ∩ ker(f)) 7→ f(h) é um isomor�smo.

Corolário 4.1.11 Sejam H ▹ G e K < G. Então,

K

H ∩K
≃ KH

H
.

Demonstração: Como H ▹ G, pelos Corolários 4.1.6 e 4.1.7, tem-se que KH < G e

KH = HK. Além disso,

H ▹ G implica H ▹KH

e consequentemente pode-se considerar o grupo quocienteKH/H. Seja φ : KH → KH/H

o homomor�smo canônico de�nido no Exemplo 4.1.2 e seja φ|K sua restrição ao subgrupo

K < KH, isto é,

φ|K : K → KH

H
k 7→ kH.

Assim,

ker(φ|K) = {k ∈ K/ kH = H} = H ∩K.

Além disso, dado x ∈ KH/H, tem-se que existem k ∈ K e h ∈ H tais que x = (kh)H.

Logo,

x = (kh)K = kH = φ|K(k),

ou seja, φ|K é sobrejetora. Aplicando o Teorema 4.1.9 para φ|K obtém-se o resultado.

Corolário 4.1.12 Sejam K < H < G com K ▹ G e H ▹ G. Então,

G/K

H/K
≃ G

H
.

Demonstração: Considere a relação

ψ :
G

K
→ G

H
gK 7→ gH.

Então,
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1. Se aK = bK, então, pela Proposição 2.6.3, existe k ∈ K tal que b−1a = k, ou seja,

a = bk, assim

ψ(aK) = aH = bkH = bH = ψ(bK),

pois k ∈ K ⊂ H. Donde ψ está bem de�nida.

2. ψ é homomor�smo, pois ψ((ab)K) = (ab)H = (aH) ⊙ (bH) = ψ(aK)ψ(bK), pelo

Teorema 4.1.1.

3. Pela de�nição ψ é sobrejetor e, além disso,

ker(ψ) = {aK/ ψ(aK) = H} = {aK/ a ∈ H} = H/K.

Assim, aplicando o Teorema 4.1.9 para ψ segue o resultado.

O próximo resultado é conhecido como Teorema de Cauchy para grupos abelianos

e ele apresenta uma recíproca parcial para o Teorema de Lagrange e sua demonstração é

uma aplicação do grupo quociente.

Teorema 4.1.13 (Teorema de Cauchy para grupos abelianos) Seja (G, ·) um grupo

abeliano �nito. Se p é um natural primo que divide a ordem de G, então existe a ∈ G,
com a ̸= e, tal que ap = e, ou seja, G possui um subgrupo com ordem p.

Demonstração: Por indução sobre a ordem de G será mostrado que existe a ∈ G, com
a ̸= e, tal que ap = e.

Se |G| não tem subgrupos diferentes de {e} e G, então G é cíclico de ordem prima,

o único divisor primo de |G| é |G| e G tem |G| − 1 elementos com ordem |G|.
Supondo que exista N < G, tal que N ̸= {e} e N ̸= G, então 1 < |N | < |G|

(hipótese de indução). Seja p um número primo tal que p| |G|.
Se p divide |N |, como N é abeliano, então pela hipótese de indução existe a ∈ N ⊂

G, tal que a ̸= e e ap = e.

Se p não divide |N |, então p|(G : N), pois pelo Teorema de Lagrange |G| = |N |(G :

N). Como G é abeliano, então N ▹ G e pode-se considerar o grupo quociente G/N .

Como |G/N | = (G : N) = |G|
|N | , então p | |G/N | e |G/N | < |G|. Pela hipótese de

indução, existe Nb ∈ G/N tal que Nb ̸= N e (Nb)p = N. Como Nb ̸= N , então b /∈ N ,

mas N = (Nb)p = NbP , ou seja bp ∈ N . Assim e = (bp)|N | = bp|N | = (b|N |)p.

Seja a = b|N |, então a ̸= e, pois caso contrário b|N | = e e mdc(p, |N |) = 1 pois p é

primo que não divide |N |.Assim existem c, d ∈ Z tais que 1 = c|N |+ dp, logo

Nb = (Nb)1 = (Nb)c|N |+dp = (Nb)c|N | ⊙ (Nb)dp = (Nb|N |)c ⊙ (bpN)d = N cNd = NN = N

o que é um absurdo, pois Nb ̸= e.
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Portanto a = b|N | ∈ G é o elemento procurado.

Exemplo 4.1.14 Todo grupo abeliano de ordem 2p com p > 2 um número primo é cíclico.

De fato, seja (G, .) um grupo abeliano com |G| = 2p, com p > 2 um número primo.

Pelo Teorema 4.1.13 existem a, b ∈ G tais que o(a) = 2 e o(b) = p. Note que o(ab) = 2p.

Pois

(ab)2p = a2pb2p = (a2)p(bp)2 = epe2 = e,

sendo e o elemento neutro de G. Por outro lado, seja n ≥ 1 tal que

e = (ab)n

então an = b−n ∈ ⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩. Pelo Teorema de Lagrange |⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩| divide |⟨a⟩| = 2 e divide

|⟨b⟩| = p, logo |⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩| = 1 e consequentemente

⟨a⟩ ∩ ⟨b⟩ = {e}.

Portanto, an = e e bn = e. Logo 2|n e p|n, ou seja, n é múltiplo de 2p. Desse modo

o menos inteiro positivo tal que (ab)n = e é 2p, donde o(ab) = 2p. Como ⟨ab⟩ ⊂ G e

|⟨ab⟩| = |G| <∞ segue que G = ⟨ab⟩, ou seja, G é cíclico. Este fato também foi provado

na seção 3.7 onde foi usado o Teorema de Lagrange.

4.2 A EQUAÇÃO DE CLASSE

De�nição 4.2.1 Sejam (G, ·) um grupo e a, b ∈ G. Diz-se que b é conjugado de a se

existe x ∈ G tal que b = x−1ax. Escreve-se a ∼ b e chama-se ∼ de conjugação.

Proposição 4.2.2 A conjugação é uma relação de equivalência em (G, ·).

Demonstração: Para mostrar que a conjugação é uma relação de equivalência, basta

veri�car que satisfaz as propriedades re�exiva, simétrica e transitiva.

• Re�exiva: a ∼ a.

De fato, pois a = e−1ae.

• Simétrica: b ∼ a⇒ a ∼ b.

De fato, pois se b ∼ a, então existe x ∈ G tal que b = x−1ax logo a = (x−1)−1bx−1,

com x−1 ∈ G pois G é grupo.

• Transitiva: b ∼ a e a ∼ c⇒ b ∼ c.

De fato, pois se b ∼ a, então existe x ∈ G tal que b = x−1ax, e ainda se a ∼ c existe
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y ∈ G tal que a = y−1cy. Assim b = x−1y−1cyx⇒ b = (yx)−1cyx, com yx ∈ G, pois
G é grupo.

De�nição 4.2.3 Seja (G, ·) um grupo e ∼ a conjugação. Para cada a ∈ G de�ne-se a

classe de conjugação de a por

C(a) = {b ∈ G/b ∼ a} = {x−1ax/x ∈ G}.

Exemplo 4.2.4 Em qualquer grupo (G, ·), tem-se que C(e) = {e}.

Exemplo 4.2.5 Se (G, ·) é um grupo abeliano, então C(a) = {a} para todo a ∈ G.

De fato, C(a) = {x−1ax/x ∈ G} = {ax−1x/x ∈ G} = {a}.

Proposição 4.2.6 Seja (G, ·) um grupo �nito e ∼ a conjugação. Se Ca = #C(a), então

|G| =
∑

Ca,

onde a soma é feita nas classes distintas.

Demonstração: Como a conjugação é uma relação de equivalência em G, tem-se que

pela Proposição 1.1.14 a união das classes é uma partição de G, ou seja:

• C(a) ∩ C(b) ̸= ∅ ⇔ C(a) = C(b)⇔ a ∼ b.

• G = ∪C(a).

Assim, a união é disjunta nas classes disjuntas, logo |G| = #C(a) =
∑
Ca.

De�nição 4.2.7 Seja (G, .) um grupo e a ∈ G. Chama-se normalizador de a o con-

junto

N(a) = {x ∈ G/ax = xa}.

Proposição 4.2.8 Seja (G, ·) um grupo. N(a) é um subgrupo de G, para todo a ∈ G.

Demonstração: Sejam x, y ∈ N(a), então ax = xa e ay = ya. Basta provar que

xy−1 ∈ N(a).
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De fato,

a(xy−1) = (xx−1)(ax)y−1

= (xx−1)(xa)y−1

= x(x−1x)ay−1

= xay−1

= x(y−1y)ay−1

= (xy−1)ayy−1

= (xy−1)a.

Portanto, N(a) é subgrupo de G.

Teorema 4.2.9 Seja (G, ·) um grupo �nito. Então, para cada a ∈ G,

Ca =
|G|
|N(a)|

= (G : N(a)).

Demonstração: Para provar a igualdade será construída uma bijeção entre o conjunto

das classes à direita de N(a) em G, e o conjunto C(a), ou seja f : G/N(a) −→ C(a),

provando que |G/N(a)| = |C(a)| = Ca.

Seja f : {N(a)x/x ∈ G} −→ {x−1ax/x ∈ G} de�nida por f(N(a)x) = x−1ax.

Veri�cando que f é uma função bijetora:

• Boa de�nição e injetora:

N(a)x = N(a)y ⇔ xy−1 ∈ N(a) pela Proposição 2.6.3

⇔ (xy−1)a = a(xy−1)

⇔ y−1ay = x−1ax

⇔ f(N(a)y) = f(N(a)x).

• Sobrejetora: A função f é de�nida sobrejetora.

Assim f é uma bijeção e Ca = |G/N(a)| = (G : N(a)).

Corolário 4.2.10 (Equação de classe) Seja (G, ·) um grupo �nito. Então,

|G| =
∑ |G|
|N(a)|

,

onde a soma é feita nas classes de conjugação distintas.

Demonstração: Pela Proposição 4.2.6 |G| =
∑
Ca e pelo Teorema 4.2.9 Ca =

|G|
|N(a)|

.

Logo, |G| =
∑ |G|
|N(a)|

.
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Proposição 4.2.11 Seja (G, ·) um grupo e seja a ∈ G. Então, a ∈ Z(G) se, e somente

se, N(a) = G. Se G é um grupo �nito, então a ∈ Z(G) se, e somente se, |N(a)| = |G|.

Demonstração:

a ∈ Z(G) ⇔ ax = xa, para todo x ∈ G

⇔ para todo x ∈ G, x ∈ N(a)

⇔ G ⊂ N(a)

⇔ G = N(a)

A segunda a�rmação é direta, pois se G = N(a), então |G| = |N(a)|.

4.3 TEOREMA DE SYLOW

Nesta seção serão estudados os Teoremas de Sylow que são muito importantes

para a classi�cação de grupos �nitos, pois garantem a existência de subgrupos de um

grupo �nito com ordens especiais (recíproca do Teorema de Lagrange). Para isso serão

importantes os subgrupos cuja ordem são da forma pn, para algum primo p que divide a

ordem do grupo, motivando a seguinte de�nição.

De�nição 4.3.1 Seja p um natural primo. Um grupo �nito (G, ·) é chamado um p-

grupo se, e somente se, |G| = pn, para algum n ∈ N.

Teorema 4.3.2 Se (G, ·) é um grupo tal que |G| = pn, onde p é um natural primo e

n ≥ 1, então Z(G) ̸= {e}.

Demonstração: Seja a ∈ G. Como N(a) é subgrupo de G, então pelo Teorema de

Lagrange |N(a)| divide |G|, ou seja, |N(a)| = pk, com 0 ≤ k ≤ n. Pela Proposição 4.2.11

a ∈ Z(G) se, e somente se |N(a)| = |G|, ou seja k = n e pela equação de classe de G

tem-se que

|G| =
∑ |G|
|N(a)|

pn =
∑
k=n

|G|
|N(a)|

+
∑
k<n

|G|
|N(a)|

Se k = n, então |G| = |N(a)| e a ∈ Z(G). Assim,
∑ |G|

|N(a)| = |Z(G)| = z. Logo

pn = z +
∑
k<n

|G|
|N(a)|

,

como p divide
∑ |G|

|N(a)| e p divide p
n, então p divide z. Logo, z ≥ p e Z(G) ̸= {e}.
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Corolário 4.3.3 Se (G, ·) é um grupo de ordem p2, onde p é primo, então G é abeliano.

Demonstração: G é abeliano se, e somente se G = Z(G), mas como Z(G) é subgrupo

de G, basta provar que |G| = |Z(G)| = p2.

Pelo Teorema 4.3.2 Z(G) ̸= {e}, então pelo Teorema de Lagrange |Z(G)| = p ou |Z(G)| =
p2. Supondo por absurdo que |Z(G)| = p, então existe a ∈ G, tal que a /∈ Z(G), assim
|Z(G)| ( N(a). Pela Proposição 4.2.11 Z(G) ( N(a) ( G, mas N(a) é subgrupo de G

e N(a) ( G, então pelo Teorema de Lagrange |N(a)| = p ou |N(a)| = 1, o que é um

absurdo.

Logo, |Z(G)| = p2.

Teorema 4.3.4 (Teorema de Cauchy) Seja (G, ·) um grupo �nito. Se p é um natural

primo e divide a ordem de G, então G tem elemento de ordem p.

Demonstração: Para encontrar a ∈ G com a ̸= e tal que ap = e, será feita a indução

sobre a ordem de G.

Se |G| = 1 não há nada a fazer, pois G = {e}. Supondo que o resultado seja válido
para grupos T , com 1 ≤ T < G. Será mostrado que vale para G.

Se G possui apenas subgrupos triviais, isto é, G e {e}. Tem-se que |G| = p, pois

se |G| = pn com n > 1, então pelo Teorema 4.3.2 Z(G) ̸= {e}, logo G teria um subgrupo

não-trivial. Como G = p, pelo Teorema de Lagrange, para todo a ∈ G, o(a) = 1 ou

o(a) = p, ou seja, se a ̸= e, então ap = e.

Se G possui subgrupos não-triviais, então serão analisados dois casos:

Caso 1. Seja H subgrupo não-trivial de G, tal que p divide |H|. Então, 1 < |H| < |G| e pela
hipótese de indução existe a ∈ H com a ̸= e tal que ap = e.

Caso 2. Para qualquer subgrupo não-trivial H de G, p não divide H.

Sempre que a /∈ Z(G), então {e} ( N(a) ( G e p não divide |N(a)|. Pela equação

da classe de G, tem-se

|G| =
∑ |G|
|N(a)|

=
∑

N(a)=G

|G|
|N(a)|

+
∑

N(a)̸=G

|G|
|N(a)|

= |Z(G)|+
∑

N(a)̸=G

|G|
|N(a)|

.

Como p divide |G| = |N(a)|(G : N(a)) (pelo Teorema de Lagrange) e p não divide

|N(a)|, então p divide (G : N(a)) ou seja p divide
∑ |G|

|N(a)| . Logo p divide |Z(G)| e
por hipótese p não divide a ordem dos subgrupos próprios de G, então Z(G) = G

logo G é abeliano pela Proposição 4.1.1 e pelo Teorema 4.1.13 G tem elementos de

ordem p.
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Para garantir a existência de subgrupos de um grupo �nito com ordens especiais,

serão necessários os estudos dos Teoremas de Sylow vistos a seguir.

De�nição 4.3.5 Seja (G, ·) um grupo �nito. Seja p um natural primo. Um subgrupo H

de G é chamado um p-Sylow subgrupo de G se |H| = pm, onde pm divide |G|, mas pm+1

não divide |G|.

Exemplo 4.3.6 Seja (G, ·) um grupo cíclico de ordem 10 gerado por a. Então, H = ⟨a5⟩
é o único 2-Sylow subgrupo de G, e N = ⟨a2⟩ é o único 5-Sylow subgrupo.

Exemplo 4.3.7 Em (S3, ◦), H = ⟨g1⟩ é um 2-Sylow subgrupo de S3 e K = ⟨f1⟩ é um

3-Sylow subgrupo de S3.

De�nição 4.3.8 Seja H um subgrupo de (G, .). Chama-se normalizador de H o con-

junto

N(H) = {x ∈ G/x−1Hx = H}.

Proposição 4.3.9 N(H) é subgrupo de G.

Demonstração: De fato, dados x, y ∈ N(H) então x−1Hx = H e y−1Hy = H. Logo

(xy−1)−1H(xy−1) = yx−1Hxy−1 = yHy−1

e se y−1Hy = H, então yHy−1 = H.

Assim, xy−1 ∈ N(H) e pela Proposição 2.3.5 N(H) < G.

Teorema 4.3.10 Seja (G, .) um grupo �nito e seja p um natural primo tal que pm | |G|
e pm+1 - |G|. Então,

(i) 1◦ Teorema de Sylow: G tem subgrupo de ordem pm

(ii) 2◦ Teorema de Sylow: Os p-Sylow subgrupos de G são conjugados, isto é, se H

e K são p-Sylow subgrupos de G, então existe a ∈ G tal que K = a−1Ha.

Além disso, o número np de p-Sylow subgrupos de G é np =
|G|
|N(P )|

, onde P é

qualquer p-Sylow subgrupo. Em particular, np divide |G|.

(iii) 3◦ Teorema de Sylow:np ≡ 1(mod p).

Será apresentada a demonstração apenas da primeira parte que ressalta a recíproca

de Lagrange. A segunda e a terceira parte exploram a quantidade de p-subgrupos porém

não houve tempo para estudar estes resultados.
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Teorema 4.3.11 ( 1o Teorema de Sylow) Seja (G, .) um grupo �nito e seja p um nat-

ural primo tal que pm | |G| e pm+1 - |G|. Então, G tem subgrupo de ordem pm

Demonstração:

Será feita indução sobre a ordem de G. Se |G| = 1, o teorema é válido. Supondo

o resultado válido para grupos T , com 1 ≤ |T | < G. Provar-se á o resultado para G.

Se G possui subgrupo H tal que pm|H e pm+1 - H, então pela hipótese de indução

H tem subgrupo de ordem pm.

Supondo que pm não divide a ordem dos subgrupos próprios de G. Neste caso

m ≥ 1, pois se m = 0, então pm = 1 e 1 divide a ordem dos subgrupos. Pela equação de

classe de G,

|G| = |Z(G)|+
∑

a/∈Z(G)

|G|
|N(a)|

.

Como para todo a /∈ Z(G), pm| |G| e pm - |N(a)|, então p divide |G|
|N(a)| , logo p divide

|Z(G)|. Pelo Teorema 4.3.4, existe b ∈ Z(G), com b ̸= e tal que bp = e. Seja K = ⟨b⟩
então |K| = p e K é subgrupo normal de G, pois b ∈ Z(G) e para todo g ∈ G tem-se

g−1bg = g−1gb = b.

E ainda

g−1brg = g−1bbb . . . bg

= g−1b(gg−1)b(gg−1)b(gg−1) · · · b(gg−1)bg

= (g−1bg)(g−1bg)(g−1bg) · · · (g−1bg)

= bbbb · · · bb

= br ⊂ K, para todo r ∈ N.

Então, considerando o grupo quociente G/K, tem-se

|G/K| = |G|
|K|

=
|G|
p

< |G|.

Como pm| |G| e pm+1 - |G|, tem-se pm−1| |G/K| e pm - |G/K|. Por hipótese de indução,
G/K tem um subgrupo F com |F | = pm−1.

Seja H = {x ∈ G/ Kx ∈ F}. Então H é um subgrupo de G, K ⊂ H e f(H) = F ,

isto é F = {Kx/ x ∈ H} = H/K, onde f : G −→ G/K é de�nida por f(x) = Kx.

De fato, se x ∈ K, então Kx = K ∈ F , assim pela de�nição de H tem-se que

x ∈ H, donde K ⊂ H.

Sejam x, y ∈ H. Pela de�nição de H tem-se que Kx,Ky ∈ F . Como F é um subgrupo

de G/K, então K(xy) = KxKy ∈ F e Kx−1 = (Kx)−1 ∈ F , assim xy ∈ H e x−1 ∈ H.
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Logo, H é subgrupo de G. Portanto

pm−1 = |F | = |H/K| = |H|
|K|

=
|H|
p
.

Então |H| = pm e H é o p-Sylow subgrupo de G procurado.

Como consequência do 1◦ Teorema de Sylow temos que se G for um grupo de

ordem 15, então existem subgrupos H, K de G tais que |H| = 3 e |K| = 5. Além disso,

pelo 2◦ e 3◦ Teorema de Sylow tem-se que

• n3 =
|G|
|N(H)|

=
15

|N(H)|
e n3 = 1 + 3s, para algum s ∈ N;

• n5 =
|G|
|N(K)|

=
|15|
|N(K)|

e n5 = 1 + 5s, para algum s ∈ N.

Como H < N(H) < G e K < N(K) < G segue que

• |H|\|N(H)| e |N(H)|\|G|

• |K|\|N(K)| e |N(K)|\|G|

Assim, n3 = 1 e n5 = 1 e consequentemente N(H) = G e N(K) = G, donde H e

G são subgrupos normais de G. Logo, pelo Corolário 4.1.10 segue que

|HK| = |H||K|
|H ∩K|

.

Pelo Teorema de Cauchy (Teorema 4.3.4) tem-se que existem a, b ∈ G tais que

H = ⟨a⟩ e K = ⟨b⟩. Então, H ∩K = {e} e, portanto, |HK| = 15 e G ≃ HK.

Pode-se provar que, a menos de isomor�smos, os grupos de ordem 15 são isomorfos

a (Z15,⊕). Para tal precisa-se dos produtos semidiretos de dois grupos.

Ainda como consequência do 1◦ Teorema de Sylow temos que se G for um grupo

de ordem 12, então existem subgrupos H, K de G tais que |H| = 3 e |K| = 4.

De fato, pois |G| = 12 = 3.22

• 3| |G| e 32 - |G| =⇒ ∃K < G : |K| = 3.

• 22| |G| e 23 - |G| =⇒ ∃H < G : |K| = 4.

Porém para terminar a classi�cação de todos os grupos de ordem 12 seriam necessários o

2◦ e 3◦ Teorema de Sylow e o estudo de produtos semidiretos de grupos.
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CONCLUSÃO

Neste trabalho foram vistos alguns resultados já estudados na graduação du-

rante a disciplina de Álgebra que foram de grande importância para os estudos que se

prosseguiram.

Utilizando como principal ferramenta o Teorema de Lagrange, pode-se classi�car

grupos de ordem menor que 12 e grupos de ordem 2p com p > 2 primo, mas para grupos

�nitos com ordem maiores era inviável continuar a classi�cação do mesmo modo, portanto

foram estudados os Teoremas de Sylow, que oferecem ferramentas para a classi�cação de

grupos �nitos com ordens maiores.

O 1◦ Teorema de Sylow apresenta uma recíproca parcial do Teorema de Lagrange

garantindo a existência de subgrupos �nitos com ordem pm sendo p um número natural

primo tal que pm| |G| e pm+1 - |G|. Além disso, aparecem os Teoremas de Cauchy que

garantem que se p é um número natural primo que divide a ordem de G, então G possui

um elemento de ordem p e consequentemente um subgrupo com ordem p.

Seria interessante para a complementação destes estudos, o aprofundamento em

produto direto, produto semi-direto de grupos, além do 2◦ e 3◦ Teorema de Sylow que

não foram vistos neste trabalho por falta de tempo. Com estes resultados seria viável

a classi�cação de mais grupos �nitos tornando os estudos dos Teoremas de Sylow mais

exempli�cados.
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