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RESUMO

FRANCO, Maisa Damazio. Classificagao de alguns grupos de ordem finita. 2012.
74f. Trabalho de Conclusao do Curso de Licenciatura em Mateméatica - Universidade do
Estado de Santa Catarina, Joinville, 2012.

No estudo da teoria de grupos busca-se conhecer e determinar a estrutura de cada grupo.
Nesse sentido é importante classificar os tipos de grupos distintos que existem, para trans-
ferir as propriedades obtidas de um para outro dentro da mesma classe. Neste trabalho
foram classificados os grupos de ordem menor que 12 usando como ferramenta o Teorema
de Lagrange. Além disso, sao apresentadas algumas reciprocas do Teorema de Lagrange,
entre estas o 1° Teorema de Sylow.

Palavras-chave: Grupos finitos. Ordem de grupos. Teorema de Lagrange. Teoremas de
Sylow.



ABSTRACT

FRANCO, Maisa Damazio. Classification of some groups of finite order. 2012. 74f.
Trabalho de Conclusao do Curso de Licenciatura em Matematica - Universidade do Estado
de Santa Catarina, Joinville, 2012.

When studying theory of groups one seeks to know and determine the structure of each
group. For that it’s important do classify the existing types of groups, so that properties
obtained from one can be transferred to another within the same class. In this work,
groups of order 12 or less were classified using Lagrange’s theorem as a tool. Besides that,
some converses to Lagrange’s theorem are presented, including Sylow’s 1** theorem.

Key-words: Finite groups. Order of groups. Lagrange’s theorem. Sylow’s theorems.
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INTRODUCAO

Na disciplina de Algebra estuda-se, na teoria de grupos finitos, o Teorema de
Lagrange que garante que a ordem de qualquer subgrupo sempre divide a ordem do
grupo. Surge a pergunta natural sobre a sua reciproca: se para qualquer divisor da ordem
do grupo existe um subgrupo com tal ordem. Os Teoremas de Cauchy e o 1° Teorema
de Sylow apresentam resultados nessa linha. Os Teoremas de Sylow formam uma parte
fundamental da teoria de grupos, fornecendo informacoes detalhadas sobre o niimero de
subgrupos de ordem fixa que um dado grupo finito contém.

Outro tema importante para o desenvolvimento da Algebra é a classificacio de
grupos finitos, a qual permite separa-los em classes disjuntas tais que as propriedades
deduzidas para um grupo particular de uma dada classe possam ser transferidas para
todos os grupos dessa classe, e apenas para estes, com uma simples mudancga de notagao.
Assim é suficiente analisar uma quantidade finita de grupos.

Com o Teorema de Lagrange é possivel classificar grupos de ordem baixa, mas
é inviavel para grupos com ordens maiores. Para tal sao importantes os resultados dos
Teoremas de Sylow.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma: no Capitulo 1 serao apresentados
alguns resultados preliminares que ja foram vistos na disciplina de Algebra e que sio
de suma importancia para a compreensao dos estudos propostos; no Capitulo 2 serao
apresentados resultados da teoria de grupos que sao a base para este trabalho; no Capitulo
3 serao classificados os grupos de ordem menor ou igual a 11 e os grupos de ordem 2p com
p > 2 um nimero primo, utilizando como principal ferramenta o Teorema de Lagrange; no
Capitulo 4, serao vistas algumas reciprocas do Teorema de Lagrange; e finalmente serao

apresentadas as conclusoes e sugestoes que complementariam este trabalho.
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Capitulo 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Para a melhor compreensao deste trabalho, apresentar-se-a neste capitulo alguns
resultados preliminares da Algebra, a fim de que se possa aprofundar os estudos de grupos
tendo as bases necessarias. Este primeiro capitulo seré referenciado na obra de Domingues
e lezzi (1979).

1.1 RELACOES

Os tipos de relacoes que serao utilizadas neste trabalho sao: Relacoes binarias e

Relagoes de equivaléncia.

Definicao 1.1.1 Dados dois conjuntos E e F, nao vazios, chama-se produto carte-
siano de E por F o conjunto formado por todos pares ordenados (z,y) com © € E e

y € F. Ou seja:

ExF={(x,y)) x € E e yeF}.

Definicao 1.1.2 Chama-se relagao binaria de E em F todo subconjunto R de F X F'.

Ou seja:

(R é relagao de E em F) <= R C E x F.

Os conjuntos E e F' sao denominados conjunto de partida e conjunto de chegada
da relacao R respectivamente. Ou seja, toda relacao binaria é um conjunto de pares

ordenados. Para indicar que (a,b) € R, usa-se a notagao aRb.
Observacgao 1.1.3 Quando E = F diz-se que R C E*> = E x E é uma relagdo sobre E.

Definicao 1.1.4 Chama-se dominio de R o subconjunto de E definido por

D(R)={x € E/ 3y € F: zRy}.

12



Definicao 1.1.5 Chama-se imagem de R o subconjunto de F' definido por
Im(R)={ye F/ 3z € E: zRy}.

Definicao 1.1.6 Sejam R uma relagao de E em F' e S uma relacao de F em G. Chama-

se relagao composta de R e S a sequinte relacao, indicada por So R, de E em G :
SoR={(z,2) e ExG/IyeF: (v,y) € Rel(yz) €S}

Definicao 1.1.7 Seja R uma relagao de E em F. Chama-se relagao inversa de R, e

indica-se por R™', a sequinte relagdo de F em E :
R'={(y,x) € F x E/ (z,y) € R}.

Seja R uma relacao sobre F. Entao, R pode apresentar as seguintes propriedades:
1. Reflexiva: se para todo x € F tem-se que xRx.
2. Simétrica: se para todo z, y € E tem-se que (zRy = yRz.)
3. Transitiva: se para todo x, y, z € F tem-se que (zRy e yRz = zRz.)

4. Antissimétrica: se para todo z, y € E tem-se que (zRy e yRx = = =1y.)

Definicao 1.1.8 Uma relagao R sobre E é chamada relagao de equivaléncia sobre E

se R ¢ reflexiva, simétrica e transitiva.

Definicao 1.1.9 Seja R uma relacao de equivaléncia sobre E. Dado a € E chama-se
classe de equivaléncia determinada por a, modulo R o subconjunto a de E formado

pelos elementos x tais que rRa, ou seja,
a={x € FE/ zRa}.

Definicao 1.1.10 O conjunto de todas classes de equivaléncia mddulo R serd indicado

por E/R e chamado conjunto quociente de E por R.
Exemplo 1.1.11 A relacao
TRy <= x = y(mod m)

¢ uma relagao de equivaléncia do conjunto dos niumeros inteiros em que o conjunto quo-

ciente €

7)o = {0.1,...,m=1).

13



Este conjunto € usualmente denotado por Z,, e chamado de conjunto das classes de restos
modulo m. Algumas vezes, quando nao houver problema de ambiguidade, para simplificar

a notagao serd utilizado apenas a € Z,, para representar a classe .
Observacao 1.1.12 Duas classes de equivaléncia sao iguais ou sao disjuntas.

Definicao 1.1.13 Seja E um conjunto nao vazio. Diz-se que uma classe F de subcon-

juntos nao vazios de E € uma particao de E se:
(i) dois membros quaisquer de F ou sdo iguais ou sao disjuntos;

(ii) a uniao dos membros de F € igual a E.

Proposicao 1.1.14 Se R ¢ uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto E, entao
E/R ¢é uma parti¢ao de E.

1.2 APLICACOES

Definicao 1.2.1 Seja f uma relagao de E em F. Diz-se que f € uma aplicacao de E

em I se:

(i) D(f) = E;

(ii) dado a € D(f), existe um unico b € F' tal que (a,b) € f.

Observagao 1.2.2 Se f: E — F é uma aplica¢ao e F' é um conjunto numérico (F C C),
¢ usual chamar f de fungdo. As vezes, porém, usa-se a palavra funcdo para designar uma

aplicacao qualquer.
Definicao 1.2.3 Seja f : E — F uma aplicagao.

o Diz-se que f € uma aplicacao injetora ou 1-1 se dois elementos diferentes quaisquer
de E tem imagens diferentes. Ou seja, se para quaisquer Ty, To € E, tais que
xr1 # xo, for vdlido f(xy) # f(x2). Ou equivalentemente f é 1-1 se x1,x9 € E e

f(x1) = f(xq), entao x1 = xo.

e Diz-se que [ ¢ uma aplicagio sobrejetora se Im(E) = F, ou seja, se para todo
y € F existir x € E, tal que y = f(x).

e Diz-se f € uma aplicacao bijetora se f for injetora e sobrejetora.

Teorema 1.2.4 Seja f : E — F uma aplicacio. Entdo, f~' é uma aplicacdo se, e

somente se, f € bijetora.

14



Definicao 1.2.5 Sejam f: E — F e g: F — G duas aplicagoes. Chama-se composta
de f e g a aplicagao (indicada por go f) de E em G definida da sequinte maneira:

(go f)x) =g(f(x), VzekE.

Proposicao 1.2.6 Se f: E — F e g:F — G sao injetoras, entao go f € injetora.

Proposicao 1.2.7 Sef: E — F e g: F — G sao sobrejetoras, entao gof € sobrejetora.

1.3 OPERACOES

Definicao 1.3.1 Sendo E um conjunto nao vazio, toda aplica¢ao f: E X E— E recebe
o nome de operagao sobre E (ou em E) ou lei de composigao interna sobre E (ou
em E).

Notagao: Uma operacao f sobre E associa a cada par (z,y) € E'x E um elemento
de E que sera denotado por z * y. Assim, x * y é uma forma de indicar f(z,y). Diz-se
também que E é um conjunto munido da operacao . O elemento xxy é chamado composto
de x e y pela operacao .

Outras notagoes usuais para indicar uma operacgao sobre E :

e Notacao aditiva: neste caso o simbolo da operacao é +, a operacao ¢ chamada

adi¢ao, o composto x + y é chamado soma e os termos x e y sao as parcelas.

e Notacao multiplicativa: neste caso o simbolo da operagao é - ou a simples justaposi¢cao
dos elementos, a operagao é chamada multiplica¢ao, o composto x-y ou xy é chamado

produto e os termos x e y sao os fatores.

Seja . uma lei de composicao interna em F. Esta lei pode apresentar as seguintes

propriedades:

1. Propriedade associativa

Diz-se que . satisfaz a propriedade associativa se

z.(y.2) = (z.y).z,

quaisquer que sejam x, y, z € F.

2. Propriedade comutativa

Diz-se que . satisfaz a propriedade comutativa se
Ty =y.x,

quaisquer que sejam z, y € E.

15



3. Elemento neutro

Se existe e € E tal que e.x = x, para todo x € E, diz-se que e é um elemento neutro

a esquerda.

Se existe e € F tal que z.e = x, para todo x € E, diz-se que e é um elemento neutro
a direita.

Se e é elemento neutro & esquerda e a direita para a operacao -, diz-se simplesmente

que e é elemento neutro para essa operagao.

Proposicao 1.3.2 Se a operagao - sobre E tem uwm elemento neutro e, entao ele é

unico.

Demonstragao: De fato, se e, ¢/ € GG sao elementos neutros, entao

e=-e.€, pois € é neutro

e =e., pois e éneutro

logo e = €. |

4. Elementos simetrizaveis

Seja - uma operacao sobre F que tem elemento neutro e. Dizemos que z € E é um

elemento simetrizavel para esta operacao se existir ' € E tal que

O elemento 2’ é chamado simétrico de .

Quando a operacao é uma adicao, o simétrico de x também é chamado oposto de x

e indicado por —z.

Quando a operagao é uma multiplicacao, o simétrico de x também é chamado inverso

de x e indicado por z71.

Proposicao 1.3.3 Seja - uma aplicacao sobre E que € associativa e tem elemento neutro

e.
(i) Se um elemento x € E ¢é simetrizdvel, entao o simétrico de x € unico.
(ii) Se x € E ¢é simetrizdvel, entao seu simétrico também ¢é e (z') = .
(iii) Se x, y € E sao simetrizdveis, entao x -y € simetrizavel e (v -y) =1y - .

Demonstragao:

16



(i) De fato, sejam a € E, e b,b' € E dois elementos simétricos de a, entao

b=b-e = b-(a-V), poisb’ ésimétricos de a
b = (b-a)-b pela associatividade
b = e-l, poisb ésimétrico de a
b =V

logo o simétrico de a é tnico.

(ii) Tem-se que = -2’ = e = 2’ - © e quer-se obter o simétrico y de =’ que é o tinico

elemento que satisfaz:
/ _ _ /
r-y=e=y-x
Como y = x satisfaz esta equagao e como o simétrico é tinico, entao (z') = z.

(iii) Deseja-se mostrar que existe z € E tal que (z-y)-z=e=2z-(y-x), no caso z é o

simétrico de (z - y). Tem-se

(x-y)-z=e & 2 -(z-y)-2)=12""-¢
& (@x)-(y-z2)=4a
& e (y-z2)=1
& y-z=2a
& y-(y-2)=y o
& (y =y
s z=y -7

1.3.4 TA&abua de uma operacao

Num conjunto finito £/ com uma lei de composicao interna - pode-se representar a
operacao dos elementos numa tabela de dupla entrada chamada Tabua da Operacao *
em E. A construcao desta tabua esta descrita a seguir.

Seja E = {ay, as, ---, ap,} (n > 1) um conjunto de n elementos, com n > 1.
Uma operacao sobre E é uma aplicagao f : £ x E — E que associa a cada par (a;,a;) o
elemento f(a;,a;) = a; - a; = a;j.

Pode-se representar o elemento a;;, correspondente ao par (a;, a;), numa tabela de

dupla entrada, construida como segue:

17



(1°) Marca-se na linha fundamental e na coluna fundamental os elementos do conjunto
E, como ilustra a Tabela 1.1. Chama-se de i-ésima linha aquela que comeca com a;

e j-ésima coluna a que é encabegada por a;.

Tabela 1.1: Linha e coluna fundamental da tabua de uma operacao

al a2 ... al DY a] DY an

ai
a2

a;

Fonte: Domingues e Iezzi (1979, p.64)

(2°) Dado um elemento a; na coluna fundamental e um elemento a; na linha fundamental,
na intersecao da linha ¢ com a coluna j marcamos o composto a;; = a; * a;, como

na Tabela 1.2.

Tabela 1.2: Tabua de uma operacio

al 0/2 DT a'l e a] DY an
ap | Qi1 | G2 | = [ Q1 |t | Q15 | 00 | Qln
Q2 | Q21 | Qg | "+ | Q2 | """ [ Q25 | "-" | Q2n
Qi | Qi1 | Qg | =0 | Qg | ] Qg | ccr | Gy
aj | 1 | @52 @ji ajj Ajn
Ap | Qp1 | Gp2 |~ Api |~ Apj | QAnn

Fonte: Domingues e Iezzi (1979, p.64)
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Capitulo 2

TEORIA BASICA DOS GRUPOS

Neste capitulo serao apresentados resultados da teoria de grupos que sao necessarios
para atingir os objetivos deste trabalho, sendo algumas demonstracoes omitidas, por serem
resultados classicos. Estes resultados sdo referenciados em Domingues e lezzi (1979) e
Garcia e Lequain (2008).

2.1 GRUPOS

Definicao 2.1.1 Um conjunto G nao vazio com uma opera¢ao

GxG— G
(a,b) = a-b

€ um grupo se satisfaz as sequintes condi¢oes:

(i) Associatividade
a-(b-c)y=(a-b)-¢c, ¥ a,b,ceqG
(ii) Elemento neutro
dJeecG/ea=a-e=a, V aeqG
(i7i) Elemento inverso (elemento simetrizavel)

VaeG,3 beG/a-b=b-a=e

1

Este elemento b € chamado de simétrico de a e denotado por a™" se a operacao for

multiplicativa (nao necessariamente a multiplicagao usual) e por —a se a opera¢ao

for uma adi¢ao (nao necessariamente usual).
O grupo G é abeliano ou comutativo se a-b = b a, para todo a,b € G.
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Definigao 2.1.2 Se o conjunto G for finito com n elementos, diz-se que o grupo G €

finito com ordem n e escreve-se |G| = n.

Notagao: Se GG munido da operagao - ¢ um grupo, denota-se (G, -).

2.2 EXEMPLOS DE GRUPOS

Nesta secao serao apresentados alguns exemplos de grupos que serao referenciados

neste e nos proximos capitulos.

Exemplo 2.2.1 Grupo aditivo dos inteiros (Z,+) (abeliano).
Exemplo 2.2.2 Grupo aditivo dos racionais (Q,+) (abeliano).
Exemplo 2.2.3 Grupo aditivo dos reais (R, +) (abeliano).

Exemplo 2.2.4 Grupo aditivo dos complezos (C,+) (abeliano).
Exemplo 2.2.5 Grupo multiplicativo dos racionais (Q*,-) (abeliano).
Exemplo 2.2.6 Grupo multiplicativo dos reais (R*,-) (abeliano).
Exemplo 2.2.7 Grupo multiplicativo dos complezos (C*,-) (abeliano).

Exemplo 2.2.8 Grupo aditivo das matrizes m X n denotado por (M,xn(K),+), com
K =17, Q, R, C (abeliano).

Exemplo 2.2.9 (GL,(K),-), com K =Q, R, C € o grupo linear racional, real ou com-
plezo de grau n conforme K = Q, R ou C (ndo comutativo se n > 1), chamado de grupo

das matrizes inversiveis.

Exemplo 2.2.10 Grupo aditivo de classes de restos (Zy,,®). Este é um grupo abeliano

finito com |Zy| =m, em que @® b= a+ b, sendo Z, definido no Exemplo 1.1.11.

De fato, pode-se provar que a operacao @ independe dos representantes, a propriedade
associativa é consequéncia da associatividade dos niimeros inteiros, o elemento neutro

deste conjunto & a classe 0 e o elemento simétrico (oposto) de @ € Z,, é o elemento m — a.

Exemplo 2.2.11 Grupo multiplicativo abeliano de classes de restos(Z},,®), em que a ®
b=ab e |Z:|=m—1.
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Neste caso também prova-se que a operacao © independe do representante, além disso
a propriedade associativa é consequéncia da associatividade dos nimeros inteiros e o
elemento neutro deste conjunto é a classe 1, porém o elemento simétrico (inverso) de
@ € 7Z,, nao existe para qualquer valor de m, por exemplo em Z4 0 elemento 2 nao possui

simétrico para operacao ®, pois

¢« T0I=73 «707=0 «303=12
logo, (Z};,®) nao é grupo. Para solucionar este problema tem-se o seguinte resultado:
Proposicao 2.2.12 (Z;,,®) € um grupo se, e somente se, m for uwm nimero primo.

Assim, o simétrico de @ € Z,,, com m sendo um numero primo, é T € Z,, tal que

ar +my = 1, para algum y € Z.
Exemplo 2.2.13 (S(E),o) - Grupo de permutagoes sobre E.

Seja ' um conjunto nao vazio e S(FE) o conjunto de todas bije¢oes de E. Com a
operagao de composigao de fungoes S(E) é um grupo, chamado grupo das permutacoes
sobre E. Tal grupo s6 é comutativo quando E é formado por 1 ou 2 elementos.

No caso particular em que £ = {1, 2, ---, n}, n > 1, tem-se um importante
grupo finito denotado neste caso por (S,,0) e chamado grupo simétrico de grau n cuja

ordem ¢é |S,| = n!. A notagao usual de um elemento de S, é:

1 2 oo 1 oo nm
fZ(. . . . )
11 19 - Up oo In

onde f(r)=14,, re{l, 2, ---, n}.

Em particular para n = 3 tem-se

12 3 1 2 3 12 3
Sz = = y J1 — y J2 — )
’ {fo (123) h (231) f2 (312)
(123 (123 (123
N=\1392) 27\ s321) % 213 '

cuja tabua é

Exemplo 2.2.14 (Sa,0) - Grupo das simetrias de um tridngulo equildtero formado pelos

elementos
SA = {Zd7 RQ{) R%‘a R17 RQ’ R3}

que estao representados na Figura 2.1 e descritos na sequéncia.

Sejam P; P, P3 um triangulo equilatero com centro de gravidade na origem 0 do
espaco e ainda ey, es, ez as retas do espaco que passam pelas medianas do triangulo. Entao,

as transformacoes que preservam o triangulo sao:
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Tabela 2.1: Tabua do Grupo Simétrico Ss

o folfilfo|lg]| 9] gs
Jolfo| filfoloi|92]gs
Silfil ol folgs| o] g
SolfolJo| 1|9 9|0
G191 | 92| 93| Jo| 1] [o
G2 1929391 | f2| Jo| 1
931939192 | fi| fal fo

Fonte: Domingues e Iezzi (1979, p.84)

Figura 2.1: Transformacoes espaciais que preservam o triangulo equilatero

P

Fonte: Producao do préprio autor

e id, R2x, Rix: as rotacoes planas centradas em 0, no sentido anti-horério, de angulos
3 3
2r  Am )
Zero, — € £l respectivamente.

3

e 1’1, Ry, R3: as rotagoes espaciais de angulo 7 com eixos ey, s, €3 respectivamente.
A tabua de Sa esta apresentada na Tabela 2.2.
Exemplo 2.2.15 (R,,o) - Grupo de Rotacoes de um poligono reqular de n lados.

Considera-se um poligono regular de n vértices, em que o centro do poligono esta
no ponto 0 do espaco e que o eixo x contenha um de seus vértices, o qual serd indicado
como ponto 1. Os vértices consecutivos serao indicados por 2,3,...,n respectivamente
no sentido anti-horario, como na Figura 2.2.

Assim, as operagoes que transformam o poligono nele mesmo, sao as rotagoes em

torno da origem no sentindo anti-horario segundo os angulos de:

2
O,—W,2-—,~-- ,(n—l)-—7T radianos.
n

22



Tabela 2.2: Tabua do Grupo das simetrias do tridngulo equilatero Sa

id R%w R%w R, Ry Rs
1d id R%w Rix | Ry | Ry | Rs
Rax | Ror | Rar | id Rs | Ry Rs
R%« R%n id | Rex | Ry | Ry | Ry
Ry | Ri | Ry | Ry td | Rax R%n

Ry | Ro | Ry | Rs R%ﬂ ud R%ﬂ
Rg Rg R2 Rl R%r R%r Zd

Fonte: Producao do proéprio autor

Figura 2.2: Poligono regular de n lados - Grupo de Rotag¢oes

4 3 3 P

e:ld a:RZIL//l
Fonte: Producao do préprio autor

Indicando por e a primeira dessas rotagoes e por a a segunda, como na Figura 2.2,

entao o conjunto dessas n rotacoes é composto pelos elementos
2 n—1
R, ={e,a,a,...,a" " }.

Exemplo 2.2.16 (D,,o) - Grupo Diedral de grau n: grupo de simetrias espaciais de um

poligono regular de n lados.

Como no Exemplo 2.2.15 considera-se o poligono de n vértices num referencial
cartesiano com um vértice sobre o eixo x o qual serd denotado por 1, esta posi¢ao inicial
do poligono, como na Figura 2.2, sera o elemento neutro do grupo D,,, a sera a rotacao
de um angulo de % radianos em torno da origem (Figura 2.2) e b a reflexao em torno do
eixo-x, conforme a Figura 2.3.

O conjunto
D, ={e, a, a®, ---, a" ', b, ab, a®b, ---, a"'b}

cujos elementos sao as rotagoes de R, , estas rotacoes seguidas da reflexao b é o Grupo

Diedral das simetrias do poligono de n lados.

23



Figura 2.3: Poligono regular de n lados - Grupo Diedral

n-2

3 n-1

e=id

Fonte: Producao do préprio autor

Exemplo 2.2.17 (Dy,0) - grupo diedral de grau 4: grupo das simetrias do quadrado
formado pelos elementos

Dy ={e, a, a*, a*, b, ab, a*b, a’b}

que estao representados na Figura 2.4.

Figura 2.4: Transformacoes espaciais que preservam o quadrado

2 1 4 3

5 S 1 5 3 4 5 2
4 3 2 1
e:ld a= 2 2= =
iz a " a=R,,
4 1 2 3
3 1 4 2
0 0 1 o 3 2 5 4
2 3 4 1
2 3
b ab ab a'b

Fonte: Producao do préprio autor

A tabua de D, é dada pela Tabela 2.3 e por ela observa-se que Dy é de fato um
grupo com elemento neutro e e este grupo nao ¢ abeliano.
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Tabela 2.3: Tabua do Grupo Dy

o e | a | a®|a®| b | ab|a’b|a’
e e | a | a*|a®>| b | ab|a’b|a’
a | a | a®|a®> | e | ab|a’b|a’b| b
a* | a* | a* | e | a |a®b|a’b| b | ab
a® | a? e a | a® | a®b| b | ab | a®b
b b | a’b|a’b| ab | e a® | a? a
ab | ab b | a’b|a’b| a e a® | a®
a’b|a*b| ab | b |a’b| a® | a | e | &
a’bla’b|a’b|ab| b | a® | a® | a | e

Fonte: Producao do préprio autor

Exemplo 2.2.18 Sejam (G,*) e (J,A) grupos. No conjunto G x J defina a sequinte
relacao:

(a,0) © (z,y) := (axx, bAY).
Entao, (G x J,®) é um grupo chamado produto direto de G por J.

De fato, ® é uma lei de composicao interna em G x J que satisfaz a propriedade associa-
tiva, pois G e J sao grupos, o elemento neutro desta operagao é (eg,ey) e o simétrico
(inverso) do elemento (z,y) € G x J é (7', y7!), em que z7! é o simétrico de x em G
e y~!é o simétrico de y em J.

De modo analogo define-se o grupo produto direto de n parcelas, isto é,
(G1 XG2 X oo XGn,G)

sendo cada G, i = 1,2,--- ,n, um grupo. Se cada parcela for um grupo finito, entao o
produto direto sera finito e

‘Gl X G2 X oo X Gn| = |G1HG2‘ |Gn’

Além disso, se cada grupo for abeliano o grupo produto direto também sera abeliano.

Como casos particulares de produto direto tem-se:

1. Z x Z com a operagao sendo a adi¢ao definida por (a,b) & (z,y) = (a+z, b+1y), o

elemento neutro é (0,0) e o elemento simétrico de (a,b) é (—a,—b).

2. Zy X Ly, com a operagao sendo a adigao definida por (@,b) @ (7,7) = (a + z, b+ y),
o elemento neutro é (0,0) e o elemento simétrico de (a,b) & (n —a,m —b). Além

disso, |Zy, X Zp,| = nm.

25



2.3 SUBGRUPOS

Definig¢ao 2.3.1 Seja (G,.) um grupo. Um subconjunto nao vazio H de G é um sub-
grupo de G (que serd denotado por H < G) quando o conjunto H é um grupo com a

operacao de G. Ou seja:

(i) hi.he € H, ¥ hy,hy € H.

(ii) (hy.hg).hs = hy.(ha.hs), ¥ hy, ho,hs € H.
(iii)) 3 ey € H | eg.h = h.ey,¥ h e H.

(iv) Para cada h € H, existe k € H tal que h.k = k.h = ep.

Observagao 2.3.2 A condigao (i1) € sempre vdlida, pois ela € vdlida para todos os ele-

mentos de (.

Observacao 2.3.3 O elemento neutro de H dado por ey € necessariamente igual ao

elemento neutro de G.

Observacao 2.3.4 Seja h € H, entao o inverso de h em H ¢ igual ao inverso de h em

G em simbolos temos (hy' = hg').

Proposigao 2.3.5 Seja H um subconjunto nao vazio do grupo G. Entao, H é um sub-

grupo de G se, e somente se, a condi¢cao sequinte € satisfeita:
VY a,be Hab'eH,

sendo b= o inverso de b em G.

Demonstracao:

(=) Supondo H < G, entao por definigao H é grupo com a operacao herdada de
G, e pelas observacoes acima ey = eg e hy' = hél. Assim, dados a,b € H tem-se que
bl € H eassimab™' € H

(<) Supondo que para quaisquer a,b € H tem-se ab~' € H. Entao, como H # ()
existe a € H e pela hipotese e = aa~! € H e consequentemente a~! = eqa™! € H.

Assim, para a,b € H tem-se que b~ € H e pela hipotese
ab=a(b™")"' € H.

Além disso, como H C G tem-se que a propriedade associativa continua véalida em H.
Portanto, H < G. ]

Exemplo 2.3.6 Sao exemplos de subgrupos:
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(i) Se G é um grupo com neutro e, entao {e} e G sado subgrupos de G (chamados de

subgrupos triviais).
(ii) (2Z,+) é um subgrupo de (Z,+). De maneira geral se n é um inteiro qualquer,
(nZ,+) é um subgrupo de (Z, +).

De fato, sejam hq, ho € nZ. Entao, existem ny,ny € Z tais que hy = nz; e hy = nzo,
assim

hi — hy = nz; —nze = n(z; — z3) = nz com z € Z.
Logo, hy — hy € nZ e pela Proposicao 2.3.5 nZ é um subgrupo de Z.
(iii) {id, R} e {id, Rz, R%r} sao subgrupos de Sa.

(iv) O grupo das rotagoes de um poligono regular de n lados, R, é subgrupo do grupo

diedral D,, de ordem 2n obtido desse mesmo poligono.

(v) Se G é um grupo com H < Ge K < G, entao HN K < G.

De fato, dados a,b € HN K, entao a € H e a € K, ainda b e Heb e K. Pela
Proposicao 2.3.5, basta provar que ab~' € HN K. Como b€ H e b € K sendo H e
K subgrupos de G, entdo existe bt € H e b~! € K, logo

eablcH poisacHeb'cH,

eab'c K poisacKeb!lckK.
Assim, ab™! € HN K logo H N K é subgrupo de G.

Proposicao 2.3.7 H < (Z,+) se, e somente se, H = nZ para algum n € N.

Demonstragao:

(=) Seja H um subgrupo qualquer de Z. Se H = {0}, entao H = 0Z. Se H # {0},
entao escolhendo n = min{xr € H|r > 0} tem-se que H = nZ. De fato, como n € N,
tem-se que nZ C H. Por outro lado, dado h € H, pelo algoritmo de Euclides existem
q,7 € Z tais que h = qgn+r com 0 <r <n. Como h e n pertencem a H e H é subgrupo,
entdo r = h—qgn € H. Pela minimalidade de n segue que r = 0 e h = gn, ou seja, h € nZ.
Logo H = nZ.

(<) Provado no Exemplo 2.3.6 (ii). u

2.4 HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

Nesta secao sera estudado o homomorfismo de grupos, o que é muito importante

para a classificacao dos mesmos, pois encontra-se aplicagoes que preservam as operacoes.

27



Defini¢ao 2.4.1 Dados dois grupos (G,*) e (J,A), diz-se que uma aplicacao f : G — J
¢ um homomorfismo de G em J se, para todo x,y € G, f(xxy)= f(x)Af(y).

Observagao 2.4.2 Sejam (G,*) e (J,A) grupos. Entao,

e um homomorfismo do grupo G nele proprio, f : G — G, € chamado endomorfismo
de G.

e um homomorfismo f : G — J injetor é chamado monomorfismo de G em J.
e um homomorfismo f : G — J sobrejetor é chamado epimorfismo de G em J.

e um homomorfismo f : G — J bijetor é chamado isomorfismo de G em J.

Definicao 2.4.3 Se existe um isomorfismo de grupos f : G — J, diz-se que G e J sao

isomorfos e denota-se por G ~ J.

Exemplo 2.4.4 Sejan € N fizo. Entao, ¢, : (Z,+) — (Z,+), dada por, p,(z) = nz é

monomorfismo, pois dados a,b € Z
on(a+b) =n(a+b) =na+nb=p,(a)+ @,(b)
e para todo z,y € Z
en(z) =pnly) & nz=ny & z=y.

Definigao 2.4.5 Sejam (G,x*) e (J,A) grupos e f : G — J um homomorfismo. Chama-

se nucleo de f e denota-se por ker(f) o sequinte subconjunto de G:

ker(f) ={x € G/ f(x) = e}
sendo e o elemento neutro de J.
Proposicao 2.4.6 Seja f: (G,-) — (J,*) um homomorfismo de grupos. Entao:
(i) flec) = e,
(it) f(x™") = f(z)™!
(i) Im(f)={yeJ | y= f(g) para algum g € G} é um subgrupo de J.

(iv) Se B é um subgrupo de J, entao f~1(B) é um subgrupo de G contendo ker(f) e
f(f~Y(B))=BnIm(f). Em que f~' ¢ a aplicacio inversa de f.

(v) Sejam [ : (G,-) = (J,%) e h : (J,x) — (B, x) dois homomorfismos de grupos.

Entao a composicao ho f: (G,.) — (B, xX) é um homomorfismo.
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(vi) ker(f) <G.

Demonstracao:
(i) flea) = flec -eq) = flec) x feq) = flea) = e,
(ii)
{ f@™) x f(z) = fle™ha) = fleq) = es
Portanto f(z™1) = (f(z))™*

(iii) Tem-se
y,z € Im(f)=Jx1,20€ G: y= f(z1), 2= f(xq).

Logo,
yxz7h = flan) * (fz2))™" = fla) * flay") = flazray").

Como z,.7,"' € G, segue que y * 2~ € Im(f) e pela Proposicio 2.3.5, Im(f) < J.
(iv) Sejam a,b € f~1(B). Entao, f(a), f(b) € Be f(a)* f(b)~! € B. Como,
fla)x f(0)™" = fla) f(b7") = f(a.b7") € B,

entdao a.b~! € f~1(B), donde f~1(B) < G.

Seja z € Ker(f). Entao, f(z) = e; € B e consequentemente z € f~!(B). Donde
Ker(f) C f~%B). Além disso, f(f~'(B)) = Im(f)N B.

(v) Dados z,y € G entao
(hof)(z-y) = h(f(z-y)) = h(f(x)xf(y)) = h(f(2))xh(f(y)) = (hof)(x)x (ho f)(y).

(vi) Sejam z,y € Ker(f). Entao,

flay™) = f@)f(y™) = f@)f(y) " =ec” =e=ay" € Ker(f).

Portanto, ker(f) < G.

Exemplo 2.4.7 Os grupos S3 e Sa sao isomorfos.
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De fato, considerando a seguinte relagao f:

J:5 — Sa

id — id
iif):fl ~
ifi):ﬁ Sl
Y
2
23) o0

Tem-se que f é bijetora e também um homomorfismo, logo é um isomorfismo, analisando

as Tabelas 2.1 e 2.2 pode-se observar que sao equivalentes, o que explicita que S3 >~ Sa.

2.5 GRUPOS CICLICOS

Nesta secao serao estudados os grupos ciclicos, que sao de grande importancia
para a classificagao de grupos. Sera visto mais adiante que com os grupos ciclicos pode-se

classificar imediatamente os grupos de ordem prima.

Definicao 2.5.1 Seja G um grupo multiplicativo. Dado a € G define-se a poténcia m-

ésima de a, para todo inteiro m, como num dos segintes casos
e sem=0:a"=e (elemento neutro de G)

esem>1:a"=a"""a

e sem<0:am=(a"™)"", sendo (a™)~! 0 inverso de a™™

Em particular num grupo aditivo o andlogo a poténcia é o multiplo:

Definicao 2.5.2 Seja G um grupo aditivo. Se a € G e m € Z, o maltiplo m-ésimo de a

€ o elemento de G denotado por m - a e definido por
e sem=0:0-a=e (elemento neutro de G)

esem>1:m-a=(m—1)-a+a
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e sem<0:m-a=—(—m-a) sendo (—m -a) € o oposto de m -a

Proposigao 2.5.3 Seja G um grupo multiplicativo. Se m e n sdo numeros inteiros e

a € G, entao:
(i) a™-a™ = a™t"
(ii) a™-a" =a" - a™
(iii) a=™ = (a™)~!
(iv) (am)" = ™
Analogamente, para grupos aditivos temos o resultado:

Proposigao 2.5.4 Seja G um grupo aditivo. Se m e n sao nuimeros inteiros e a € G,

entao:
(i) ma+na = (m+n)a
(ii) ma +na = na + ma
(iii) (=m)a = —(ma)
(iv) n(ma) = (nm)a

A ideia de demonstracao das propriedades anteriopres podem ser encontradas no

livro de Domingues e lezzi (1979) p. 108.

Proposigao 2.5.5 Se S é um subconjunto nao-vazio do grupo G, entao o conjunto
(S) ={aj*ay?...a*/ ke N, n, €Z, a; € S}
é um subgrupo de G.

A demonstracao encontra-se na obra de Domingues e lezzi (1979) p. 112.

Definigao 2.5.6 Sejam G um grupo e S um subconjunto nao-vazio de G. O conjunto

(S), definido na Proposicao 2.5.5, é chamado subgrupo gerado por S.

Exemplo 2.5.7 Observa-se, pela Tabela 2.1, que

Sy ={fo. f1i, [T, g1. fiog, fiog}t={f1. o)

e pela Tabela 2.2

SA - {Zda R%’JR%LHRhR%T S RlaR%j © Rl} - <R2T7r, R1>

3
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Definicao 2.5.8 Um grupo G € ciclico quando ele pode ser gerado por um elemento, isto

¢, quando G = (g), para algum g € G.

Exemplo 2.5.9 Sao Exemplos de Grupos Ciclicos:

(i) (Z,+) = (1), pois

(ii) (Z%,®) = (2), pois Zt = {1, 2, 3, 4} e

59-1. 2'=32, 2° =74

O proximo resultado indica uma interessante propriedade satisfeita para todos os

grupos ciclicos.
Proposicao 2.5.10 Se G ¢ um grupo ciclico, entao G € abeliano.

Demonstracao: Se GG é um grupo ciclico, entao existe g € G' e modo que

G={(9) ={9"/nel}

Assim, dados a,b € G existem n,m € Z tais que a = g" e b= g™, logo

Portanto, G é abeliano. [ ]
Proposicao 2.5.11 Todo subgrupo de um grupo ciclico também ciclico.

Demonstragao: Seja (G,.) um grupo ciclico e H um subgrupo de G. Entdo, existe
a € G tal que G = (a)

Se H = {e}, entao H = (e) com e sendo neutro de G. Se H # {e}, entdo existe
r € H—{e}. Como x € HC G = (a), entao existe n € Z tal que x = a™.

Seja b a menor poténcia positiva de a em H, isto é, b = a! € H e | é 0 menor
inteiro ndo nulo tal que a' € H. Sera provado que H = (b) = (a').

Tem-se que se a' € H, entdo (a') C H, falta provar entdo que H C {(a').

Seja x € H, entdo basta provar que z = (a')™ para algum m € Z. Como H C G =
(a), existe t € Z tal que 2 = a’. Pelo algoritmo de Euclides, tem-se t = lqg + r com ¢ € Z
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e 0 < r <, entao,

b4y
gI
HE
I
@ﬁ

Como a! € H e x € H, entdo (a')~? € H, sendo H subgrupo tem-se que
a" = (a") "%z € H.

Assim a” € H e 0 < r < 1. Como [ & o menor inteiro positivo com a' € H, entdo r =0 e

Portanto, H = (a'), ou seja, H é ciclico.

Definicao 2.5.12 Dado um elemento a de um grupo multiplicativo G com elemento neu-
tro e, se

a"=e & m=0,

diz-se que o elemento a tem periodo zero ou ordem zero e que o grupo (a) ¢ um grupo

ciclico infinito.

Definigao 2.5.13 Seja G um grupo com elemento neutro e e seja a € G. O menor
numero inteiro h > 0 tal que a"® = e chama-se periodo ou ordem do elemento a.

Notagao o(a) = h.

Proposicao 2.5.14 Seja a um elemento de um grupo multiplicativo G, com elemento

neutro e. Se a ordem de a é h > 0, entdao {a) é um grupo finito de ordem h dado por

(a) = {e, a, a®, ---, a"1}.

Demonstragao: Por definicio de grupo gerado, tem-se que {e,a,a?, ...,a" '} C (a).
Por outro lado, seja a™ € (a). Pelo algoritmo de Euclides, tem-se que existem ¢,r € Z

com 0 < 7 < h tal que

ou seja, a™ € {e,a,a?,...,a"}. Portanto, (a) = {e,a,a? ..., a" '}

Falta provar que |(a)| = h. Suponha que existam r,s € Z com 0 <r <s < h—1
tais que a” = a®. Entao, a®*~" = e, o que é um absurdo, pois como 0 < s —r < h, teriamos
o(a) = s —r < h. Portanto, |(a)| = h. u
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Definigao 2.5.15 Seja G = (a) um grupo ciclico, com neutro e. Diz-se que G € um
grupo ciclico finito se o periodo do elemento a for um nimero natural h > 0. Desta

forma,

G={e, a, a*, ---, "'}
Proposicao 2.5.16 Seja a um elemento de um grupo G' com ordem h > 0. Entao,
a" =e <= h|m, (2.5.1)
sendo e o elemento neutro de G.

Demonstragao:
(=) Tem-se por hipotese que a™ = e. Entao, pelo algoritmo de Euclides m = hg+r
comqgeZel0<r<h-—1e

e=a"=ad"" = (a")a" =elad" =a"

logoe=a", 0 <r <h—1. Como o(a) = h, tem-se que r =0 e m = hq ou seja h|m.

(<) Tem-se por hipétese que h|m, entdao m = hq com q € Z. Logo a™ = a"? =

(a")? = €4 = e portanto a™ = e. u

Exemplo 2.5.17 Seja [ : G — J um homomorfismo de grupos. Se o(x) < oo, entdo

o(f(z)) divide o(x).

De fato, sendo n = o(x), tem-se =™ = eq, entao
es = flea) = f(z") = f(x)".
Portanto, pela Proposi¢ao 2.5.16 o(f(z)) divide n.
Teorema 2.5.18 Seja G = (a) um grupo ciclico infinito, com elemento neutro e. Entdo:
(i) G possui dois e apenas dois geradores.
(ii) G € isomorfo ao grupo aditivo dos nimeros inteiros.

Demonstracgao:

(i) Se G = (a), entao G = (a™'). Seja b € G tal que G = (b). Entao, existem n,m € Z
tais que

a = bn — (am)n — amn

donde a!™™" = e. Como G & um grupo ciclico infinito, segue que 1 — mn = 0, ou
seja, mn=1em =n=1oum=n = —1. Assim, os tnicos geradores de GG sao a

ea L.
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(ii) A relacao f : (Z,+) — (G,-) dada por f(z) = a*, é um isomorfismo, pois f é
bijetora, e ainda f(z + w) = a*™ = a*.a*. Logo, (Z,+) ~ (G, ).

|
Por este teorema todo grupo ciclico infinito é isomorfo a (Z,+), ou seja, a menos

de isomorfismos (Z, +) é o tnico grupo ciclico infinito.

Teorema 2.5.19 Seja G = (a) = {e, a, a®, ---, a" '} um grupo ciclico de ordem finita

igual a n. Entao, G € isomorfo a (Zy,®).
Demonstragao: Note que a relacao f : (Z,,®) — (G, ) definida por f(7) = a” é um

isomorfismo. Logo, (Z,,®) ~ (G, ). n

Por este teorema, a menos de isomorfismos, (Z,,®) é o tnico grupo ciclico de

ordem n.

2.6 CLASSES LATERAIS

Nesta secao serao apresentadas as classes laterais, que tem aplicacao direta no

Teorema de Lagrange.

Definigao 2.6.1 Seja H um subgrupo de um grupo (G,.). Dado a € G denotaremos por

aH e chamaremos de classe lateral a esquerda, modulo H, o subconjunto
aH ={ax/ x € H} C G.

Analogamente, denotaremos por Ha e chamaremos de classe lateral a direita, mddulo

H, o subconjunto

Ha={xa/ v € H} CG.
Se G ¢ um grupo comutativo temos que aH = Ha, para todo a € G e todo subgrupo H.
Observagao 2.6.2 Sea € H, entao aH = H = Ha.

Proposicao 2.6.3 Seja H um subgrupo de G. Entdo, aH = bH se, e somente se, a~'b €
H.

Demonstragao:
(=)
aH=bH = 3hcH:eb=ah = a'b=hecH.

a'beH = 3heH:a'b=h = b=ah e a=0bh"'.
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Logo, se x € aH, entao existe hy € H tal que z = ah; e
r = ahy = (bh"")hy = b(h™'hy) € bH,

pois H < (. Portanto, aH C bH. Analogamente obtém-se que bH C aH e consequente-
mente aH = bH. [ ]

Proposigao 2.6.4 Seja H um subgrupo de (G, *). Entao que o conjunto das classes la-
terais a esquerda, modulo H, forma uma particao em G e 0s conjuntos desta particao sao
equipotentes entre si, ou seja, tem a mesma cardinalidade. Um resultado andlogo € vdlido

para classes laterais a direita.

Demonstracao: Seja P = U aH. Entao, G = U aH.

a€G acG
Suponha que x € aH NbH. Entao, existem hy, hy € H tais que x = ahy e x = bhs.

Assim,
ah1 = th = h1 = (l_lth = a_lb = hl(hQ)_l S H7

pois H < (. Pela Proposicao 2.6.3 tem-se que aH = bH. Logo, ou aH = bH ou
aH NbH = (). Portanto, P é uma particao de G.

Além disso, observa-se que para qualquer a € G a aplicacao f : H — aH dada
por f(h) = ah é bijetora. Logo, #(aH) = |H| para todo a € G, donde #(aH) = #(bH)

para quaisquer a,b € G. [ |

Definicao 2.6.5 A cardinalidade do conjunto das classes laterais a esquerda € o indice
de H em G, e serd denotado por (G : H).

Teorema 2.6.6 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo
de G. Entao, |G| = |H|(G : H), em particular, a ordem e o indice de H dividem a ordem
de G.

Demonstracao: Seja P particao de G formada pelas classes laterais a esquerda. Como
G é finito existe uma quantidade finita de elementos nesta parti¢ao, suponha que a quan-
tidade de elementos de P é (G : H) = k, ou seja,

Pz{alH,...,akH}

sendo todas as classes distintas. Pela Proposicao 2.6.4 todas as classes tem a mesma

cardinalidade de H, ou seja,
#(aH)=...=#(axH) = |H|
G =k H|
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= |G| = [H|(G : H)

Corolario 2.6.7 Seja G um grupo finito e seja o € G. Entao, a ordem de « divide a
ordem de G.

Demonstracao: De fato, o(a) = |(«)| e pelo Teorema de Lagrange (Teorema 2.6.6)
|{a)] divide |G|. ]

Corolario 2.6.8 Seja G um grupo de ordem prima. Entao, G € ciclico.

Demonstracao: Seja a € G. Pelo Corolario 2.6.7, o(a)||G|. Como |G| é um namero
primo, segue que ou o(a) =1 ou o(a) = |G|. Se o(a) = 1, entao a é o elemento neutro

de G. Se o(a) = |G, entdo (a) = G, ou seja, G é ciclico. u

Proposigao 2.6.9 Seja G um grupo finito e sejam K < H < G. Entao,
(G:K)=(G:H)(H:K)

Demonstracao: Pelo Teorema de Lagrange:

H<G=|G|=|H|(G: H) (2.6.2)
K <H=—|H|=|K|(H: K) (2.6.3)

Substituindo (2.6.3) em (2.6.2), temos
|G| = |K|(H: K)(G: H) (2.6.4)
e ainda
K <G= |G| =|K|(G:K) (2.6.5)
Comparando (2.6.5) e (2.6.4) tem-se que
(G:K)=(G:H)(H:K) (2.6.6)
n

Defini¢ao 2.6.10 Um subgrupo H de um grupo G €é chamado subgrupo normal (e
denotado por H 9 G) se, para todo © € G, tem-se tH = Hx. Ou seja, a classe lateral
a esquerda modulo H, determinada por x € igual a classe lateral a direita, modulo H,

determinada por x, para qualquer x € G.
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Exemplo 2.6.11 Sao exemplos de subgrupos normais:

(i) {e}, G sao subgrupos normais de G.

(ii) Se (G : H) = 2, entao H < G. De fato se (G : H) = 2, entao existem duas classes
laterais distintas, H e H°. Logo,

—sex € H,entao xH = H = Hx
—sex ¢ H, entao tH = H® = Hz.

(iii) Se G é um grupo abeliano, entdo todo subgrupo de G é normal em G. A reciproca
é falsa em geral como contra-exemplo tem-se o grupo do quatérnios, apresentado no
Capitulo 3.

(iv) Seja G um grupo. Se todo elemento de G, exceto o neutro e, tem ordem 2, entao G

¢ abeliano e consequentemente todos seus subgrupos sao normais.

De fato, dados a,b € G — {e}, tem-se que ab, ba € G e
o(a) = o(b) = o(ba) = o(ab) = 2.
Logo,
ab = e(ab)e = b*(ab)a® = b(ba)(ba)a = b(ba)*a = bea = ba,

ou seja, ab = ba para todo a,b € G, donde G é abeliano. Pelo item (iii) todo
subgrupo de G é normal.

(v) Se f:(G) — (J, %) é um homomorfismo de grupos, entao ker(f) < G.
De fato, dado y € zKer(f), existe a € Ker(f) tal que y = za. Logo, y = raz 'z e

flwar™) = f(x)* fa) * f(a™") = fz) x ey f() " = e,

ou seja, zar ' € Ker(f) e consequentemente y € Ker(f)z.

Assim, xKer(f) C Ker(f)r. Analogamente prova-se que xKer(f) D Ker(f)x.
Portanto, Ker(f)<G.

38



Capitulo 3

DETERMINACAO DE ALGUNS
GRUPOS

Neste capitulo deseja-se classificar os grupos de ordem menor ou igual a 11.

Ja sabe-se que o tnico grupo de ordem 1 é o grupo que contém apenas o elemento
neutro {e}. Além disso, para os grupos de ordem prima, isto é,para p = 2,3,5,7 ou 11,
tem-se pelo Corolario 2.6.8 que G ¢ ciclico, e pelo Teorema 2.5.19, obtém-se que G ~ 7Z,,.

Na primeira secao deste capitulo, serao apresentados resultados importantes para
a classificacao dos grupos gerados por dois elementos em particular os grupos de ordem
6,8,9 e 10.

3.1 GRUPOS FINITOS GERADOS POR DOIS ELE-
MENTOS

Definig¢ao 3.1.1 Seja (G,-) um grupo. Um automorfismo de G é um isomorfismo

f: G — G. O conjunto dos automorfismos de G serd denotado por Aut(QG).

Exemplo 3.1.2 Tem-se que Z, : G — G, dada por T,(x) = gxg™*, é um homomorfismo
bijetivo e portanto um automorfismo de GG, chamado de automorfismo interno associado

ao elemento g € G.
De fato, tem-se
L Zy(vy) = gryg~" = grg~'gyg" = Ly(x)Z,(y)

2. Iy(x) =L,(y) & grgt

=gyg ' & r=y
3. 2€G = g l2ge G e Ty(gtz9) = glg'29)g ! = =

Portanto, Z, ¢ um automorfismo.
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O conjunto dos automorfismos internos de G sera denotado por Z(G), assim
Z(G) :=={Z, | g € G} C Aut(G).

Proposicao 3.1.3 (Z(G),0) é um subgrupo normal de (Aut(G), o).
Demonstracgao:
1. Z(G) é subgrupo de Aut(G), pois dados Z, e Z, € Z(G), tem-se que

(a) (Z,oTy)(z) = Zo(Zp(z)) = a(bxb™Ha™t = (ab)z(ab) ™! = Ty (z) € Z(G);
(b) sendo e o elemento neutro de G, entao Z, é o elemento neutro de Z(G), pois
(Ze 0 Zo)(2) = ZLea(z) = La(z);

() (Zy)"' =Ty, pois TpoTyi =Tyy1 = L.
Assim,
(Zo 0o Tp1)(z) = T, (b wb) = ab taba™ = (ab™ Ha(ab ™')™ = Ty (2),
ou seja, Z, o Z, ' € Z(G) e pela Proposicio 2.3.5 Z(G) < Aut(G).

2. Z(G) é normal a Aut(G), pois escolhendo f € Aut(G) seja h € f o Z(G). Entao,
existe Z, € Z(G) tal que h = foZ, e

hMz) = (foZy)(x) = f(Z,(x)) = flgzg™") = f(9)f(x)f(g")
= @) f(@)f(9)™" = Ly (f(2) = (Zy(g) © f)(2)

donde, h =Ty o f e heI(G)o f para qualquer f € Aut(G). Assim, foZ(G) C
Z(G) o f. Analogamente prova-se a outra inclusao. Portanto, Z(G) < Aut(G).

Teorema 3.1.4 Seja s > 1 um inteiro e seja G um grupo finito com a,b € G satisfazendo

ba = a®b (equivalentemente, Ty(a) = a®). Além disso, considere n,m > 1 inteiros tais que
a"=e, b"E (a). (3.1.1)

Entao,

(a) (i) bt.a” =a™" b, paratodo r,tEN, e

(a,b) ={a'¥’/ 0<i<n—-1 e 0<j<m-—1}.
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(ii) Se os inteiros n,m sao escolhidos minimalmente satisfazendo a equagao (3.1.1),

entdo o grupo {(a,b)

tem ordem igual a mn.

(b) Sejam J um grupo e c,d € J. Se os inteiros m,n sao escolhidos minimalmente, e

se u € um inteiro tal que b™ = a, entao existe um homomorfismo f : {(a,b) — J

com f(a)=ce f(b)=d

Demonstragao:

a)(i) Como G é um grupo finito, entdo m,n realmente existem, pois a®®@ = ¢ e b
(a)(i) grup , : , P

se, e somente Se,

de=c’d, "=ey, d"=a".

b) _

e € (a). Para mostrar que bt.a” = a’* b, basta verificar que Ty (a”) = a’', pois

Ty (a”) = bh.a™.(bY) 1.

A demonstracao sera com por induc¢ao em t. Se t = 0 tem-se que Z.(a") = a”. Para

= 1 segue que

Ib(ar)

= ba'b!
= baaa---ab~?

= ba(b~'b)a(db)a- - a(b" b)ab
= (bab—l)r _ (asbb—1>r _ (as)r g

Supondo o resultado valido para k com 1 < k <t — 1, tem-se

Ibt (CLT) =

Além disso,

b'.a. (b))

bl (b

bl ()L

bIy-1b"

ba"™'"" b, pela hipotese de indugo

7 (arst -

N =(a""")*, pelo caso em que t = 1

(a,b) = {a'V*) I,k € Z} U {Pal/p,q € Z}

e pelo fato de G ser um grupo finito, todos os elementos de (a, b) podem ser escritos

como poténcias de niimeros naturais, ou seja,

{a,b) = {a'b*/ I,k € N} U {b’a?/p,q € N}.
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Ainda como foi provado acima, todo elemento do tipo b’a? pode ser escrito como

a?"bP. Logo, qualquer elemento de (a,b) é da forma a®b*, com v, w € N,

Agora pela condigao b™ € (a), para algum m > 1, tem-se que
a’b’ = a’b™ = a“V, com0<j<m—1
além disso, a™ = e, para algum n > 1, assim

u atn—l—i

a :ai,comogign—l

e consequentemente
a”bw:aibj,comOSiSn—leOﬁjSm—l.

Portanto,
(a,b) ={a'b’/ 0<i<n—1¢e 0<j<m—1}

Falta provar que #(a, b) = mn, para tal, é suficiente verificar que se 0 < i,k <n—1,
0<jil<m-—1leati=al entioi=kej=1I

Supondo que [ < j e multiplicando ambos os lados da igualdade por a™* & esquerda

e por b~ a direita, obtém-se
H’l:ak’i€<a> com0<j—1<j<m-1,

portanto, pela minimalidade da escolha de m, tem-se que j —[ =0, ou seja, j =1l e

k—1

consequentemente a”~* = e e pela minimalidade de n, segue que k = i.

(=) Supondo que existe um homomorfismo f : {(a,b) — J tal que f(a) = c e
f(b) = d. Como ba = a’b, tem-se

de = f(b)f(a) = f(ba) = f(ab) = (f(a))*f(b) = *d.

Além disso, como a™ = eg e b™ = a* para algum u € {0,1,--- ,n — 1} tem-se que

* "= (f(a)" = f(a") = flea) = ey.
dm=(f(b)" = f(0") = f(a") = (f(a)" = .

(<) Sejam ¢, d € J tais que
de=cd, "=e; e d" =",
com m,n > 1 escolhidos minimalmente.
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Pela parte (a) aplicada a J e a,c,d € J tem-se que

d'c = c”tdt, para todo r,t € N.

Considera a relagao f : (a,b) — J definida por f(a'd’) = c'd’.

Como m,n foram escolhidos minimalmente, foi provado para o item (ii) da parte
(a) que para 0 < i,k <n—1e0<j 1 <m—1 tais que a’t/ = a*b', entdo i = k e

j =l e consequentemente
f@V) =cd e f(a*t') =cd =,

ou seja, [ estd bem definida.

E ainda f é homomorfismo pois,

F(@V)(@*) = fla'®a* ') = f(a' (@ D)) = fa™FpT)
— f(ai-l-ksjbmpbv) _ f(ai-l-ksjaupbv) — f(awbv)
= V¥ = Ci—i—ksj Pudb = Ci—i—ksj APl = Ci—l—ksj dj—i—l

= (P = (dd)(Fd) = f(a'V) f(a).

[
Observacao 3.1.5 Se no Teorema 3.1.4 souber-se que a ordem do grupo {(a,b) é nm,
entao pela da parte (a), os inteiros n e m sao minimais e em particular, o(a) = n.
Teorema 3.1.6 Sejam n,m,s,u > 0 inteiros.
(i) Se G € um grupo de ordem nm que possui elementos a,b tais que
G={(ab), a"=e, b"=a" ba=a’b, (3.1.2)

entdo, s™ = 1(mod n) e u(s — 1) = 0(mod n).
Reciprocamente, se s™ = 1(mod n) e u(s — 1) = 0(mod n), entio existe um grupo

G de ordem nm que possui dois elementos a,b satisfazendo as condigoes (3.1.2).

(ii) Quando existir um grupo de ordem nm satisfazendo as condigoes (3.1.2) ele € inico

a menos de isomorfismos.

Demonstragao:

(i) Seja G um grupo de ordem mn que possui elementos a, b que satisfazem a hipotese.

Entao, sera provado que s™ = 1(mod n) e u(s — 1) = 0(mod n).
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(i

Pelo Teorema 3.1.4, tem-se que b™a = a*" b™ e como por hipotese b™ € (a), entao

existe v € N com 0 <u <n —1, tal que b™ = a", assim

b"a = ata = a*t = aa® = ab™

logo,

m

ab™ =a® b™m.

Operando em ambos os lados a~! obtém-se ™ = a*" ~'b™ e ainda operando b—™

_ ,8Mm=1
segue que € = a .

Logo pela Proposicao 2.5.16, s™ — 1 é um multiplo da ordem de a, assim s™ =
L(mod n).

Novamente pelo Teorema 3.1.4 tem-se que ba* = a“*b e como por hipotese
a" =b™ € (b) segue que
a"b="0b"b=0bb" = ba"

v A esquerda e b~! a direita,

e assim a“b = a"’b. Operando em ambos os lados a~
obtém-se que e = a*(*~". Logo, pela Proposicio 2.5.16 u(s — 1) é um multiplo da

ordem de a, donde u(s — 1) = 0(mod n).

A reciproca nao sera provada, pois este resultado envolveria produto semidireto de
grupos que nao foram estudados por falta de tempo, além desse resultado nao ser

necessario para a classificagao dos grupos de ordem menor que 12.

Seja J um grupo de ordem mn que possui as mesmas caracteristicas de GG, ou seja,

existem «, 8 tais que
J = <O{,6>, a = €, 6m = a/u’ BO‘ = QSB'

Como G e J tém ordem mn, entao existe uma bijecao f : G — J definida por
f@¥)=a'B, com0<i<n—1e0<j<m-—1ce pelo Teorema 3.1.4 f é um

isomorfismo. Portanto, G ~ J o que garante a unicidade a menos de isomorfismos.

3.2 GRUPOS DE ORDEM 4

Tem-se que Z, = {0,1,2,3} e Zy x Zy = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1), com a adicao,

sao grupos de ordem 4. Eles nao sao isomorfos, pois pelo Exemplo 2.5.17, se existisse

um isomorfismo f : Zy — Zg X Zy, entdo o f(z))|o(x) em particular o(f(1))|o(1), mas

O(T) =4 e a ordem dos elementos de Zs X Zs € 1 ou 2, logo teria-se um absurdo.
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Seja G um grupo de ordem 4 com elemento neutro e. Se G possui um elemento de
ordem 4, entao G é ciclico, e pelo Teorema 2.5.19 é isomorfo a Zj.

Se GG nao possui elemento de ordem 4, entao pelo Teorema de Lagrange, todos os
elementos, exceto e tem ordem 2, logo pelo Exemplo 2.6.11 G é um grupo abeliano.

Escrevendo G = {e,a,b,c}, pode-se encontrar a tabela de multiplicacdo desse

grupo. Pois:
* Apenas o neutro tem ordem 1, pois se o(a) = 1, entdo a = e. Absurdo!
* ab # a, pois caso contrario, tem-se que b = e. Absurdo!
* ab #£ b, pois caso contrario, tem-se que a = e. Absurdo!

* ab # e, pois caso contrario, a = 0’ o que é um absurdo visto que sendo b um elemento

de ordem 2, entao b =10'.
Portanto, ab = c e ba = ¢, pois GG é abeliano. Assim tem-se que
ac=b=ca e bc=a=ch,

e pelas tabelas a seguir pode-se ver que Zs X Zs é isomorfo ao GG, considerando a aplicacao

Tabela 3.1: Tédbua do Grupo G

elalblc
elelalbl|c
alale|c|b
blblcle|a
clclblale

Fonte: Producao do proéprio autor

Assim, a menos de isomorfismos Z, e Zy X Zo sa0 0s Unicos grupos de ordem 4.

3.3 GRUPOS DE ORDEM 6

Tem-se que (Zg, +) e S3 sdo grupos de ordem 6. Eles nio sao isomorfos, pois Zg é

abeliano enquanto S3 nao é.
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Tabela 3.2: Tabua do Grupo Zs X Zs

(0,0) | (1,0) | (0,1) | (1,1)
(0,0) [ (0,0) [ (1.0) | 0, | (L)
(1,0) | (1,0) | (0,0) | (1,1) | (0, 1)
0,1 [(0,1) [ (1D | 0,0 (1,0)
D) [ (LD 0.1 ] 1,000

Fonte: Producao do proéprio autor

Nesta secao serd provado, que a menos de isomorfismos, Zg e S3, 820 0s Unicos
grupos de ordem 6.

Seja G' um grupo qualquer de ordem 6 com neutro e.
(i) Sabe-se que o grupo G possui um elemento a de ordem 3, pois:

e Se G é ciclico gerado por um elemento v, entdo o = 72 é tal que o(a) = 3, pois

o’ =9°=ceainda a =7 #e, o® =" #e, pois (y) = G e assim o(y) = 6.

e Se (G nao é ciclico, entao por absurdo supoe-se que nao exista um elemento em
G que tenha ordem 3. Neste caso, pelo Teorema de Lagrange, todo elemento
diferente de e tem ordem 2. Assim G é abeliano e, tomando dois elementos
a,b € G, tem-se que H = {e,a,b,ab} & subgrupo de G com ordem 4, o que é

um absurdo, pois |H| nao divide 6 e contradiz o Teorema de Lagrange.
(ii) O grupo G possui pelo menos um elemento 3 de ordem 2 e G = (o, ), pois:

e Se G é ciclico gerado por um elemento v, entao 8 = 3, é tal que o(8) = 2,

pois B = 7° # e, B2 =175 =e. Temse que v* ¢ (%) = {e,7*,7*}, assim
o({(v*,7*)) > 3, mas pelo Teorema de Lagrange o((y*,7%)) divide 6, entao

o((v*,7%)) = 6, portanto G = (v*,7°) = (a, B).

e Se GG nao é ciclico, seja @ um elemento de G tal que o(a)) = 3 (que existe por
(i)). Entao tomando 8 ¢ (o) = {e, a, a*} os elementos: e, a, a?, 3, a3, &% sao
distintos, pois:

* af =e= =a"'. Absurdo, pois o(3) = 2 logo, 37! = .
* aff = a = [ =e. Absurdo, pois desse modo 5 € (a).

* aff = a? = B = a. Absurdo!

* aff = 8 = a =e. Absurdo!

* aff = a?B = a =e. Absurdo!
*a’f=e=aB=a'!=a®= 3 =a. Absurdo!

* a?B =a = af = e. Absurdo!

* a?B = a? = [ =e. Absurdo!
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* a?B = 3 = o® = e. Absurdo!

logo
G ={e,a,d* B,a8,0°8} e G = (a,p)

Obtém-se entao que

G| = 6
G = (a,p)
ad = e
3 = e

Entretanto ainda nao foi explicitado o produto Sa. Tem-se que Ba ¢ {e, a, a?, 5},

pois:
* Ba=e= f=a!=a’ Absurdo!
* Ba=a = f =e. Absurdo!
* Ba = a? = 3= a. Absurdo!
* Ba=f = a =-e. Absurdo!

logo, Ba = aff ou Ba = a?B. Assim surgem duas possibilidades:

(1G] = 6=32 (1G] = 6=32
G = <Oé,6> G = <aaﬁ>
o = e ou o = e
o= e o= e

| fa =  ap | fa = a*p

Portanto, pelo item (i7) do Teorema 3.1.6 temos, a menos de isomorfismos, apenas
um grupo em cada caso. No primeiro caso G ~ Zg, pois é abeliano e o isomorfismo é
definido por a <+ 2 e 8 <+ 3. No segundo caso G ~ Ss, como pode ser observado pela

Tabela 2.1, S5 satisfaz estas condi¢oes com o isomorfismo definido por o <+ f1 e 8 < ¢;.

3.4 GRUPOS DE ORDEM 8

Tem-se que Zg, Zy X Lo, Lo X Ly X Ly, com a soma, ¢ Dy sao grupos de ordem
8, que nao sao isomorfos, pois Dy nao é abeliano, Zg = (1) tem elemento de ordem 8,

enquanto os outros nao tem, e por fim,
Ly X Ly = {<07 O)? (07 1)7 (17 0)7 (17 1)7 (27 0)7 (27 1)7 (37 0)7 (37 1)} é tal que

0(0,0) =1; 0(0,1) =2
0(1,0) =4; o(1,1) =4

47



0(2,0) =2 0(2,1) =2
0(3,0) =4; 0(3,1) =4

ou seja, Zy X Zo possui elementos com ordem 4, enquanto
ZoxZsxZs ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}

possui apenas elementos com ordem 1 ou 2, pois
0(0,0,0) =1 e o(a,b,c) =2V a,b,c € Zy X Zay X Zs \ (0,0,0).

Seré provado nesta secao que, a menos de isomorfismos, existe apenas mais um

grupo de ordem 8, chamado grupo dos quatérnios e denotado por (J5. Os elementos de

()3 sao:

10 10 0 1 0 =
R (R R O R ()
() () e (42
0 -1 0 1 1 0 —i 0

Com i € Cei? = —1. Q3 & um grupo com a operacao multiplicacio de matrizes, e

tomando A, B como acima, é facil verificar que

(1Qs] = 8
Q3 - <A7B>
At = id
B2 — A2
BA = A3B

Assim a tabua do Q)3 é:

Tabela 3.3: T4dbua do Grupo Q3

) e A A? A3 B AB | A’°B | A°B
e e A A% | A3 B | AB | A’B | A’°B

A A A? A3 e AB | A’°B | A’B| B
A? A? A3 e A | A’B | A°B| B AB
A3 A3 e A A> | A°B| B AB | A’B

B B | A’B | A’B| AB | A? A e A3
AB | AB B | A’B | A’B | A3 A? A e
A’B | A°B | AB B | A°B e A3 A? A
A’B | AB | A’B | AB B A e A3 A?

Fonte: Producao do proéprio autor

Pelo item (7i) do Teorema 3.1.6, tem-se que @3 é caracterizado unicamente pelas
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relacoes acima. Q3 nao é isomorfo a Zs, Zy X Zo, Lo X 7o X Zs, pois nao é comutativo.
Entao, basta verificar que D4 e ()3 nao sao isomorfos. Os elementos de D, tém as seguintes
ordens:

ole) =1, ola) =4

o(b) =2, o(ab) =2
o(a®b) = 2, o(a’h) = 2

enquanto ()3 tem apenas um elemento de ordem 2, pois:
ole) =1, o(A) =4

0(A?) =2, o(A®) =4
o(B) =4, o(AB) =4
0(A’B) =4, o(A’B) =4

Portanto, D4 e (3 nao sao isomorfos, o que também pode ser verificado pelas
Tabelas 2.3 e 3.3.

Agora basta provar que todos os outros grupos de ordem 8, sao isomorfos aos
grupos citados acima.

Seja G' um grupo qualquer de ordem 8, com neutro e. Pelo Teorema de Lagrange,

as possiveis ordens dos elementos, diferentes de e, sao 2,4 e 8.

(i) Se G possui um elemento de ordem 8:

Seja v um elemento de ordem 8, entdo G = () e pelo Teorema 2.5.19 G ~ Zg.

(ii) Se G nao possui nenhum elemento de ordem 8, entao pelo Teorema de Lagrange, as

possiveis ordens dos, elementos exceto o neutro, sao 2 e 4.

(a) Supondo que G nao possui nenhum elemento de ordem 4 entdao todos seus

elementos tem ordem 2, e assim G é abeliano. Além disso,
e Se a # e, entao H = {e,a} é subgrupo de G;
e Sebe G— H, entao K = {e,a,b,ab} & subgrupo de G;
e Sece G—K,entao J = {e,a,c,ac} e L = {e,b,c,bc} sao subgrupos de
G. E ainda ac # ab, ac # bc, ab # be pois caso contrario, b = c ou a = b ou

a = ¢ o que é um absurdo.
Note que abc ¢ {e, a,b,c,ab,ac,be}, pois o(c) = o(b) = o(a) = 2 e:
* abc = e = ab=c' = ab = c. Absurdo!

* abc =a = bc=e=b=c"!' = c. Absurdo!
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*abc=b=ac=e=a=c'=c Absurdo!
* abc=c=ab=e=a=>b"'=b Absurdo!
* abc = ab = ¢ = e. Absurdo!
* abc = ac = b = e. Absurdo!
* abc = bc = a = e. Absurdo!

Assim
G = {e,a,b,c,ab,ac,abc,bc} = {a't'c"/ i, 5,k € {0,1}}.

Neste caso é facil ver que G é isomorfo a Zo X Zo X Zs, pois
fZZQXZQXZQHG

definida por

¢ um isomorfismo.

Supondo que G possui um elemento de ordem 4, seja a € G tal que o(a) = 4,
assim H = (a) é um subgrupo de G. Tomando b € G tal que b ¢ H, entao o

subgrupo K = (a,b) tem ordem maior que 4, pois H C K e pelo Teorema de

Lagrange | K| divide 8, logo
K =G = (a,b) = {e,a,a®,a* b,ab, a*b, a*b}.

E ainda, tem-se que b*> € H, pois b ¢ {b, ab, a®b, ab}. De fato
* 02 =b = b=ec. Absurdo!
* v = ab = b = a. Absurdo!
* 1?2 = a’b = b= a®. Absurdo!
* 0?2 = a’b = b= a3. Absurdo!
Além disso, ba ¢ {e,a,a’, a® b}, pois caso contrario
* ba =e = b=a""'. Absurdo!
* ba = a = b= e. Absurdo!
* ba = a®> = b = a. Absurdo!

* ba = a® = b= a®. Absurdo!
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Assim as propriedades encontradas foram

(|G| =38
G = (a,b)
¢ at=e

b> =a*, para algum u € {0,1,2,3}

ba = a®*h,  para algum s € {1,2,3}

\

Analisando as possibilidades para u e s, tem-se que o(bab™!) = o(a) = 4, pois

(bab™")" = (bab)(bab™*)(bab™') ... (bab™t)
= ba(b~'b)a(d'b)a(b~'b)... (b~ b)ab™
= ba"b .

Assim se s = 2, entdao bab~! = a* donde (bab™')? = a* = e 0 que é um absurdo.
Logo s = 1 ou s = 3. Tem-se também que b* ¢ {a,a®}, pois G nao possui elementos de
ordem 8. Logo u =0 ou u = 2.

Se u = 0 tem-se dois casos para s =1e s =3

(1G] = 8 (|G| = 8
G = {(a,b) G = (a,b)
at = e e at = e
b = e b = e

| ba = ab [ ba = %

Pelo item (7i) do Teorema 3.1.6 cada caso tem no maximo um grupo que satisfaz
as condi¢oes, a menos de isomorfismos, no primeiro caso G >~ Zy X Zo, pois GG é abeliano
e o isomorfismo é definido por a <> (1,0) e b <+ (0,1). No segundo caso, G ~ D,, como
pode-se observar na Tabela 2.3, D, satisfaz estas condigoes.

Se u = 2, tem-se dois casos, para s=1e s =3

((o(G) = 8 (o(G) = 8
G = (ab) G = (a,b)
a? e e a* = e
o o= a2 B o= a2

[ ba = ab [ ba = a’b

Pelo item (ii) do Teorema 3.1.6 cada caso tem no méaximo um grupo que satisfaz
as condi¢oes, a menos de isomorfismos, no primeiro caso G' ~ Z, X Zs pois G € abeliano
e o isomorfismo ¢é definido por a <+ (1,1) e b <> (1,0). No segundo caso G ~ Q3, como

pode-se observar na Tabela 3.3 e o isomorfismo é definido por a <> A e b+ B.
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Portanto, a menos de isomorfismos, existem apenas cinco grupos de ordem 8.

3.5 GRUPOS DE ORDEM 9

Tem-se que Zg e Z3 X Zs sao grupos de ordem 9. Eles nao sao isomorfos pois, Zg
tem elemento de ordem 9 e Zs3 X Zs3 nao.

Nesta se¢ao sera provado que a menos de isomorfismos Zg e Zs X Z3 sao 0s inicos
grupos de ordem 9.

Seja G um grupo nao ciclico de ordem 9, com neutro e. Pelo Teorema de Lagrange,
como G nao é ciclico, todos os seus elementos, exceto e, tem ordem 3, pois caso contrario
teriam ordem 1 o que é um absurdo. Neste caso, pode-se escolher a # e tal que a € G e
be G tal que b € G — (a). Assim

G = {(a,b) = {e,a,a? b,ab, a*b, b*, ab®, a*b*}

em que todos os elementos sao distintos, por raciocinio analogo ao da secao anterior.

Portanto,
olG) = 9
G = (a,b)
a@ = e
¥o= e

E claro que ba ¢ {e, a,a?, b, b*} pois:
* ba =e = b=a"t. Absurdo!
* ba = a = b = e. Absurdo!

* ba = a®> = b = a. Absurdo!

*

ba = b = a = e. Absurdo!
* ba = b> = a = b. Absurdo!

Falta analisar ba = ab, ba = a?b, ba = ab® e ba = a?b?. Pelo Teorema 3.1.6 em cada caso
existe no méximo um grupo que satisfaz as propriedades. Agora basta verificar se existem

tais grupos,

(i) Caso ba = ab, entdo G ~ Zs x Zs. Com o isomorfismo definido por a <> (1,0) e
b+« (0,1).

(ii) Caso ba = a®b, com s =2,n = 3,m = 3, pelo item (i) do Teorema 3.1.6, este grupo
nao existe, pois 23 = 8 # 1(mod 3).
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(iii) Caso ba = ab?, nao pode existir, pois tomando a = b? e 8 = a, tem-se
Ba = ab® = ba = b%ba = bta = o*p,

ou seja fa = a?B, o que é um absurdo, pois pelo item (i) do Teorema 3.1.6 23 =
8 # 1(mod 3).

(iv) Caso ba = a®b?. Este grupo também nao existe, pois entao
(ab)? = a(ba)b = aa®b*b = a’b* = e

o que é um absurdo, sendo que ab tem ordem 3.

Assim os tnicos grupos de ordem 9 a menos de isomorfismos sao Zg e Zs X Zs.

3.6 GRUPOS DE ORDEM 10

Seja G um grupo qualquer de ordem 10, com neutro e. Pelo Teorema de Lagrange,
os elementos de GG, exceto e, podem ter ordem 2, 5 e 10.
Se GG possui um elemento de ordem 10, entdao G é ciclico e é isomorfo a (Zg, ®).

Além disso pode-se enunciar duas importantes afirmacoes:

(i) G possui um elemento de ordem 5.
De fato, se @ € G é um elemento de ordem 10, entdao o(a?) = 5, ou seja, o® € G
¢ um elemento de ordem 5. No caso em que G nao possui um elemento de ordem
10, suponha que ele também nao possui elemento de ordem 5, entao todos os seus
elementos, exceto e, tem ordem 2 e G é abeliano. Sejam a,b € G — {e} tais que
b e G — (a) (existe tal elemento b, pois |G| =10 e |(a)| = 2). Logo

H = {(a,b) = {e, a,b,ab}

é um subgrupo de G, gerado por a e b, que possui ordem 4 o que contradiz o Teorema

de Lagrange. Logo G possui um elemento de ordem 5.

(ii) G possui um elemento de ordem 2.

5 ¢ um elemento

De fato, se G é ciclico gerado por «, entdao o(a’) = 2, ou seja, «
de ordem 2. Se G nao é ciclico, pela parte (i) G possui um elemento a de ordem 5.
Seja b € G — (a). Entao o(b) = 2, pois caso contrario o(b) = 5 e o subgrupo (b) N (a)
tem ordem igual a 1, pois (b) N (a) C (a) e |{(a)| = 5. Assim

=

e,a,a’,a® a b, b*, b3 e b
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sao os elementos distintos de G e ainda ab e a?b pertencem a G e sao distintos destes,
pois

*ab=a'= b=a"", 0<i<4. Absurdo!

*ab=0b = a=b""1 0<1i<4. Absurdo!

*a’hb=a'= b=a"2 0<i<4. Absurdo!

*a?b=b = a®>=b"" 0<i<4. Absurdo!

Desta forma G teria pelo menos 11 elementos distintos, o que é um absurdo. Logo,

a ordem de b é 2 e consequentemente
G = {(a,b) = {e,a,a* da® a* b,ab,a’b, a’b, a*b}.

Além disso, ba ¢ {e,a,a?, a®, a*,b}, pois b € G — (a) e ainda

(a) ba # ab, pois pelo Teorema 3.1.6 item (i), com s =2,m =2 u=5en =5
tem-se que 22 = 4 % 1(mod 5).
(b) ba # a®b, pois com s =3,m =2,u =5 e n=>5 tem-se que 3> = 9 # 1(mod 5).

Logo, restam duas possibilidades:

(1G] = 10=52 (1G] = 10=52
G = (ab) G = (ab)
a@ = e e a = e
v o= e Vo= e

[ ba = ab [ ba = a%

Pelo item (ii) do Teorema 3.1.6 existe no méaximo um grupo que satisfaz essas
condicoes. No primeiro caso G ~ Z;, com isomorfismo definido por a <+ 2 e b <+ 5.
No segundo caso G ~ Ds (grupo das simetrias espaciais no pentagono regular),

como pode ser observado no Exemplo 2.2.16 D; satisfaz estas condicoes.

3.7 GRUPOS DE ORDEM 2P COM P > 2 PRIMO

Seja G um grupo, com neutro e, cuja ordem é 2p com p > 2 um ndmero primo.

Sabe-se que existem pelo menos dois grupos com ordem 2p para p > 2, a saber o grupo

das classes de restos (Zgp,, @) e o grupo diedral D,, sendo que D, satisfaz as condi¢oes do

Exemplo 2.2.16.

Se p for um nimero primo, entao estes sao os tnicos grupos de ordem 2p, a menos

de isomorfismos.
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De fato, sendo p primo, pelo teorema de Lagrange, os elementos de G, exceto e,
tem ordem 2, p e 2p. Se G tiver um elemento de ordem 2p, entao G é ciclico, logo isomorfo
a Zgy. Se G nao for ciclico, entao G possui um elemento de ordem p, pois caso contrario
todos os seus elementos teriam ordem 2 e para a,b € G — {e} tal que b € G — (a) o
subgrupo de G gerado por a e b teria ordem 4 o que é um absurdo, pois 4 t (2p). Além
disso, se a € G tem ordem p e b € GG é tal que

be G—{a),
entao o(b) = 2, pois se o(b) # 2, entdo o(b) =p e
e,a,a%, ..., aP b, b2, . P

sao 2p — 1 elementos distintos de G e pode-se notar que ab e a’b sao elementos de G
que diferem destes (anélise andloga a feita para grupos de ordem 10) donde G teria pelo

menos 2p + 1 elementos, o que é um absurdo.
Assim, se G é um grupo de ordem 2p com p > 2 um nimero primo, entao existem

em G um elemento a de ordem p, e um elemento b de ordem 2. Portanto,
G ={e,a,da® ...,a" ' bab,a’b,... a" 'b}.

Além disso, ba ¢ {e,a,a? ...,aP"1 b}, pois b € G — (a), e ainda ba = ab ou
ba = aP~'b, pois nos demais casos teria-se uma contradi¢ao do item (i) do Teorema 3.1.6.
De fato, para 2 < i <p—2, (p —i)®> # 1(mod p) com s =p—i,m=2,u=pen = p.

Assim tem-se duas possibilidades:

(1G] = 2 (1G] = 2p
G = (a,b) G = (a,b)

{ a? = e e ab = e
¥ o= e ¥ o= e

[ ba = ab [ ba = a" '

Pelo item (ii) do Teorema 3.1.6 existe um tinico grupo que satisfaz cada uma destas
possibilidades. No primeiro caso, o grupo é abeliano, logo G ~ Zy, com o isomorfismo

definido por a +— 2 e b +— P (pode-se provar que o(ab) = 2p, logo G ¢é ciclico). No
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segundo caso G >~ D,,, pois pode-se notar que D,, satisfaz

(|Dn|
D,

n

a
b2
ba

\

Assim se p € um nimero primo impar, entao Zy, e D, sao os tnicos grupos de

ordem 2p exceto isomorfismos.

Com este resultado tem-se uma reciproca para o Teorema de Lagrange para a classe

de grupos de ordem 2p com p > 2 primo,
subgrupo H de G tal que |H| =n.

ou seja, se n | |G| e n < |G| entdo existe um

No proximo capitulo serao apresentados outros resultados nesta linha.
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Capitulo 4

RECIPROCAS DO TEOREMA DE
LAGRANGE

Pelo Teorema de Lagrange tem-se que a ordem de qualquer subgrupo H de G
sempre divide a ordem de G.

Neste capitulo busca-se apresentar algumas reciprocas deste resultado, ou seja, se
m | |G| existe K < G tal que |K| =m? Os Teoremas de Cauchy e de Sylow apresentam

resultados nesta linha.

4.1 GRUPOS QUOCIENTES

Teorema 4.1.1 Seja H um subgrupo normal do grupo G e considere o conjunto das

classes laterais a esquerda, mddulo H, denotado por G/H e definido por
G/H ={aH/ a € G}.
Nesse conjunto considere a relagao induzida de G, dada por
(aH) ® (bH) = (ab)H,  para todo a,b € G.
Entao, (G/H,®) € um grupo chamado grupo quociente de G por H.

Demonstragao: Seja x € (aH) ® (bH). Entao, existem hy, hy € H tais que
x = (ahy)(bhy). Como H < G, existe hy € H de modo que,

x = a(h1b)hy = a(bhs)hy = (ab)(hshs) € (ab)H.

Por outro lado, dado y € (ab)H existe h € H tal que y = (ab)h. Como H <G o
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elemento neutro de GG, pertence a H, logo
y = (ab)h = (ae)(bh) € (aH) ® (bH).
Portanto, ® esta bem definida. Além disso,

[(aH)® (bH)| ® (cH) = (ab)H ® (cH) = (ab)cH = a(bc)H
= aH ® ((bc)H) = (aH) ® [(bH) ® (cH)],
o elemento neutro é o proprio H e a ' H é o simétrico de aH, para todo aH € G/H. =

Exemplo 4.1.2 Seja H<G. Entao ¢ : G — G/H, dada por ¢(g) = gH €é um epimorfismo
chamado projecao canodnica.

De fato, tem-se que
o flab) = (ab)H = (aH) ® (bH) = f(a) ® f(b).
ea=b=a'b=cc H= aH =bH => f(a) = f(b).
e gHe G/H = g€ G e f(g) =gH.

Proposicao 4.1.3 Seja G um grupo qualquer. Entao, o subconjunto
Z(G)={x € G/ zg = gzx,Vg € G} (4.1.1)

é subgrupo normal de G. Este subgrupo Z(G) € chamado de centro de G, e ainda G é

abeliano se, e somente se Z(G) = G.

Demonstragao: De fato, dados y,z € Z(G). Entao, yg = gy e zg = gz para todo
g € G. Assim,

1

glyz"") = (gy)z 7 = (y9)z ' =ylgz™") =ylzg™ ) =ylg ' 2) " = y(x7'g) = (y27 g

logo, yz~! € Z(G), e pela Proposi¢ao 2.3.5, Z(G) é subgrupo de G.
E ainda dado g € G tem-se

92(G) = {gx/ v € Z(G)} = {zg/ © € Z(G)} = Z(G)g,

ou seja, Z(G) <G,
Além disso, se G for comutativo, entao para quaisquer z,y € G tem-se ry = yx,
ou seja, r,y € Z(G), donde Z(G) = G. [

Proposicao 4.1.4 Seja G um grupo e seja Z(G) seu centro. Se G/Z(G) é ciclico, entao

Z(G) = G. Em particular, o indice de Z(G) em G nunca € igual a um nimero primo.
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Demonstracao: Se G/Z(G) é ciclico, entao existe a € G tal que
G/Z(G) = (az(G)) = (a).
Assim, dado x € G, existe n € Z tal que T =a " ou seja,
2Z(GQ) = (aZ(G))" = d"Z(G).

Logo, pela Proposigao 2.6.3, x7'a™ € Z(G), ou seja, existe y € Z(G) tal que

v 'a" =y, ouainda, z=a"y .

Assim, para x,u € G existem m,n € Z e y1,y; € Z(G) tais que v = a™y; ' e u = a"y; " .
Donde
vu= (a"y;)(a"yy ") = gy (aMyr e = yytam @y ) = (yz e @My ') = (atyy ) (@) = ua

Portanto, G é abeliano e consequentemente Z(G) = G.
Se (G : Z(@)) é um namero primo p, entao pelo Corolario 2.6.8 o conjunto quo-
ciente G/Z(G) é ciclico, pois (G : Z(G)) = |G/Z(G)| logo, pelo resultado acima G = Z(G)

e pelo Teorema de Lagrange
Gl = (G : 2(G))|Z(G)]

donde
(G:Z(G) =1

o que é um absurdo. [ ]

Teorema 4.1.5 Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G. Considere o conjunto HK
definido por

HK :={hk/ he H e ke K} (4.1.2)

Tem-se

(i) HUK C HK C (HUK);

(ii) (HUK) = HK <= HK ¢é subgrupo de G.
Demonstracgao:

(i) Sendo e o elemento neutro de G, tem-se

reEHUK=2xceHourxeK=xxeec HKouexx e HK =z € HK.
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Logo HU K C HK e ainda

y=hk € HK = hk € (HUK) := {a'z3? ... 2} Jx; € HUK,n; € Z} = HK C (HUK).

(ii) (=) Sejam x = hik; e y = hoky elementos de HK. Entao
Z’yil = (hlkl)(h2k2>71 = hlekglhgl € <H U K)

Como por hipétese (H U K) = HK, segue que vy~ ' € HK, donde HK ¢ subgrupo
de G.

(<=) Pelo item (i) HK C (H U K), entao basta provar que (H U K) C HK.
Dado z € (H U K), entao existem xy,2s,...,2; € HU K e ny,ng,...,ny € Z, tais
que

— 1 N2 Tt
P A T A

Como z; € H ou z; € K, entao z;" € H ou z" € K e como HK & subgrupo de G
por hipotese, segue que :c?m;” € HK e donde z € HK. Portanto (H UK) = HK.

|
Corolario 4.1.6 Sejam H, K dois subgrupos de G. Entao,
HK ¢ um subgrupo de G <— HK = KH.
Demonstragao: Pelo teorema anterior tem-se
HK é subgrupode G <— HK=(HUK)=(KUH)=KH.
|

Corolario 4.1.7 Sejam H e K dois subgrupos de G. Se H ou K for normal em G, entao
HK ¢ um subgrupo de G.

Demonstracao: Sem perda de generalidade se H <G, entao H = Hx para todo = € G,

em particular para x € K, logo KH = HK e pelo corolario anterior H K é um subgrupo
de G. [ ]

Exemplo 4.1.8 Seja f : G — J um homomorfismo de grupos. Se H é um subgrupo de
G, entio f(H) ¢ um subgrupo de J e f~'(f(H)) = Hker(f). Nota-se que a igualdade
f~Yf(H)) = Hker(f) implica que f~'(f(H)) é um subgrupo de G, pois ker(f) é um

subgrupo normal de G.
De fato,

ez fYf(H) = fx)ef(H = z€H = x=x- eg€ Hker(f).
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e yeHker(f) = y=hr: he Haeker(f) = fly)=f(ha) = F(h)f(z) =
f(he;=f(h) = fly)e f(H) = ye f(f(H))

Teorema 4.1.9 Seja [ : (G,.) — (J, %) um homomorfismo de grupos. Entdao, A fung¢ao

induzida

G
'W—)f(G)

xker(f) — f(x)

o

€ um isomorfismo. Além disso, f = p oo, em que ¢ € a projegao candnica definida no
Ezemplo 4.1.2.

Demonstracgao:

(i) o é uma aplicagao, pois para a,b € G, tem-se
aker(f) = bker(f) = a = b.k para algum k € ker(f)

logo
fla) = f(b.k) = f(b)  f(k) = f(b) xe; = f(D)

(ii) o é um homomorfismo, pois dados g,h € G, tem-se
o(gker(f)©hker(f)) = a((g-h)ker(f)) = f(g.h) = f(g)=f(h) = o(gker(f))xo(hker(f)).

(iii) o é bijetora, pois

o(gker(f)) = o(hker(f)) <= f(g)=f(h)
= flg)*(f(h) " =ey
= flg)*xf(h7") =ey
= flgh™") =ey
< g.h7 ! cker(f)

entdao pela Proposicao 2.6.3, gker(f) = hker(f). Assim o é injetora e como o é

definida sobrejetora, entao o é bijetora.
|

Corolario 4.1.10 Seja f : G — J um homomorfismo de grupos e seja H um subgrupo
de G. Entdo, a func¢ao



R(H A ker(f) v f(h)

€ um isomorfismo.

Demonstracao: Considere o homomorfismo f restrito apenas ao subgrupo H e seja
K = HNker(f). Como K C ker(f) e ker(f)<G, entao K <G e em particular K < H.

Assim, pelo teorema acima a relacao h(H Nker(f)) — f(h) é um isomorfismo. n

Corolario 4.1.11 Sejam H<G e K < G. Entao,

K KH
HNK  H

Demonstracao: Como H <G, pelos Corolarios 4.1.6 e 4.1.7, tem-se que KH < G e
KH = HK. Além disso,

H <G implica H<KH

e consequentemente pode-se considerar o grupo quociente K H/H. Sejap : KH — KH/H
o homomorfismo canonico definido no Exemplo 4.1.2 e seja ¢|x sua restri¢do ao subgrupo
K < KH, isto é,

KH

k— kH.
Assim,
ker(p|lg) ={k€e K/ kH=H} =HNK.

Além disso, dado x € KH/H, tem-se que existem k € K e h € H tais que z = (kh)H.
Logo,
x = (kh)K = kH = ¢|g(k),

ou seja, ¢|x € sobrejetora. Aplicando o Teorema 4.1.9 para ¢|x obtém-se o resultado. m
Corolario 4.1.12 Sejam K < H < G com K <G e H<G. Entao,

G/K G

H/K H
Demonstracao: Considere a relacao

(1S

==Q
Sl

_>
—
Entao,
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1. Se aK = bK, entao, pela Proposicao 2.6.3, existe k € K tal que b~'a = k, ou seja,
a = bk, assim

Y(aK)=aH =bkH = bH = ¢(bK),
pois k € K C H. Donde 1 esta bem definida.

2. 1) & homomorfismo, pois ¥ ((ab)K) = (ab)H = (aH) ® (bH) = ¢ (aK)p(bK), pelo

Teorema 4.1.1.

3. Pela definicao v é sobrejetor e, além disso,
ker(v) ={aK/ Y(aK)=H}={aK/a€ H} = H/K.
Assim, aplicando o Teorema 4.1.9 para v segue o resultado. [ ]

O proximo resultado é conhecido como Teorema de Cauchy para grupos abelianos
e ele apresenta uma reciproca parcial para o Teorema de Lagrange e sua demonstragao é

uma aplicacao do grupo quociente.

Teorema 4.1.13 (Teorema de Cauchy para grupos abelianos) Seja (G, ) um grupo
abeliano finito. Se p € um natural primo que divide a ordem de G, entdo existe a € G,

com a # e, tal que aP? = e, ou seja, G possui um subgrupo com ordem p.

Demonstracao: Por inducao sobre a ordem de G serd mostrado que existe a € GG, com
a # e, tal que a? = e.

Se |G| nao tem subgrupos diferentes de {e} e G, entao G ¢é ciclico de ordem prima,
o tnico divisor primo de |G| é |G| e G tem |G| — 1 elementos com ordem |G]|.

Supondo que exista N < G, tal que N # {e} e N # G, entao 1 < |N| < |G|
(hipotese de indugao). Seja p um nimero primo tal que p| |G]|.

Se p divide |N|, como N é abeliano, entao pela hipotese de inducao existe a € N C
G, tal que a £ ee a? =e.

Se p nao divide |N|, entao p|(G : N), pois pelo Teorema de Lagrange |G| = |N|(G :
N). Como G é abeliano, entao N <G e pode-se considerar o grupo quociente G/N.

Como |G/N| = (G : N) = %, entao p | |G/N| e |G/N| < |G|. Pela hipotese de
indugao, existe Nb € G/N tal que Nb # N e (Nb)?» = N. Como Nb # N, entao b ¢ N,
mas N = (Nb)? = Nb” ou seja b? € N. Assim e = (b°)IN = ppINl = (pIN)P,

Seja a = bVl entdo a # e, pois caso contrario bV = e e mdc(p, |N|) = 1 pois p é

primo que nao divide | N|.Assim existem ¢, d € Z tais que 1 = ¢|N| + dp, logo
Nb = (Nb)! = (Nb)NFdP — (Np)IN @ (Nb)® = (NDVNYe @ (WN)d = N°NY = NN = N
0 que é um absurdo, pois Nb # e.
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Portanto a = b|N| € G é o elemento procurado.

[ |
Exemplo 4.1.14 Todo grupo abeliano de ordem 2p com p > 2 wm numero primo € ciclico.

De fato, seja (G, .) um grupo abeliano com |G| = 2p, com p > 2 um niamero primo.
Pelo Teorema 4.1.13 existem a,b € G tais que o(a) = 2 e o(b) = p. Note que o(ab) = 2p.
Pois

(ab)® = a®b = (a*)P(WP)* = ePe® = e,

sendo e o elemento neutro de G. Por outro lado, seja n > 1 tal que
e = (ab)"

entdao a” = b~" € (a) N (b). Pelo Teorema de Lagrange |(a) N (b)| divide |(a)| = 2 e divide
|(b)| = p, logo [{a) N (b)| = 1 e consequentemente

(@) N () = {e}.

Portanto, a” = e e 0™ = e. Logo 2|n e p|n, ou seja, n é miltiplo de 2p. Desse modo
0 menos inteiro positivo tal que (ab)” = e é 2p, donde o(ab) = 2p. Como (ab) C G e
|{(ab)| = |G| < 0o segue que G = (ab), ou seja, G é ciclico. Este fato também foi provado

na secao 3.7 onde foi usado o Teorema de Lagrange.

4.2 A EQUACAO DE CLASSE

Definig¢ao 4.2.1 Sejam (G,-) um grupo e a,b € G. Diz-se que b é conjugado de a se

existe v € G tal que b= 7 az. Escreve-se a ~ b e chama-se ~ de conjugacao.
Proposicao 4.2.2 A conjugac¢ao € uma relagao de equivaléncia em (G, ).

Demonstragao: Para mostrar que a conjugacao é uma relacao de equivaléncia, basta

verificar que satisfaz as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

o Reflexiva: a ~ a.

De fato, pois a = e ae.

e Simétrica: b~ a = a ~b.
De fato, pois se b ~ a, entdo existe z € G tal que b = z~'ax logo a = (z71) bz ™1,

com ! € G pois G é grupo.

e Transitiva: b~aea~c= b~ c.

1

De fato, pois se b ~ a, entao existe x € GG tal que b = 7 ax, e ainda se a ~ c existe
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y € G tal que a = y~tey. Assim b =2 'y leyr = b = (yx) 'cyz, com yx € G, pois
G é grupo.

Definigao 4.2.3 Seja (G,-) um grupo e ~ a conjuga¢ao. Para cada a € G define-se a

classe de conjugacgao de a por
C(a)={be G/b~a} ={z tax/z € G}.
Exemplo 4.2.4 Em qualquer grupo (G, ), tem-se que C(e) = {e}.
Exemplo 4.2.5 Se (G,-) é um grupo abeliano, entao C(a) = {a} para todo a € G.
De fato, C(a) = {z7'az/z € G} = {az™'z/x € G} = {a}.
Proposigao 4.2.6 Seja (G,-) um grupo finito e ~ a conjugacao. Se C, = #C(a), entao
Gl =) C,
onde a soma € feita nas classes distintas.

Demonstracao: Como a conjugagao é uma relagao de equivaléncia em G, tem-se que

pela Proposicao 1.1.14 a uniao das classes é uma particao de GG, ou seja:
e C(a)NC(h) #0 < Cla) =C(b) & a~b.
o G=UC(a).
Assim, a uniao ¢ disjunta nas classes disjuntas, logo |G| = #C(a) =Y C,. n

Definigao 4.2.7 Seja (G,.) um grupo e a € G. Chama-se normalizador de a o con-

Junto
N(a) ={z € G/ax = za}.

Proposicao 4.2.8 Seja (G,-) um grupo. N(a) é um subgrupo de G, para todo a € G.

Demonstragdo: Sejam z,y € N(a), entdo ax = za e ay = ya. Basta provar que
zy~t € N(a).
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De fato,

Portanto, N(a) é subgrupo de G. [ |

Teorema 4.2.9 Seja (G,-) um grupo finito. Entao, para cada a € G,

_ Gl e v
Ca = Ty = (@ V@),

Demonstragao: Para provar a igualdade sera construida uma bijecao entre o conjunto
das classes a direita de N(a) em G, e o conjunto C(a), ou seja f : G/N(a) — C(a),
provando que |G/N(a)| = |C(a)| = C,.

Seja f : {N(a)x/x € G} — {z ax/x € G} definida por f(N(a)r) = z ' ax.

Verificando que f é uma fungao bijetora:

e Boa definicao e injetora:

N(a)z = N(a)y & =y '€ N(a) pela Proposicio 2.6.3
& (zy a=alzy™)
= y’lay =z lax

& f(N(a)y) = f(N(a)z).

e Sobrejetora: A funcao f é definida sobrejetora.
Assim f é uma bijegao e C, = |G/N(a)| = (G : N(a)). u

Corolario 4.2.10 (Equacao de classe) Seja (G,-) um grupo finito. Entao,

« [G
A= 2 Ny

onde a soma € feita nas classes de conjugagao distintas.

G
Demonstragao: Pela Proposicao 4.2.6 |G| = _ C, e pelo Teorema 4.2.9 C, = |]\’[< |)’
a
G|
Logo, 6] = ¥ i -
[N (a)|
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Proposigao 4.2.11 Seja (G,-) um grupo e seja a € G. Entao, a € Z(G) se, e somente
se, N(a) =G. Se G é um grupo finito, entao a € Z(G) se, e somente se, |N(a)| = |G|.

Demonstragao:
a€ Z(G) < axr = xa,paratodozr € G
& paratodoxz € G, x € N(a)
< G C N(a)
< G = N(a)
A segunda afirmacao ¢ direta, pois se G = N(a), entao |G| = |N(a)|. u

4.3 TEOREMA DE SYLOW

Nesta secao serao estudados os Teoremas de Sylow que sao muito importantes
para a classificacao de grupos finitos, pois garantem a existéncia de subgrupos de um
grupo finito com ordens especiais (reciproca do Teorema de Lagrange). Para isso serao
importantes os subgrupos cuja ordem sao da forma p", para algum primo p que divide a

ordem do grupo, motivando a seguinte defini¢ao.

Definigao 4.3.1 Seja p um natural primo. Um grupo finito (G,-) € chamado um p-

grupo se, e somente se, |G| = p", para algum n € N.

Teorema 4.3.2 Se (G,-) € um grupo tal que |G| = p", onde p é um natural primo e
n > 1, entao Z(G) # {e}.

Demonstragdo: Seja a € G. Como N(a) é subgrupo de G, entao pelo Teorema de
Lagrange |N(a)| divide |G/, ou seja, |N(a)| = p*, com 0 < k < n. Pela Proposicao 4.2.11
a € Z(G) se, e somente se [N(a)| = |G|, ou seja k = n e pela equagao de classe de G

tem-se que

_ « gl
o ngf)’ el
= N 2 V)

Se k = n, entdo |G| = |[N(a)| e a € Z(G). Assim, 3. #9 = |Z(G)| = z. Logo

IN(a)|
n G|
pr=z+ ;
2 N
como p divide % e p divide p", entao p divide z. Logo, z > p e Z(G) # {e}. [ |
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Corolério 4.3.3 Se (G,-) € um grupo de ordem p?, onde p é primo, entao G € abeliano.

Demonstragao: G é abeliano se, e somente se G = Z(G), mas como Z(G) é subgrupo
de G, basta provar que |G| = |Z(GQ)| = p*.

Pelo Teorema 4.3.2 Z(G) # {e}, entao pelo Teorema de Lagrange |Z(G)| = pou |Z(G)| =
p?. Supondo por absurdo que |Z(G)| = p, entdo existe a € G, tal que a ¢ Z(G), assim
|Z(G)| € N(a). Pela Proposi¢ao 4.2.11 Z(G) € N(a) € G, mas N(a) é subgrupo de G
e N(a) € G, entao pelo Teorema de Lagrange |N(a)| = p ou |N(a)| = 1, 0o que é um
absurdo.

Logo, |Z(G)| = p*. m

Teorema 4.3.4 (Teorema de Cauchy) Seja (G,-) um grupo finito. Se p é um natural

primo e divide a ordem de G, entao G tem elemento de ordem p.

Demonstracao: Para encontrar a € G com a # e tal que a? = e, sera feita a inducao
sobre a ordem de G.

Se |G| = 1 nao héa nada a fazer, pois G = {e}. Supondo que o resultado seja valido
para grupos 7, com 1 < T < (G. Serd mostrado que vale para G.

Se GG possui apenas subgrupos triviais, isto é, G e {e}. Tem-se que |G| = p, pois
se |G| = p" com n > 1, entdo pelo Teorema 4.3.2 Z(G) # {e}, logo G teria um subgrupo
nao-trivial. Como G = p, pelo Teorema de Lagrange, para todo a € G, o(a) = 1 ou
o(a) = p, ou seja, se a # e, entao a? = e.

Se G possui subgrupos nao-triviais, entao serao analisados dois casos:

Caso 1. Seja H subgrupo nao-trivial de G, tal que p divide |H|. Entdo, 1 < |H| < |G| e pela

hipotese de inducao existe a € H com a # e tal que a? = e.

Caso 2. Para qualquer subgrupo nao-trivial H de G, p nao divide H.
Sempre que a ¢ Z(G), entao {e} C N(a) C G e p nao divide |N(a)|. Pela equagao

da classe de G, tem-se

G|
= 2 W)

G| el
2 W@t 2 V@)

N(a)=G
|Gl
— 1Z(6)] +
| ( )| N%G“\[(a”

Como p divide |G| = |N(a)|(G : N(a)) (pelo Teorema de Lagrange) e p nao divide
|N(a)|, entao p divide (G : N(a)) ou seja p divide ) % Logo p divide |Z(G)| e
por hipotese p nao divide a ordem dos subgrupos proprios de G, entao Z(G) = G
logo G é abeliano pela Proposicao 4.1.1 e pelo Teorema 4.1.13 G tem elementos de

ordem p.
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[ |
Para garantir a existéncia de subgrupos de um grupo finito com ordens especiais,

serao necessarios os estudos dos Teoremas de Sylow vistos a seguir.

Definigao 4.3.5 Seja (G, ) um grupo finito. Seja p um natural primo. Um subgrupo H
de G ¢ chamado um p-Sylow subgrupo de G se |H| = p™, onde p™ divide |G|, mas p™*!
nao divide |G|.

Exemplo 4.3.6 Seja (G,-) um grupo ciclico de ordem 10 gerado por a. Entdo, H = {(a®)

€ o 1inico 2-Sylow subgrupo de G, e N = (a?) € o 1inico 5-Sylow subgrupo.

Exemplo 4.3.7 Em (S3,0), H = (¢1) € um 2-Sylow subgrupo de Ss e K = (f1) é um
3-Sylow subgrupo de Ss.

Definigao 4.3.8 Seja H um subgrupo de (G,.). Chama-se normalizador de H o con-
Junto
N(H)={z € G/z 'Hx = H}.

Proposicao 4.3.9 N(H) ¢ subgrupo de G.
Demonstragao: De fato, dados =,y € N(H) entao v 'Hx = H e y 'Hy = H. Logo
(ey ) H(zy ™) = ya Hay ' = yHy ™

ese y 'Hy = H, entao yHy ' = H.
Assim, xy~* € N(H) e pela Proposicao 2.3.5 N(H) < G. u

Teorema 4.3.10 Seja (G,.) um grupo finito e seja p um natural primo tal que p™ | |G|
e p" T ¥ |G|. Entao,

(i) 1° Teorema de Sylow: G tem subgrupo de ordem p™

(i) 2° Teorema de Sylow: Os p-Sylow subgrupos de G sao conjugados, isto €, se H
e K sao p-Sylow subgrupos de G, entdo existe a € G tal que K = a *Ha.

Além disso, o nimero n, de p-Sylow subgrupos de G é n, = |]J(]L)|’ onde P €
qualquer p-Sylow subgrupo. Em particular, n, divide |G|.

(1ii) 3° Teorema de Sylow:n, = 1(mod p).

Seré apresentada a demonstracao apenas da primeira parte que ressalta a reciproca
de Lagrange. A segunda e a terceira parte exploram a quantidade de p-subgrupos porém

nao houve tempo para estudar estes resultados.
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Teorema 4.3.11 ( 1° Teorema de Sylow) Seja (G,.) um grupo finito e seja p um nat-
ural primo tal que p™ | |G| e p™ ' 1 |G|. Entao, G tem subgrupo de ordem p™

Demonstragao:

Seré feita inducao sobre a ordem de G. Se |G| = 1, o teorema ¢é valido. Supondo
o resultado valido para grupos 7', com 1 < |T'| < G. Provar-se & o resultado para G.

Se G possui subgrupo H tal que p™|H e p™* { H, entdo pela hipotese de inducao
H tem subgrupo de ordem p™.

Supondo que p™ nao divide a ordem dos subgrupos proprios de G. Neste caso
m > 1, pois se m = 0, entao p™ = 1 e 1 divide a ordem dos subgrupos. Pela equacao de

classe de G, l
Gl =|Z(G)|+ —_
G=1Z@1+ Y

agZ(G)

Como para todo a ¢ Z(G), p™| |G| e p™ 1 |N(a)|, entao p divide |]\|,C('Ya‘)‘, logo p divide

|Z(G)|. Pelo Teorema 4.3.4, existe b € Z(G), com b # e tal que ¥ = e. Seja K = (b)
entao |K| = p e K é subgrupo normal de G, pois b € Z(G) e para todo g € G tem-se

g_lbg = g_lgb =b.
E ainda

g g = g'bbb...bg
= g 'b(997)b(gg™)b(gg™") - --Dlgg™ )by
= (g7"'bg)(g""bg)(g""bg) - -~ (¢~ bg)
= bbbb- - - bb
= V" C K, para todo r € N.

Entao, considerando o grupo quociente G/ K, tem-se

|G| |G|
G/K|=1+—="— <|d|.

Como p™| |G| e p™™ 4 |G|, tem-se p™ | |G/K| e p™t |G/K]|. Por hipétese de indugao,
G/K tem um subgrupo F com |F| = p™ !

Seja H={x € G/ Kz € F}. Entao H é um subgrupode G, K C He f(H) =F,
istoé F'={Kz/xe€ H} = H/K,onde f: G — G/K & definida por f(z) = Kz.

De fato, se z € K, entao Ko = K € F', assim pela definicaio de H tem-se que
x € H,donde K C H.
Sejam z,y € H. Pela definicao de H tem-se que Kz, Ky € F. Como F' é um subgrupo

de G/K, entao K(zy) = KxKy € Fe Kaz=! = (Kz)™' € F, assimzy € He 27! € H.
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Logo, H é subgrupo de GG. Portanto

m-1 2| _ |H|
Pt =IFl = [H/K| = = —.
Kl p
Entao |H| = p™ e H é o p-Sylow subgrupo de G procurado.
n
Como consequéncia do 1° Teorema de Sylow temos que se G for um grupo de
ordem 15, entdo existem subgrupos H, K de G tais que |H| = 3 e |K| = 5. Além disso,

pelo 2° e 3° Teorema de Sylow tem-se que

|G| 15
e n3 = = e n3 =14 3s, para algum s € N;
IN(H)|  [N(H)
G 15
o Ny = i = [15] e ns =14 5s, para algum s € N.

N IN(K))
Como H < N(H) < Ge K < N(K) < G segue que

o [HN\IN(H)| e [N(H)\|G]
o [KN\IN(K)| e [N(K)\G]

Assim, n3 = 1 e ny = 1 e consequentemente N(H) = G e N(K) = G, donde H e

GG sao subgrupos normais de G. Logo, pelo Coroléario 4.1.10 segue que

[H||K]

HE|= 120
K =T A R

Pelo Teorema de Cauchy (Teorema 4.3.4) tem-se que existem a,b € G tais que
H = (a) e K = (b). Entao, HN K = {e} e, portanto, |[HK| =15 ¢ G~ HK.

Pode-se provar que, a menos de isomorfismos, os grupos de ordem 15 sao isomorfos
a (Zy5,®). Para tal precisa-se dos produtos semidiretos de dois grupos.

Ainda como consequéncia do 1° Teorema de Sylow temos que se G for um grupo
de ordem 12, entao existem subgrupos H, K de G tais que |H| =3 e |K| = 4.

De fato, pois |G| = 12 = 3.22

o 3G e324|G| = 3K <G : |K|=3.
e 22| |Gl e 22t |G| = 3JH <G : |K|=4.

Porém para terminar a classificacao de todos os grupos de ordem 12 seriam necessarios o

2° e 3° Teorema de Sylow e o estudo de produtos semidiretos de grupos.
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CONCLUSAO

Neste trabalho foram vistos alguns resultados ja estudados na graduacao du-
rante a disciplina de Algebra que foram de grande importancia para os estudos que se
prosseguiram.

Utilizando como principal ferramenta o Teorema de Lagrange, pode-se classificar
grupos de ordem menor que 12 e grupos de ordem 2p com p > 2 primo, mas para grupos
finitos com ordem maiores era inviavel continuar a classificacao do mesmo modo, portanto
foram estudados os Teoremas de Sylow, que oferecem ferramentas para a classificacao de
grupos finitos com ordens maiores.

O 1° Teorema de Sylow apresenta uma reciproca parcial do Teorema de Lagrange
garantindo a existéncia de subgrupos finitos com ordem p™ sendo p um ntmero natural
primo tal que p™| |G| e p™! t |G|. Além disso, aparecem os Teoremas de Cauchy que
garantem que se p € um nimero natural primo que divide a ordem de G, entao G possui
um elemento de ordem p e consequentemente um subgrupo com ordem p.

Seria interessante para a complementacao destes estudos, o aprofundamento em
produto direto, produto semi-direto de grupos, além do 2° e 3° Teorema de Sylow que
nao foram vistos neste trabalho por falta de tempo. Com estes resultados seria viavel
a classificacao de mais grupos finitos tornando os estudos dos Teoremas de Sylow mais

exemplificados.
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