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RESUMO

PREVE, Deison Teixeira. Uma Introducio ao Estudo de Superficies Minimas.
2012. 124. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao em Licenciatura em Matemaética)
- Universidade do Estado de Santa Catarina, Joinville, 2012.

Existem diversas superficies que sao delimitadas por uma mesma curva fechada simples,
mas devido a estudos experimentais, sabe-se que existem superficies que possuem a menor
area possivel tendo esta curva como fronteira, e essa é a ideia principal do conceito de
Superficies Minimas. Com este trabalho pretende-se estudar, detalhar e enfatizar topicos
importantes de Geometria Diferencial que darao subsidios a uma abordagem, mesmo que
introdutoria, a teoria de Superficies Minimas, para apresentar & comunidade académica,
algumas contribuigoes cientificas disponiveis sobre este assunto. Ao longo do trabalho,
procura-se caracterizar matematicamente tais superficies, exibir exemplos cléssicos e re-
latar também alguns aspectos histoéricos do estudo de Superficies Minimas no decorrer da
evolucao da Matematica.

Palavras-chave: Geometria Diferencial. Superficies Minimas. Superficie Parametrizada
Regular. Peliculas de Sabao.



ABSTRACT

PREVE, Deison Teixeira. An Introduction to the Study of Minimal Surfaces.
2012. 124. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao em Licenciatura em Matemaética)
- Universidade do Estado de Santa Catarina, Joinville, 2012.

There are many surfaces that are bounded by the same simple closed curve, but due
to experimental studies, it is known that there are surfaces that have the smallest area
possible having this curve as its boundary, and this is the main idea of the concept of
Minimal Surfaces. This work aims to study, describe and emphasize important topics in
Differential Geometry that will give grants to an approach, even introductory, to the the-
ory of Minimal Surfaces, to present to the academic community some available scientific
contributions on this subject. Throughout the work, we attempt to mathematically cha-
racterize these surfaces, showing classic examples, and also report some historical aspects
of Minimal Surfaces in the elapse of the evolutions in Mathematics.

Key-words: Differential Geometry. Minimal Surfaces. Parametric Regular Surface.
Soap Film.
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INTRODUCAO

Fatos e formas intrigantes que a natureza toma, levam com que o homem busque
respostas para desvendé-las e descrevé-las de maneira racional, logica e explicita, afim de
que possamos entender um pouco mais a ciéncia que estd por de trds do mundo. E dentre
estas ciéncias que sao capazes de desvendar os mistérios naturais, estd a Matematica,
como uma ferramenta crucial com o poder de explicar, de maneira bela, como realmente
funcionam ou ocorrem tais fenémenos. E um fenémeno simples que ocorre com a mistura
quimica agua e sabao, pode ser descrito matematicamente, numa tarefa nem um pouco
trivial, mas instigante e curiosa, através do estudo das Superficies Minimas.

Cada pessoa deve possuir uma nocao elementar do que é uma superficie ou vo-
lume, mas segundo Aratjo (2008), qualquer tentativa que possa descrever essas nogoes
caird inevitavelmente em redundancia sem que se tenha uma definicao matematica con-
creta. Porém, uma proposta mais intuitiva e simples para a compreensao do conceito de
volume seria consideré-lo como uma determinada regiao fechada do espaco tridimensio-
nal, recoberta por uma fronteira bidimensional, que por sua vez pode ser chamada de
superficie.

Existem varios casos especiais de superficies, como as superficies de revolucao, as
superficies paralelas e as superficies regradas, por exemplo. Além disso, pode-se classificar
uma determinada superficie como aberta ou fechada, orientavel ou nao orientavel, regular
ou nao regular. E em uma categoria especial de superficies identifica-se uma relagao
intrigante e 6tima entre sua area efetiva e a curva que a delimita, que sao as Superficies
Minimas.

De forma intuitiva, Superficies Minimas, como ja sugere o proprio nome, podem ser
vistas como superficies de area minima que possuem uma determinada curva fechada como
fronteira. Porém uma definicao equivalente e mais simples pode ser dada, caracterizando-
as como superficies que possuem curvatura média identicamente nula. Por curvatura
média entende-se a média aritmética entre as curvaturas principais da superficie, que por
sua vez sao definidas como os valores maximo e minimo da funcao curvatura normal da su-
perficie, dada pelo quociente entre a Segunda e a Primeira Forma Fundamental, que estao
relacionadas respectivamente, com os conceitos de curvaturas e comprimento de curvas
contidas na superficie. Tais formas fundamentais determinam localmente uma superficie
a menos de sua posicao no espaco e suas curvaturas principais podem ser calculadas a
partir dos coeficientes algébricos destas Formas.

Tendo posse dessas informacoes, desejamos ao longo do desenvolvimento deste
trabalho, abordar uma revisao teoérica desses conceitos, fazendo uso dos conhecimentos
adquiridos ao longo de diversas disciplinas do curso de Licenciatura em Matemética,
para que seja possivel exibir um ramo mais avancado da matemética que contempla as
Superficies Minimas, que é a Geometria Diferencial. Consoante aos estudos revisionais e
complementares dessa pesquisa vem-se a tona a necessidade de adentrar nas contribuicoes
de matematicos que ao longo dos anos construiram os conceitos de Superficies Minimas e
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assim relatar tais descobertas.

Este trabalho estd dividido da seguinte forma: o Capitulo 1 terd como objetivo
principal narrar a parte da histéria que concerne as Superficies Minimas, com a trajetoria
dos problemas formulados e solugoes obtidas, bem como as contribui¢oes de mateméticos
ao passar dos tempos. No Capitulo 2 serao apresentados os conceitos basicos iniciais que
serao utilizados no decorrer de todo o trabalho, com destaque para defini¢oes e resultados
que envolvem os assuntos de Calculo Diferencial e Integral, Algebra Linear, Analise Real e
Variaveis Complexas. Tendo posse desses conceitos, no Capitulo 3 serao entao abordados
os topicos necessarios de Geometria Diferencial, com desmembramentos e exemplificacoes
da teoria para a fixacao de tais topicos, com a finalidade de poder introduzir o estudo de
Superficie Minimas, o qual é o foco deste trabalho, que esta contemplado no Capitulo 4.
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Capitulo 1

Historia das Superficies Minimas

Este capitulo tem como objetivo principal apresentar historicamente as grandes
motivagoes e desafios matematicos que acarretaram na continuidade do estudo das Su-
perficies Minimas. Bem como, as descobertas mais relevantes feitas por importantes
matemaéticos e ainda, o que hé& de recente sobre este assunto e explicitar alguns problemas
em aberto da atualidade. A maioria dos contetidos matematicos descritos intuitivamente
e os exemplos citados neste primeiro capitulo, poderao ser lidos e estudados com detalhes
no decorrer dos Capitulos 3 e 4.

1.1 Relatos Historicos

Como afirma [4], a teoria das superficies minimas é um topico antigo, iniciado
por Lagrange (1736-1813) em 1760, que apresentou um problema, como exemplo de um
algoritmo, para achar curvas ou superficies que minimizassem quantidades como areas,
volumes, comprimentos, energia e outros. Tais algoritmos constituem atualmente o estudo
de Célculo das Variagoes. Convém mencionar que a definicao de curvatura média nao era
conhecida no tempo de Lagrange, este conceito foi introduzido somente em 1831 pela
francesa Sophie Germain (1776-1831), conforme cita [8]. Em verdade, ndo estavam sequer
definidas as curvaturas principais, que foram introduzidas por Euler (1707-1783) no mesmo
ano em que o trabalho de Lagrange foi publicado. No tempo de Lagrange, as relacoes entre
superficies minimas e peliculas de sabao nao estavam esclarecidas e o proprio Lagrange
nao deu exemplos de superficies minimas, exceto o exemplo trivial do plano.

S6 dezesseis anos depois de Lagrange ter obtido algumas condi¢oes para que uma
superficie seja considerada minima, Meusnier (1754-1793), matematico francés, mostrou
que tal conceito era equivalente ao fato da soma das curvaturas principais ser nula, e obteve
duas novas solucoes a partir de sua descoberta. Obteve uma superficie de revolucao que
primeiramente denominou ’allyside’ e mais tarde, foi rebatizada por Plateau (1801-1883)
de Catenoide, sendo esta a tnica superficie minima de revolucao existente, a menos de
translagoes, rotagoes e simetrias, e que nao seja um plano. Meusnier obteve uma outra
solucao, introduzindo a condicao adicional que a superficie fosse gerada por retas. A
solucao, neste caso, ¢ um Helicoide que se enrola em um cilindro circular reto. Assim
como o Catenoide possui uma particularidade propria, o helicoide possui a propriedade
provada por Catalan (1814-1894), matematico belga, em 1842, que ela é, exceto o plano,
a tnica superficie minima regrada.

De acordo com [3], durante muito tempo as tinicas superficies minimas conhecidas,
além do plano, eram o Catenoide e o Helicoide. Apenas anos mais tarde, em 1835 e em
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1864, foram encontrados novos exemplos de superficies minimas, que vieram a ser bati-
zadas pelos nomes dos seus descobridores, ambos alemaes, Scherk (1798-1885) e Enneper
(1830-1885), com suas superficies denominadas de Superficie de Scherk e Superficie de
Enneper, respectivamente. Scherk obteve outros exemplos a partir da sua superficie, que
nao descreveremos aqui, e provou que o helicoide e o catenoide, descobertos por Meusnier,
sao apenas dois elementos de um grupo de superficies minimas. Teve também a Superficie
de Henneberg (1875), descrita por Henneberg em sua tese de doutorado em Zurique, a
tinica com a propriedade de nao ser orientavel, até aquele momento, como afirma [6].

Apo6s muitos anos de dedicagoes de matematicos, uma solu¢ao completamente sa-
tisfatoria da equagao de Lagrange so6 foi obtida pelo também alemao, Weierstrass (1815-
1897) em 1866, pouco mais de cem anos depois da definicdo de superficie minima. Essa
primeira solucao geral consiste na equivaléncia da caracterizacao das superficies minimas
através de equagoes diferenciais parciais, e entre a construcao dessas superficies a partir
de duas fung¢oes holomorfas, conforme é descrito em [2|. A representagao de Weierstrass,
como foi chamado seu resultado a posteriori, permite obter uma infinidade de exemplos
de superficies minimas, e além disso, esta representacao desempenha um papel essencial
na investigagao teodrica de tais superficies.

As experiéncias que duraram quase trés décadas (entre 1843-1869), com peliculas
de sabao sob a acao da tensao superficial, mostraram fisicamente a existéncia de superfi-
cies minimas estaveis para um contorno dado. Este grande resultado obtido por Joseph
Plateau, um grande fisico de nacionalidade belga que fez com que essa teoria tivesse um
grande significado nos dias atuais, tornou-se entao um desafio para os matematicos obter
uma prova teorica dos resultados experimentais de Plateau, e a seguinte questao, admiti-
damente vaga e essencialmente proposta por Lagrange, veio a ser conhecida sob o nome de
problema de Plateau: Determinar a superficie minima passando por uma curva fechada
dada.

Este desafio atraiu, entre outros, mateméticos do porte de Riemann (1826-1866),
Weierstrass e Schwarz(1843-1921). Alguns casos muito especiais foram resolvidos, porém
no inicio do século passado a dificuldade se estendia tao fortemente que o matematico
francés Darboux (1842-1917) escreveu em seus tratados sobre superficies em seu primeiro
volume a seguinte frase: "A anélise matematica nao pode até agora imaginar um método
geral que permita comecar o estudo desta bela questao". Convém mencionar que as
tentativas eram no sentido de determinar explicitamente uma superficie minima limitada
pelo contorno dado. Porém, na segunda metade do século passado, houve uma mudanca
de ponto de vista em relacao a problemas deste tipo. Renunciando a determinacao de
uma solugao explicita, tentavam inicialmente provar sua existéncia e, em seguida, estudar
as suas propriedades.

Uma contribuicao definitiva para a questao de existéncia do problema de Plateau foi
dada, independentemente, pelo matematico norte-americano Douglas (1897-1965), e pelo
hiingaro Rado (1895-1965) em 1930, segundo [3]. O método de Douglas se estende para
resolver o problema de Plateau para duas ou mais curvas na fronteira da superficie. Ao
passar alguns anos, a teoria de Douglas foi modificada por Courant (1888-1972), ficando
conhecida como solucao de Douglas-Rado-Courant para o problema de Plateau no disco,
porém Douglas foi o tinico a ganhar algum prémio pelo feito, que é a Medalha Fields
em 1936, conforme [8]. Varios outros matematicos trabalharam em busca propriedades
em cima da solugao de Douglas-Rado-Courant, como regularidade e unicidade, afim de
aperfeicoar e retirar novas informagoes que os ajudariam a explicitar novas solucoes para
o problema de Plateau, dos quais podemos citar o americano Osserman (1926-2011) e
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Rado.

Outras versoes do problema de Plateau, como por exemplo, para dimensdes mai-
ores, tem inspirado a criacao de entidades matemaéticas que incluem objetos semelhantes
as peliculas de sabao. De uma maneira resumida, o resultado principal destes anos todos
de trabalhos feitos por mateméticos em busca de solucao para o problema de Plateau
é que: "quase todo contorno admite um nimero finito de solugoes para o problema de
Plateau, e este niimero permanece invariante para pequenas perturbacoes do contorno em
questao". Hoje tais desafios e resultados enfrentados constituem a chamada Teoria da
Medida Geométrica, que é a parte da mateméatica onde Geometria e Anélise se misturam
de forma indistinguivel, de acordo com [4].

Em paralelo com o Problema de Plateau muitos mateméaticos se dedicavam a procu-
rar superficies minimas, pois as formulas de Weierstrass permitem tais buscas, e além disso
procuraram também especificacoes e familias de superficies minimas, com isso transfor-
mando o pequeno topico de superficie minimas de 1760, em uma grande teoria matematica,
que ja abordava, entre outros, assuntos como Geometria Diferencial, Calculo Variacional,
Analise Complexa e Equagoes Diferencias Parciais. E assim, o russo Bernstein (1880-1968)
iniciou de forma sistemética a procura de exemplos geometricamente simples, para suas
novas definicoes denominadas de Superficies Minimas Completas, Superficies Minimas
com Curvatura Total Finita, e em geral com as duas denominacoes juntas. Por superficie
minima completa, todos os exemplos ji mencionados se encaixam nesta defini¢cao, com
excecao da superficie de Henneberg.

Intuitivamente, uma superficie completa, como descrito em [4], é aquela na qual se
pode percorrer qualquer distancia em qualquer direcao sem sair da superficie. Exemplos
de superficies completas sao esfera, cilindro, catenoide, Helicoide. As superficies completas
se subdividem em limitadas (por exemplo a esfera), e nao limitadas (plano, catenoide e
helicoide). E de superficie minima completa com curvatura total finita entende-se por
um superficie topologicamente equivalente a uma superficie fechada menos um nimero
finito de pontos contidos na superficie fechada, ou seja, existe um difeomorfismo conforme
entre ambas as superficies. Como exemplos de tal equivaléncia, tem-se um plano e uma
esfera menos um ponto; o catenoide e a esfera menos dois pontos. Se uma superficie
topologicamente equivalente a uma superficie fechada menos um niimero finito de pontos,
diz-se que tais superficies sao do tipo topologico finito, denominacao adotada pelo polonés
Cohn-Vossen (1902-1936) em 1935. Uma superficie minima que nao é do tipo topologico
finito é a Superficie de Scherk.

Denomina-se também superficies minimas mergulhadas, que nada mais sao que
superficies minimas de curvatura total finita que nao possui auto-intersecoes. O cléssico
exemplo de uma superficie que nao é mergulhada é a Superficie de Enneper, pois ela possui
auto-interse¢oes. De acordo com [4], tal superficie € completa, tem curvatura total finita
igual a —4m, e é topologicamente equivalente a um plano. Enfim, se tratando de superficies
minimas temos os seguintes enquadramentos, para os exemplos que demos até entao: o
plano, helicoide, catenoide e superficie de Scherk, sao superficies minimas completas e
mergulhadas; e os nicos exemplos de superficie minimas completas com curvatura total
finita e mergulhadas sao o plano e o catenoide.

Com isso, surgiu mais um desafio para os matematicos, que se baseia em apresen-
tar um terceiro exemplo de uma superficie minima completa com curvatura total finita
mergulhada. No inicio do anos 80, uma grande quantidade de novos exemplos comecaram
a aparecer gracas aos trabalhos do grande mateméatico chinés Chen (1933-1996) e dos
trabalhos de Gackstatter, D. Hoffman, Meeks, Karchero, entre outros. Exemplos os quais
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foram construidos tendo suas bases fundamentadas na representacao de Weierstrass, mas
nenhum tinha sido a resposta para a procura do terceiro exemplo de superficie minima
completa com curvatura total finita mergulhada.

S6 em 1982, o brasileiro Celso José Costa (atualmente professor da Universidade
Federal Fluminense) durante sua tese de doutorado no IMPA (Instituto de Matema-
tica Pura e Aplicada), utilizando a representacao de Weierstrass, obteve as equagdes do
terceiro exemplo de superficie minima completa com curvatura total finita mergulhada,
encontrando assim uma superficie topologicamente equivalente ao toro menos trés pontos,
batizada de Superficie de Costa, conforme [2] e [4]. No entanto, Costa ndo havia ainda
provado que sua superficie obtida era realmente mergulhada.

Em 1983, um dos membros de sua banca examinadora da tese, Jorge, comunicou
a Osserman o feito que Costa tinha obtido, e que por sua vez repassou as devidas in-
formagoes a David Hoffman, da Universidade de Amherst (Massachusetts-EUA). Com a
ajuda de um especialista, D. Hoffman conseguiu gerar em computacao grafica as equa-
coes de Costa, e dessa forma foi possivel constatar que a superficie de Costa era de fato
mergulhada. Entretanto, com o auxilio computacional que propiciou a vista espacial da
superficie de Costa, constatou-se que ela possuia muitas simetrias, as quais estavam ocul-
tas nas equacoes de Costa, mas que uma vez observadas, eram de fécil verificacao, como
afirma [4]. E em 1984, Hoffman chegou finalmente no resultado matemaético de que a su-
perficie de Costa é mergulhada, confirmando o que se verificava na sua plotagem gréafica,
e assim sendo o terceiro exemplo de superficies minimas completas com curvatura total
finita mergulhada obtida em pouco mais de duzentos anos de historia.

Figura 1.1: Superficie de Costa
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Fonte: Producao do préprio autor

A Superficie de Costa pode ser observada na figura 1.1 e de acordo com [9], a
Representacao de Weierstrass para a Superficie de Costa é dada pelas seguintes igualdades,
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w(u,v) = %Re{—g(u+iv)+wu+4ﬂ—;+2iel [& (uﬂv—%) _5(“””_%)]};

2 .
yluv) = % {_Zg(u+w)+ﬂv+4—el—2lel{Zf(u+w—1) zf(u+iv—%)]};

z/Ju—l—w — e
u+w + e

z(u,v) =

onde £(() é a funcao zeta de Weierstrass, ¥(() é a funcio eliptica de Weierstrass e e; ~
6.87519.

16



Capitulo 2

Conceltos Iniciais

Neste capitulo serao introduzidos notacoes, conceitos e resultados auxiliares que
serao utilizados durante todo o trabalho. A maior parte destes conceitos ja foram estuda-
dos anteriormente em disciplinas regulares da Graduacao em Licenciatura em Matemé-
tica, como Algebra Linear, Célculo Diferencial e Integral I e II, Calculo Vetorial, Variaveis

Complexas e Andalise Real. As demonstra¢oes aqui omitidas, podem ser obtidas em [5],
[10], [11], [12], [14] e [15].

2.1 Conceitos de Algebra Linear

Um conjunto nao vazio V, munido das operacoes de soma e multiplicagao por
escalar, ¢ um espaco vetorial se, para quaisquer elementos wi,ws € V e A\, Ay € R forem
véalidas as seguintes propriedades:

Z) w1 + Wo = Wy + Wi,
ZZ) (U)l + wg) + w3 = wy + (U)Q + wg);
i7i) dado wy € V, existe um tnico elemento neutro aditivo pertencente a V,
denotado por 0, tal que w; + 0 = wy;
iv) dado w; € V| existe um tnico elemento oposto aditivo pertencente a V,
denotado por —wy, tal que wy + (—w;) = 0;
) )\1()\27111) = At Aowy;
UZ) ()\1 + )\2)11}1 = )\1w1 + )\gwl;
) A(wr + we) = Mwy + Ajws;
) 1w1 = wWi.

O espaco euclidiano n-dimensional, denotado por
R"™ = {(x1, 9, ..., x,) /x; € R para todo i = 1,...,n}
¢ um espaco vetorial sobre os nimeros reais.

Denotaremos tanto o vetor nulo quanto o nimero real zero pelo mesmo simbolo 0.

O produto interno usual em R" é definido por

(wi,we) = (@1, Tn), (Y1y s Yn))
= IT1Y1 + TaY2 + ... + Tpln,
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para todo wq,ws € R™, e satisfaz as seguintes propriedades

A norma ou comprimento de um vetor w = (xy, z, ..., z,,) € R™ é dado por

Jwll = Viw,w) = /e + 23 + ...+ 22,

Dizemos que o angulo entre dois vetores w; e wy nao nulos é o tnico 6 € [0, 7| tal

que
<w17 ’LU2>

cosf = .
[[w [[[[wa|

O produto vetorial, especificamente em R?, entre dois vetores w; e ws, de compo-
nentes wy = (x1,y1,21) € we = (T2, Yo, 22), denotado por w; A we, é dado por,

wy Awy = (Y122 — Ya21, T2Z1 — T122, T1Y2 — T2Y1),

e satisfaz as seguintes propriedades, para wi, wy e w3 € R3 e A € R,

) lwy A wsl| = ||wi||||ws]|send, onde 6 & o dngulo entre w; e wsy.;

) (w1 Awa,wy) = (wy A we, we) = 0;

) wp Awy =0 < wy e wy sdo colineares (em particular, quando wy = w,);
W) wp Awy = —wy A we;

) (Awy) Awe = ANwy A ws);

) wl/\(wg—l—wg):wl/\w2+w1/\w3;

) wy A (wa A ws) = wawy, wy) — wz{wy, wa).

Um subconjunto de vetores § = {uy, us, ..., u,} contido em um espago vetorial V
é linearmente independente (LI) se, para toda combinagao linear nula desses vetores, da

forma
)\1u1 —+ )\QUQ + ...+ )\nun = O,

tivermos \; = 0, para todo 7 =1, ..., n.

Um subconjunto de vetores 8 = {uy, us, ..., u, } é linearmente dependente (LD) se
existe pelo menos um \; # 0, com ¢ = 1, ..., n, tal que

)\1’&1 + )\QUQ + ...+ )\nun = 0.

Um conjunto de vetores § = {uy, us, ..., u,} & uma base do espago vetorial V se (3
for LI e se todo w € R™ pode ser expresso como

w = )\1u1 —+ )\QUQ + ...+ )\nun,

com \; e R i=1,...,n.
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Uma base § = {uy, us, ..., u, } é dita ortonormal se
1, sei =3
(o uj) = { 0, sei#j.

A dimensao de um espaco vetorial V é o nimero de vetores de uma base 3 de V.
Quando 5 = {uy,us, ..., u, }, denotamos a dimensao de V por dim(V) = n.

Um subconjunto de vetores = {uy, us, ..., u, } é a base canonica de R", quando
uwp = (1,0,0,...,0);
us = (0,1,0,...,0);
u, = (0,0,0,...,1).

Uma transformacao (ou aplica¢do) linear entre os espagos vetoriais V e W é uma
fungao T : V. — W que associa cada vetor w; € V a um vetor T'(w;) € W, de modo que
valham as seguintes relacoes

i) T(wy+ wz) = T(wy) + T (ws);
i) T(Awr) = AT(wy),

para todo wy,wy € Ve A € R.

O Nicleo de uma transformacao linear T': V — W é o subconjunto
Nuce(T) = {wy, € V/T(w;y) = 0}.
A Imagem de uma transformacao linear T': V — W é o subconjunto
Im(T) ={wy € W/wy = T'(w;) para algum w; € V}.

Em particular, o Nicleo e a Imagem de uma transformacao linear sao espacos
vetoriais, e é valido o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1 (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam V e W espagos vetoriais
de dimensao finita. Para toda transformacao linear T : V — W tem-se que

dim(V) = dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)).
Um operador linear é uma transformacao linear da forma 7' : V — V.

O trago de uma matriz quadrada M é a soma dos elementos da sua diagonal
principal e denotaremos

aypy a2 ... Qip
21 A22 ... Qop

tT[M] =1tr . . . =ay] +ag + ... + app-
Ap1 Ap2 ... QApp
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Um vetor nao nulo w; € V é um autovetor do operador 7" : V — V se existir
A € R tal que
T(wl) = )\wl

onde A é dito autovalor de T" associado a w;.

Se w; é autovetor de T : V — V associado ao autovalor A\ entdo temos
e como por defini¢do, w; # 0, temos que det[T' — \] = 0.

Dizemos que p(\) = det|T — M| é o polinémio caracteristico do operador linear
T7:V—V.

Observe que as raizes do polindémio caracteristicos sao os autovalores do opera-
dos linear T’ e os respectivos autovetores sao solucoes nao triviais do sistema homogéneo

Em particular, o polinémio caracteristico de um operador linear T : R? — R2,
cuja matriz em relagao as bases candnicas é da forma

)= | o2,

a1 Q22

é dado por
p(A) = det[T — \]
= N — (a1 + axn) + aj1ax — 41209
= N —tr([T)A + det([T]).
Um operador linear 7' : V — V é diagonalizavel se existir uma base g de V com-
posta por autovetores de 7.

Quando T : V — V é diagonalizavel e 8 = {wy, ...,w,} é a base de V composta
por autovetores de T associados aos autovalores A\, Ao, ..., \,,, respectivamente, entao a
matriz T em relacao a base 3 é

A 0 0
0 Ao 0
B _
A
0 0 An

Se V é um espaco vetorial munido de produto interno, dizemos que um operador
linear T : V — V é auto-adjunto se

(T(w1), wa) = (w1, T(wz)),

para todo wq,wy € V.

Teorema 2.1.2 (Teorema Espectral) Para todo operador auto-adjunto T : V — V|
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num espaco vetorial de dimensao finita munido de produto interno, existe uma base orto-
normal {uy, us, ..., u,} de'V formada por autovetores de T.

2.2 Conceitos de Analise

Uma bola aberta em R™ com centro ¢y € R™ e raio € > 0, denotada por B.(cy), é
o conjunto dos pontos ¢ € R" que distam menos que € de ¢y ou seja,

B(cp) ={c € R"/||c — o] < €}.

Um subconjunto U de R™ é aberto se para todo ¢y € U existir um € > 0 tal que
136(60) c U.

Dizemos que um subconjunto aberto de R™ que contém um ponto g € R" é dito
uma vizinhanca de ¢ em R".

Uma funcao F': U C R" — R™, onde U é um aberto de R", é continua em ¢y € U

lim F(c) = F(co).

c—CQ

Além disso, F' é dita continua em U se F' for continua em cg, para todo ¢y € U.

Uma funcao F' : R" — R™ & de classe C™ se cada uma de suas componentes
possuirem todas as derivadas até ordem n e continuas.

Uma fungao F : R® — R™ é de classe C* se cada uma de suas componentes
possuirem derivadas de todas as ordens continuas.

Teorema 2.2.1 Sejar : I C R — R, uma funcao de classe C™, (em particular possui
todas as derivadas até ordem n no ponto 0 € I). Entio r™(0) = 0 para todoi = 0,1, ...,n,

r(t)

se e somente se lim T =

t—0 '
Demonstracao: Suponha que r(0) = r'(0) = r"(0) = r"(0) = ... = r(0) = 0,
assim temos que
lim @ =0
t—0 0
e
t t) —
limM = imM =1'(0) = 0.
t—0 ¢ t—0 t—20
. . . r'(t) .
Suponha por inducao que 21511%]5—1 = 0, dessa forma dado € > 0 existe 6 > 0 tal
—0 ("

que 0 < [t| < 9, entdo

()

tnfl

<,

e também temos que
r(t) —r(0)

o
o =1'(c), onde ce€(0,1).
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Entao

r(t) r'(c)t' r'(c r'(c)| et
— | = = = < €
i i = cn—1 n—1 )
t
ou seja, limm =0, pois 0 < |c| < |t|.
t—0 "
t
Reciprocamente, suponha agora que 2ltiI% % =0, logo para n = 0 temos que r(0) =
—

0 e para n = 1 temos que r'(0) = 0. Suponha por indu¢io novamente que r*(0) = 0 para
todo i =0,1,....,n — 1. Definindo uma fung¢ao

r™(0)t"
n!

Y

logo temos que g*(0) = 0 para todo i = 0,1, ...,n, assim vale a primeira parte do teorema,

portanto -
t " t
hm(@—r (0))zlimg<):0,
t—0 \ 1" n! t—0 "
ou seja, o
t n
0_11m&:T7((]):>r(”):O.
t—0 1" n!
Assim obtemos que r(0) = 0 para todo i = 0,1, ..., n. [ |

Uma funcao F : U C R* — V C R", onde U,V sao abertos de R™, ¢ um homo-
morfismo se F for continua e admitir inversa F~! : V — U também continua. Neste
caso, U e V sao ditos homeomorfos.

Uma funcao F' : U C R® — V C R” diferenciavel de classe C*°, onde U,V sao
abertos de R”, é um difeomorfismo de classe C* se F' possuir uma funcio inversa F~!
também diferenciavel de classe C.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Schwarz) Seja F': U C R* — R duas vezes diferen-
citavel no ponto q € U. Para quaisquer 1 < 1,7 < n, tem-se

O*F O*F

Em particular, se F': U C R* — R™, o Teorema de Schwarz sera valido para
cada funcao componente de F.

Se U é um aberto de R™ dizemos que uma funcao I’ : U C R" — R™ é diferenciavel
em g € U, se existir uma aplicacao linear, denotada por dF;, : R* — R™ tal que, para
todo vetor w € R™ tem-se

Flg+w) = Fq) + dFy(w) + R(w),
R(w)

onde limo —H = 0. A aplicacao dF}, é denominada diferencial de F' em ¢. A funcao F é
w—> w

dita diferenciavel se I’ é diferenciavel em ¢, para todo ¢ € U.
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Teorema 2.2.3 Se ' : U C R* — R™ € diferencidvel em q € U entao, para todo
w € R™ tem-se que

F(g+tw) — F(q)

dFy(w) = 1151_1;% n
Demonstracao: Supondo que I’ ¢ diferencidvel, entao existe a aplicagao linear
dFy tal que
F(qg+ w) = F(q) + dF,(w) + R(w)
. R(w) .
com lim ———= = 0. Assim, para cada t # 0 temos que
w=0 Jw]

F(q+tw) = F(q) + dF,(tw) + R(tw)

dF,(tw) = F(q + tw) — F(q) — R(tw)
como dFy, é linear, temos

F(q+ tw) — F(q) — R(tw)

dFy(w) =
t
e fazendo t — 0, obtemos

F F
dFy(w) — lim LT =@ g, B)
t—0 t t—0 ||tw||

_ oy Flattw) = Flg)
t—0 t

Sejam U, V abertos de R" e R e F: UCR" — R"e G : V C R™ — R*
fungoes tais que F(U) = V. Se F' é diferenciavel em ¢ € U e G ¢é diferenciavel em F(q)
entdo a composta G o F : U C R* — R & diferenciavel em ¢ e

d(G o) F)q == dGF(q) o} qu

Seja F': U C R® — R™ uma funcao diferenciavel em ¢ € U. Como dF, : R" —
R™ é uma aplicacao linear, a matriz associada a dF;, relativamente as bases canonicas de
R™ e R™, é dada por

B 8F1 8F1 aFl T
6—551((]) 6—552@ " B, (Q)
3F2 @Fg aF’2
(@) () .. (9)
(dF,) = J(F,) = | 00 O Own " | |
oF,.  OF, oF,,
8x1(q) ax2(q) axn(Q)

onde Fi, Fs, ..., F,, sao as func¢oes componentes de F. A matriz acima é denominada
matriz Jacobiana da F' em ¢. Em particular, quando m = n, o determinante da matriz
Jacobiana é dito o Jacobiano de F' em ¢, denotado por det(J(Fy)).
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Teorema 2.2.4 (Teorema da Funcao Inversa) Sejam F : U C R" — R" uma
funcao diferencidvel de classe C* e q¢ € U tal que dF, ¢ injetora. Entao, existe uma
vizinhang¢a U, de q, contida em U, tal que F(U,) é aberto em R™ e a restri¢io de F' a U,
é um difeomorfismo de classe C*, de U, sobre F'(U,).

Teorema 2.2.5 (Teorema da Fungado Implicita) Seja F : U C R"™™ — R"™ uma
funcao diferencidvel de classe C*. Fizados q € U, onde ¢ = (a,b) com a € R™ eb € R™,
e c € R" tal que F(q) = c. Se a matriz Jacobiana de F tem posto n, entdao eziste uma
vizinhanga Uy, de b em R™ e uma unica funcao G : U, C R™ — R", diferencidvel de
classe C™, tal que G(b) = a e F(G(b),b) = ¢, para todo b € U,.

Teorema 2.2.6 (Mudanca de Variaveis para Integrais Duplas) Sejam U,V sub-
conjuntos abertos de R? e h : U — V uma funcio diferencidvel dada por h(u,v) =
(z(u,v),y(u,v)) cujo Jacobiano nunca se anula. Se F : R* — R é uma fun¢do continua
sobre o aberto U entao

/ / Fla, y)dzdy / / Fla(u,v), y(u, v) [det(J ()| dudo.

2.3 Conceitos de Calculo Diferencial e Integral

Denotaremos a derivada ordinaria de uma funcao real f em relagdo uma variavel
real ¢, como sendo
df

)]

Denotaremos por F': R® — R™ uma func¢ao da forma
F(xy, 29, ..., xn) = (Fi(T1, X9, oy ), Fo(x1, oy oy )y ooy (1, X2, o0y ) ),

onde cada funcao F; : R® — R, para ¢ = 1,...,m, é dita funcao coordenada ou funcao
componente de F.

Denotaremos a derivada parcial de F' em relagao a variavel independente x; por

_OF (8F1 OF) 8Fm)

F:z:' - - ) JRRRY

Em particular, se F': R?> — R? & dada por

F(u,v) = (z(u, v),y(u,v), 2(u,v)),
denotaremos a derivada parcial de F' em relacao a u como

_O0F (8x oy 0z

Ro= = (o) = o)
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Denotaremos a derivada de segunda ordem de F' : R? — R3 em relacio a u como

PF
Fuu = = uuws Yuur fuu )
oudu (Tt Yus 2
e em relacio a v como
r PF ( )
uv — = \Luwvs Yuvs 2uv )+
ovou Y

O gradiente de uma funcao F': R® — R é o vetor denotado por

OF OF OF
F= = (Fy, Foy, . Fr).
v (axl ) 8,’]:2 ) ) 8,]:”) ( X1 X ) xn)

O Laplaciano de uma funcao F' : R® — R é o operador diferenciavel de segunda
ordem definido como AF = (V,VF), ou seja,

O*F

AF = —
— Ox}

Se o Laplaciano de uma funcao F' : R® — R for identicamente nulo, entao as
funcoes componentes de F' sao ditas harmonicas.

Dizemos que uma curva parametrizada ¢ uma aplicacao continua « : I — R",

com [ C R, dada por
a(t) = (x1(t), xo(t), ..., zp(t)).

Dizemos que o vetor tangente ou vetor velocidade da curva «, dado por o/(t) =

(2 (t), 24(t), ..., 21, (t)), quando ndo nulo, aponta para a diregdo tangente & curva.

E chamada de uma curva parametrizada regular quando seu vetor velocidade nunca
se anula e é de classe C'™°.

O comprimento de uma curva « : [a,b] — R"™ é dado por

/ &/ (t)]|dt.

A fungao comprimento de arco da curva « : [a,b] — R™ é dado por

= [ 1ol

Note que uma curva estd parametrizada pelo comprimento de arco, quando seu
parametro for o comprimento de arco s.

Proposicao 2.3.1 Uma curva estd parametrizada pelo comprimento de arco, se e so-
mente se todos os seus vetores tangentes sao unitdrios.

A curvatura de uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco « :
I — R™ é o niimero real
o "
k(s) = lla"(s)]].
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Geometricamente, a curvatura de uma curva regular mede a taxa de variacao das dire¢oes
dos vetores velocidades e intuitivamente, esta taxa indica o quanto a curva se afasta so
seu vetor tangente numa vizinhanca de um ponto.

O vetor normal principal & uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco a : [ — R™ ¢é dado por
O{”(S>

n(s) = .
(s) 7o)
O vetor binormal & uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco é
dado por v : I — R™ é

b(s) = '(s) An(s).

A tor¢ao de uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco o : [ —
R™ é o nimero real 7(s) dado por

7(s) = —(t'(s), n(s))-

Geometricamente, a torgao de uma curva regular mede a taxa de variacao da direcao do
vetor binormal & curva e intuitivamente, esta taxa indica o quanto a curva se afasta do
plano gerado por o/(s) e n(s), chamado de plano osculador.

Teorema 2.3.2 Seja o : [ — R3 uma curva reqular de curvatura e torcio nao-nulas.

k(s)

Entao, a € uma hélice se e somente se —= € constante.

7(s)
2.4 Conceitos de Variaveis Complexas

Um nimero complexo z é um par ordenado de niimeros reais denotado por z =
(,y) = x + iy onde i = y/—1. Denotamos o conjuntos de todos os niimeros complexos,
ou plano complexo por
C={z+iy/z,y € R}.

Dado o niimero complexo z = x + iy, denominamos o nimero real x como a parte
real de z e o niimero real y como a parte imaginaria de z e escrevemos

x = Re(z), y=Im(z).

Dizemos que o modulo ou valor absoluto de um niimero complexo z = = + iy é
dado por

2] = Va2 4+ y2 = \/Re(2)2 + Im(2)2.
Um niimero complexo dado por z = x + iy pode ser reescrito na forma polar como
z = r(cos @ + isend),
onde r = |z| & dito raio polar e 6 é tal que
tgl = Y
x

é dito argumento polar de z.
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Na forma polar temos que

Re(z) Im(z)
2] ro |4

T
cosfh = — =
,

Dado o niimero complexo z = x + iy, dizemos que o conjugado de z é o niimero
complexo zZ = x — iy.

Dizemos que D(zp,a) é um disco aberto de raio a € R e centro z, € C se
D(zp,a) ={z € C/|z — 2| < a}.

Dizemos que D(z,a) ¢ um disco fechado de raio a € R e centro zy € C se

D(zp,a) ={z € C/|z — 2| < a}
Em particular, a fronteira de um disco D seré denotado por 0D, e é dada por
0D(zp,a) = {z € C/|z — 2| = a}.

Dizemos que f : C — C é uma fun¢ao complexa da variavel complexa z se associar
para cada valor de z, um tnico nimero complexo w. Chamamos w de imagem de z por f
e denotamos

w = f(2).
Podemos dizer também que a fungao f : C — C associa cada par (z,y) € R? ao
tnico par w = (u(z,y),v(z,y)) = w(z,y) +iv(z,y) = f(z,y) € R%

Dizemos que uma funcao complexa f: A C C — C, onde A é um aberto de C, é
continua em zy € A se

lim f(2) = £(20).

Z—Z20

Além disso, f é dita continua em A se f for continua em zy, para todo zy € A.

Denotaremos a derivada de uma funcao complexa f em relagao a variavel complexa
Z como
df
dz
Neste caso, dizemos que f é derivavel em z.

f'(2).

Se uma funcdo complexa f : A € C — C dada por f(z) = u(z,y) + iv(z,y)
admitir derivada no ponto 2y = xy + iy entao as seguintes igualdades sao validas

ou ov ov ou
%(3607:90) = 8_y<x0’y0) € %(3507190) = —a—y(ﬂfo,yo)-

Em particular, tais equacgoes sao denominadas de equacdes ou condi¢oes de Cauchy-
Riemann.

Uma fungao f: A C C — C, onde A é um aberto de C, é analitica ou holomorfa
se a derivada f'(z) existir em todos os pontos z € A.
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Uma condicao necessaria para que a funcao complexa f: A C C — C, onde A é
um aberto de C, dada por w = f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) = u(z,y) + iv(x,y), seja holo-
morfa em A é que as fungoes u(z,y) e v(z, y) satisfagam as condigoes de Cauchy-Riemann.

Quando as fungoes u(z,y) e v(z,y) de uma fungdo complexa f(z) = u(z,y) +
iv(z,y) satisfizerem as condigoes de Cauchy-Riemann, entdo o Laplaciano da fungido com-
plexa f(z) = u(x,y) + iv(x, y) serd identicamente nulo, ou seja,

Pu v

A - — _— =
/ 8x2+6y2 0

Se f(x,y) = (u(z,y),v(x,y)) satisfaz as equagdes de Cauchy-Riemann em A C C,
as fungoes u(z,y) e v(x,y) comumente sdo chamadas de fung¢oes harmonicas conjugadas.

Se f(z) é holomorfa em um aberto A do plano C, sua derivada é dada por f'(z).
Se f'(z) também for holomorfa no mesmo aberto, denotaremos sua derivada por

82
fe) =91
0z
Denotaremos a derivada de ordem n, ou n-ésima derivada de f(z), caso existir,
como
o =2
oz’

O ponto zp € A C C é dito singular ou uma singularidade da fung¢ao complexa
f:ACC— Cse f nao for holomorfa em zj.

O ponto zy € A C C é dito um polo de ordem n € N da funcao complexa [ : A C
C— Cse

lim (2 — 29)" f(2) # 0.

Z—rZ20

O ponto zy € A C C é dito um zero de ordem n € N da fungao complexa g : A C
C — Cse existir f: A C C — C tal que

9(2) = (2 = 2)"f(2), com [f(z) # 0.

Uma funcao complexa f: A C C — C, onde A é um aberto de C, é meromorfa
em A se ela for holomorfa em A exceto em um ntimero finito de polos da funcao complexa f.

Um conjunto aberto A é conexo se quaisquer dois de seus pontos podem ser ligados
por um caminho constituido de segmentos de reta inteiramente contido em A.

Um conjunto aberto A é simplesmente conexo se qualquer curva simples e fechada
contida em A pode ser reduzida continuamente a um ponto de A.

Dizemos que um conjunto aberto A é multiplamente conexo se nao for simples-
mente conexo.

A integral de uma fungao complexa f : A C C — C tal que f(2) = u(z,y) +
iv(z,y), de um ponto o € A a um ponto 5 € A, em termos de integrais curvilineas reais
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é dada por

/aﬁ f(z)dz = /f(udx — vdy) +i/ (udy + vdz).
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Capitulo 3

Topicos da Teoria Local de Superficies

Neste capitulo serao desenvolvidos conceitos da Geometria Diferencial que abordam
os aspectos da teoria local de superficies, dando énfase para a definicao de superficie
parametrizada regular e suas propriedades, para que se tenha os subsidios necessarios
para, mais adiante, abordar o estudo de Superficies Minimas.

3.1 Superficie Parametrizada Regular

Nosso objetivo inicial é definir uma superficie como um subconjunto de R? que seja
bidimensional, suave, e que admita, em cada um de seus pontos, um tinico plano tangente.

Faremos isso com o auxilio de um aplicacao X que satisfaz certas condicoes, de
tal forma que o seu conjunto imagem possa ser visto como uma superficie, que sera dita
Superficie Parametrizada Regular.

Definicao 3.1.1 Seja U um subconjunto aberto de R%. Uma superficie parametrizada
reqular € uma aplicacio X : U C R? — R3, que satisfaz as condigoes:

i) X € de classe C>;
i) em cada ponto (ug,vo) = q € U, a diferencial de X em q, dX, : R*> — R? ¢ injetiva.

As variaveis independentes u, v sao ditas parametros da superficie e o conjunto
imagem da aplicacao X, dado por

S={PecR¥P=X(uy,vy) para algum q = (ug,vy) € U},

¢ denominado traco de X e pode ser visto como uma superficie tradicional do calculo
diferencial e integral.
Os vetores

0 0 0
Xala) = Xl ) = G o), 52 0, 5 )

0 0 0
Xala) = Xl ) = 5 o), 5 0, 5 o))

sao ditos vetores tangentes as curvas coordenadas X (u,vy) e X (ug,v), respectivamente,
exemplificados na figura 3.1.

30



Figura 3.1: Vetores Tangentes as Curvas Coordenadas

Fonte: Producao do préprio autor

A condicao ¢) da definicao 3.1.1 exprime que se X (u, v) = (z(u, v), y(u, v), z(u, v))
é de classe C'*™ entao as funcoes z, y e z tem derivadas parciais de todas as ordens
continuas. Enquanto que a condicdo ii) garante a existéncia de plano tangente para todo
q € U, na superficie, conforme veremos adiante.

A segunda condicao da definicao de superficie parametrizada regular, pode ser
substituida por afirmacoes equivalentes, enunciadas na proposicao 3.1.2. Para podermos
enuncia-las e prova-las note que, de acordo com o resultado do Capitulo 2, dX, é uma
aplicacdo linear, cuja matriz em relacdo as bases canonicas de R? e R? depende apenas
das derivadas parciais das fungoes coordenadas de X, avaliadas em ¢ = (ug, vo) e é dada
por

) g
[dX,] = J(X,) = %(q) %(q) :
0 L

e essa matriz é chamada matriz Jacobiana de X.

Proposicao 3.1.2 Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada reqular, entdo
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1— dX, € injetora.

2 — a matriz Jacobiana de X tem posto 2.

3 — os vetores X, (q) e X,(q) sao LI’s.

4 — o produto vetorial entre X,(q) e X,(q) € nao nulo.

Demonstracao:

1 = 2: Suponhamos que dX, € injetora.

Da dlgebra linear temos que dim(Nuc(dX,)) = 0 e entao pelo teorema do Nicleo
e da Imagem tem-se que

2 = dim(R?) = dim(Im(dX,)) + dim(Nuc(dX,)) = dim(Im(dX,)) = posto(dX,),
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logo a matriz Jacobiana dX, tem posto 2.
2 = 3 : Suponhamos que a matriz Jacobiana tenha posto 2. Tomando uma combi-
nagao linear nula entre X,(q) e X,(q) obtemos

aX.(q) + bX,(q) =0

15to €,

a <%(Q), %(Q), %(@) +0 (%(Q), %(Q), %(@) =0,

u

que gera o sistema linear
ax,(q) + bx,(q) =0
ayu(q) + bys(q) =0,
azu(q) +b2,(q) =0

que em termos matriciais € dado por

Yu(q)  Yu(q)

zu(q) u(q) [a}

ou simplesmente

o O O

o]

Como a matriz [dX,] em posto 2, por hipdtese, o sistema homogéneo acima admite uma
unica solucao, dada por a =0 e b=0. Portanto X,(q) e X,(q) sao linearmente indepen-
dentes.

3 = 4 : Suponhamos, por absurdo, que X,(q) N X,(q) = 0. Assim, se 0 € o dangulo
formado entre X,(q) e X,(q), temos que

0 =0l = [[Xu(g) A Xo(@)l] = [lul[[|v]|send

Portanto senf = 0 ou || X,|| =0 ou || X,|| = 0.

Se senf) = 0 temos 0 = 0 ou 0 = 7 e nesse caso X, e X, teriam mesma direcao,
com no mdximo sentidos contrarios, ou seja, X, e X, sao linearmente dependentes.

Se | Xu]| =0 ou || X,|| =0, teriamos X,, =0 ou X, =0, e assim, X, e X, seriam
linearmente dependentes nas duas suposigoes.

Obtemos entao, em todos os casos, uma contradi¢cdo. Logo X,(q) N X,(q) # 0

4 = 1: Suponhamos que

Xu(Q) A XU(Q) = Ty Yu Ru
"/L‘U yU Z’U

= (yuzv — ZulYvy Ruly — Tylyy Tyly — yuxv)a
seja nao nulo. Logo temos trés opgoes:
Yuzo — 2ulo 7 0 0U 2,1 — Ty2y # 0 0u Tylyy — Ty # 0.

Para provar que dX, € injetora, devemos mostrar que dim(Nuc(dX,)) = 0, ou seja,
nulidade(dX,) = 0. Entdo, vamos obter o posto da matriz Jacobiana de X escalonando-a.
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Como

Ty Ty
[qu] = \Yu Yo |,
Zu Z’U
obtemos
Ty, Ty

[qu] ~ 10 Yy — TuYy
0 2uTy — 2oy

No caso em que z,x, — 1,2, # 0 temos necessariamente x,, # 0 e x, # 0, logo

Tu Ty Tu Lo
[qu] ~ 10 YuLly — TulYo | ™~ 0
0  zuTy — ZuTy 0 1

e assim dX, tem posto dois.
No caso em que x,y, — Ty, # 0 temos obrigatoriamente x,, # 0 e x, # 0, logo

Ty Ty
[dx,)~ |0 1
0 0

e dX, também tem posto 2.

No caso em que y,z, — 2uYy 7# 0, temos y, # 0 e y, # 0, escalonando novamente,
obtemos

:L‘u ‘/EU yu y'U yu yU yu y’U
[dX(I] = | Yu Yo | ~ | Ty Ty| 0 YTy — TolYu | ™~ 0 Yvlu — ZolYu | >
2y 2o Zy 2o 0 2y — 20y 0 1

e mais uma vez dX, tem posto dois.
Assim, em todos os casos dX, tem posto dois, onde temos que

nullidade(dX,) = 2 — posto(dX,) =2 —2 =0,
entdo dim(Nuc(dX,)) =0, logo dX, € injetora.
Portanto todas as afirmacoes sao equivalentes. [ ]

Para melhor entendermos a definicao de superficie parametrizada regular, vamos
listar alguns exemplos.

Exemplo 3.1.3 Considere a aplicacio X : U C R? — R? dada por
X (u,v) = (psenv cos u, psenvsenu, pcosv), p>0ueR e 0<v <.

Claramente X € de classe C°, pois suas funcgoes coordenadas sao compostas apenas por
senos e cossenos, que sao infinitamente diferencidveis. E os vetores

X, = (—psenvsenu, psenv cos u, 0)

X, = (pcosv cosu, pcosvsenu, —psenv),
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sao LI, pois

1 Xu(q) A X ()|l = |l(p*senv cosu, p*sen®vsenu, p*senv cosv)||
V/ prsentv cos? u + prsentusenu + p? cos? vsen2u
VPt (sen*v + sen?v — sentv) = p’senv.

Como p > 0 e0 < v < 7w entao, psenv # 0. Portanto, X € uma superficie
parametrizada reqular e seu traco € obtido elevando-se as funcoes coordenadas ao quadrado
e somando-as, obtendo assim S = {(z,y,2) € R3/x* + y* + 2% = p?}.

Note que X descreve parametricamente uma esfera centrada na origem, vista na
figura 3.2, com raio p, com excecao de dois pontos, que sao os polos norte e sul, devido
ao limitante de v ter sido definido em um aberto.

Figura 3.2: Esfera
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Fonte: Producao do préprio autor

Exemplo 3.1.4 Considere a aplicagio X (u,v) = (u,v,u® —v?), com (u,v) € R

E evidente que suas funcoes coordenadas sio infinitamente diferencidveis, satisfa-
zendo assim a primeira condicao da definicao 3.1.1.

Para verificar a sequnda condi¢ao, fazemos || X, (q) A X,(q)||, onde X, = (1,0, 2u)
e X, = (0,1,2v). Entao

1Xu(g) A Xo(g) |l = [I(1,0,2u) A (0, 1, 20) || = [[(=2u, 20, 1)[| = V4u? + 40> + 1 # 0

para todo q = (u,v). Assim X satisfaz a sequnda condicdo e entdo X € uma superficie
parametrizada reqular.

Seu trago é o conjunto S = {(x,y,z) € R*/z = 2* — y*}, chamado de paraboloide
hiperbdlico, exibido na figura 3.3.

4u
Exemplo 3.1.5 Seja a aplicagao X (u,v) = | u,5 — 3 20,v |, (u,v) € R%
A primeira condicao da defini¢cao de superficie parametrizada reqular € satisfeita,
u
pois suas fungoes coordenadas dadas por x(u,v) = u, y(u,v) =5— — —2v e z(u,v) = v,

3
pertencem a C°.
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Figura 3.3: Paraboloide Hiperbolico
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Fonte: Producao do préprio autor

Jd a sequnda condi¢ao é satisfeita checando que a matriz da aplicagao linear dX,
tem posto 2. De fato, temos que

0 0r
ou v L0 10
Oy Oy 4

JX) =5, 70l =1"3 2|~V 1.
0z 0z 0 1 00
ou Ov

que realmente tem posto 2, logo X € uma superficie parametrizada reqular.
Seu trago representa um plano dado por S = {(z,y,z) € R3/4x + 3y + 62 = 15}.

Os exemplos 3.1.4 e 3.1.5 sao casos especiais de uma familia de superficies pa-
rametrizadas, onde seus tragos sao graficos de funcoes diferencidveis, resultado que estéi
explicitado na proxima proposicao.

Proposicao 3.1.6 Se U C R? € um aberto e f : U — R € uma funcdo real infinitamente
diferencidvel, entao a aplicacio X (u,v) = (u,v, f(u,v)) € uma superficie parametrizada
reqular, que descreve o grifico da funcao f.

Demonstragao: Como u, v e f(u,v) sao fungées infinitamente diferencidveis e
correspondem as funcoes coordenadas de X, temos portanto que X € de classe C.

E a matriz da aplicacao linear é

1 0
0 1
X, = ,
of of
Ju Ov
que obviamente tem posto 2 para todo q = (u,v) € U. [
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Exemplo 3.1.7 A aplicacio dada por X (u,v) = (u,v,a + b*u® + *v?) com (u,v) € R? e
a,b,c > 0, representa uma superficie parametrizada reqular pois f(u,v) = a + b*u? + c*v?
€ uma funcao diferencidvel.

Note agora que o grdfico de f € o traco da aplicacao X, que €

S ={(z,y,2) e R?/z =b°2" + Py’ + a},

e que descrevem o paraboloide eliptico com vértice em (0,0, a), de acordo com a figura 3.4.

Figura 3.4: Paraboloide Eliptico
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Fonte: Producao do préprio autor

Outro grupo importante de superficie parametrizada regular sao as superficies de
revolucao, obtidas fazendo a rotacao de uma curva regular plana, dita geratriz, em torno
de um eixo coordenado, de acordo com a proposicao seguinte.

Proposigao 3.1.8 Seja a(u) = (f(u),0,g9(u)), com uw € I C R, uma curva reqular situ-
ada no plano xz, tal que f(u) é sempre diferente de zero para qualquer w € I. Entdo a
aplicagao X(u,v)=(f(u) cosv, f(u) senv,g(u)), com v € R, é uma superficie parametri-
zada reqular.

Demonstracao: Temos que cada componente de (f(u) cosv, f(u) senv, g(u)) é
infinitamente diferencidvel, logo X também é de classe C*°.

E os vetores, X,(q) = (f'(u) cosv, f'(u)senv, ¢'(u)) e X,(q) = (—f(u)senv, f(u)cosv,0)
sao LI. Com efeito,

1Xu(@) A Xo(@I? = [I(=g' () f (u) cosv, —g(u) f (u)sen(v), f'(u) f (u))||*
= (lg@Pf )P + [F@PF @) = [f )]y ()] + [ (w)]?).
(

Como f(u) nao se anula em nenhum ponto de I, e como a(u) € uma curva regular,
temos que [¢'(w)]* + [f'(w)]* = ||o/(u)]]? # 0. Conclui-se assim que X € uma superficie
parametrizada reqular. [ ]

<

—~

Observacgao 3.1.9 A hipdtese de que f(u) # 0 significa que a curva a ser revolucio-
nada nao intercepta o eizo Oz, fazendo com que a superficie de revolu¢ao nao tenha
auto-intersecoes. Resultados andlogos a Proposicao 3.1.8 podem ser obtidos para curvas
contidas nos planos xy e yz, desde que tais curvas nao interceptem um dos eixos, que se
tornard o eixo de revolucao.
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Observagao 3.1.10 Observe que o traco de uma superficie parametrizada reqular X (u, v)
pode admitir auto-intersegoes. Ou seja, X (u,v) pode nao ser injetiva, pois poderao existir
dois pontos distintos, (ug,vo) # (u1,v1) pertencentes ao dominio U, tal que a imagem
desses pontos sejam iguais, X (ug, vo) = X (u1,v1). Se X (u,v) for uma superficie de revo-
lugao por exemplo, com v € R, teriamos que X (u,0) = X (u,27) = ... = X(u,2n7) para
todo n € N. Para evitar que isso ocorra, tomaremos somente v € (0,27) para efeito de
cilculos.

Figura 3.5: Catenoide

Fonte: Producao do préprio autor

Exemplo 3.1.11 Considere a curva denominada catendria dada por a(u) = (0, p coshu, pu),
ondeu € R e p> 0. A aplicagio X (u,v) = (f(u)cosv, f(u)senv, g(u)) com (u,v) € R?
descreve uma superficie de revolugao. Tomando agora f(u) = pcoshu e g(u) = pu,
obtém-se a revolug¢io da catendria em torno do eizo Oz, pois f(u) = pcoshu é sempre
diferente de zero para qualquer u € R. A superficie resultante é chamada de Catenoide e
estd exibida na figura 3.5.

Logo X (u,v) = (pcoshucosv, pcoshusenv, pu) é uma superficie parametrizada
reqular.

Exemplo 3.1.12 Seja a(u) = (psenu,0,c + pcosu), onde u € (0,27) e 0 < p < ¢, a
curva que descreve a circunferéncia contida no plano xz, com centro em (0,0, c) e raio p.
Fazendo a rotacao de oo em torno do eizo Ox, pela proposicao 3.1.8, obtemos a superficie
de revolucao,

X (u,v) = (psenu, (¢ + pcosu) cos v, (¢ 4 pcosu)senv)

denominada Toro, mostrada na figura 3.6.
Exemplo 3.1.13 A aplica¢iao a(u) = (psecu, ptgu,0), u € (0,7) e p > 0, € uma curva

reqular, cuja imagem descreve a metade de cada um dos ramos de uma hipérbole situada
no plano xy, dada por

k={(z,y) € R?/p* =2” —y*}.
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Figura 3.6: Toro

Fonte: Producao do préprio autor

Fazendo X (u,v) = (psecu, ptgu cosv, ptgusenv) com v € (0,2m), definimos uma
superficie parametrizada regular de revolugao em torno do eizo Ox, pois f(u) = ptgu # 0,
para todo u € (0, 7).

Tal superficie € denominada de hiperboloide de duas folhas, e seu trago, dado por
S ={(z,y,2) € R?/a® = 2? — y? — 2%}, estd ilustrado na figura 3.7.

Figura 3.7: Hiperboloide de Duas Folhas

il
I

y

?;;7/;[

Fonte: Producao do préprio autor

Observacao 3.1.14 Observe na figura 3.7 que a superficie de revolugao obtida € composta
de duas porgoes disjuntas (cada por¢ao € dita folha do hiperboloide). Perceba que dois
pontos situados em folhas distintas nao podem ser unidos por qualquer curva inteiramente
contida no hiperboloide. Por isso, dizemos que este é um exemplo de superficie nao coneza
(ou desconexa). Nos exemplos 3.1.3, 3.1.5, 3.1.4, 3.1.7, 3.1.11 e 3.1.12 temos superficies

conexas, pois sempre podemos unir dois pontos quaisSquer por uma curva inteiramente
contida na superficie.
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Outra familia de superficie parametrizada regular é formada pelas superficies de
nivel de um funcao diferenciavel. A seguinte proposicao ilustra essa afirmacao.

Proposicao 3.1.15 Seja F : R® — R uma aplicacao diferencidvel. Consideremos o
conjunto de pontos S = {(x,y,2) € R®/F(x,y,2) = ¢}, onde c € R. Se py = (w0, Yo, 20) €
S € tal que [Fy(po)]* + [F,(po)]* + [F.(po)]* # 0, entio o conjunto dos pontos (x,y,z) € S
suficientemente proximos de py € o traco de uma superficie parametrizada regqular.

Demonstragado: A hipdtese [Fy(po)]* + [EFy(po))® + [Fx(po)]> # 0 garante que
as derivadas F,(po), Fy(po) e Fy(po) sao se anulam simultaneamente. Suponhamos que
F.(po) # 0. Seque-se do Teorema da Funcgao Implicita (teorema 2.2.5) que existe um
aberto U C R? que contém (yo, 20) e uma aplicacio diferencidvel G : U — R, tal que
G (Yo, 20) = xo €, para todo (y,z) € U, tem-se F(G(y, z),y,2) = c.

Da proposi¢cao 3.1.6, podemos concluir que a aplicacao

X(y,2) =(G(y,2),y,2),(y,2) € U

€ uma superficie parametrizada reqular, cujo trago € o grdfico de G, que passa pelo ponto
(G(Y0, 20), Yo, 20) = (o, Yo, 20) = Do, ou seja € formado pelos pontos de S suficientemente
prozimos de py. Analogamente provam-se os casos em que F,(po) # 0 ou F,(po) #0. m

Exemplo 3.1.16 Considere o conjunto dado por

.:UQ y2 22
S:{(ﬂfayaz)ERB/ngﬁﬂLg:l}-

Note que S pode ser visto como a superficie de nivel 1 da fungao

ZL‘2 2 22

que

2z 2y 2z 2
Fx(po) = 73 = 07 Fy(po) - b_Z =0 e Fz(pO) = 5 = Z
p

=Ppo P=po

Elevando-as ao quadrado e somando-as obtemos

Fepo)l + [Fy o)) + [Fo(po)l? = 55 # 0.

Portanto, pela proposicao 3.1.15 obtemos que os pontos de S suficientemente pro-
zimos de po = (0,0, ¢) formam o trago de uma superficie parametrizada regular.

O conjunto S do exemplo 3.1.16 esta representado geometricamente na figura 3.8
e ¢ denominado de elipsoide. Embora o resultado da proposicao 3.1.15 seja vélido apenas
para pontos de S suficientemente proximos de py, pode-se verificar, com o auxilio de
conceitos globais (conforme [1] e [3]) que S, como um todo, é uma superficie, devido ao
fato de que as derivadas parciais de F(z,y, z) se anularem simultaneamente apenas no
ponto (0,0,0), que nao pertence a F~1(1).

Na observacao 3.1.10 vimos que o traco de uma superficie parametrizada regular
X pode, a principio, admitir auto-intersecoes e fazendo um ajuste no dominio obtemos o
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Figura 3.8: Elipsoide
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Fonte: Producao do préprio autor

traco de uma superficie sem auto-intersecoes. No entanto, o que é feito, a rigor, é uma
consequéncia da proxima proposicao, que afirma sempre existir subconjunto V. C U tal

que X restrita a V é injetora.

Proposicao 3.1.17 Seja X : U C R? — R3 wma superficie parametrizada reqular. Para

todo q = (ug,vg) € U existe um aberto V.C U tal que ¢ € V e X restrita a V € injetora.
Demonstracao: Como X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) € uma superficie para-

metrizada reqular, entao a matriz Jacobiana de X em q tem posto 2. Suponhamos assim,

Yu Yo
([ ) 2
Consideremos a fun¢io F : U — R? que, para cada (u,v) € U, associa F(u,v) =
(y(u,v), z(u,v)). Seque do Teorema da Fung¢do Inversa (teorema 2.2.4) que existe um

aberto V com q € V C U tal que I restrita a 'V € inversivel, e em particular, injetora.
Logo, como X (u,v) = (x(u,v), F(u,v)), podemos concluir que X restrita a V é
[ |

sem perda de generalidade, que

também injetiva.
Exemplo 3.1.18 Considere as superficies de revolugao descritas pela proposi¢ao 3.1.8

por
X(u,v) = (f(u)cosv, f(u)senv, g(u)).

Se fosse tomado o aberto U como sendo U = R x R, a aplicacao X nao seria
injetora, fato ja dito na observac¢ao 3.1.10. Mas X passa a ser injetora quando restrita a
um dominio V. =R x I, onde I € um intervalo aberto de R de comprimento menor que

2.
Na definicio de superficie parametrizada regular X : U C R? exigimos que a matriz
Jacobiana de X tenha sempre posto 2, para todos os pontos de U. Se X : U ¢ R? — R?

for uma aplicagao diferenciavel tal que, para ¢ = (ug, vp) € U a matriz dX, ndo tiver posto
2, entao ¢ é dito um ponto singular de X. Pontos singulares podem surgir pela escolha

da parametrizacao ou pela natureza da propria superficie.
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No primeiro caso esta a esfera do exemplo 3.1.3, na qual foram excluidos os dois
polos, pois para a parametrizacao

X (u,v) = (psenv cos u, psenvsenu, p cosv),

tomamos u € R e v € (0,7) ja que ¢ = (u,0) e g2 = (u, ) sdo pontos singulares de X.
Porém, geometricamente nao existe diferencga entre o polo norte (0,0,p) = X(q1), o polo
sul (0,0, —p) = X(g2) e qualquer outro ponto da esfera.

J4 o traco da aplicacao X : U C R? — R3 dada por

X(u,v) = (u,v,v/p* — u? — v?),

com U = {(u,v) € R?/u? +v? < p*}, contém o polo norte, mas deixa de fora todo o
hemisfério sul da esfera.

Com isso, vemos que é necesséario escolher convenientemente as aplicacoes X para
descrever uma determinada superficie. Ainda mais, no caso de superficies como a esfera
ou elipsoide, devemos considera-las como a uniao de tragos de superficies parametrizadas
regulares.

Esta abordagem para o estudo de superficies € mais avancada e é vista, em geral, em
cursos de pos-graduacao, principalmente quando sao estudadas propriedades geométricas
globais das superficies. Tal abordagem pode ser encontrada em [1] e [3].

Todavia, para o estudo das propriedades locais, para os quais basicamente nos
propomos, é suficiente considerar as superficies parametrizadas regulares, de acordo com
[15].

3.2 Mudanca de Parametros

Dada uma superficie parametrizada regular X pode-se obter varias outras repre-
sentacoes paramétricas, de tal forma que seus tragos coincidam.

Figura 3.9: Paraboloide Circular
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Fonte: Producao do préprio autor
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Exemplo 3.2.1 O traco de X(u,v) = (u + v,u — v,2u? + 2v?), (u,v) € R?, € obtido

fazendo:
r=u-+v {2u:x+y
Yy=u—7v =
2z = 2u? + 20 v=r—y
e entao
2 92 2 2_2 2
Zzg(w)w(%):ﬁﬂf

Assim, S = {(z,y,2) € R3/z = 2 + y*}.
E o trago de Y (w,t) = (w,t,w* +t*) com (u,v) € R?, claramente é também

S={(z,y,2) eR’/z=2" +y*},

pois basta tomarmos x = w, y =t e z = w? +t2. Portanto as aplicacoes X eY possuem o
mesmo traco, que € um paraboloide circular com vértice na origem, conforme figura 3.9.

Uma forma simples de obter varias superficies parametrizadas que possuem o
mesmo traco que uma determinada superficie é descrita pela proxima proposicao.

Proposicao 3.2.2 Seja X : U C R?2 — R? uma superficie parametrizada reqular. Se
h:V CR? — U ¢ uma aplicacio diferencidvel cujo determinante da matriz Jacobiana
nao se anula e com h(V) = U, entao Y=X o h € uma superficie parametrizada regular,
que possui o mesmo traco de X.

Demonstracao: A aplicacao Y = X o h € diferencidvel pois € definida por uma
composicao de funcoes diferencidveis.

Sejam X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) e h(w,t) = (u(w,t),v(w,t)). Vamos
mostrar que Y (w,t) = Xoh(w,t) = (x(u(w,t),v(w,t)),y(u(w,t),v(w,t)), z(u(w,t), v(w,t)))
deve satisfazer Y,,(q) AYi(q) # 0. De fato, temos que

o (fou dwow oyou oyow :ou 0z ow
Y \Quow v ow dudw  Ovow dudw v ow

y _ (0zdu 0rdv dyou  dydv 9z0u  9z0v
T o \ouot ovot’ouot  Ovot duot  ovot)

Logo, podemos reescrever ambas as igualdades como uma combinacgao linear de X, e X,,

obtendo

ou ov ou ov
— + X, — Y,=X,—+ X,—.
ow T ¢ = Aug A,

Y, = X,
ow
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Portanto

Y, NY, = <X au/\Xau>+<X 8“/\)(8)

B ot ow " ot
+ (X gv A X, gz) (X gv AX, gt)
— (X, AX,) <§“ aa“) + (X, A X,) (g?” ?;;)
X (Ge% - o)

Ooudv  Ov du
= (XuNXy) <8—w§ - %E) #0

pois Xy N X, # 0 jd que X € uma superficie parametrizada regular por hipdtese e

Ooudv  0Ov du
—— — —— | € o determinante da matriz Jacobiana de h que também nao se anula
ow ot  Ow Ot
por hipdtese.
Assim Y (w,t) = X o h(w,t) é superficie parametrizada regular. [ |

A funcao Y definida na proposicao anterior é chamada de reparametrizacao de X
pela mudanca de parametros h.

Exemplo 3.2.3 O paraboloide circular visto no exemplo 3.2.1, descrito por
Y(w,t) = (w,t,w? +t*) com (w,t) € R?
€ uma reparametrizacao de
X(u,v) = (u+v,u—v,2u® + 20?), com (u,v) € R?

t —1
pela mudanga de parametros h(w,t) = (%, wT) . De fato, temos que

det(J(h)) = det :—%#0

N N

2 2
t —t t— t t —t
Nohw,t) = (LHEwotwrizwdl, (Wi, (vt
2 2 2 2

w? + 2wt + t2 w? — 2wt + t2
— w,t,2 T +2 T

2 t2 2 t2
= ( ,t,w + ;w i ):(w,t,w2+t2):Y(w,t).

Exemplo 3.2.4 Considere a superficie parametrizada reqular dada por
2

X(u,v):( 1—u—>, a>0, ué€(—a,a) e vekR.

a?
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Tomando a mudanga de pardametros h(w,t) = (acosw,t), coma >0, t€ Re w €
(0,7) e compondo-a com X, obtemos,

Y(w,t) = X oh(w,t) = (acosw, t,sinw),a >0, teR e we(0,r),

que € uma reparametrizagao de X (u,v) por h(w,t). De fato, claramente h é diferencidvel
e o determinante da sua matriz Jacobiana, dada por,

s =]~ b

nunca se anula, pois det(J(h)) = —asenw # 0 para w € (0, 7).
Note que o traco de X descreve um semi cilindro eliptico dado por,

2
S={(z,y,2) eR?/z = 1——7,

a

exibido na 3.10, que € o mesmo traco de Y, de acordo com a proposi¢ao 3.2.2.

Figura 3.10: Semi Cilindro Eliptico
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Fonte: Producao do préprio autor

O proximo resultado diz que, uma vizinhanca de um ponto de uma superficie
parametrizada regular pode ser vista como o grafico de uma funcao diferenciavel.

Proposicao 3.2.5 Seja X : U C R? — R3? uma superficie parametrizada reqular. Para
cada (ug.vg) = q € U existem um aberto W com ¢ €e W C U e uma h: V— W tal que o
traco de Y = X oh € o grifico de uma funcao diferencidvel.

Demonstracao: Considere X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) uma superficie
parametrizada reqular. Como a matriz Jacobiana de X tem posto dois, entao podemos
supor, sem perda de generalidade, que

00 0s
ou Ov
ou Ov



Definindo uma fun¢io F : U C R? — R? por F(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), do teorema
da funcao inversa existe um aberto W com q € W C U, tal que F restrita a W admite
inversa diferencidvel. Seja V.= F(W), denotamos por h : V. — W a fun¢ao inversa de
F, ou seja, h = F~1. Assim, se (w,t) € V entdo

Y(w,t) = (zoh(w,t),yoh(w,t),zoh(w,t))
= (Foh(w,t),zoh(w,t)).

Logo, Y(w,t) = (w,t,z o h(w,t)), ou seja, o trago de Y descreve o grdfico da fun¢ao
diferencidvel z o h(w,t).
De forma andloga, tomando os outros determinantes nao nulos, pode-se mostrar

que
Y(w,t) = (w,y o h(w,t),t)
e
Y(w,t) = (x o h(w,t),w,t),
descrevem os grificos das funcoes diferencidveis y o h e x o h respectivamente. [ ]

A proposicao 3.2.5 também pode ser utilizada para provar que uma determinada
representagao, nao é uma superficie parametrizada regular, conforme veremos no exemplo
abaixo.

Exemplo 3.2.6 Seja X (u,v) = (u, —Vu? +v2,v), (u,v) € R?, uma representacio do
cone. Note que X (0,0) = (0,0,0) descreve o vértice desse cone.

Caso X seja uma superficie parametrizada reqular, pela proposi¢ao 3.2.5 existe um
aberto W, com (0,0) € W e uma mudanca de parametros h, dada por

h(w,t) = (u(w,t),v(w,t))

tal que

Y (w,t) = X o h(w,t) = X (u(w,t),v(w,t) = (u(w,t), —/[u(w, t)]? + [v(w, )], v(w,t))
€ o grdfico de uma funcao diferencidvel, que seria dada por

yoh(w,t) = —/[ulw, O + [v(w, )]

ou simplesmente

y(u,v) = —vu? 4+ v

Porém esta fun¢ao nao € diferencidvel em (0,0), pois calculando a derivada parcial
de y em relag¢io a u e aplicando em (0,0) obtemos,

ay _ : y(u+ Au,v) — y(u,v)
%«)’ 0) = Alirgo Au wv—0
. =/ (04 Au)? + 0% — (=V0% + 0?)
= lim
Au—0 Au
= _|Au‘
T A Au

Para existir a derivada parcial em relacao a u, os limites laterais devem ser iguais. Mas
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como

—Au B

im -1
Au—0t AU

. o o 0 L
os limites laterais sao distintos, o que significa que a—y((), 0) nao existe. Analogamente, a
u

derivada parcial de y(u,v) = —vu? +v2 em relagio a v em (0,0) também nao eziste.
Portanto, y nao pode ser diferencidvel em (0,0), contradizendo a proposi¢ao 3.2.5.
Dessa forma X nao é uma superficie parametrizada reqular, devido a nao diferenciabili-
dade no vértice do cone.
Porém como o traco de X € o conjunto

S={(z,y,2) ER*/y = —Va? + 22},

se considerarmos o conjunto S’ = S—{0}, ou seja, o cone sem o seu vértice, eliminariamos
o problema e teriamos uma superficie parametrizada reqular dada por

X' (u,v) = (u, —vVu? 4+ v2,v), com u,v € R — {0}

Figura 3.11: Cone
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Fonte: Producao do préprio autor

Exemplo 3.2.7 Considere a superficie dada por
X (u,v) = (v,cosu,senu), wue€ (0,2r) e veR,

que representa um cilindro circular, visto na figura 3.12.

De acordo com a proposicao 3.2.5, firemos um ponto qualquer do cilindro, podendo
ser (5,3) € R2, assim, deve existir um aberto em torno desse ponto e uma mudanca de
parametros h tal que o traco de’Y = X o h € o grdfico de uma funcao diferencidvel.
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Fizado o ponto, consideremos entio o aberto W = {(u,v) € R?/0 < u < 7,v € R},
entao a restricao de X ao aberto W admite uma reparametrizacao, dada por

o0 = o) = (s (s (Y2 T)) e (amns (V) ).

obtida com a mudanca de pardmetros h(w,t) = (arctg (—Vl;wQ> ,t) )

Chamando \/1 — cos? (arctg (—VI’“’Q>> de w', entao

w

cos (arctg (@)) = V1 —w?

Obtendo assim

Y(w' t) = (t,w', V1 —w?),

onde z o h(w';t) = /1 —w? € uma fun¢ao diferencidvel cujo grdfico coincide com X
quando restrita a W.

Figura 3.12: Semi Cilindro

Fonte: Producao do préprio autor

3.3 Plano Tangente e Aplicacao Normal de Gauss

Nesta se¢do vamos obter, em cada ¢ = (ug,v9) € U, um plano que é tangente
a superficie parametrizada regular e cujo vetor normal serd dito vetor normal & propria
superficie.

Vamos considerar, em toda a secao, uma superficie parametrizada regular X : U C
R? — R? cujos parametros serao vistos como funcoes diferenciaveis de uma variavel real
t.

Assim, X (u,v) = X(u(t),v(t)) = a(t) representa uma curva diferenciavel, tal que
seu traco estd contido na superficie X.

O plano tangente a X num ponto g serd o plano composto por todos os vetores
tangentes a estas curvas, conforme veremos abaixo.

Definigao 3.3.1 Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular e a(t) = X (u(t), v(t))
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uma curva contida na superficie X. Dizemos que w € R? é um vetor tangente a X em q
sew = a/(ty) € R3, onde a(ty) = X(u(ty),v(ts)) = X(q).

Note que, os vetores tangentes as curvas coordenadas dados por X,(ug,vo) e
X, (ug, vp), sdo vetores tangentes a X em (ug, vp).

Definigao 3.3.2 O plano tangente a X em q = (ug,vo) € o conjunto formado por todos
os vetores tangentes a X em q. Esse conjunto € denotado por T,S, onde S € o trago de X.

Observe que os conceitos de vetor e plano tangentes foram definidos em um ponto
g do dominio de X, e ndo na sua imagem X(q), com seria de se esperar. Isto foi feito
desta forma para contemplar os casos em que a superficie parametrizada X admite auto-
intersecgoes.

A proposicao seguinte mostra que o plano tangente de uma superficie é gerado
pelos vetores tangentes as suas curvas coordenadas.

Proposicao 3.3.3 Se X ¢é uma superficie parametrizada reqular e ¢ = (ug,v9) € U, entdo
o conjunto {X,(q), X,(q)} € uma base para T,S.

Demonstracao: Suponha quew € T,S, entdo w = o/ (ty), onde a(t) = X (u(t),v(t))
e q = (u(ty),v(to)) = (uo, vo). Logo podemos obter

(X (u(t), v(1))) = Xu(u(t),v()u'(t) + Xo(u(t), v (1)]

w=ad(ty) = —
(to) dt t=to t—to

e aplicando em t =ty temos
w = X, (ug, vo)u' (to) + Xy (ug, vo)v' (o) = Xu(q)u'(to) + Xy (q)v (to).

Portanto, w pode ser escrito como combinag¢ao linear de {X,(q), X,(q)}, que mos-
tra que este conjunto gera T,S. E como por definicao X, (q) e X,(q) sao LI’s, seque o
resultado. [ ]

Observe, com o auxilio da figura 3.13, que T,S ¢ um plano de R?® gerado por
{X.(q), X,v(q)} que ndo é, necessariamente, um conjunto ortonormal.

Definicao 3.3.4 Dizemos que um vetor do R® é normal & superficie parametrizada X
em q € U se o mesmo for ortogonal a T,S, ou seja, se for ortogonal a todos os vetores
tangentes a X em q.

Como T,S é gerado por X,(q) e X,(¢), todo vetor normal a X em ¢ deve ser
ortogonal a esses vetores, assim existe uma tnica dire¢ao normal a cada plano tangente e
portanto, exatamente dois vetores unitarios normais a X em gq.

Observacao 3.3.5 A definicao dada para superficie parametrizada reqular exige que a
aplicacao X seja de classe C'™°, isto €, que possua derivadas parciais continuas de todas
as ordens. Para questoes em geometria diferencial, em geral, precisamos da existéncia
e continuidade de derivadas parciais até uma certa ordem, dependendo da natureza do
problema.

Sabemos que a eristéncia e continuidade do plano tangente depende apenas da
existéncia e continuidade das derivadas parciais de primeira ordem. Pode acontecer o
caso em que o grifico de uma funcio z = f(u,v) admita um plano tangente em todos
0s pontos, mas que nao seja suficientemente diferencidvel para satisfazer a defini¢ao de
superficie parametrizada reqular. Este caso € evidenciado no proximo exemplo.

48



Figura 3.13: Plano T;S

T,S

Fonte: Producao do préprio autor

Exemplo 3.3.6 Considere a aplica¢io dada por X (u,v) = (u,v,ug) com (u,v) € R%
Note que a derivada parcial da fung¢ao componente z em relacao a u €
62 . 4 %
ou 3
que é continua para todo (u,v) € R? admitindo assim, plano tangente em todos os pontos
de U. Ainda, ambas as derivadas da funcao componente z em relacdo a u e a v se anulam

)

na origem e assim o plano xy € o seu plano tangente.
2
Porém, procedendo como no exemplo 3.2.6 chegaremos que ——
u
na origem. Logo X (u,v) definida assim, nao € uma superficie parametrizada regular. O

nao estda nefinida

conjunto imagem desta aplica¢ao pode ser visto na figura 3.14.

Figura 3.14: Superficie Parametrizada que Nao é Regular
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Fonte: Producao do préprio autor

Vamos agora fixar um vetor normal unitario a X (¢) como sendo o vetor

_ Xulg) A Xu(g)
N9 = X @A X

49



Definicao 3.3.7 Se U € o dominio de uma superficie parametrizada reqular, a aplica¢ao
diferencidvel N : U — R3, que a cada ponto ¢ = (u,v) € U associa o vetor normal
unitdrio a X em q, € chamada de Aplicagio Normal de Gauss e € definida por

Xu(u,v) A Xy (u,v)

N ) = o) A Ko (@ o)l

Note que a imagem da Aplicacao Normal de Gauss esta contida na esfera unitéaria
com centro na origem, conforme pode ser observado na figura 3.15.

Figura 3.15: Imagem da Aplicacao Normal de Gauss

v

Fonte: Producao do préprio autor

Exemplo 3.3.8 Considere o cilindro circular descrito por X (u,v) = (pcosu, psenu,v), u €
(0,2m), veR, p>0.Assim os seus vetores tangentes, que sao

Xy = (—psenu, pcosu,0) e X, = (0,0,1).
Entao a Aplicacao Normal de Gauss de X €

N, v) = (—psenu, pcosu,0) A (0,0, 1) _ (pcos u, psenu, 0) — (cosu, senu, 0),
||(—,Osenu,pcosu,0) A (070’1)” p

Assim concluimos que a imagem da Aplicacao Normal de Gauss de um cilindro de
raio qualquer, € somente a circunferéncia de raio unitdrio situada no plano xy. Ou seja,
a imagem da Aplicagao Normal de Gauss € somente um paralelo da esfera unitdria.
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Exemplo 3.3.9 Considere o cone circular sem o vértice (0,0,0), parametrizado por

v v
X (u,v) = (usena cos , uSenasen LU CoS Q)
sena sena

70
comu >0, vé€(02rsena) e onde «€ (O, 5) fizado € o dangulo formado entre o cone

e o eixo Oz. Entao,

v v
X, = (senacos | —— ) ,senasen | —— ) ,cos «

seno senao

X, = (—usen( v ) ,ucos( v ) ,O) .
senq senq

Logo a Aplicagcao Normal de Gauss é

(sena Cos( - ) , senasen (—” ) , COS a) A (—usen ( - ) ,ucos( - ) ,O)
_ seno seno sena seno
N(u,v) =

H(senacos( - ),senasen( - ),cosa)/\(—usen( - ),ucos( - ),O)H

sena seno seno

v
sena

v
sena

(—u COS &x COS ( ) , —U COS &xsen ( ) ,USGHOJ)

Vu? cos? o + u2sena
v
sena

v
seno

= (— COS ¥ COS ( ) , — COS asen ( ) ,SGHO() .

Assim, a imagem da Aplicacao Normal de Gauss de um cone circular, é somente
o hemisfério norte da esfera unitdria, pois z = senae > 0 para a € (0, 7).

A proposicao 3.3.10 mostrard a forma da Aplicacio Normal de Gauss para as
superficies dadas pela proposicao 3.1.6.

Proposigao 3.3.10 Considere a superficie X (u,v) = (u,v, f(u,v)), onde f : U C R? —
R € uma funcao infinitamente diferencidvel. Entao a sua Aplicacao Normal de Gauss €

dada por
(_fu7 _fva 1)

VIT R+
Demonstracao: Temos que X, (u,v) = (1,0, fu(u,v)) e X;,(u,v) = (0,1, f,(u,v)).
Ocultando as varidveis, obtemos

Xu/\Xv:<_fu7_fv71) e ”XU/\XU”: v1+f5+f3

N(u,v) =

Logo,
e (—fur—for 1)

N(u,v) =
u

Exemplo 3.3.11 Seja X (u,v) = (4u? + 160, u,v), com (u,v) € R% Temos que os
vetores tangentes as curvas coordenadas sio X, (u,v) = (8u, 1,0) e X, (u,v) = (32v,0, 1),
assim {(8u,1,0), (32v,0,1)} € base para T,S.
E sequndo a proposicao 3.3.10 a Aplicacao Normal de Gauss de X €
(1, —8u,—32v)
V1 + 64u? + 102402

N(u,v)
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Em particular, tomando q = (1,2) temos a base {(8,1,0),(64,0,1)} e a equacdo do plano
T,S éx —8y—64z+4 =0.

A préxima proposi¢ao mostrara como pode ser obtida a Aplicagao Normal de Gauss
no caso de uma superficie de nivel, caracterizada na proposicao 3.1.15.

Proposicao 3.3.12 Seja F' : R® — R wma aplicacao diferencidvel. Considere o con-
junto
S ={(z,y,2) € R’/F(z,y,2) = c}, ondec€R.

Suponha que py = (To, Yo, 20) € S seja tal que o conjunto de pontos de S suficientemente
prozimos de py seja o trago de uma superficie parametrizada regular. Se VF(py) # 0
entao VF(py) € o vetor normal a esta superficie e sua Aplicagao Normal de Gauss é

VF(po)

N = 1TF G

Demonstracao: Suponhamos que VF(py) # 0. Mostraremos que todo vetor
tangente a superficie, ou seja, todo vetor contido em T,,S, € ortogonal & V F(po).

Seja w € T,,S, dado por w = o/(ty) onde o € alguma curva regular contida na
superficie S e composta por pontos suficientemente prorimos de pg.

Podemos supor que a curva regular seja da forma

com po = a(ty) = (x(to),y(to), 2(to)). Como a curva « estd contida na superficie, temos
que
Fa(t), y(t), 2(t) = ¢

Entao, derivando em ambos os lados dessa igualdade em relacao a t, e aplicando em t,
obtemos

Fo(po)2'(to) + Fy(po)y'(to) + F.(po)? (to) = 0,

wgualdade que pode ser reescrita como

((Fz(po), Fy(po); Fx(po)), (2'(to), (o), 2/ (t0))) = 0,
ou seja,
(VE(po), o (to)) = 0,

isto €
Como w € T,S, e VF(py) # 0, entio VF(py) € o vetor normal a T,,S, donde

seque o resultado. A sequnda parte é consequéncia imediata do primeiro fato. [ ]

Observacao 3.3.13 Se a Aplicacio Normal de Gauss deixar de ser bijetora em uma
vizinhanga de um ponto X(q), entdo seu comportamento poderd ser complicado de se
interpretar.

Exemplo 3.3.14 Na figura 3.16, pode-se notar que N(u,v) aplica um dominio regular em
um dominio limitado por uma fronteira em forma de 8, portanto N(u,v) ndao € injetiva.
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Figura 3.16: Aplicacdo Normal de Gauss Nao Injetiva

Fonte: Producao do préprio autor

Exemplo 3.3.15 Na superficie da figura 3.17, chamada de Chapéu de Sherlock, pode-se
notar que N(u,v) recobre parte jd coberta do dominio. Ou seja, N(u,v) nao é sobrejetiva.

Figura 3.17: Aplicacdo Normal de Gauss Nao Sobrejetiva

Fonte: Producao do préprio autor

Observagao 3.3.16 Entretanto, quando N(u,v) for bijetiva em uma vizinhanc¢a de X (q),
pode-se tomar um dominio limitado U C R* de X em torno de X(q), de maneira a medir
a drea de sua imagem N(U), contida na esfera unitdria centrada na origem, como na

figura 3.18.

Figura 3.18: Aplicagdo Normal de Gauss Bijetiva

Fonte: Producao do préprio autor

Observacgao 3.3.17 Se Y = X o h é uma reparametrizacao de X, pela mudancga de
parametros h, entdo o plano tangente a Y em p € igual ao plano tangente de X em h(p) =
q. Todavia, se Ny e Nx denotarem os vetores normais a Y (p) e X(q), respectivamente,
entao Ny(p) = £Nx(h(p)) = £Nx(q), e o sinal serd determinado pelo determinante
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Jacobiano da mudanca de parametros h. Com efeito, na demonstracao da proposicao
3.2.2, vimos que

Yo ANY, =det(J(h))( Xy A X,),

e entao temos que

Ny (p) = Yop) AYilp) _  det(J(h)Xu(g) A Xo(q) _ det(J(h))Nx(q)

(
IYulp) AYi()  ldet(J(M)IIXu(q) A Xu(@)l - |det(J(R))]

logo

det(J(h)) < 0 <= Ny(p) = —Nx(q) e det(J(h)) > 0<= Ny(p) = +Nx(q).

Exemplo 3.3.18 Considere um cilindro circular dado por X(u,v) = (cosu,senu,v),
u,v € (0,2m), exibida na figura 3.19. Entao

X, = (—senu, cosu,0) e X, = (0,0,1),

e assim
Nx(u,v) = (cosu,senu, 0).

Tomando agora a mudancga de pardmetros h(w,t) = (t,w), temos
Y(w,t) = X o h(w,t) = (cost,sent,w), com w,t € (0,2m).

Entao
Y, =(0,0,1) e Y; = (—sent, cost,0),

e assim
Ny (w,t) = (—cost, —sent, 0).

Como Nx(h(w,t)) = Nx(t,w) = (cost,sent,0), vemos que
Ny (w,t) = (—cost, —sent,0) = —Nx(t,w).
Note que det(J(h)) = —1, estando de acordo com a observa¢ao 3.3.17.

Como vimos, a Aplicacao Normal de Gauss definida em 3.3.7, é uma aplicacao
diferenciavel, cuja diferencial serd uma aplicacao linear, de acordo com o Capitulo 2.
Assim, podemos definir a diferencial da Aplicacdo Normal de Gauss, como se segue.

Definicao 3.3.19 A diferencial da Aplicacao Normal de Gauss em um ponto g € U, €
uma aplicacao linear denotada por

dN, : T,S — T,S.

A diferencial da Aplicacao Normal de Gauss opera da seguinte forma: para cada
curva contida em S, dada por «(t) = X (u(t),v(t)), com a(ty) = ¢, consideramos a restrigdo
da Aplicacao Normal de Gauss a esta curva, dada por

N(t) = Noa(t) = N(u(t),v(t)) =

—
—
N—
S
—
~
N—
N—
>
>
—
<
—
~
N—
S
—
~
N—
N—
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Figura 3.19: Cilindro

z

Fonte: Producao do préprio autor

e entao definimos
qu(o/(tO)) = N'(tp).

Geometricamente, como a imagem da Aplicagao Normal de Gauss N esta contida
na esfera unitéria e N o @ é uma curva nesta esfera temos que N'(ty) = dN(c/(tp)) é um
vetor pertencente ao plano tangente a esfera unitaria, que pode ser visto como o proprio
T,S, conforme ilustra a figura 3.20.

Assim, dN, mede o quanto a Aplicacdo Normal de Gauss se afasta de N(q) em
uma vizinhanga de ¢ ao longo da curva «(t). No caso das curvas, esta medida é dada por
um nimero, dito curvatura, e no caso das superficies, esta medida é caracterizada por
uma aplicacao linear.

Figura 3.20: Diferencial da Aplicagdo Normal de Gauss

z N(ty) z

Fonte: Producao do préprio autor
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Exemplo 3.3.20 Considere o paraboloide hiperbdlico, dado no exemplo 3.1.4, por X (u,v) =

(u,v,u? — v?). Pela proposicio 3.3.10, temos que a Aplicagio Normal de Gauss é

N(u,v) = (=fu=fo, 1) (=2u,20,1)
Iy RV v

Considere o ponto q = (u(ty),v(ty)) = (0,0) tal que X(q) = (0,0,0), e assim

Xu(Q) = (17072u)|q:(17070)

X,(q) = (0,1,—2v)|,=(0,1,0).
Seja agora at) = X (u(t),v(t)) uma curva contida no paraboloide hiperbdlico, entao
o'(to) = Xu(q)u'(to) + Xu(q)v'(to) = (1,0,0)u(to) + (0,1, 0)v'(to),

¢ o vetor tangente & o, que possui coordenadas (u'(ty), v'(t), 0) em relagao a base { X, (q), Xu(q)}-
Restringindo a aplicagio N a curva o(t), temos
__ (F2u(t),20(1), 1)
V14 Au®)P + 4o(#))

N(t) = Noa(t)

e derivando obtemos

Nit) = O20.0 (—u(t), v(t), 3)(Bu()u'(t) + 8v(t)v'(t))
V1A + 4(t)) (1+ 4u(®)]? + 4o()]2)2 1o
= (=2u'(ty),2v'(t9),0),

AN, (0 (to)) = N'(to) = (=24 (L), 20'(to), 0).

Note que dN,(1,0,0) = (—2,0,0) e dN,(0,1,0) = (0,2,0), logo X,(q) = (1,0,0) e
X,(q) =(0,1,0) sao os autovetores de dN, associados aos autovalores —2 e 2 respectiva-
mente.

Exemplo 3.3.21 Considere a esfera do exemplo 3.1.3 dada por
X (u,v) = (psenv cos u, psenvsenu, p cosv),
onde

Xu(u,v) = (—psenvsenu, psenv cos u,0)

Xy(u,v) = (pcosvcosu, pcosvsenu, —psenv).

Ainda, temos que

Xu N Xy

N = " —=

—Senv cos U, —Senvsent, — Cos v).
Considere o ponto q = (u(ty),v(to)) = (7, 5) tal que X(q) = (—p,0,0) e onde
Xu(Q) = (07 =P O) e Xv(q) = (07 0, —P)
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Seja a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva contida na esfera, entao
O/<t0> = Xu<q>ul(t0) + Xv<q>v/<t0> = <07 _pu/(tO)v _pv/(tO))v

€ o vetor tangente a a.
Restringindo N & curva o obtemos N (t) = —(senv(t) cos u(t), senv(t)senu(t), cosv(t))
e derivando, encontramos

N'(tg) = —(V'(t)cosv(t)cosu(t) — u'(t)senv(t)senu(t),v'(t) cos v(t)senu(t)
+ u/(t)senv(t) cosu(t), —v'(t)senv(t))|i=t,
= (0,u/(to), v'(to))-

Assim

AN, (@ (t0)) = AN (0, put (t0), o0/ (t0)) = (0, (to), ! (ko).

Note que X,,(¢) = (0, —p,0) e X,(¢) = (0,0, —p) sao autovetores de dN, associados

ao autovalor ——, pois
p

qu(Xv) - qu(ana _P) = qu(07 _p07 _p]-) = (ana ]-) = _%(ana _P) = _%XU(Q)

Observagao 3.3.22 Note que nos exemplos 3.3.20 e 3.3.21, X,(q) e X,(q) sdo autove-
tores de dN, e sabemos que {X,(q), X,(q)} forma uma base para T,S. Assim T,S possui
uma base de autovetores de dN, e podemos concluir de dNq é uma aplicagao linear dia-
gonalizdvel para estes dois exemplos.

Para podermos garantir que toda dN, ¢ diagonalizével, precisamos de um fato im-
portante sobre a diferencial da Aplicacao Normal de Gauss, que esta contido na proposi¢cao
seguinte.

Proposicao 3.3.23 A diferencial dN, : T,S — T,S é uma aplicacio linear auto-
adjunta.

Demonstracao: Como todo vetor de T,S pode ser escrito como combinagao
linear dos vetores de uma base {vy,vo} de T,S, basta provarmos que

(ANg(v1),va) = (v1,dN,y(v2)).

Dado X (u,v) uma superficie parametrizada regular, sabemos que {X,, X,} € uma
base de T,S. Se a(t) = X(u(t),v(t)) € uma curva regular contida na superficie, com
a(ty) = q, entao

dNg(a(to)) = dNg(u/(to) Xu + v'(t0) Xo),

e por outro lado

N'(to) = = (N(u(t),v(t)))| = u'(to) Nu + v'(to) No.

t=to
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Logo dN,(u/(to) Xy +v'(t0) Xy) = u/(to) Ny + ' (to) Ny, € em particular, como dN, é
linear, obtemos

(1) AN (X)) + v (to)dN,(X,) = ' (to) Ny + v'(to) Ny,
e assim vemos que
AN,(X,) = N, e dN,(X,) = N,.

Agora, sabemos que N(u,v) € ortogonal a X,(u,v) e X,(u,v), logo
(N, X,)=0¢(N,X,)=0.
Deriwando a primeira iqualdade em relacao a v e a sequnda em relagao a u, obtemos

(Ny, X)) + (N, X)) =0

<NU7XU> + <N7 Xvu) =0

Como X (u,v) € uma superficie parametrizada reqular, entio X satisfaz o Teorema
de Schwarz, logo Xy, = Xy, € assim obtemos

<NvaXu> = _<N7 Xuv> = _<Na Xvu> = <Nu>XU>a

ou seja,

(dNg(Xy), Xu) = (Xo, dNg(X0)),
e dN, € auto-adjunta. [ ]

Como desejado, mostraremos agora que a diferencial da Aplicagao Normal de Gauss
de uma superficie parametrizada regular é diagonalizavel.

Proposicao 3.3.24 Para todo q, a diferencial dN, : T,S — T,S € uma aplicagao linear
diagonalizdvel.

Demonstracao: Como dN, : T,S — T,S € um operador auto-adjunto, T,S €
um espago vetorial finito (dim(T,S) = 2) munido de produto interno usual. O Teorema
Espectral (teorema 2.1.2) garante que existe uma base ortonormal § = {v1,v2} de T,S
formada por autovetores de dN,.

Portanto, dN, € diagonalizdavel. Assim, em rela¢ao a base 3, a matriz de dN, €

diagonal e podemos escrever
—k 0
[qu]g = |: ' :| )

0 —ks
onde —ky e —ky (com digamos —ky > —ky) sao os autovalores de dN, associados aos
autovetores ortonormais v, e v, respectivamente. [ |

Exemplo 3.3.25 Para o exemplo 3.3.20 vemos que 5 = {X.(q), X,(q¢)} = {(1,0,0),(0,1,0)}
¢ uma base ortonormal de autovetores de dN, associados aos autovalores —k; = 2 e
—ky = —2. Logo

(AN, ]2 = B _02} |

Exemplo 3.3.26 Para o exemplo 3.3.21 vemos que f = {%Xu(q), %Xv(q)} ={(0,-1,0),(0,0,—1)}
¢ uma base ortonormal composta por autovetores de dN, associados aos autovalores —k; =
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—ky = —%. Logo

[dN,J2 = {‘0% 01] |

3.4 Primeira Forma Fundamental

No estudo da teoria local de superficies é importante que se saiba mensurar pro-
priedades geométricas, como comprimento de arco de curvas, angulo entre dois vetores
tangentes e areas de regioes da superficie. Para fazermos isso, necessitamos definir apli-
cagoes que serao ditas Formas Fundamentais da Superficie.

Definicao 3.4.1 Seja X : U C R? — R® uma superficie parametrizada regular. Para
cada q € U, a aplicagao I, : T,S — R dada por

I (w) = [Jw]l?,
¢ dita a Primeira Forma Fundamental de X em q.

Como o produto interno utilizado para definir a Primeira Forma Fundamental é
um funcional bilinear e simétrico, ela também é chamada, por alguns autores, de primeira
forma quadratica.

Vamos agora, obter uma expressao para I,(w) em relacdo a base {X,(q), X,(q)}.
Sabe-se da proposicao 3.3.3 que dado um vetor w € T,S, ele pode ser escrito como

w=aXy,(q) +bX,(q), a,beR.

Aplicando a Primeira Forma Fundamental temos que

L(w) = |w|?= (w,w) = (aX.(q) + bX,(q), aXu(q) + bX,(q))
= a*(Xu(q), Xu(9)) + 2ab(X,(q), Xu(q)) + *(Xu(q), Xu(q)),

e denotando

<Xu(q)a Xu(q)> - E(”Oa'UO) = E(q)7
<Xu(q)a Xv(q)> - F(UOa UO) = F(q)7
<XU(Q)7 Xv(Q)) = G(“Oa UO) = G(Q)

Obtemos,
I,(w) = a®E(q) + 2abF(q) + b*G(q).

Fazendo ¢ = (ug, vp) variar ao longo de todo R?, obtemos as formas bilineares dife-
renciaveis F(u,v), F(u,v), e G(u,v), que sdo chamadas de coeficientes da Primeira
Forma Fundamental.

Exemplo 3.4.2 Seja X (u,v) = (a1+aiu+p1v, by+asu+Pov, ci+asu+pPsv), com (u,v) €
R2, uma parametrizacao para um plano qualquer, que passa pelo ponto p = (ay, by, c1) e
que contém os vetores ortonormais wy = (o, ag, a3) € wy = (B, Po, B3). Assim podemos
reescrever X como X (u,v) = p + wiu + wyv.

Note que seus vetores tangentes sio da forma X,(u,v) = w; e X,(u,v) = w,.
E como wy e wy sao unitdrios e ortogonais entre si, temos que os coeficientes da Primeira
Forma Fundamental sao

E(u,v) = (w,wy) =1, F(u,v) = (w,wy) =0 e G(u,v)= (wy,wy) = 1.
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Assim I,(w) = a® + b, é a Primeira Forma Fundamental para qualquer w = aw; + bws
contido neste plano.

Exemplo 3.4.3 Considere a aplicagio X (u,v) = (psenhu cos v, psenhusenv, pv), com p >
0, ve(0,2m) e u€R, cuyjo trago descreve um Helicoide, visto na figura 3.21. Tal
superficie € obtida tragando-se segmentos de retas paralelos ao plano xy que interceptam
o eixo Oz, com comprimento 2p.

O Helicoide é uma superficie parametrizada reqular, pois suas fungoes coordenadas
sao infinitamente diferencidveis e seus vetores tangentes as curvas coordenadas, dados por

Xu(u,v) = (pcoshucosv, pcoshusenv,0);
X,(u,v) = (—psenhusenv, psenhu coswv, p),
sao LI’s. De fato,
| X A Xo|| = ||(p* cosh usenwv, —p* cosh u cos v, p? cosh usenhu)|| = p® cosh? u,

que serd sempre diferente de zero pois, p > 0 e coshu # 0.
Calculando os coeficientes da Primeira Forma Fundamental, temos que

E(u,v) = (X, X,) = p?cosh®u;
F(u,v) = (X,,X,) = p?(senhucoshusenvcosv — cosh usenhu cosvsenv) = 0;
G(u,v) = (Xu, Xu) = p’senh®u+ p? = p? cosh?w.

Assim, para qualquer w € T,S, dado por w = aX,(q) + bX,(q), temos que

I,(w) = p* cosh® u(a® + b?).

A proposicao a seguir indica quais sao os coeficientes da Primeira Forma Funda-
mental de uma superficie de revolucao.

Proposigao 3.4.4 Seja X (u,v) = (f(u)cosv, f(u)senv, g(u)), uma superficie parametri-
zada reqular de revolugao, sob as mesmas hipoteses da proposicao 3.1.8. Entao os coefici-
entes da Primeira Forma Fundamental de X sao dadas por

E(u,v) = [f'(u)*+ [g' ()]
F(u,v) = 0;
Glu,v) = [f(w)]*.

Demonstracao: Os vetores tangentes sio X, (u,v) = (f'(u) cosv, f'(u)senv, ¢'(u))
e Xy(u,v) = (—f(u)senv, f(u) cosv,0). Assim, os coeficientes da Primeira Forma Funda-
mental sao

E(u,v) = (Xy, Xy) = [f'(w)+ [g' ()]
F(u,v) = (Xu, Xy) = (—f'(u)f(u)senvcosv + f(u)f'(u) cosvsenv) = 0;
Gluv) = (X, Xo) = [f(W)].

Exemplo 3.4.5 Para o Catenoide abordado no exemplo 3.1.11, temos que o0s coeficientes
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Figura 3.21: Helicoide
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Fonte: Producao do préprio autor

da Primeira Forma Fundamental sao

E(u,v) = [(pcoshu)]?+ [(pu)]?> = p?senh*u + p* = p? cosh® u;
F(u,v) 0;
G(u,v) = [pcoshu]® = p?cosh®u.

E assim
I,(w) = p* cosh® u(a® + b*)

para todo w = aX,(q) + bX,(q) € T,S.
Exemplo 3.4.6 Considere novamente a superficie de revolucao descrita no exemplo 3.7,

denominada Hiperboloide de duas Folhas. Os seus coeficientes da Primeira Forma Fun-
damental sao dados por

E(u,v) = [(ptgu)]?+ [(psecu)]? = p?sect u + p*tgu sec? u;
F(u,v) = 0
G(u,v) = [ptgu)? = p*tg’u.

Logo, a Primeira Forma Fundamental €
I,(w) = a®(p? sec* u + p*tgusec? u) + b? p*tg?u,

para todo w = aX,(q) + bX,(q) € T,S.
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Exemplo 3.4.7 Revolucionando em torno do eizo Oz a curva a(u) = (psecu, 0, ptgu),

comp>0,ue (%’T, g) , que descreve um dos ramos de uma hipérbole situada no plano

xz, obtemos a superficie parametrizada reqular
X (u,v) = (psecucosv, psecusenv, ptgu), v € (0,27),

cugjo trago € denominado Hiperboloide de uma Folha, mostrado na figura 3.22. Analogamente

Figura 3.22: Hiperboloide de Uma Folha

Fonte: Producao do préprio autor

ao exemplo anterior, os coeficientes da Primeira Forma Fundamental sao

E(u,v) = [(psecu)]? + [(ptgu)']* = p*tg’usec? u + p? sect u;
Flu,v) = 0;
G(u,v) = [psecu]® = p?sec? u.

E assim, a Primeira Forma Fundamental do Hiperboloide de um Folha é dada por

2 2

I,(w) = a®(p* sec* u + p*tg’usec® u) + b*p? sec® u,

com w = aX,(q) + bX,(q) € T,S.

Observacao 3.4.8 Observe que os exemplos 3.4.6 e 3.4.7 possuem a mesma curva gera-
triz, e o coeficiente FE(u,v) = a*tg*usec® u+ a®sec u é igual em ambos, porém seus eizos
de revolugdo sio diferentes, acarretando que o coeficiente G(u,v) = a?tg*u do hiperboloide

de duas folhas se torna diferente do coeficiente G(u,v) = a?sec? u do hiperboloide de uma
folha.

Observagao 3.4.9 Se Y(w,t) = Xoh(w,t) é uma reparametrizacio de X pela mudanga
de parametros h, entdo jd vimos na observa¢do 3.3.17 que, para todo p = (w,t), com
h(p) = q, os planos tangentes T,Sy e Tp;)Sx de Y e X respectivamente, coincidem.
Portanto, se w pertence a este plano, entao a Primeira Forma Fundamental de Y e
de X serao iguais, ou seja, I,(w) = I,(w) = ||w|/?. Assim podemos concluir que uma
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mudanca de pardmetros pode modificar os coeficientes da Primeira Forma Fundamental,
mas mantém invariante a Primeira Forma Fundamental.

Em resumo, a Primeira Forma Fundamental, definida acima, é simplesmente a ex-
pressao de como a superficie em questao herda o produto interno usual do R3. A Primeira
Forma Fundamental, juntamente com seus coeficientes, proporcionam estudar estruturas
e propriedades geométricas sobre a superficie, sem que seja necessario mencionar o espaco
R3, no qual a superficie esti contida, como se segue.

Definigao 3.4.10 Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular e o(t) uma curva
reqular contida na superficie dada por a(t) = X(u(t),v(t)), com t € (tg,t1) C R. O
comprimento da curva € dado por

- / o o)llde = / I (0 (0))dt = / ' VaE(q) 1 2abF(g) + PC(g)dt,

to

com o/(t) = a(t)Xu(q(t)) +b() Xo(q(t)) € TS e q(t) = (u(t), v(t)).

Com a Primeira Forma Fundamental é possivel também calcular o angulo 6 € [0, 7]
formado entre dois vetores nao nulos w; e wy € T,S. De acordo com o Capitulo 2, este ¢
é tal que

wy, w wy, w
cos ) — < 1, 2>q _ < 1 2>q ’
[w1llqllwslq I (wy) I, (w,)

e como wi, wy € T;S entao podemos escrever

w; = aXu(q) +bX,(q);

I

)
wy = cXy(q) +dXu(q)

Logo
(wi,wa), = ac(Xy, Xu) + (ad + be)( Xy, Xo) + bd(X,, Xy)
= acE(q) + (ad + bc)F(q) + bdG(q).
Ainda
Jwill = Va2(Xy, Xu) + 2ab{X,, X,) + 0*(X,, X,)
= @?E(q) + 2abF(q) + b*G(q);
e

Jws| = A Xu, Xu) + 2ed(X,, X,) + d?(X,, X,)
= /E(q) + 2cdF (q) + d*G(q).

Ocultando as variaveis obtemos que

acE + (ad + be)F + bdG
V(a2E + 2abF + 0*)G(2E + 2¢dF + d*G)

cosf =

Observe que em particular, o angulo formado entre as curvas coordenadas de
X (u,v) em um ponto qualquer (u,v) € R?, é dado por
( Xy, Xy) F(u,v)

cosf = =

IXullll Xl VE(u,v)G(u,v)
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Assim as curvas coordenadas serdo ortogonais se e somente se F'(u,v) = 0. Se em
uma dada parametrizacao isso ocorrer, a parametrizacao é dita ortogonal.

Por fim trataremos da medicao de areas, utilizando a Primeira Forma Fundamental.

Seja D C R? uma regiao fechada e limitada, cujo interior é homeomorfo a uma
bola aberta de R? e sua fronteira ¢ homeomorfa a uma circunferéncia.

Se X : U Cc R? — R? é uma superficie parametrizada regular, com S sendo o seu
trago e D C U C R?, entdo X (D) C S é uma regido fechada da superficie X.

A expressao || X, (¢) AX,(q)|, definida em U, representa geometricamente a area do
paralelogramo formado pelos vetores tangentes as curvas coordenadas em ¢. Este valor é
aproximadamente igual & drea de uma regiao em S obtida como a imagem de um retangulo
contido em D com vértice nas coordenadas do ponto ¢, e cujos lados sao paralelos aos
eixos coordenados u e v, ilustrado na figura 3.23.

Figura 3.23: Area

Fonte: Producao do préprio autor

Definicao 3.4.11 Seja X : U C R? — R® uma superficie parametrizada reqular e
D C R? um subconjunto fechado e limitado, onde X restrita a D é injetiva. Entdo a drea
da regiao X (D) C S € dada por

AX(D)) = // X0 A X, ||dudo.

Vamos mostrar que essa expressao nao depende da parametrizacao X. De fato,
sejam Y (w,t) = X o h(w,t) e h : V C R? — U h uma mudanga de parametros e B C V
é tal que D = h(B). Se h(w,t) = (u,v), entdo da proposi¢ao 3.2.2, temos que

Yulg) ANYi(q) = det(J(h))(Xu A Xy)

1Yu(g) ANYilg)ll = |det(J(R)[[| Xu A Xoll,
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entao

A(Y(B) = / / 1Yo A Yillduwds = / / 1 A X llldet((h)) duwds

_ // 1, A X, | dudv = A(X (D).

Onde a peniltima igualdade vem do Teorema de Mudanga de Coordenadas para
Integrais Duplas (teorema 2.2.6). E isso mostra que o célculo da area ¢ invariante & uma
mudanca de parametros h qualquer de X.

Exemplo 3.4.12 Seja a superficie de revolucao denominada Toro, vista no exemplo
3.1.12, dada por

X (u,v) = (psenu, (¢ + pcosu)cosv, (¢ + pcosu)senv),
onde u,v € (0,27) e 0 < p < ¢. Considerando um conjunto fechado para que seja possivel
o cdlculo da drea, dada por D, = {(u,v) € R*/e < u <21 —¢,e < u < 27 — €} com €

suficientemente pequeno, temos que

X = (pcosu, —psenu cos v, —psenusenuv)

e
X, = (0, —(c + pcosu)senv, (¢ + pcosu) cosv).
Logo
Xu(g) AN Xy(q) = || — (ep+ p? cosu)senu, —(cp + p* cosu) cos v cos u,
— (cp+ p* cosu)senv cos ul|
= ¢p+ p?cosu.
Assim
2m—e€ 2m—e€
AX(D,)) = // | Xu A Xo||dudv = / / (cp + p* cosu)dudv
]D)e € €

2m—e

2m—e€ 2m—€
= / (cpu + p*senu) dv = / (27 — 2€)cp — p*senedv

= ((2m — 2¢)%cp — p?sene).

€

Logo, a drea total do Toro € dada por

A(X(D)) = lim((27 — 2€)*cp — p*sene) = 4mcp.

e—0
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Com o auxilio da Primeira Forma Fundamental a expressao para A(X(D)) na
definicao 3.4.11, pode ser reescrita como

AX(D)) = / / VEG — F2dudv.

Com efeito, sabemos da Identidade de Lagrange que
[ XulP Xl = ((Xu, X)) + | Xu A X512

logo

X A X1 = VIXWPIX P = (X, X))2
= VEG - F2

Exemplo 3.4.13 Considere o Catenoide dado por X (u,v) = (p coshu cosv, p cosh usenv, pu),
comp>0,u€Reve(0,2r). Do exemplo 3.4.5, seus coeficientes da Primeira Forma

Fundamental sao
E(u,v) = G(u,v) = p? cosh®u e F(u,v) = 0.

Admitindo D, = {(u,v) € R?/ —t <u <t, € <wv < 27— €}. Entio, vemos que X
restrita a D, € injetiva, assim

AX (D)) = / / VEG — F2dudv = / o /_ i\/(p2cosh2u)2dudv

De

2m—e€ t t
= / / (p? cosh? w)dudv = p?(2m — 2€) / cosh? udu
€ —t

—t

 cosh 2 2 —
= p*(2m — 26)/ COS2 Y du = w(senh@t) — senh(—2t))
—t

= p?*(m — €)senh2t.
Logo, a drea total do Catenoide é dada por

A(X (D)) = lim(p?(7 — €)senh2t) = mp®senh2t.

e—0

Exemplo 3.4.14 Considere o Helicoide dado no exemplo 3.4.3 eD, = {(u,v) € R*/—t <
u<t, e€<wv<2mr—e€}ep>0.0s coeficientes da Primeira Forma Fundamental do
Helicoide sao dados por

E(u,v) = G(u,v) = p*cosh*u e F(u,v) =0,

logo ) .
AX (D)) = / / (p? cosh? w)dudv = 7p*senh2t.
€ —t

Perceba que os coeficientes da Primeira Forma Fundamental do Helicoide e do
Catenoide coincidem, por consequéncia suas areas coincidem para o mesmo D C U C R?,
bem como as demais propriedades métricas oriundas da Primeira Forma Fundamental
também coincidirao. Isso induz que deve existir uma caracteristica particular entre eles.
Tal caracteristica veremos mais adiante, mas antes definiremos alguns conceitos para que
possa ser abordada.
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Uma importante classe de superficies parametrizadas regulares é formada por aque-
las que nao possuem auto-intersecoes, ou seja, sao dadas por aplicacoes que, a pontos
distintos do dominio associam imagens sempre diferentes, como visto, por exemplo, na
observacao 3.1.10. Esse conceito ¢ definido da seguinte forma:

Definicao 3.4.15 Uma uma superficie parametrizada reqular X : U C R? — R3 € uma
superficie simples se X for € injetiva.

Definic¢ao 3.4.16 Sejam X (u,v) e Y (u,v) com (u,v) € U C R? duas superficies simples.
Dizemos que X eY sao superficies isométricas se seus respectivos coeficientes da Primeira
Forma Fundamental de X e'Y coincidem, em cada ponto q € U.

Observacao 3.4.17 Se X eY sao duas superficies simples, definidas no mesmo dominio
U, entao pode-se definir um isomorfismo entre os tracos de X e Y, denotados por Sx e
Sy respectivamente.

De fato, se X(U) = Sx e Y(U) = Sy, como X e Y sao injetivas, entio X :
U— Sx eY : U — Sy, passam a ser sobrejetivas também, o que as tornam bijetivas
admitindo assim inversas, denotadas por

X 1:Sy—U e Y':'Sy —U.

Logo podemos definir ¢ : Sx — Sy como ¢ =Y o X~ : Sy — Sy, que também
¢ uma bijecdo, e sua inversa € -t =X oY 1:Sy — Sx.

Entio a aplicagio ¢ (ou ¢~') é um isomorfismo entre Sx e Sy (ou Sy e Sk,
respectivamente), e este isomorfismo é denominado uma isometria.

Essa denominacao é justificada pela propriedade que uma isometria preserva todas
as grandezas métricas que dependam da Primeira Forma Fundamental, j& vistas, entre
pontos correspondentes nos respectivos tracos das superficies.

Exemplo 3.4.18 Retomando o Catenoide, sem um dos seus meridianos, dado por
X (u,v) = (pcoshucosv, pcoshusenv, pu), com p>0,uecR ev e (0,2nr),
onde seus coeficientes da Primeira Forma Fundamental, de acordo com o exemplo 3.4.5,
540
Ex(u,v) = Gx(u,v) = p?cosh®u e Fx(u,v) = 0.
Ja o Helicoide dado por

Y (u,v) = (psenhu cos v, psenhusenv, pv), com p >0, wve€ (0,2r) e u€R,
admite os coeficientes da Primeira Forma Fundamental da forma
By (u,v) = Gy (u,v) = p*cosh®u e Fy(u,v) =0,

de acordo com o exemplo 3.4.3.

Como cada respectivo coeficiente € igual em ambas as superficies, conclui-se que o
Helicoide e o Catenoide sao superficies isométricas. Pode-se mostrar que cada isometria
da forma ¢ = XoY ~! transforma os arcos de hélice e retas do helicoide nas circunferéncias
e catendrias do catenoide, respectivamente (ver figura 3.24).
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Figura 3.24: Isometria entre Catenoide e Helicoide
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Fonte: Producao do préprio autor

Exemplo 3.4.19 Seja X (u,v) = (u,v,0), comu € (0,27) e v € R, uma parametrizagcao
de uma faiza de largura 27w situada no plano xy, e considere o cilindro de raio unitdrio
sem um meridiano, descrito por Y (u,v) = (cosu,senu,v), com u € (0,27) e v € R.

Note que X eY descrevem superficies simples, pois sao injetivas, e também sao
isométricas pois, como X, = (1,0,0), X, = (0,1,0), Y, = (—senu,cosu,0) e Y, =
(0,0,1), temos que

EX = <XU7XU> = 17 FX = <Xu7Xv>7 GX - <X’U7X'U> = 1;

EY = <YU7YU> = 17 FY = <Yu71/v>7 GY = <K}7K}> - 1

Assim obtemos que seus respectivos coeficientes da Primeira Forma Fundamental
coincidem. Uma isometria ¢ : Y o X1, consiste em enrolar a faiza em torno do cilindro,
de modo que 0s segmentos horizontais da faixa sao levados nas circunferéncias do cilindro,
ou seja, os paralelos, e as retas verticais da faiza sao transformadas nas diretrizes do

cilindro(ver figura 3.25).

Observacao 3.4.20 Em geral, a expressao analitica do isomorfismo ¢ pode ser com-
plicada de ser obtida. Porém na isometria do exemplo 3.4.19, entre a faiza plana e o
cilindro unitdrio, tal ¢ pode ser obtida facilmente, procurando um isomorfismo tal que
d=Y oX ':Sx — Sy, ou seja, que transforma o traco do plano no traco do cilindro.
De acordo com o exemplo anterior, temos que X : U C R? — Sx ¢ bijetiva,
onde Sy = {(z,y,2) € R3/z = 0}. Logo X! : Sx — U ¢ dada simplesmente por
X~Hu,v,0) = (u,v). Portanto a isometria =Y o X1 : Sx — Sy ¢ dada por

é(u,v,0) =Y o X *(u,v,0) = Y(u,v) = (pcosu, psenu, v).

Exemplo 3.4.21 Considere o cone circular sem o vértice, dado no exemplo 3.3.9 por

v v
X (u,v) = (usena cos , usenasen ,UCcosa |,
sena sena
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Figura 3.25: Isometria entre Plano e o Cilindro

Fonte: Producao do préprio autor

7
comu >0, ve€(0,2rsena) e onde « € (0, 5) com 2a sendo o dngulo de abertura do cone.

Seque que
v
seno

X, = (sena cos ( ) , senasen ($) , COS a)

X, = (—usen (%), ucos (2%),0),

seno sena

entao os coeficientes da Primeira Forma Fundamental do cone sao
2
EX:1,FX:0 BGXZU .

Seja agora Y (u,v) = (0,u cosv, usenv), comu > 0 ev € (0, 2wsena), uma parametrizagao

Figura 3.26: Isometria entre Setor Circular e Cone

2msena

Fonte: Producao do préprio autor
que descreve um setor circular situado no plano yz, com um dngulo de abertura de 2msena.

Entao
Y., = (0,cosv,senv)
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Y, = (0, —usenv,ucosv).

Logo os coeficientes da Primeira Forma Fundamental do setor circular sao
Eyzl,Fy:O GGYZUZ.

Conclui-se assim, que o cone com abertura 2a e um setor circular com dngulo de
abertura 2msena, sao isométricos. Pode-se mostrar que toda isometria ¢ = X oY1 leva
cada arco do setor circular, de comprimento 2wusenc, em circunferéncias do cone de raio
2musena (ver figura 3.4.21).

Com este estudo, podemos perceber que as medicoes feitas nas superficies depen-
dem exclusivamente da Primeira Forma Fundamental, sem relacao de como ela estd mer-
gulhada no espaco. Assim, tais propriedades da superficie como, comprimento de curva,
angulos e area sao ditas propriedades intrinsecas, formando assim a Geometria Intrinseca
das superficies, que nada mais é, que a Geometria da Primeira Forma Fundamental.

Para entendermos melhor a palavra intrinseca, considere o comprimento de uma
curva em uma, folha de papel. Se dobrarmos a folha, essa distancia que liga o ponto inicial
ao ponto final na folha nao se alterara, mas a distancia entre esses dois pontos da folha no
espaco sofrerd alteracoes, nao sendo assim, uma propriedade intrinseca. Em particular,
a isometria pode ser descrita intuitivamente como uma deformacao de Sy, supostamente
constituida de um material flexivel porém inextensivel, resultando em Sy .

3.5 Segunda Forma Fundamental e Curvatura Normal

Como vimos na sec¢ao 2.3, tanto a Aplicacao Normal de Gauss como sua diferencial
nos dao ferramentas suficientes para podermos continuar investigando as propriedades
geométricas locais de uma superficie regular.

Tais ferramentas nos permitem agora definir a Segunda Forma Fundamental, que
nos auxiliard na definicao das Curvaturas de Euler, Curvatura Normal, Curvatura de
Gauss e Curvatura Média.

Definicao 3.5.1 Sejam X : U C R? — R3? uma superficie parametrizada regqular e
q = (ug,v9) = (u(to),v(ty)) € U. A Sequnda Forma Fundamental de X em q € a aplicagio
I1,:T,S — R, dada por

Hy(w) = (a"(to), N(q)),

onde a(t) = X (u(t),v(t)) € uma curva reqular contida na superficie, tal que o/ (tg) = w e
N € a Aplicagao Normal de Gauss da superficie X.

Tal definicao é extremamente 1til para determinarmos os coeficientes da Segunda
Forma Fundamental, que estarao alinhados com a curvatura normal, curvaturas principais,
curvatura de Gauss e curvatura média. Porém para a abordagem teorica da Segunda
Forma Fundamental, essa definicao se mostra inadequada, necessitando assim de uma
definicao equivalente, que se mostre sistematicamente viavel para as abordagens teoricas,
podendo desta forma obter a continuidade que se deseja.

A proxima proposicao nos mostra uma forma equivalente para a definicao da Se-
gunda Forma Fundamental, a qual serd utilizada exclusivamente para obtencao de novos
resultados.
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Proposicao 3.5.2 A Sequnda Forma Fundamental pode ser redefinida como
I1,:T,S — R,

tal que
I1,(1) = (w, —dN, (w)).

Demonstracao: Seja a(t) = X (u(t),v(t)) uma curva contida na superficie, com
q = (ug,vo) tal que a(ty) = X(q) e w = &(ty) = v (to) Xy + V'(t0) X, € T,S. Entao

(1) = u" (1) Xy + [t/ (1)]* Xou + 20/ ()0 (1) Xy + [V (1)]* X + 0" (8) X,
e aplicando em ty e fazendo o produto interno com N(q), obtemos que

(/o)) = ("(to), N(q))
= u"(to)(Xu, N) + [t/ (t0)]*(Xuu, N) + 20/ (o) (t0) (X, N)
+ [0'(t0)P(Xow, N) + 0" (t0) (X0, N),

(o
W
como (X, N) = (X,, N) =0 entdo
I(o'(to)) = [u'(to)]*(Xuu, N) + 20/ (t0)0" (o) (Xuw, N) + [V (t0)*(Xow, N).
Derivando (X, N) =0 e (X,, N) =0, em relagio a u e v, respectivamente, temos
(Xuw, N) + (Xuy, Nu) = 0 € (X, N) + (X, N,y) = 0.

E derivando (X, N) = 0 em rela¢io a v obtemos

<Xuva N> + <Xua NU> = 07

logo
0= <Xuv7 N> + <qu Nv> = <Xuv7 N> + <XU7 qu(Xv>>
= <Xuv> N> + <Xv> qu(XU)>
= <XU’U7N>+<XU7NU>7
pois AN, € auto-adjunta. Assim, chegamos que
IL,(w) = 1,(a(t))

to
= —[u(t0)]*(Xu, Nu) — 20/ (to)" (to){ X, Nu) — [/ (t0)]*(Xos No)
= =W/ (to)*(Xus Nu) — /(o) V" (0) (X, Nu) — ' (t0)V" (t0)(Xus No) — [0/ (0)]*( X, No),

reagrupando os termos, temos que

(! (to)) = —{u(to) Xu, u'(to) Nup — {u(to) Xu, v'(t0) No) — (V' (to) X 0/ (t0) Nu)
= (V' (to) X, v'(to) No)
= (W {t0) Xyt (to) N +/(t) No) = {0/ (1) Xo, 0 (to) Nu + /(1) Vo)

(to)
= —(u/(to) Xu + V' (to) Xy, ' (to) Ny + 0/ (to) N,,)
— (W (to) X+ v'(t0) Xo, ANy (u'(t0) Xu) + ANy (V' (t0) X,
—(u ’(tO)X +v(t0)XU,dN( '(to) Xu + v'(t0) Xo)

= ((to), =dN,(a/(Lo))-
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Na demonstracao da proposicao anterior, vimos que a Segunda Forma Fundamental
¢ dada por

IT,(/ (o)) = [t/ (t0)]*(Xuu, N) + 20/ (t)V" (t0) (Xow, N) + [V (£0)]* (X, N)

chamando (u/(tg), v'(to)) = (a,b) e denotando

G(UQ,UQ) = _<XuaNu> = <quaN>a
f(u(]uUO) = _<Xu7Nv> = _<Xv7Nu> - <XvuaN> - <Xuv7N>7
g<u07U0) = _<X’U7NU> = <Xm)7N>7

obtemos uma expressao geral da Segunda Forma Fundamental, dada por
1, (w) = a’e(ug, vo) + 2ab f (ug, vo) + b°g(uo, vo).

Fazendo q = (ug,vy) variar por todo R?, obtemos fungoes diferenciaveis que de-
pendem de (u,v), que sao e(u,v), f(u,v) e g(u,v), ditas coeficientes da Segunda Forma
Fundamental da superficie Parametrizada X.

Como ja mencionado, para efeito de célculos, as formulas dos coeficientes da Se-
gunda Forma Fundamental que nao envolvem as derivadas de N sao, em geral, mais faceis
de se manejar, como se pode constatar nos exemplos 3.3.20 e 3.3.21.

Exemplo 3.5.3 Considere o Helicoide dado no exemplo 3.4.3, por
X (u,v) = (psenhu cos v, psenhusenv, pv), onde p > 0, (u,v) € R%

Vamos obter os coeficientes da Segunda Forma Fundamental do Helicoide. As
derivadas parciais de primeira e sequnda ordens sao

X. = (pcoshucosv,pcoshusenv,0);

X, = (—psenhusenv, psenhu coswv, p);
Xuw = (psenhu coswv, psenhusenv, 0);
Xy = (—psenhucosv, —psenhusenv,0)

S

Xy = (—pcoshusenv, pcoshucosv,0) = Xy,

e a Aplicacao Normal de Gauss de X € escrita como

(p* cosh usenv, —p* cosh u cos v, p*senhu cosh u)

\/p4 cosh® u(1 + senh’u)

N(u,v) =

(senv, — cos v, senhu)

coshu
Logo os coeficientes da Sequnda Forma Fundamental sao
6:<Naqu>:Oaf:<NaXvu>:_p e g:<Nava>:O

Entao obtemos que a Sequnda Forma Fundamental do Helicoide, aplicada em w =
aX, + bX, € simplesmente
I1,(w) = —2abp.
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A proposicao a seguir explicita a expressao para a Segunda Forma Fundamental
de uma superficie que descreve o grafico de uma funcao diferenciavel.

Proposicao 3.5.4 Se uma superficie parametrizada reqular é dada por
X () = (u,0, f(u,v)) com (u,v) € R?
entao a sua Sequnda Forma Fundamental em w = a X, + bX, € T,S, € dada por

VIHRPEHIAE VIHIRPE+IRE VIFRE A2

Demonstracao: Obtendo todas as derivadas de primeira e sequnda ordem de X,
temos que

I (w)

Xu - (]-7 07 fu)a Xv = (07 ]-7 fv)aqu = (07 07 fuu)7
Xuv - (07 07 fuv) € XUU - (07 07 fvv)~
E da proposicao 3.3.10, temos que a Aplicacao Normal de Gauss €

(_fua _fva 1)

N(u,v) = .
.0) VI+ 2+ [
Assim
fuu
e= (N, Xu ;
| ) VI+ L2+ L2
f’U/U
= NaXuv = ;
= > VI+ L +LP
g= <N, Xm;> fUU

VIFILE P
Logo, para w = aX, + bX, € T,S, temos que

— a2 fuu + 2abfuv + b2 fvv
VIFIEP AR VIFRP AR VIHIRE AR

I (w)
| |

Exemplo 3.5.5 Seja X a superficie parametrizada reqular denominada Sela de Macaco,
exibida na figura 3.27, e dada por

X(u,v) = (u,v,u® — 3v*u), com (u,v) € R*
Da proposi¢ao 3.5.4, tomando f(u,v) = u® — 3vu temos que
fu=23u?—-30%  f,=—6vu

e também
fuu = 6u7 fzw =—6ve fm; = —6u.

Ainda
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Figura 3.27: Sela de Macaco
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Fonte: Producao do préprio autor

1 + [fu]2 + [.fv]2 - 1 + (3U2 - 31)2)2 + (—6’UU)2
= 1+ 9u* — 18uv? + 9v* + 36v2u?
14 9u* + 18u%v? + 9t
= 1+9(u* +2u*? +vl) = 1+ 9(u? + v?).
Logo, pela proposicao 3.5.4 temos que os coeficientes da Sequnda Forma Fundamental sao
6u f —6v —6u
e = s = — .
V14 9W? +0?) V102 + 07) 9= Tro@+ %)

Entao, a Sequnda Forma Fundamental em w = aX, + bX, € T,S é

6
a V14 9(u2 + 0?)

I1,(w) (a®u — 2abv — b*u).

Exemplo 3.5.6 Considere o paraboloide hiperbélico trabalhado nos exemplos 3.1.4 e 3.3.20,
dado por

X(u,v) = (u,v,u*> —v?), (u,v) € R%
De acordo com a proposicao 3.5.4, a Sequnda Forma Fundamental de X € da forma
1

I1,(w) = \/m(mﬁ — 20%),

onde w = aX, + bX, € T,S.

O proximo resultado mostra a expressao para a Segunda Forma Fundamental de
uma superficie de revolucao, que foi estudada na proposicao 3.1.8.
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Proposicao 3.5.7 Se X ¢ uma superficie parametrizada reqular de revolucao da forma
X(u,v) = (f(u)cosv, f(u)senv, g(u)) comv € (0,2r),u e R e f(u) #0 VueR.
Entao sua Sequnda Forma Fundamental, aplicada em w = aX,, +bX, € T,S, € dada por

2"~ '), Bl
VIFP+? VIFP+19TP

Demonstracao: Obtendo as derivadas parciais da parametrizacao da superficie
de revolucao, temos que

X, = (') cosv, f(wpsenv, ¢ (w), X, = (—f(u)senv, f(u) cosv,0)
Xuw = (f"(u) cosv, f"(u)senv, g"(u)), = (—f(u) cosv, — f(u)senv, 0)

I, (w) =

Xuw = (—f'(u)senv, f'(u) cosv,0) = Xy,.

Assim a Aplicacao Normal de Gauss fica da forma

N(u,v) = (—g'(u)f (w) cosv, —¢/(w)f (u)senv, ['(u) f(w)) _ (=g’ cosv, —g'senv, f')
’ VPP ()] + [g (w)]?) (2 + [

E entao os coeficientes da Segunda Forma Fundamental sao

. <N’ qu> _ (g//f/ . f//g/);
L2+ [g']?
f=(N,Xu) = 0
Jf

g=(N,X,) = ————.
F12+ 19
Assim, para w = aX, + bX, € T,S temos

1 (w) = LS W) = (W) (w) |
! VIF@)P+ g (W) VIF@)P? + g (w)]?

Exemplo 3.5.8 Vejamos qual € a expressao da Sequnda Forma Fundamental para o Ca-
tenoide dos exemplos 3.1.11 e 3.4.5. Sabemos que f(u) = pcoshu e g(u) = pu, entdo pela
proposicao anterior obtemos que

a*(—p? coshu) + b*(p? cosh u)
pcoshu

g(w) = = p(b® — a®).

Exemplo 3.5.9 Considere o Toro do exemplo 3.1.12 parametrizado por
X (u,v) = (psenu, (¢ + pcosu) cosv, (¢ + pcosu)senv), onde u € (0,27) e 0 < p < c.

Neste exemplo, temos f(u) = ¢+ pcosu e g(u) = psenu, logo a Sequnda Forma Funda-
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mental do Toro é
a®(p*sen?u + p? cos® u) + b*(cpcosu + p? cos? u))

Iy (w) = P

= a*p + b*cosu(c+ pcosu).

5 5)

Exemplo 3.5.10 Seja X (u,v) = (psecucosv, psecusenv, ptgu) com p >0, u € (5,5
ev € (0,2m) o hiperboloide de uma folha estudado no exemplo 3.4.7. Neste exemplo temos
f(u) = psecu e g(u) = ptgu, entio as derivadas de primeira e seqgunda ordem de g(u) e
f(u) sao
f'(u) = psecutgu e f"(u) = psecu(tg’u + sec®u),
e também
g (u) =psectu e g¢"(u) = 2ptgusec® u.
Assim obtemos que g'(u) f(u) = p*secdu e
g"(w)f'(u) — f"(u)g'(u) = 2p*tg2usec® u — p? secd u(tg?u + sec? u)
= 2p*tglusecd u — p?secd utg?u + sec® u
,02tg2u sec® u + sec® u
p?secd u(tgu — sec? u)
= —p’secdu,

e ainda,
[g' (W] + [f'(W)]* = [psecutgu]® + [psec” u]?
= p?sec? utg?u + p?sectu
= p?sec?u(tg?u + sec® u).
Assim temos que a Sequnda Forma Fundamental do Hiperboloide de Uma folha €
expressa por
—a’p*sec® u+ b p?sec’u  psec? u(b® — a?)

psecur/tg® fsectu  /tg? +secu

Exemplo 3.5.11 Considere o conjunto de pontos do R obtido pela rotacio da curva
a(u) = (1 —u?,0,u), onde u € (—1,1), em torno do eizo Oz. Esta superficie, comentada
na observagao 3.3.13, chamada de Chapéu de Scherlock e vista na figura 3.28, € dada por

g(w) =

X(u,v) = (1 —u®)cosv, (1 —u)senv,u), v e (0,2r), wue(-1,1).

Pela proposi¢ao 3.5.7 seus coeficientes da Sequnda Forma Fundamental sao

—6u 1—u?

e=——"  f=0 eg=-—u—
Vout +1 / g Vout +1

Entao,

b’ (1 — u?) — 6a’u
9ut + 1 '

Com base na Primeira e Segunda Formas Fundamentais ja estudadas, daremos
inicio a um dos principais conceitos deste trabalho com o objetivo de abordarmos as
Superficies Minimas.
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Figura 3.28: Chapéu de Sherlock

Fonte: Producao do préprio autor

Definigao 3.5.12 Seja X (u,v) uma superficie parametrizada reqular e ¢ = (ug,vg). A
funcao curvatura normal em q € definida como

ky:T,S—{0} — R,

tal que

Com essa definicao obtemos que a curvatura normal de uma superficie X é uma
funcao dada pelo quociente entre a Segunda e a Primeira Forma Fundamental, e em
termos dos seus coeficientes, para w = a X, + bX,, obtemos

I (w)  a’e+2abf +bg

k = = :
n(w) I,(w)  a’E+ 2abF + b*G

Perceba que k,(A\w) = k,(w), para todo A # 0, pois os coeficientes de ambas
formas fundamentais sao bilineares. Portanto, podemos falar na curvatura normal em
uma direcao tangente.

Para a interpretacao geométrica da curvatura normal e da Segunda Forma Fun-
damental, considere a(s) = X (u(s),v(s)) uma curva regular contida em S, e w = o/(sp)
com q = (u(sp),v(sp)), entao

b () = I, (w) _ (a”(s0), N(s0)) _ (a/(s0), —dN,((s0)))
" Iy(w) [[w]]? [[w]]?

Sabemos do Capitulo 2 que, estando a(s) parametrizada pelo comprimento de
arco, o vetor normal principal a a(s) em sy é

a//<80) O{”<80>

160 = o) ~ i) (00) = mlo)h(so)
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onde k(sg) € a curvatura de a em ¢. Além disso ||w|| = ||&/(sp)|| = 1 e assim temos

kn(w) = (a”(s0), N(s0))
= (n(s0)k(s0), N(s0))
= k(so)lIn(s0)[[[|V (s0)]| cos 0
= k(so)cosb,

onde 0 é o angulo formado entre os vetores unitarios n(sg) e N(so) = N(u(so),v(s0)),
como pode ser observado na figura 3.29.

Figura 3.29: Curvatura Normal

Fonte: Producao do préprio autor

Como a curvatura normal nao depende da curva « escolhida, vamos aplicar a
relagio anterior na curva obtida pela interse¢ao do trago de X (u,v), para (u,v) suficien-
temente proximos de (ug,vp), com o plano que passa por X(g) e contém os vetores w e
N(sp). Esta curva é dita secao normal da superficie em questio, determinada por w e é
uma curva plana dada por S(s), com 3(sg) = q e §'(so) = w. Se a curvatura k desta segao
normal for diferente de zero teremos que seu vetor normal principal n(sg) terd a mesma
direcdo que a normal & superficie, ou seja, n(sg) = =N (g). Portanto § = 0 ou § = 7 e
assim

kn(w) = k(so) cos O = tk(s).

Concluimos que se w for um vetor unitirio tangente & superficie em ¢, entao
|lkn(s0)|| é igual & curvatura da se¢do normal em ¢ determinada por w.
Ainda, se w € TS for unitario, entao

[y (w) = kn(w)Iy(w) = kn(w)Jw]|* =k (w).

Observagao 3.5.13 Segue da observagao 3.3.17 que, se Y(w,t) = X o h(w,t) é uma
reparametrizacao de X, pela mudanca de parametros h, entao a Sequnda Forma Funda-
mental e a curvatura normal de'Y em p, e de X em q = h(p), permanecem invariantes
ou mudam de sinal se Ny(p) = Nx(h(p)) ou Ny(p) = —Nx(h(p)), respectivamente.

Exemplo 3.5.14 Seja o plano do R? dado pelo exemplo 3.4.2. Sabemos que os coeficientes
da Primeira Forma Fundamental saio E = G =1 e FF = 0. Como X, = w1 e X, = ws,
entao X, = Xow = Xuw = 0. Logo a Sequnda Forma Fundamental € identicamente nula,
e consequentemente a curvatura normal também o €.
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Exemplo 3.5.15 Considere a esfera dos exemplos 3.1.3 e 3.3.21. Entao temos que

X, = (—psenvsenu, psenv cosu,0);
X, = (pcosvcosu,pcosvsenu, —psenv),

e assim

E(u,v) = p*sen’®v, F(u,v) =0 e G(u,v) = p*.

Para obter os coeficientes da Sequnda Forma Fundamental, obtemos

Xuw = (—psenv cosu, —psenvsenu, 0);

Xopw = (—pcosvsenu, pcosvcosu,0);

Xy = (—psenvcosu, —psenvsenu, —p cosv);
N(u,v) = —(senv cosu,senvsenu,cosv),

e assim os coeficientes da Sequnda Forma Fundamental sao
e(u,v) = psen®u,  f(u,0) =0 e glu,v)=p.
Logo a fun¢ao curvatura normal é

o (1) a’psen®v + b?p p(a?sen?v + %) 1
n w) = —= = —.
a’p?senv + 02p?  p*(a’senv +b?)  p

Portanto podemos ver que a curvatura da secao normal & esfera é igual ao inverso do
raio, ou seja, toda segao normal & esfera é uma circunferéncia maxima da esfera (também
chamada de meridiano).

3.6 Curvaturas Principais, Curvatura Média e Curva-

tura de Gauss
Na secao anterior explicitamos e exemplificamos a funcao Curvatura Normal a
partir da Segunda Forma Fundamental. Agora mostraremos que a funcao Curvatura
Normal possui um valor maximo e um valor minimo, que serao ditos Curvatura Principais
ou Curvaturas de Euler, e a partir destas definiremos a Curvatura de Gauss e a Curvatura
Média.
Para iniciarmos, vamos explorar e analisar o que ocorre com a funcao Curvatura

Normal, a principio em um cilindro, quando ela toma valores diversificados, diferentemente
do plano e da esfera.

Exemplo 3.6.1 Considere o cilindro circular dado no exemplo 3.3.8 por
X(u,v) = (pcosu, psenu,v), ué€(0,2r), veR, p>0.
Seus vetores tangentes sao

X, = (—psenu, pcosu,0) e X, = (0,0, 1),
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e a Aplicacao Normal de Gauss é
N = (cosu,senu, 0).
As derivadas parciais de sequnda ordem de X ficam
Xyuw = (—pcosu, —psenu,0), X, =(0,0,0) e X,, = (0,0,0).

Vamos agora calcular os coeficientes da Primeira e Sequnda Formas Fundamentais
do cilindro. Assim

E=(X,X,)=p*, F=(X,,X,)=0 , G=(X,,X,)=1,
6:<qu>N>:_p > f:<Xuv>N>:0 € g:<XUU7N>:0'

Portanto, se w = aX, + bX,, entao a Primeira Forma Fundamental e a Sequnda Forma
Fundamental sao, respectivamente,

I(w) = a*p® +b* e II(w) = —a’p.
Logo, para um vetor w nao nulo, temos que a fungdao curvatura normal é

Observe que ky(w) <0 e que a igualdade k,(w) = 0 ocorre somente quando a =0
e b # 0. Observe também que se a # 0, entao a’p? < a’p* + b2, desta forma obtemos a
sequinte desigualdade
a’p alp 1 1
—a(w) = <P =" 5 k>,
(w) a?p? + 02 = ap?  p (w) > P

valendo a igualdade quando b = 0.
Portanto 1
— < ha(w) <0,
p
ou seja, ’71 € o valor minimo de k,, que € atingido quando w = aX, + 0X, = aX, e o
valor mdximo de k,, que € obtido quando w = 0X, + bX, = bX,.
Concluimos assim que a func¢ao k, admite valores mdximo e minimo nas diregoes

dos vetores tangentes as curvas coordenadas.

A préxima proposicao generalizara o resultado obtido com o cilindro, para qualquer
superficie parametrizada regular.

Proposigao 3.6.2 Sejam X(u,v) uma superficie parametrizada regular e k, a fun¢do
Curvatura Normal de X em q = (ug,vo). Entao o conjunto imagem da Curvatura Normal
em q € o intervalo [k1(w), ko(w)]. E se ky(w) < ko(w), entao o minimo e o mdzimo da
funcgao k,, sao os autovalores de dN,.

Demonstracao: Sabemos que dN, é diagonalizdvel admitindo uma base orto-
normal {vi,v2} de T,S, onde —ki(w) e —ka(w) sao os autovalores de dN, associados aos
autovetores v, e vy respectivamente.

Para obtermos o valor mdzimo e minimo de k,, considere o(s) uma curva reqular
parametrizada pelo comprimento de arco contida em S, onde ¢ = a(sg) e w = a/(sg) =
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11,(c/ (o))

avy + bug, assim ||o/(s)|| = Va? 4+ b2 =1, logo k,(a/(so)) = I,(a'(s0))
q 0

Entao, pela linearidade de dN, obtemos que

kn(c(50)) =

= 11,(c/(s0)).

a/(s0), —dNy(c/(s0))) = (avy + bvg, —dN,(avy + bvy))

avy + bvg, —adN,(v1) — bdN,(v2))
—a*(vy, dNy(v1)) — ab{vy, dNy(v2)) — ba{vy, dN,(v1)) — b*(v2, dN,(v2))
—a,2<1)1, —kJ11)1> — ab(vl, —k’21)2> — ba(vg, —k’l’U1> — b2<1)2, —kfg’Ug)

= (12]{31 <’U1, ’U1> + a,bk’2<1)1, 1)2> + bak:l <’U2, 1)1> + b2k’2<’l}2, ’U2>

= a2k1 —+ b2]{?2.

o~ o~

Logo, supondo ki < kg obtemos
ki = ki(a® +b*) < @®ky + 0’ky < ko(a® + 1) = ko,

resultando em
k(e (s0)) < kn(@/(s0)) < ka(c/(50)).

Ainda, se k1 < ko 0o minimo s € atingido para o/(sg) = +v; e o mdzimo para
a/(s9) = %wg, que sao os autovetores da diferencial a Aplicagao Normal de Gauss. [ ]

Com o resultado da proposicao anterior podemos definir k; e k5 da seguinte forma.

Definicao 3.6.3 Os valores mdzrimo e minimo da funcao Curvatura Normal, dadas por kq
e ko, respectivamente, sio chamados de Curvaturas Principais (ou Curvaturas de Euler)
de X em q. As diregoes correspondentes, dadas pelos autovetores vy e vo de dN,, sao
chamados de direcoes principais.

Exemplo 3.6.4 Para a esfera do exemplo 3.5.15, a Curvatura Normal é uma func¢ao
constante dada por k,(w) = —, acarretando em que os autovalores ky e ko coincidirdo,

1
como verificado no exemplo 3.3.21, onde k1 = ko = —.

Exemplo 3.6.5 Note que, no exemplo 3.3.20, as curvaturas principais do paraboloide
hiperbolico em q = (0,0) sao
]{31 =-2<2= k’g,

e as diregoes principais sio v = X,(q) e va = X,(q).

Com as Curvaturas Principais bem definidas, podemos agora introduzir os concei-
tos de Curvatura de Gauss e Curvatura Média.

Definigao 3.6.6 Sejam ¢ = (up,v9) € U C R? e dN, : T,S — T,S a diferencial da
Aplicagao Normal de Gauss de uma superficie parametrizada reqular X (u,v). O determi-
nante de dN, é chamado de Curvatura Gauss de X, denotada por K(q). O negativo da
metade do tra¢o de dN, € chamado de Curvatura Média de X, denotada por H(q).

Como dN, é diagonalizavel, podemos escrever K(q) e H(q) em termos das Curva-
turas de Euler, k; e ks, como
_ ky + ko

K(q) = det(dN,) = kiky e H(q) = —%tr(qu) ==
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Note que, de acordo com o Capitulo 2, k; e ky sao solugoes da equacao
N —tr(—=dN )X + det(—dN,) = \* —2H(q) + K(q) = 0.

Observacgao 3.6.7 Se Y = X o h € uma reparametrizacao de X por h entao seque da
observacao 3.5.13, que as curvaturas principais permanecem inalteras ou mudam ambas de
sinal, desta forma, um mudanca de pardmetros h pode alterar o sinal da curvatura média,
mas o sinal da curvatura de Gauss permanece a mesma, ou seja, Hy(p) = £Hx(q) e

Ky(p) = Kx(q).

O conhecimento das Curvaturas Principais em ¢ permite calcular facilmente a cur-
vatura normal segundo uma direcao qualquer de T,S, como mostra a préxima proposigao.

Proposicao 3.6.8 Sejam X(u,v) uma superficie parametrizada reqular, ky e ks as cur-
vaturas principais de X em q = (ug,vo) € {v1,v2} uma base ortonormal de T,S, entdio
para todo vetor unitdrio w € T,S tem-se que

En(w) = ki cos? 0 + kysen®0

Demonstracao: Suponha w € T,S, com ||w|| = 1. Entdo podemos escrever
w = vycosl + vysend, onde O é o dngulo formado entre vi e w, e {vi,v2} € a base
ortonormal de T,S formada por autovetores de —dN,, associados a ki e k.
A funcao curvatura normal k,, na direcao de w € dada por
1 (w)
= (vy cosf + vysend, —dN,(v; cos 0 + vasend))

(v1 cos 0 + vosend, kyvy cos O + kovgsend)
k1 cos? 0{vy, v1) + kisend cos O(vy, va) + ko cos Osend(vy, v1) + kosen?0(vq, vy)
= ky cos? 0 + kesen?0.

Esta ultima expressao é conhecida classicamente como féormula de Euler. Em outras
palavras, a formula de Euler é a expressao da Curvatura Normal (ou da Segunda Forma
Fundamental) em uma base ortonormal {vy,v5} de T,S.

Vamos agora obter as expressoes da Curvatura de Gauss e da Curvatura Média a
partir da base {X,(q), X,(¢q)} de T,S, que ndo é necessariamente ortonormal.

Proposicao 3.6.9 Sejam X (u,v) uma superficie parametrizada regular e ¢ = (ug,vg) €
U tal que {X.(q), X,(q)} € uma base de T,S, entio a curvatura Média e a curvatura de
Gauss sao escritas em termos dos coeficientes da Primeira e Sequnda Formas Fundamen-

tais como . G_9Ff1E
eG — g
H@:§( EG — F? )
e
_eg— f?
K@) =ge—F

Demonstracao: Suponha que a matriz de —d Ny, relativamente a base {X,(q), X,(q)}
de T,S seja dada por

g o o]

Q21 A22
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As entradas dessa matriz sao determinadas por

_Nu = _qu(Xu) = CLHXu + a21Xv

_Nv = _qu(Xv) = angu + (IQQXU.

Tomando o produto interno com X, e com X, em ambos os lados da primeira
igualdade, obtemos

<Xua _Nu> = <qua N> =e= (ln(Xu, Xu> + a9 <XU7XU> =an b +ankF

(Xpy —Nu) = (Xow, N) = f = a11(Xy, Xu) + a1 (X, Xy) = ann F + anG.

Procedendo da mesma forma com a sequnda igualdade obtemos
[ =apE+anlt e g=apl +anG.

Escrevendo as novas iqualdades sob a forma matricial, obtemos

e f| _|EF F|lan an
[f 9} B {F G} {@21 a22}’

ou seja, .
. 5 |ain ap|  |E F e f
mo= ot = [ el 7
B 1 G —Fl|le f
~ EG-F2|-F E||f ¢
B 1 Ge—Ff Gf—-Fyg
- EG-F?2|Ef—-Fe Eg—Ff
E assim | | (eG—2Ff 1+ E
_ _ (¢ 9
() = yur(-an) = 5 (o)
e e
— det(— S
K(q) = det(—dN,) BC—F2

A proposi¢ao anterior, permite calcular a curvatura de Gauss K (u, v) e a curvatura
Média H(u,v) de uma superficie parametrizada regular a partir dos coeficientes das duas
formas fundamentais. Com isso, resolvendo a equacao

AN —2H (u,v)A + K(u,v) =0,
obtemos as curvaturas principais ki e ko da superficie, que sao dadas por

bi=H-VH'—K e ky=H+VH - K,
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e também sao os autovalores de —dN,. Note que k;, ks € R, pois

0k (k:l;rk:g)Q g, K 2Rk R — dkaky (k1;k2)2 0

4

Dessa forma, ja conhecemos as expressoes para a curvatura de Gauss e Média,
tanto para uma base ortonormal de T,S, quanto para a base {X,, X, }, que se mostram
em funcao dos coeficientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentais.

Vamos obter agora as curvaturas de Gauss e Média de algumas superficies ja exem-
plificadas aqui.

Exemplo 3.6.10 Considere o plano descrito no exemplo 3.4.2. Entao os coeficientes da
Primeira e Sequnda Formas Fundamentais sao, respectivamente

E=1,F=0,G=1

Assim, )
eg—Jf
EG — I ) 0 e Ka)=ga=m =0

H(q):%(eG—ZFerEg

Como era de se esperar para um plano, as curvaturas de Gauss e Média sao ambas
nulas. Isto estd de acordo com o exemplo 3.5.14, onde vimos que a funcao curvatura
normal é identicamente nula e consequentemente suas curvaturas principais, concluindo
que as secoes normais um plano sao sempre retas, que possuem curvatura igual a zero.

Exemplo 3.6.11 Considere a esfera descrita nos exemplos 3.1.3, 3.3.21 e 3.5.15, entao
seus coeficientes da Primeira e Sequnda Formas Fundamentais sao dados por

E = p*sen®v, F =0, G=/p

e
e=psen’v, f=0, g=p.
Logo Y
pesen<v 1
K = = —
(@) ptsen?v 2
e

" 1 (pPsen®v + pPsen’v
(9) = 2 pisen?v

2p%sen®v 1

2pisen?v  p’

Ainda, como H> — K = 0, as curvaturas principais da esfera sao ky = ko = H = %, que
mostra mais uma vez que % ¢ autovalor de —dN, da esfera, conforme o exemplo 3.3.21.
Exemplo 3.6.12 Considere o paraboloide hiperbolico descrito por

X(u,v) = (u,v,u* —v?), (u,v) € R
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Jd vimos pelo exemplo 3.5.6 que os coeficientes da Sequnda Forma Fundamental sao
2 —2

e= , =0 e g= .
V14 4u? 4 402 V14 4u? + 402

E os coeficientes da Primeira Forma Fundamental sao obtidos por X, = (1,0,2u) e X, =
(0,1,2v), donde

E=1442F=—4uw e G=1+40"
Aplicando estes coeficientes no ponto g = (0,0) obtemos
E=1 F=0, G=1, e=2, f=0 e g=-2,
e entao pela proposicao 3.6.9 obtemos
H(0,0)0=0 e K(0,0)=—4.

Agora, para obtermos as curvaturas de Euler e suas diregées, substituimos H(0,0)
e K(0,0) na equagao
N —2HN+ K =0,

0 que nos dd N> =4 e entdo ky = —2 e ko = 2, como era de se esperar, pois no exemplo
3.3.20, concluimos que k1 = —2 e ky = 2, eram os autovalores de —dN,. Ainda, as diregoes
principais sao v1 = (1,0,0) = X, para ky = —2 e vy = (0,1,0) = X, para ky = 2.

Exemplo 3.6.13 Vimos que os coeficientes da Primeira e da Sequnda Formas Funda-
mentais do Toro dos exemplos 3.4.12 e 3.5.9, descrito por

X (u,v) = (psenu, (¢ + pcosu) cosv, (¢ + pcosu)senv), onde u € (0,27) e 0 < p < c,
840 erpressos por

E=p* F=0 G=(ct+pcosu)’, e=p, f=0, g=cosu(c+ pcosu)).

Aplicando os coeficientes em q = (5

5. v), para todo v € R, temos

E=pe=pG=c ¢ F=f=G=0.

E entdo as curvaturas de Gauss e média em q = (3,v) ficam
1 2 1
K=0 ¢ H=-(2")=—
2 \ p2c? 2p
Para obtermos ki e kq, resolvemos a equacao

A2—2HA+K:A2—5:0,
P

e obtemos as curvaturas principais, que sao ki =0 e kg = —.

No calculo das curvaturas principais é necessario que seja utilizada a Aplicacao
Normal de Gaus (ou sua diferencial), ou simplesmente a Segunda Forma Fundamental,
e sabemos que seu produto é K = kiks. Agora enunciaremos o teorema que mostra que
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o valor de K é exclusivamente calculado em termos dos coeficientes da Primeira Forma
Fundamental.

Tal teorema é devido a Gauss, que o nomeou como egrégio, e esta enunciado a
seguir, nao entraremos no mérito da demonstragao pois nao é o objetivo deste trabalho.
Ja a sua demonstracao pode ser vista na integra em [1], [3]| ou [15].

Teorema 3.6.14 Teorema Egrégio de Gauss A curvatura de Gauss € invariante por
isometrias locais. Mais precisamente, se Sx e Sy sao o0s tracos de duas superficies para-
metrizadas requlares e ¢ : Sx — Sy for uma isometria, entao para qualquer p € Sx, a
curvatura de Gauss de Sx em p € igual a curvatura de Gauss de Sy em ¢(p).

Observe que o Teorema FEgrégio de Gauss permite concluir que determinadas su-
perficies nao sao isométricas. Por exemplo uma esfera de raio p cuja curvatura de Gauss

¢ K = —, ndo é isométrica a um plano pois este possui curvatura de Gauss nula, fatos ja

descritos nos exemplos 3.6.10 e 3.6.11.
E também podemos concluir que as Curvaturas de Gauss do Helicoide e do Cate-
noide sao sempre iguais, pois sao superficies isométricas, como visto no exemplo 3.4.18.
O Teorema FEgrégio de Gauss mostra apenas uma de muitas propriedades que
podem ser provadas que dependam exclusivamente da Primeira Forma Fundamental, ou
seja, que constituem a Geometria Intrinseca das superficies, essas outras propriedades

juntamente com suas respectivas demonstracoes, podem ser encontradas detalhadamente
em [1], [3] e [15].
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Capitulo 4

Introducao as Superficies Minimas

Dentre as superficies do R?, destacam-se as que possuem a curvatura de Gauss
constante e as que possuem a curvatura média nula. Estudaremos agora as superficies de
curvatura média nula que sao conhecidas particularmente como Superficies Minimas.

4.1 Definicao, Exemplos e Propriedades

A ideia intuitiva das Superficies Minimas, com base no Céalculo das Variac¢oes, sao
as superficies de area minima que possuem uma determinada curva fechada como fronteira.
Entretanto, trataremos inicialmente as Superficies Minimas com a definicao concedida
pela Geometria Diferencial, e no teorema 4.2.2 demonstraremos a equivaléncia entre essas
duas definigoes, e descrevemos a partir de agora a definicao baseada na curvatura média
de uma superficie.

Definicao 4.1.1 Seja X : U C R?> — R? uma superficie parametrizada reqular. X é
chamada de superficie minima se a sua Curvatura Média € identicamente nula, ou seja,
se

H(u,v) =0, VY(u,v)eU.

Exemplo 4.1.2 Como vimos no exemplo 3.5.14, a curvatura normal de um plano € iden-
ticamente nula assim, k1 = ko = 0, logo

k1 ke

5 =0.

H(q)

E entao concluimos que o plano é uma Superficie Minima. Mesma conclusao pode
ser obtida a partir do exemplo 3.6.10.

Exemplo 4.1.3 Considere o Catenoide dado no exemplo 3.1.11. Dos exemplos 3.4.5 e
3.5.8 tiramos, respectivamente, que os coeficientes da Primeira e Sequnda Formas Funda-
mentais sao

E=p*cosh®u=G, F=0, e=—p’coshu=—-¢g e f=0.

Da proposi¢ao 3.6.9, a curvatura média é dada por

1 (Ge—=2Ff+ FEg

87




entao ) )
(p? cosh? u)(—p? cosh u) + (p? cosh® u)(p? cosh u)

pt cosh? u

H(q) = =0.

Assim, concluimos que o Catenoide é uma Superficie Minima.

Exemplo 4.1.4 Considere o Helicoide abordado no exemplo 3.4.3. Sabemos do exemplo
3.5.3, que os coeficientes da Segunda Forma Fundamental sao

e=g=0 e f=—p.
E como o Helicoide € isométrico ao Catenoide, seque que
E=G=p’cosh®’u e F=0.
Entao, a sua curvatura média é

(p? cosh? u)0 4 2p0 + (p? cosh? u)0

=0.
pt cosh? u

H(q) =
Logo o Helicoide também é uma superficie minima.

Exemplo 4.1.5 Sabemos do exemplo 3.6.11, que a curvatura média da Esfera € da forma

H(q) = ; Assim, a Esfera nao é uma Superficie Minima.

Exemplo 4.1.6 Do exemplo 3.6.13, tiramos que a curvatura média do Toro € dada por

H(q) = > =% 0, para todo q. Entao conclui-se que o Toro nao € uma Superficie Minima.
P
A préxima proposicao mostra uma propriedade interessante das superficies mini-
mas.

Proposicao 4.1.7 Se X : U — R3 € uma superficie minima, entio a sua curvatura de
Gauss € sempre nao positiva, em todos os pontos q € U.
Demonstracao: Se X é minima, entdo

kit ks
92

H(q) =0 VYqeU,

e assim ki = —ko. Logo a curvatura de Gauss € tal que
K(q) = kiks = k1(=k1) = —(k1)* <0 Vg€ U.
[ |

Exemplo 4.1.8 Do exemplo 3.6.10, tiramos que a curvatura de Gauss para um plano é
nula.

Exemplo 4.1.9 Os coeficientes da Primeira e Sequnda Formas Fundamentais do Cate-
noide sao obtidos nos exemplos 3.4.5 e 3.5.8, e como a curvatura de Gauss é dada por

_eg—f?
K(q) - EG_F27
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entao §eoa? .

—p* cosh” u -
K(q) = = <0.
(@) pt cosh? u cosh®u —

Exemplo 4.1.10 Para o Helicoide, sabemos que E = G = p*>cosh’u, F =0, f = —p e
e=g¢9=0, assim
—p2 -1
K(q) = = <0.
(@) prcosh*u  p?cosh*u —

Os exemplos 4.1.5 e 4.1.6 mostram que a esfera e o toro, casos particulares de super-
ficies fechadas, nao sao minimas. Na verdade, decorre da proposicao 4.1.7 a interessante
propriedade de que nenhuma Superficie Minima pode ser fechada.

De fato, supondo que S é o traco de uma superficie fechada, podemos obter R > 0
suficientemente grande de tal forma que S esteja inteiramente contida no interior da esfera
de raio R, denotada por S?(R). Diminuindo R continuamente, pode-se obter um primeiro
valor Ry > 0 e um ponto p € S de forma que a esfera de raio R seja tangente a S em p,
conforme ilustra a figura 4.1.

Figura 4.1: Superficie Fechada

Fonte: Producao do préprio autor

Sabemos do exemplo 3.5.15 que a fungdo curvatura normal da esfera S?(R,) é dada
por

1
n(w) = 7= Vw € TS,

Como S e S?(Ry) sao tangentes em p, todas as se¢oes normais de S em p possuem
curvatura maior que as circunferéncias de raio Ry, que sdo as se¢oes normais de S*(Ry)
em p.

Assim, as curvaturas principais de S em p sao tais que

e obviamente



Entao obtemos que a curvatura de Gauss de S em p é tal que
1
K =kiky > ﬁ > 0.

Portanto, S nao pode ser o traco de uma superficie minima pois se o fosse, pela
proposicao 4.1.7, teriamos K < 0, uma contradicao.

Vamos obter agora algumas condi¢oes para que uma superficie parametrizada re-
gular dada pela proposicao 3.1.6 seja considerada uma superficie minima.

Teorema 4.1.11 Seja X uma superficie parametrizada reqular dada por X (u,v) = (u, v, f(u,v)).
Entao X € minima se e somente se satisfaz a equacao

(L+ [ foo + (L4 [f]?) fur = 2fufofuw = 0.

Demonstracao: Da proposicao 3.6.9, temos que a curvatura média de uma Su-
perficie qualquer € dada por

eG—2fF+ Eg
H<“’“):§( EG— F? )

Da proposi¢ao 3.5.4, os coeficientes da Sequnda Forma Fundamental de X (u,v) = (u,v, f(u,v))
sao da forma

— fuu f — qu 6 g — fUU .
VIHLPE+ R VIHLP+ R NSERTAENTAE

E os coeficientes da Primeira forma fundamental sao

E= <XuaXu> = <(1’O> .fu)a (1’07 fu)) =1+ [fu]27
G = <XvaXv> = <(0’ 17 .fv)7 (0’ 17 .fv)) =1+ [fv]27
F= <XuaXv> = <(1’O> .fu)a (0’ 17fv)> = fu.fv

Entao a curvatura média de X (u,v) = (u,v, f(u,v) € dada por

H:1< fuu(1+[.fv]2)+fvv(1+[fu]2)_quvfufv )
2\ U+ [ful? + L2+ [ful)V1 + [f2)

Assim, X € minima se e somente se H =0, ou seja, se e somente se

Em outras palavras, a proposicao anterior nos diz que se f(u,v) satisfizer a equacao
diferencial da proposi¢ao anterior, chamada de equacao de Lagrange, entao seu grafico é
obrigatoriamente uma superficie minima.

Note que f(u,v) = wiu + wyv + po, onde w; e wy sao vetores de R? e py € R3,
satisfaz naturalmente a equacao diferencial da proposi¢ao anterior, mostrando novamente
que planos sao superficies minimas.

Exemplo 4.1.12 Vamos agora procurar uma superficie minima que satisfaca a equacgao
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diferencial da proposicao anterior, com f(u,v) = g(u) + h(v), onde g é uma func¢ao que
depende somente de u e h somente de v.
Substituindo na equacgao de Lagrange, obtemos

0 = fuu(L+[fo]?) + foo(1 + [ful?) = 2funfuts
g"(u)(L+ [W/(0)]*) + 1" (0) (1 + [¢'(w)]?),

e usando o método de separacao de varidveis, encontramos

g W),
[ P ER W 05

onde k € uma constante.
9" (u)

— 7 =kt
T+ [gpe

Resolvendo primeiramente

chamando ¢'(u) = w(u) temos ¢"(u) = w'(u), e assim obtemos a sequinte equacdao dife-
renctal

entao
w'(u)

1+ [w(w)]?
integrando em ambos os lados em relacao a u obtemos

=k,

arctgw(u) = ku + ¢,

logo
g'(u) = w(u) = tg(ku + c1),

integrando novamente em ambos os lados chegamos que
g(u) = /tg(ku—l—cl)du
1
= -z In(cos(ku + ¢1)) + 2,

onde ¢y, co sao constantes arbitrdrias.
h/l(,U)

— m obtemos que

De forma andloga, partindo da equacao k =

1
h(v) = z In(cos(kv + ¢3)) + ¢y,

onde c3 e ¢y constantes arbitrdrias.
E assim concluimos que a superficie minima € o grdafico da funcao dada por

flu,v) = %ln(cos(kv +c3)) — %ln(cos(k:u +ac))+ec
1 1 (cos(kv + C3)) e

g cos(ku + ¢1)
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Figura 4.2: Parte da Superficie de Scherk
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Fonte: Producao do préprio autor

Tal superficie minima € denominada de Superficie de Scherk, e estd exibida na
figura 4.2. A superficie de Scherk ¢ normalmente conhecida a menos das suas constantes,
podendo se escrita na forma

X(u,v) = (u,v,ln <cosv>) .

CosSu

Observe que, para X (u,v) acima estar bem definida devemos ter cosu # 0, cosv #

0e o8 Y > (. Logo

T T s i

v E <———|—2m7r,—+2m7r) e ueE <——+2n7r,—+2n7r>,
2 2 2 2

com m,n € Z. Na figura 4.2 esta representada a parte da superficie de Scherk correspon-

dente a m = n = 0, que esta definida sobre um quadrado aberto de lado 7.

Esta superficie possui retas verticais sobre os vértices deste quadrado, ela se estende
de modo a cobrir uma parte do plano constituida por quadrados nao consecutivos de lados
m, como em um tabuleiro de xadrez, formando o restante da Superficie de Scherk que pode
ser observada na figura 4.3.

4.2 Terminologia e as Peliculas de Sabao

A palavra minima na nomenclatura de superficies de curvatura média nula esta
relacionada com o seguinte problema, proposto por Lagrange em 1760 (ver Capitulo 1):
Dada uma curva fechada sem auto-intersecoes, qual é a superficie de drea minima que
possui esta curva como fronteira?

Este problema surgiu como um mero exemplo de um método, desenvolvido por
Lagrange, para achar curvas ou superficies que minimizem determinadas propriedades e
que atualmente constituem o chamado Calculo das Variacoes. Agora introduziremos o
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Figura 4.3: Superficie de Scherk

‘ ‘\\\\\\\\\\‘\\ \\

N IIIII

s
”””””Il!le | i - \l\lﬂlﬂl\\\ |

| i -ﬂ-‘“r'mwﬂ»w» \
4 i

\lllll!!llllll\\l

Wﬂ”ﬂ”’ﬂﬂ)

fﬂfﬂﬂilllﬂm
i,
Illf""/I///Ill)ﬂu‘&x

Fonte: Producao do préprio autor

método de Lagrange para o caso das Superficies Minimas, com o intuito de justificar sua
nomenclatura.

Definicao 4.2.1 Sejam X : U Cc R? — R3? uma superficie parametrizada regqular e
D C U uma regido limitada e fechada, onde D € a unido do dominio D e com sua fronteira
oD. Considere uma fungtio h:D — R diferencidvel. Entdo a variacdo normal de X (D)
determinada por h, € a aplicagao

£€:Dx (—€6) — R,

tal que
E(uy0,8) = X (u,v) + th(u, v) N, v),
com (u,v) €D et € (—¢¢).
A figura 4.4 ilustra a definicao da variagao normal.
Note que, como o proprio nome sugere, a variacao normal de X associa , em cada

ponto ¢ de Sx, uma variagao de fator th(u,v) na dire¢do do vetor normal & superficie.
Para cada t € (—¢,¢) fixado, a aplicagio X' : D — R? dada por

t
X (u7 U) = §<U, v, t)u
¢ uma superficie parametrizada denominada de superficie da variagao, com

Xt = X, +thN, + th,N,
X! = X, +thN, +th,N,
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Figura 4.4: Variacio Normal de X (D)
(X + thN)(D)

thN X (D)
N
)(D)
—thN

Fonte: Producao do préprio autor

e se € for suficientemente pequeno, X! passa a ser uma superficie parametrizada regular,
pois
lim X1 A X0 = X, A X,

e—0

Assim, os coeficientes da Primeira Forma Fundamental de X! sao

E'=(X! XYY = (X, +thN,+th,N, X, +thN, + th,N)
= (Xy, X,) +2th(X,, N,) + t*h*(N,, N,) + 2t>hh, (N, N) + t*[h,])?(N, N),

Gt = (X', X!) = (X,+thN, +th,N, X, +thN, + th,N)
= (X, X)) + 2th(X,, Ny} + 2h2(N,, N,) + 2t2hhy (N, N) + t2[h,]2(N, N,

e

Ff = (X, X7)

(X, +thN, +th,N, X, + thN, + th,N)
= (X, Xy) +th({Xy, Ny) + (X, N)) + t2h*(Ny, N,) + t*[hh](N, N).

Utilizando os fatos de que
<Xu7 Xu> = E7 <Xv7Xv> = G7 <Xu7 Xv> = F7

<N7 N> = 17 <XuaNu> = —¢€, <Xv7Nv> = —g

e
<Xu7Nv> + <XU7NU> == _2f7
obtemos
E! = FE —2the + t*h*(N,, N,) + t*[h.]?,
Ft = F —2thf + t*h*(N,, N,) + t*h,h.,

G' = G —2thg + t?h*(N,, N,) + t?[h,]>.
Sabemos da proposicao 3.6.9 que a curvatura média é dada por

Eg—2fF + Ge
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€ como

E'G* = EG —2thgE + Et*(h*(N,, N,) + [h]?) — 2theG
+ APhPeg — 23he(h2(N,, N,) + [h]?) + 2GRNy, No) + [ha]?),

[§]
[F']? = F?—2thFf+ Ft*(h*(N,, N,) + hyh,) — 2thfF
+ AR f2 = 263 f (h*(Ny, Ny) + hyhy) — F' (W (Ny, Ny) + huhy),
obtemos
E'G'— [F']? = EG— F*—-2th(Eg—2Ff — Ge) + R(t)
= (EG - F?%) —2th(2H(EG — F?)) + R(t)
= (EG — F*)(1 —4thH) + R(t),
onde

Et?(h?(N,, N,) + [h,]?) — 2theG + 4t*h*eg — 2t3he(h*(N,, N,) + [h,]?)
2GH(h*(Ny, Nu) + [ha)?) + Ft2(h?(Ny, Ny) + hyhy) — 2thfF + 4t2h? 2
2030 f (h*(Ny, N,) + hyh,) — F't2(h*(N,, N,) + h,h,),

I+l

R(t
é tal que ling - ) = 0, e entdo, pelo teorema 2.2.1, temos que R'(0) = 0.
—

Segue que, se ¢ ¢ suficientemente pequeno entio a area A(t) de X*(D) ¢ dada por

At) = / / JEG = [FPdudy

— / VEG — F2\/1 — 4thH + Q(t)dudv,

onde Q(t) = %

Dessa forma, A(t) é uma fungao diferenciavel e sua derivada em t = 0 é

é tal que Q'(0) = 0, pelo teorema 2.2.1.

// —2hH + Q'(t))VEG — F?
V1 —4thH + Q(t)

dudvy = — // 2hH~N EG — F2dudw.
-0 5

Como prometido no inicio deste capitulo, o proximo teorema fard o intermédio
entre a variacao normal, definida acima, e as superficies de curvatura média nula, afim
de justificar a terminologia e a definicao de Superficie Minima dada por Lagrange, que se
resume na, superficie que tem a menor area entre todas as superficies delimitadas por um
determinado contorno.

Teorema 4.2.2 Seja X : U C R? — R3 uma superficie parametrizada reqular e seja
D C U um dominio limitado em U. Entao X é minima se e somente se A'(0) = 0 para
todo D e toda variacio normal de X (D).

Demonstracao: Supondo que X € minima, entao H = 0, logo

—//2Hh\/EG—F2dudv = 0.
D
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Reciprocamente, suponha, por absurdo, que H(q) # 0 para algum q € D. Tomando
uma variacao normal determinada por h : D — R tal que h(q) = H(q), hH > 0 e h seja
identicamente nula fora de uma vizinhanca de q. Entao

A0) = — / / 2HhEG — F2dudv < 0,
D

para a varia¢ao normal determinada por essa h. Mas por hipdtese A'(0) = 0, para toda

varia¢ao normal de X (D) e todo D, o que gera uma contradigao. [ ]

Com essa proposicao podemos concluir que qualquer regiao limitada e fechada
X (D) de uma superficie minima é um ponto critico para a funcio 4rea de qualquer variacio
normal de X (D). Note que este ponto critico pode nio ser necessariamente um minimo
e que isso faz a palavra minima parecer um pouco estranha, mesmo que tal terminologia
esteja consagrada pela historia.

Para entendermos melhor, considere o problema de determinar o minimo de uma
fungao diferenciavel, f(¢), t € R. Se f admitir um ponto de minimo, digamos ¢y, entao
este ponto é um ponto critico de f, ou seja, satisfaz f’(ty) = 0. Se f”(to) > 0, pode-se
afirmar que tal ponto critico € um minimo relativo, isto ¢, minimo em uma vizinhanca
de ty. Para determinar o minimo absoluto precisamos saber o comportamento global da
funcao f(t).

Para padronizar a linguagem, usaremos as seguintes definigoes.

Defini¢ao 4.2.3 Seja X : U C R? — R3 uma superficie minima e seja D a unido da
regiao limitada D C U com sua fronteira OD. Diz-se que D € estdvel se A"(0) > 0, para

toda varia¢ao normal da superficie. Diz-se que D é minimizante se a drea A(X (D)) é
menor ou igual que a drea de qualquer outra superficie que tenha a mesma fronteira OD.

Podemos dar um contexto mais intuitivo para as Superficies Minimas e ao termo
estavel da definicao 4.2.3.

Suponha que uma curva fechada dé o formato de uma moldura cujo material € um
arame fino. Mergulhando este arame em uma solucao de dgua e sabao e retirando-o em
seguida, cuidadosamente, aparecera uma pelicula fina de sabao que tem o arame como
fronteira, e que estd em equilibrio sob a acao da tensao superficial do liquido, exemplificado
na figura 4.5.

Figura 4.5: Pelicula de sabao a partir de uma arame fino

Fonte: Producao do préprio autor

E possivel provar que esta superficie de equilibrio tem curvatura média nula. Re-
sultado obtido por Laplace, que diz que a pressao em cada ponto exercida pela superficie
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sobre 0 meio que estd inserida é orientada na direcao da normal & superficie e proporcional
a curvatura média. Assim, como a superficie estd em equilibrio, tal pressao e também a
curvatura meédia, se anulam em todos os seus pontos.

As peliculas de sabao que sao superficies parametrizadas regulares sao, portanto,
superficies minimas. Além disto, tais peliculas sao estaveis no sentido da mecéanica , isto
é, uma perturbacao pequena dé origem a forcas que fazem a pelicula voltar & posicao
inicial.

Convém observar que nem toda pelicula de sabao é uma superficie minima. Por
exemplo, a pelicula de sabao mais simples de ser obtida experimentalmente possui for-
mato esférico, ou seja, uma bolha de sabao, mas nao é uma superficie minima de acordo
com a nossa definicao que consiste em procurar uma superficie de menor area que seja
delimitada por uma curva fechada conhecida. Porém, a esfera é considerada uma "super-
ficie minima'no sentido em que dado, um determinado volume, ela minimizara a area que
recobre este volume.

A ideia de Laplace anteriormente mencionada é descrita na sequéncia.

Definicao 4.2.4 Seja X uma superficie parametrizada reqular e H a sua curvatura mé-
dia. O wvetor curvatura média é definido por

H=HN.

Para entendermos o significado geométrico do vetor curvatura meédia, considere
novamente a expressao

A(0) = — // 2HhV EG — F2dudv,
D

escolhendo h = H, temos que, para essa variacao particular,

A(0) = -2 / / H*VEG — F2dudv
- _27/ (HN,HN)VEG — F2dudv
_ _27/ (H, H)yVEG — Fodudy

D
= -2 // IH|*VEG — F2dudv < 0
D

E isto mostra que, se "perturbarmos"o equilibrio de D na direcdo de H, a area
obtida sera inicialmente decrescente.

Pode ser obtida, com o auxilio da préxima definicao, uma outra interpretacao para
o vetor curvatura média.

Definicao 4.2.5 Sejam X uma superficie parametrizada reqular e E, F' e G os coefici-
entes da sua Primeira Forma Fundamental. Se E = G e F = 0 entao dizemos que X €
uma superficie isotérmica.
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Em particular, o Catenoide o Helicoide sao superficies isotérmicas, bem como o
plano.

Note também que a parametrizacao para a superficie de Scherk estudada no exem-
plo 4.1.12 nao é isotérmica, pois uma funcao dada pela proposicao 3.1.6 nao é, necessari-
amente, isotérmica. Para que

X(u,v) = (u,v, f(u,v))

seja isotérmica, é necessario e suficiente que

|ful = [fo] e fufo=0,

que nao é o caso da parametrizacao da Superficie de Scherk do exemplo 4.1.12.

Proposicao 4.2.6 Seja X uma superficie isotérmica, entio
Xyu + Xy = 2)\2H7

onde \* = E = Q.
Demonstracao: Como X € isotérmica, entao (X,, X,) = £ =G = (X,, X,) ¢
F = (X,, X,) =0. Derivando a primeira igualdade em relag¢ao a u, obtemos

2<qua Xu> = 2<Xvua Xv>a

logo
<qua Xu> - <XUU7 Xv>a

e derivando a mesma igualdade em relacao a v, obtemos
(Xuw, Xu) = (Xow, Xo).
Derivando a igualdade (X,, X,) = 0 em relag¢io a v, temos que
(Xus Xow) + (X, Xo) = 0.
Assim, chegamos na sequinte expressao
(Xuy Xow) = = (X, Xuw) = —(Xu, Xus)-

Logo
<qu qu + va> = 07
e da mesma forma

<Xva qu + XUU> = 0.

Assim Xy, + Xoo € simultaneamente ortogonal a X, e X, e com isso concluimos que
Xuu + Xoo € paralelo a N e escrevemos Xy, + Xypp = alN.
Por X ser isotérmica, denotando E = G = N2, a sua curvatura média é dada por

H—l Eg—2fF+Ge\ 1 (XNg+XNe\ 1 /(g+te
2 EG — F? 2 X 2\ A2 )
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E entao como N € unitdrio, obtemos

2)\2H:g—i—e = <N,qu>—i—(N,Xw>
= (N, Xy + X)) = (N,aN) = a.

Portanto
Xuw + Xop = aN = (202H)N = 2)\*H.

A partir dessa proposi¢ao obtemos o seguinte corolério.

Corolario 4.2.7 Seja X uma superficie isotérmica. Entao X € minima se e somente se
suas funcgoes coordenadas sao todas harmonicas.

Demonstracao: Suponhamos que X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) seja uma
superficie isotérmica minima. Pela proposicao anterior, temos que

Xy + Xow = 202H = 202HN = 0,

ou seja,
(xuua Yuus Zuu) + (:Evva You, Zvv) =0.

Portanto o Laplaciano das funcoes coordenadas de X sao harmonicas, pois
Tyy T Tow = 07 Yuu T Yoo = 07 € Zyyt 2w = 0.

Reciprocamente, suponhamos que as fungées coordenas de X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))
sao harmonicas. Entao

Ly + Ty = 07 Yuu T Yoo = 07 € Zyy t Zpw = 07

logo
qu = (xumyuua zuu) = _(xvvayvva zvv) = _va-

Assim, como X € isotérmica, obtemos
ONNH = Xy + Xpo =0,
e concluimos que H = 0, pois N2 = E = G > 0. [ ]

Exemplo 4.2.8 Considere a superficie de Enneper exibida na figura 4.6 em duas vistas.
Ela € uma superficie parametrizada reqular dada por

u? v3
X(u,v) = (u—?+m)2,v—§+vu2,u2—v2),

com (u,v) € R2
A superficie de Enneper é minima. Com efeito, basta verificar que as funcoes
coordenadas de X sao harmonicas e que X € isotérmica. Temos que

X. = (1 —u?+v%2uv, 2u),
X, = (2uv,1—v*+u? —20),
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Figura 4.6: Superficie de Enneper em duas vistas

e
le%s

X3 o lds
X
ST
\\\\\ y 1 "
.\‘\‘\‘\“&\Q W”“

Fonte: Producao do préprio autor

logo

E = 1—u?+v%—u?+u* —u?0? + 0% — 0% + vt + 4u0? + 42
1+ 2u?v? 4 u* + v* 4 2u® + 202,

A0? +1 — 0?2 +u? — 02 — 0?2 + 0 —0%u® + u? — v + ut + W2
1+ 2u?v? 4+ u + v + 20% + 202,

F = 2uv — 2udv + 2uv3 + 2uv — 2uv® + 20u® — 4ou = 0.

G

Assim, X € isotérmica. Ainda

Xouw = (—2u, 20, 2)

X = (2u, —2v, =2),

entao
qu + va = 0.

Portanto X € uma superficie isométrica cujas componentes sao harmonicas. E
concluimos que a superficie de Enneper € uma superficie minima.

4.3 Representacao de Weierstrass

Apresentaremos agora conceitos que descrevem a Representacao de Weierstrass e
que trazem respostas as observacoes abordadas em cima da Superficie de Scherk logo apo6s
a definicdo de uma superficie isotérmica. Mas para isso, introduziremos alguns resultados
para superficies minimas envolvendo fun¢oes holomorfas de uma variavel complexa.

Sejam ¢1(C), v2(C) e 3(¢) funcoes complexas de ( = u + iv definidas em um
dominio U C C simplesmente conexo, dadas por

Qpl(C) = Ty — 1Ty, @2(§) = Yu — iyv e 903(C) = Zy — 12y,

onde z,y e z sao as fungoes coordenadas de uma superficie parametrizada regular da
forma

X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)).
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Lema 4.3.1 X € uma superficie isotérmica se e somente se

T+ 05+ 3 =

1|2 + |@2|? + |@3]? = 2E = 2G > 0.

Demonstragao: Suponhamos que X seja uma superficie isotérmica, obtemos
assim que

@f + @% + gog = xi — 20x,T, + x% + yg — 20y Yo + yg + zg — 22,2, + z?)

22+ Y2+ 22+ 2@ty + Yuthe + 2020) — (22 + Y2 + 22)
(X, Xu) — (X, Xo) +20( X, Xy).
= EF—G+2iF.

Como por hipdtese E = G e F =0, entao
Y1+ s+ 3 =0.
Ainda temos que
o1l + lpal* + lsl* = wn+ o+ +us+20+ 2
= E+G
= 2FE > 0.

Reciprocamente, se 3 + o3 + p2 = 0 entdo

0=0+10 0+ @2 + 2

= FE—G+2iF,

logo
E=G e F=0.

Portanto X € uma superficie isotérmica. [ ]

Lema 4.3.2 X ¢ uma superficie minima isotérmica se e somente se @1, pa € Y3 SO
holomorfas.

Demonstracao: Como X é uma superficie parametrizada reqular o Teorema de
Schwarz (teorema 2.2.2) é satisfeito para suas fungoes coordenadas, assim

Lyy = _(_xvu)a Yuv = _(_yvu)a Zuv = _(_Zvu)a

que correspondem a metade das equacoes de Cauchy-Riemann para

P1 =Ty — 1Ty, P2 =1Yy — 1Yy € Y3 = 2y — 12,.

Além disso, pelo Coroldrio 4.2.7 temos que X € uma superficie minima isotérmica
se e somente se Xy, + Xow = 0, ou seja, se e somente se

LToyu = —Tyuv, Yuu = —Yov, Zuuw = T Zov,

que correspondem a outra metade das equagoes de Cauchy-Riemann para @1, @2 € p3. B
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Lema 4.3.3 ¢1, @2 € @3 sio funcgoes holomorfas e satisfazem @3 + @3 + 3 = 0, se e
somente se existem uma funcao holomorfa f e uma funcao meromorfa g, tais que

(

o1 = %f(l—f)

Y2 = %f(l +9°)

w3 = fg,

\

onde cada polo de ordem m de g é um zero de ordem k de f, com k > 2m.

(As definicoes de fungdes holomorfas e meromorfas se encontram a partir da pagina
27.)

Demonstracao: Suponhamos que @1, ps e w3 sejam funcoes holomorfas, tais
que 3 + @35 + 3 = 0, assim podemos reescrever esta equag¢io como

—05 = @1 + 3 = (1 — ipa)(p1 +ip2).

Se 3 for identicamente nula, podemos tomar g =0 (que € meromorfa) e f = 2p1 (que €
holomorfa), e assim teremos que
(

%f(l -9°) = ¢

§f(1 +6%) = g1 = —i%py = po;

fg = O:(p?n

\

e como g nao admite polos, f pode ou nao ter zeros.
Se @3 nao for nula, temos que

Y1 — “02 # 07
e definindo
4 ¥3
1 — iy’
temos assim que f € holomorfa e g € meromorfa. Além disso,

f=p1—ips e g=

2
o1+ iy = 7%.5 ;
P1 — P2

donde ) . )
fA=g°) (1 —ipa) (1_ v3 )
2 2 (1 — ipa)?
(G2 (1 N M)
2 p1 — 1P

_ (@1—i<ﬁ2)< 21 )

2 ©1 — P2

= ©1,
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if(1+g°) i(p1 — igo) (1+( 3 )

2 2 Y1 — ipa)?
_ i1 — i) (1 _# +w2)
2 Y1 — 12
_ i(p1 —ips) ( —2ipg )
2 P1 — 1P
= $2,
fg = (o1 —ien) ( i )
1 — P2
= $3.

Como @1 e f sio holomorfas, temos que fg°> = f—2p, e fg = @3 também sio holomorfas.
Ainda, se (y € polo de ordem m de g entao

Clijclo(é —Co)"g(¢) # 0,

e numa vizinhanca de (o podemos escrever

(€= ¢0)"9(C) = h(C), com  h(Co) #0,

ou seja
__h(©)
9(6) = (C—C)m
Assim, )
SR P < B 2 |l 0)"
f(C) =1 —ip @ no)
o _ a(¢ — G)™g(O)
3 = f(Q)g(¢) = 16 :
obtemos
. ©3(¢ — Co)™g(¢)(C — o)™ . ©39(C)(¢ — Co)Qm
Q)= h(Q) TG R
ou seja

F(Q) = (¢ = G)p(C),  com  p(Go) # 0.

Logo (y € um zero de f de ordem pelo menos 2m.
Reciprocamente, suponhamos que f € holomorfa e g € meromorfa, e que cada polo
(digamos () de ordem m de g € um zero de ordem k > 2m, entio temos

~_»©) com
9(¢) = C— o p(Co) # 0,
F(§) = (¢ = C)*r(C), com h(Go) #0,

f9(Q) = (¢ = )" ™p(OR(C),
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como k > 2m, entdo k —m > m >0, temos que fg(¢) € holomorfa. Da mesma forma

f9°(Q) = (€= )" p*(ON(C),

também € holomorfa, pois k — 2m > 0. Portanto, como soma de funcoes holomorfas é

holomorfa, temos que )

IR
! 2 2
_af igf
S
e3 = fg,

\

sao funcoes holomorfas.
Assim, temos pelo lema 4.3.2 uma superficie parametrizada regqular definida como
sendo
X(ua 'U) = (:L‘(’LL, 'U)a y(u’ U), Z(u’ U)),

onde x,y e z sao tais que

(pl(C) = Ly — il‘y, QOQ(C) = Yu — iyv € 903(C) = Zy — 'L.Zva

X € uma superficie minima isotérmica, e pelo lema 4.3.1 se X € uma superficie isotérmica
entao

Q1+ 5+ 3 =0.

Com os lemas acimas esclarecidos, agora enunciaremos e demonstraremos o resul-
tado final de Weierstrass.

Teorema 4.3.4 (Formulas de Weierstrass) Seja X : U C R? — R3 definida por
X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), onde U C R* é um dominio simplesmente conezo. X
€ uma superficie minima isotérmica se e somente se existem uma fun¢ao holomorfa f e
uma fungao meromorfa g definidas em U, tais que

[ s(w0) = Re </C:g01dC') :Re< ) it . )dg)
y(u,v) = Re (/C: wzdé') = Re </CO Zm;g )dC) (4.3.1)
Auv) = Re ( /4: wgdg’) - Re ( /C:gfdg“’),

e cada polo de ordem m de g corresponde a um zero de ordem 2m de f.

Demonstragao: Suponhamos que X : U C R? — R?® dada por X (u,v) =
(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) seja uma superficie minima isotérmica, entao do lema 4.3.2 temos
que as fungoes complexas p1, o € @3, dadas por

\

(pl(C) = Ly — il‘y, QOQ(C) = Yu — iyv € 903(C) = Zy — 'L.Zva

sao holomorfas, e observe que as igualdades do lado esquerdo de 4.3.1 sao satisfeitas.
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Ainda, como X € isotérmica, pelo lema 4.3.1 vale que @3 + 03 + p3 = 0, logo, do lema
4.3.3 tiramos que existem f holomorfa e g meromorfa tais que cada polo de ordem m de
g corresponde a um zero de ordem 2m de f, o que prova as igualdades do lado direito de
4.3.1.

Reciprocamente, se f e g satisfazem as condig¢oes requeridas, entao, definindo 1,
w9 € 3 como no lema 4.3.3 obtemos que tais funcgoes sao holomorfas que satisfazem
01+ 3+ 02 =0, o que prova o lado direito das igualdades de 4.3.1.

Como 1, o € @3 sao holomorfas, do lema 4.3.2 tiramos que a aplicacao X dada por
X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), onde x,y e z satisfazem

(pl(C) = Ly — il‘y, QOQ(C) = Yu — iyv € 903(C) = Zy — 'L.Zva

€ uma superficie minima isotérmica, o que prova as igualdades do lado esquerdo de 4.3.1.
[ |

As equagoes vistas no Teorema de Weierstrass sao classicamente conhecidas por
Representacao de Weierstrass. A Representacao de Weierstrass permite obter uma infini-
dade de exemplos de superficies minimas.

Retornando ao exemplo 4.1.12 da Superficie de Scherk, podemos obter agora uma
parametrizacao isotérmica a partir da representacao de Weierstrass.

Exemplo 4.3.5 Seja U C C o disco unitdrio U= D(0,1) = {¢ € C/|(| < 1}. Definindo

f,9:U — C como sendo g(¢) =C e f(¢) = obtemos que

1= v

P 2i AC
= — = e _ >
®1 1+C27 ©2 ].—CZ’ ©3 1_C47

assim 1, Yo € w3 nao possuem polos em U, obtemos

1 ¢ 2 AN ¢ ) l ry : <+i
z = §Re</o 1+@2d<)‘36</o <f+z"<'—z’d<)_Re<“n(<—i>)
Cti
= —arg(C_Z)a
1 2 N i L g¢') = Re (i (52
y = §R6</o 1—Cr2dc>_Re</o C’+1_C'—1d§)_Re(lln<m))

B Co NS a0 N i1
© R(/o 1—</4d§)_R6(/0 <'2+1‘<'2—1d§)‘Re(ln<<2—1))
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Ainda, como cosseno € uma fun¢ao par, temos que

Re <C+i)
. R ) . ,
COS$=COS<arg(C+Z)): (1 _(m _1)‘C_Z|_‘C| —1

C—i CHil ¢l ¢+l [+
¢—1
e também
Re <§+1)
y:(g(ﬂ)): (1) _(KP-1jc=1 _J¢P-1
(—1 ¢+1 C=1P [¢+1]  [¢2—1
(—1
Assim obtemos que,
cosy  CP—1lCP+1 [¢P41
cosz |2 —=1[|2—1] [ -1
e portanto
¢2+1 cosy
z=In|>2— :ln( ) ,
-1 cos T
- . —3r —m
que corresponde a parte da Superficie de Scherk restrita ao quadrado (—2 ,7) X

-3t —7
<T, 7) , pois ¢ € U garante que |(]* —1 <0 e com isso cosx < 0 e cosy < 0.

Exemplo 4.3.6 Tomando o dominio U = C e definindo f,g : U — C como sendo
g(¢) = —¢e* e f(¢) = —pe=¢, temos que

o = —g(l +eX)e~¢ = psenh,
0y = _%(1 —e%)e™¢ = —ipcosh (,
Y3 = 0

que obviamente sao holomorfas em C, e representam assim a forma de Weierstrass para
o Catenoide, pois

¢
r = Re </ psenh{’dC’) = Re(pcosh( — 1) = pcosvcoshu — 1,
0
¢
y = Re (/ —ip cosh C’dC’) = Re(—ipsenh() = psenv cosh u,
0
¢
: = Re ( / pdc’) = Re(pC) = pu,
0

que € somente uma translacao em uma unidade do Catenoide, visto no exemplo 3.1.11,
na direcao negativa do eizo Oz.
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Exemplo 4.3.7 Tomando o dominio U = C e definindo f,g: U — C por g(¢) = —ieS
e f(¢) = pe=¢, temos que

p

o1 = 5(1 +e%)e ¢ = pcosh ¢,
0y = %(1 — €2)e ¢ = —ipsenh,
Y3 = _Zpa

sao holomorfas em C, e sao a representacao de Weierstrass para o Helicoide, pois

¢
x = Re (/ p cosh C'd(') = Re(psenh( — 1) = p cos vsenhu,
0
¢
y = Re (/ —i,osenh{'dgl) = Re(—ipcosh { + i) = psenvsenhu,
0
¢
z = Re (/ —i,od{’) = Re(—ip¢) = pv,
0

que sao as fungoes coordenadas do Helicoide, visto no exemplo 3.4.3.

Exemplo 4.3.8 Considere agora uma escolha mais simples para g(¢), f(¢) e U como
sendo, U=C, g(¢) = e f(¢) = 2, logo obtemos que a representa¢ao de Weierstrass é

¢
r = %Re(/o 2(1—(’2)d§'):Re(g—%s):u—u;+m)2,

¢
y = %Re </0 2i(1+§'2)dC') = Re (z <C+%3)> :—v—i-v;—u%,

z = Re (/C QC'dC') = Re((?) = u? — v,
0

que descreve a superficie de Enneper do exemplo 4.2.8, a menos de uma simetria na
coordenada .

Exemplo 4.3.9 Fazendo a escolha de U = C — {0}, e definindo f,g : U — C por
1
g(Q)=Cef(()=2(1-—= |, obtemos pela Representacio de Weierstrass uma superficie

minima denominada de Superficie de Hennebery.
As funcgoes holomorfas o1, po e w3 sao tais que

1 2 1 1
P = 5(1—C2) (Q—F):<E—E—C2+1),

Py = %(1+§2)(2—§):i<§2+1—i—i),

Y3 = 2(<_$)7
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e entao as funcoes coordenadas da superficie de Henneberg sao

¢ 3
oo ([one) = (-t 5 )

w3 (1 —u? —v?)? — Buv?(1 — u? — v?)(1 + u? +v?)?
3(u? + v?)3 ’

¢ 3
y = Re(/1 gogdC'):Re(i(?)ng—i-%—i—?-i-C))

Bvu?(1 —u? —v?)(1 +u? +v?)? —v3(1 — u? — v?)?
3(u? + v?)3 ’

¢
z = Re(/ gp;;dQ’)zRe(@Jré)
1

W2(1 — u? — v2)? — 02(1 + u? + v?)?

(u? 4 v2)?

A Superficie de Henneberg descrita pelas funcoes coordenadas acima € exibida na
figura 4.7.

Figura 4.7: Superficie de Henneberg em duas vistas

Fonte: Producao do préprio autor

4.4 Caracteristicas de Algumas Superficies Minimas

Nesta secao, mostraremos algumas propriedades singulares das Superficies Minimas
ja abordadas.

Definicao 4.4.1 Sejam X e Y parametrizacoes isotérmicas de superficies minimas tais
que os pares formados pelas respectivas fungoes componentes sejam funcoes harmonicas

conjugadas. Diz-se entao que X e'Y sao superficies minimas conjugadas.

Exemplo 4.4.2 Vamos mostrar que o Helicoide e o Catenoide sao superficies minimas
conjugadas. Sabemos dos exemplos 3.4.3 e 3.4.5 que as parametrizacoes do Catenoide e
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Helicoide dadas por

X (u,v) = (pcoshusenv, p coshu cosv, —pu)

Y (u,v) = (psenhu cos v, psenhusenv, pv),

respectivamente, sao isotérmicas. F sabemos que sao superficies minimas de acordo com
os exemplos 4.1.3 e 4.1.4.

Agora, para serem superficie minimas conjugadas, os pares de cada componente res-
pectiva devem ser harmonicas, ou seja, devem satisfazer as equacoes de Cauchy-Riemann.
Entao, denotando as primeiras componentes por xX(u,v) = pcoshusenv e z¥(u,v) =
psenhu cos v, temos que

oxX L oxY
—— = pcoshucosv = —
ov p ou
e
oxX n oxY
——— = —psenhuseny = ——
ou p v’

sao harmoénicas conjugadas. Denotando as sequndas componentes por y*~ (u,v) = pcoshu cosv
e y¥ (u,v) = psenhusenv, logo

8yX L ayY
——F— = pcosnusenv = ———
ov ou
e
8yX h ayY
—— = psennucosv = ——,
ou P ov
sao harmoénicas conjugadas. FE denotando as terceiras componentes por ZX(u, v) = —pu e

2Y (u,v) = pv, obtemos
0¥ o
v Ou
e
o _ o
ou T o

que também sao harmonicas conjugadas.
Logo concluimos que o Catenoide e o Helicoide sao superficie minimas conjugadas.

Exemplo 4.4.3 Dadas duas superficies minimas conjugadas, X eY , vamos mostrar que
a superficie
Z(u,v,t) = (cost) X (u,v) + (sent)Y (u,v),

também € minima para todo t € R.
Com efeito, suponhamos que

X(u,v) = (@7 (u,0), 57 (u,0), 27 (4, v))

Y(ua 'U) = (:L_Y(u’ U)a yY(u’ 'U)v Zy(ua 'U)),

sejam superficies minimas conjugadas, ou seja, sao isotérmicas e harmonicas conjugadas,
assim temos as sequintes igualdades

EX = (X, X,) = (X, X,) = G, BV = (Y, Vi) = (¥, V2) = &,
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FX = (X, X,)=0=(Y,,Y,) = FY,

Xu = Y;), XU = _Yu
Seja Z(u,v,t) = X(u,v)(cost) + Y (u,v)(sent). Para que Z seja uma superficie
minima basta que seja tsotérmica e harmonica. Entao podemos obter que
Z, = Xy(cost) + Y, (sent)
e também,
Z, = Xy(cost) + Y, (sent).

Logo, os coeficientes da Primeira Forma Fundamental de Z sao dados por

E? ={(Zy,7,) = (Xu(cost)+ Y,(sent), X,(cost) + Y,(sent))
cos? t{ Xy, Xu) + sen2t(X,,Y,) + sen?t(Y,, Y,)
EX cos’t + FXsen2t + EYsen’t

= EXcos’t + EYsen’t,

G? =(Z,,Z,) = (X,(cost)+ Y,(sent), X,(cost)+ Y,(sent))
cos® t(X,, X,) +sen2t(X,,, Y,) + sen?t(Y,, Y,)
GX cos’t + FYsen2t + GY sen’t

GX cos? t + GYsen’t,

= E¥Xcos’t + EYsen’t

F?2=(Z,7,) = (X,(cost)+ Y,(sent), X,(cost) + Y,(sent))

cos? t{X,, X,) + costsent(X,,Y,) + sent cost(Y,, X,) + sen’t(Y,,Y,)
FX cos?t + costsent(X,, X,) — sent cos (X, X,,) + FYsen’t

EX costsent — EXsent cost

— 0,

dessa forma obtemos que os coeficientes da Primeira Forma Fundamental de Z sao tais
que
E?=G% e F?=0,

logo Z € isotérmica para todo t € R.
E como X eY sao harmonicas seque que

Zuw + Zyw = Xuu(cost) + Yy (sent) + X, (cost) + Y, (sent)
= cost(Xyy + Xpp) +sent(Yy, + Yiu)
— 0,

e assim Z também é harmonica para todo t € R. Portanto Z(u,v,t) é uma superficie
minima.

Vamos agora mostrar que o Helicoide é uma superficie regrada, e posteriormente
que ele é a unica superficie minima que é regrada, com excecao do plano. Para isso,
comecamos com a seguinte definicao:

Definicao 4.4.4 Sejam I C R um intervalo aberto, o : I — R® uma curva reqular
de classe C*, w : [ — R® um vetor unitdrio de classe C*, tais que o’ (v) e w(v) sdo
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linearmente independentes para todo v € I. Entdo a aplicacao X : U C R? — R? da
forma
X(u,v) = a(v) + uw(v), com u€R,

€ dita superficie regrada, gerada por o e w.

Observagao 4.4.5 Note que o fato de w(v) ser um vetor unitdrio para todo t € I, garante
que 0s vetores w(v) e w'(v) sao ortogonais. Com efeito,

[w@)[| =1 = (w(v), w(v)) =1 = (w(v), w()) =0,
ou seja, w(v) e w'(v) sao ortogonais sempre que forem nao nulos.

Observacao 4.4.6 Como a e w sao de classe C™°, o mesmo ocorre com a aplicagao X
e como o e w sao linearmente independentes temos que

Xu A Xy =w() A (' (v) +uw' (v) = w(v) A (v) + uw(v) Aw (v),

que pode vir a se anular, e assim uma superficie regrada nao €, necessariamente, uma
superficie parametrizada reqular.

Além disso, para cada v = vy € [ fixado, temos que
X (u,v9) = avg) + vw(vg), com u€R,

descreve uma reta contida na superficie. Por isso, dizemos que uma superficie regrada é
descrita por retas que deslizam suavemente ao longo da curva a(v) = X(0,v).

As retas X (u,vp) sdo chamadas de geratrizes e a curva a(v) = X(0,v) é dita
diretriz da superficie regrada.

Exemplo 4.4.7 O cilindro circular de raio unitdrio € uma superficie regrada. Pois,
tomando a diretriz
a(v) = (cosv,senv,0), v € (0,2m)

e o vetor unitario
w(v) = (0,0,1),

obtemos a aplicacao
X(u,v) = a(v) + uw(v) = (cos v, senv, u),
com (u,v) € R x (0,27), que € o cilindro da figura 3.19.

Exemplo 4.4.8 Considere a(v) = (cosv,senv,0) a parametriza¢io pelo comprimento de
arco da circunferéncia unitdria no plano xy. Tomando o vetor unitdrio

w(v) = g(o/(v) +(0,0,1)) = g(—senv, cosv, 1),

obtemos a superficie regrada

X(u,v) = a(v) +vV2uw(v)

= (cosv — usenv, senv + u cos v, u),
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com (u,v) € R x (0,27). Observe que o traco de X € tal que
2+ y?* — 22 = (cosv —usenv)? + (senv + ucosv)? — u

= cos®v — 2u cosvsenv + u?senv + sen?v + 2u cos vsenv + u? cos? v — u?

= 1+u?—u?=1,

2

e isto mostra que o hiperboloide de uma folha, visto na figura 3.22, € uma superficie
regrada.

Vamos mostrar que o Helicoide é de fato, uma superficie regrada.

Exemplo 4.4.9 Considere a hélice circular parametrizada pelo comprimento de arco dada
por
a(s) = (pcos As, psenAs, Bps),

logo seu vetor tangente € dado por
o(s) = (—ApsenAs, Apcos As, Bp), com p*(A*+ B*) =1,
e consequentemente o vetor normal principal a hélice o € dada por
n(s) = (—cos As, —senAs, 0).

Como sabemos que o vetor tangente e o vetor normal principal de o sao sempre
linearmente independentes, tomamos a superficie regrada Y (t,s) da forma

Y(t,s) = as)+tn(s)
= ((p—1t)cos As, (p — t)senAs, Bps).

Tomando agora a mudancga de parametros dada por h(u,v) = (p(l — senhu), %) ,

obtemos que
X(u,v) = Y oh(u,v)

= (psenhu cosv, psenhusenv, pv),

que € o Helicoide descrito no exemplo 3.4.3, exibido na figura 3.21, onde € possivel observar
que as retas que cortam o eixo Oz tem como vetor diretor o normal principal da hélice
circular que descreve o Helicoide.

Veremos agora, que o Helicoide é a tinica superficie minima regrada, exceto o plano,
ou seja, nao existe outra superficie que satisfaca essas duas propriedades ao mesmo tempo,
além do plano e do Helicoide.

Teorema 4.4.10 Toda superficie regrada minima €, a menos de movimentos rigidos,
parte de um Helicoide ou de um plano.
Demonstracao: Seja S o traco de uma superficie minima regrada e parametri-
zada por
X (u,v) = a(v) + vw(v),

onde a(v) € uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, que € perpendicular as
retas de S e w(v) € um vetor unitdrio ao longo de o, que aponta na dire¢ao da reta de S
que passa por a(v) e € ortogonal a o (v), conforme ilustra a figura 4.8.
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Figura 4.8: Superficie Regrada

Fonte: Producao do préprio autor

Como « estd parametrizada pelo comprimento de arco, temos que ||/ (v)|| =1 e os
angulos formados por o/ (v) e w(v) e por w(v) e w'(v) sao retos. Assim

Xu AN Xy =w() A (& (v) + uw' (v) = w(v) Ad (v) + vw(v) Aw'(v),
€ tal que

X AXL 2 = (w() Ad(v) +uw(v) Aw'(v), w(v) A d(v) + uw(v) Aw'(v))

A
= [lo/(v) Aw(@)[I* + v*Jw'(v) Aw()[]* + 2ula’ (v) Aw(v), w'(v) Aw(v))

)
= o/ (v)
+ 2u(d/(v) ANw(v), w'(v) Aw(v))

L+ w?||w' ()] + 2u(c/(v) A w(v), w'(v) Aw(v)).

[l () [Psen?5 + w?|w’(v)[|*lw(v) [[*sen5

Usando a notacao

L= X0 A Xl = V14 @?lw (0)[2 + 2l (v) A w(v), w'(v) Aw(v)),

temos que a Aplicacao Normal de Gauss de S € dada por

Xu N X, 1

N e
(u,) XA X 1

(w(v) A d(v) + uw(v) Aw'(v)).

Assim os coeficientes da Primeira e Sequnda Formas Fundamentais de X, respec-
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tivamente, sao

E = (X, Xu) = (W), wv)) = w@)|* =1;
Fo= (X, Xp) = (w(v), o'(v) + uw'(v)) = (w(v), o' (v)) + u(w(v), w'(v)) = 0;

G = (Xy, Xy) = (a'(v) + uw'(v), &/ (v) + ww'(v))
= [/ @)II* + 2ufe’(v), w'(v) + w?[|w’ (v)*
= 14 2u{/(v), w'(v)) +u?[[w'(v)|%

e = (Xuu, N) =0;
f = (Xpu, N) = =(w'(v),w(v) A (v) + uw(v) Aw'(v));

9 = (X, N) = 2(a"(v) + uw"(v), w(v) A o'(v) + uw(v) Aw'(v));

N|>—kN|H

Como a superficie € minima, sua curvatura média, dada pela proposi¢ao 3.6.9 por

H_; eG —2Ff + Eyg
) EG — F? ’

deve ser identicamente nula. Portanto devemos ter
g=0,
ou seja,

0 = (a"(v) +uw(v),w(v) A o'(v) + ww(v) Aw'(v))
= ({a"(v),w(v) A a'(v)) +u((w”(v), wv) Aa’(v)) + (" (v), w(v) Aw'(v)))

+ u(w"(v), w(v) Aw'(v)).

Como no lado direito da igualdade acima temos um polindomio, que deve ser iden-
ticamente nulo, temos que seus coeficientes sao todos nulos, ou seja

0 = (" (v),w(v)Ad(v)); (4.4.2)
= (W'(v),w(v) Aa'(v) + (" (v), w(v) Aw'(v); (4.4.3)
0 = (W'(v),ww) ANw'(v)). (4.4.4)

A equagao 4.4.2 indica que o (v) pertence ao plano gerado por o (v) e w(v). Mas
como a curva « estd parametrizada pelo comprimento de arco, sabemos que o’ (v) é orto-
gonal a o/ (v), e portanto " (v) deve ser paralelo a w(v), ou seja,

a’(v) = aw(v),

e entao

(" (v),w(v) ANw'(v)) = (aw(v), w(v) Aw'(v)) =0,
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dessa forma a equacao 4.4.3 se reduz para
(w"(v),d(v) ANw(v)) =0, (4.4.5)

onde indica que w"(v) pertence ao plano m gerado por o/ (v) e w(v). Da mesma forma, a
equagao 4.4.4 informa que w"(v) também pertence ao plano m gerado por w'(v) e w(v).
Como 0s planos m, e wy possuem em sua intersecao pelo menos o subespaco gerado
por w(v), podem ocorrer duas situagoes, que Sao:
Caso 1: Se existir um ponto onde w"(v) nao € paralelo a w(v), entdo, numa vizi-
nhang¢a desse ponto os planos m e my devem coincidir e assim o'(v) e w'(v) devem ser
paralelos e escrevemos

o' (v) = bw'(v).
Com isso,
(w(v) AN/ (v)) = wv)Ad"(v) +w'(v) Ad(v)

= a(w(v) Nw(v)) + bw'(v) Aw'(v))

= 0’
e o plano gerado por o/ (v) e w(v) € constante (jd que seu normal nao varia) e vemos que
a(v) é uma curva plana e sempre coplanar com w(v). Portanto a superficie descrita por
X € um plano.

Caso 2: Se w"(v) for sempre paralelo a w(v), e &/ (v) ndo € paralelo a w'(v) em um

ponto especifico, entao o mesmo ocorre em uma vizinhanca desse ponto. Nessa situacao
temos que o quadrado da curvatura k(v) da curva « € dada por

[E()]* = [lo"(0)[* = (&"(v), " (v)) = {aw(v),a"(v)).
Mas como o'(v) e w(v) sao ortogonais, temos que para todo v € R,
(0/(v), aw(v)) = 0 = (a"(v), aw(v)) + (&' (v), aw'(v)) = 0,
logo
("(v), aw(v)) = = (' (v), aw'(v)),
entio a derivada de [k(v)]* € tal que
2k(0)k' (v) = ([k()P)
(a{e”(v), w(v)))" = (—ald/(v),w'(v)))’
—a{a”(v), w'(v)) — ala’(v),w"(v))
—a(w(v),w(v)) — a{a’(v)

= 0.

Entao k(v) = 0 ou k'(v) = 0, para todo v € R. Se k(v) = 0 temos que a curva é uma
reta, ou seja, a superficie é um plano, novamente como o Caso 1. Entao, supondo que
k'(v) = 0 para todo v € R, provamos que a curvatura da curva diretriz de X € constante.
Além disso, w(v) pode ser visto como vetor normal principal 4 curva a. Temos ainda que
o vetor binormal & curva é dado por o' (v) ANw(v). Logo, a tor¢ao de « € dada por

T(v) = (' (v) ANw(v)), w(v))



e derivando a torgcao, obtemos que

m'(v) = £({(v) Aw'(v),w(v)))

|
H R

ou seja, a torgao de o € constante.

Portanto, a tor¢cao e a curvatura de o sao ambas constantes, o que permite concluir
pelo teorema 2.3.2 que o € uma hélice, e prossequindo como no exemplo 4.4.9 obtemos, a
menos de movimentos rigidos, a expressao para o Helicoide como desejado.

Concluimos com isso, que o Helicoide € a unica superficie minima regrada, com
excecao do plano e a menos de movimentos rigidos. [ ]

Vejamos agora, que o Catenoide é a tnica superficie de revolucao que é minima,
além do plano. Este fato esta descrito no préximo teorema.

Teorema 4.4.11 Toda superficie minima de revolucao €, a menos de movimentos rigidos,
parte de um Catenoide ou de um plano.

Demonstracao: Seja X uma superficie parametrizada reqular de revolugao es-
tudada na proposicao 3.1.8. Podemos supor, sem perda de generalidade, que X € gerada
pela rotacao da curva

a(u) = (z(u),0,2(u), com ueR,

em torno do eizo Oz (caso o eizo de revolugdo seja outro, pode-se utilizar um movimento
rigido).

Se z(u) for uma func¢do constante, entao a curva o decresce uma reta paralela ao
eixo Ox, que quando revolucionado em torno do eizo Oz dd origem a um plano.

Caso contrdrio, ou seja, se z(u) nao for uma fungdo constante, existird um ponto
ug € R de tal forma que

z(u) # 0, em uma vizinhanga U de wy.

Dessa forma, o Teorema da Funcgao Inversa (teorema 2.2.4) garante que podemos obter,

nessa vizinhanca,
u(z) = 21 (u).

Com isso, podemos reescrever a curva o como
a(u) = (z(u(2)),0, 2(u(2))),

ou simplesmente
a(z) = (2(2),0, 2),

logo, a superficie minima de revolucao € parametrizada por

X(z,v) = (x(2) cosv, z(z)senv, z), com =z € U,ve (0,2m),
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e entao, das proposicoes 3.4.4 e 3.5.7 temos que

E = WP +1;
F o= 0
G = [2(2)
€ . —LL’”(Z) .
FHOEESS
f = 0;
()
U/ ey

que sao os coeficientes da Primeira e Sequnda Formas Fundamentais, respectivamente, de
X. Portanto, pela proposicao 3.6.9, a curvatura média € dada por

H_; eG —2Ff + Eyg
2 EG — F? ’

que deve ser identicamente nula pois X € minima por hipotese. Logo, obtemos a sequinte
equacao diferencial
[2/(2)]2 + 1 — 2(2)2"(2) = 0.
Para resolvermos essa equacao diferencial, fazemos a sequinte mudanca de varid-
veis

e como
d*x _dpdx dp

T 42 dzdz  dit
substituindo na equacao diferencial obtida, obtemos

ZEH(Z)

d
e Lpipr1=0.
dx

Pelo método de separacao de varidveis, temos

dx 9 D dx
— = 1= dp = —,
Pz pt p2+1p x

P [ dx
2 dp— ’
p? 41 x

Inyp*>+1+4+c=Inz,

integrando em ambos os lados

encontramos que

onde ¢ € uma constante arbitrdria, e entao
2
z(2) = ae™ VP
onde a = €°, ou

z(z) = a\/p* + 1.
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Isolando p temos

e === (G
Logo, como p(x(2)) = 2/(2), entdo

' (z) = <£>2 -1,

a

e novamente por separacao de varidveis obtemos que

e integrando novamente

/W/dz,

T

e assim obtemos

acosh™! < ) + b=z,

a
onde b € uma constante arbitrdria, logo temos que

x(z) = acosh (E + b) )
a
chamando z = a(w — b), obtemos que a fun¢ao f(w) a ser revolucionada é dada por
z(w) = acoshw,

que € a catendria descrita no exemplo 3.1.11, e assim quando a curva a(w) for revoluci-
onada em torno do eizo Oz, gera o Catenoide.

Portanto, concluimos que o Catenoide visto nos exemplos 3.1.11, 3.4.5 ¢ 3.5.8 ¢, a
menos de simetrias e translacoes, a unica superficie minima de revolucdo, que nao seja o
plano. [ ]

Estudemos neste momento, algumas particularidades da Superficie de Enneper,
vista na figura 4.6.
Exemplo 4.4.12 Considere a Superficie de Enneper do exemplo 4.2.8, dada por
3 3

X (u,v) = (u—%+uv2,v—§+vu2,u2—02), (u,v) € R%

Perceba que a mudanga de parametros h(w,t) = (—t,w) na superficie de Enneper
faz a troca de (x,y, z) por (—y,x,—z) De fato,
3

t 3
Y(w,t) = X o h(w,t) = (—t—l—g —th,w—%+wt2,t2—w2), (w,t) € R?

: . . . . T
ou seja, a superficie de Enneper € invariante por uma rotagiao de — em torno de Oz
sequida de uma reflexao em torno do plano xy. Em particular, se a mud%mga de parametros
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fosse tal que h(w,t) = (w,—t), obteriamos a troca de (x,y,z) por (z,—y,z), que € a
Superficie de Enneper descrita a partir da Representacao de Weierstrass do exemplo 4.3.8.

Outra caracteristica desta superficie € que ela possui auto-intersecoes, fato percep-
tivel ao se ver a figura 4.6. Com efeito, comegcamos escolhendo a mudancga de pardametros

h(p,0) dada por
h(p,0) = (pcosb, psend), com p >0,

obtemos
p’ r’
Y(p,0) =X oh(p,0) = (,0 cosf — 5 cos 30, psenf) + gsen?)@, p? cos 29) :

pois na primeira coordenada de Y (p,0) temos que,

3 3
pcos — % cos® 0 + p3sen®fcosf) = pcosh — %(COS?’ 0 — 3sen’6 cos )

3
= pcosf — %((COS2 0 — sen?0) cos 0 — senf(2 cos fsend))

3
= pcosf — % (cos 26 cos  — sen26send)

3
= pcosf — %(COS(QH +0))

3
= pcost — %(cos?)«?),

na sequnda coordenada temos

3 3
psenf) — %sen?’«? + pPsenfcos? = psend + %(3sen9 cos? f — sen3f)

3
= psenf + %((2 cos? fsenf)) + senf(cos® 0 — sen?0))

3
= psenf + %(sen% cos 0 + cos 20send)

e
= psend + E(sen?)ﬁ),

e na terceira coordenada temos ainda que
u? — v? = cos® § — sen’ = cos 26.

Da primeira e sequnda coordenada de Y (p,0) tiramos a sequinte igualdade

9 4 6
[z(p,0))* + [y(p,0)]? = p*cos’O — % cos 6 cos 360 + % cos® 360

2p4 pG

+ pPsen?d + ?senﬁsen% + gsen230
6 2 4

= P+ % — %COS4¢9,
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e ainda, como
14 cos2t

2

cos’t = = cos 2t = 2cos’t — 1,

tomando t = 20 obtemos
cos46 = 2cos?20 — 1,

dessa forma consequimos que

DO
o)
N

cos 460

bm
+

[2(p, )] + [y(p,0)) =

N

I
b[\.’)
_I_

(2cos?20 — 1)
4
4p 2 20

(N

DO

™ W
W~

I
s
_I_
ool olR,
[\
N W

+
|
|
|
o
@]
n

3

2
%) — % (p* cos 29)2. (4.4.6)

I

AT
2
_I_

Finalmente supondo que a superficie admite auto-intersegoes, com digamosY (p1,01) =
Y (p2,02), obtemos

3 3
<p1 cos by — % cos 361, p1sent; + %sen?n?l, pf cos 291> =

3 3
(,02 cos 6y — % cos 365, pesenty + %sen?)éb, ,03 cos 202) ,

e entao obtemos as sequintes equacoes

p2cos20; = pacos 20, (4.4.7)
P} P

p1send; + glsen?)@l = posenfy + fsen?)eg (4.4.8)
P} Py

p1cos bl — 31 cos30; = pycosby — 32 cos 36, (4.4.9)

e usando 4.4.7 em 4.4.6 obtemos

AN AN
P\ _ P
<P1+3) (,02+3).

E entao como p1 >0 e py > 0, temos

3 3
Pr_ P2
p1+ 3 =/ + 3
ou seja
(p —p ) _ <p2 _p1><p% + P12 +p%)
1 2 3 )
logo
(02 = p1) (3 + pi + prpa + pi) = 0,
assim py = py ou (p3 + pips + p?) = —3, mas como py > 0 e py > 0, entio p, = pa, €
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substituindo em 4.4.8 chegamos que
cos 20, = cos 26,.

Se tivermos p1 = ps e 01 = 2w — 05, da equagao 4.4.8 obtemos que

P} P5
pisent; + glsen?)@l = posent + ésen392,

que nada mais € que

Ps P5
—posenfy — ésen392 = posent, + fsen392,

ou seja,
—y(p2,b2) = y(p2,02),

entao 5

psenf — %sen?)ﬁ =y(p,0) = 0.

E claro que para cada ponto (p,0) que pertence a igualdade acima, o ponto (p,2m —
0) também pertence a ela, e ainda temos também que

SL’(p, 9) = .T(p, 2m — 9) € Z(p, 9) = Z<p7 2m — 9)7

po1Ss

3 3

x(p,2m —0) = pcos(2mr — 6) — % cos3(2m — 6) = pcos b — % cos 30 = xz(p, 0),

2(p,2m — 0) = p?cos 2(21 — 0) = p* cos 20 = z(p, 0).

Concluindo assim, que a intersecao da superficie de Enneper com o plano y = 0,
€ uma curva de auto-intersecao da superficie. Analogamente, pode-se verificar que a
intersecao da superficie com o plano x = 0, também € uma curva de auto-interse¢ao onde,
da equacao 4.4.7, teremos o caso em que p1 = ps e 01 = 7w — Oy. F estas auto-intersegoes
sao as unicas da superficie de Enneper, que sao observadas na figura 4.6.

4.5 Introducao ao Problema de Plateau

Vamos agora introduzir conceitos basicos do problema de Plateau, que se resume
em provar que para cada curva fechada contida no R3 (ou no R") existe uma superficie de
area minima tendo esta curva como fronteira. Este problema foi criado devido a intimeras
experiéncias de Plateau envolvendo peliculas de sabao sob a acao da tensao superficial.

Como uma das conclusoes desses experimentos, Plateau mostrou a existéncia de
superficies que minimizam area para um contorno dado. De fato, a prova de Plateau
simplesmente era em tomar o contorno, mergulhar em uma mistura de 4gua e sabao e,
entao, a superficie desejada é a representada pela pelicula de sabao que aparecer.

A explicacao fisica para esta superficie assim obtida forma a solugao proposta por
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Douglas e Rado e posteriormente modificada por Courant. Essa solucao implica que as
particulas de sabao da pelicula irao se dispor sobre a superficie de modo a minimizar a
energia.

O resultado de Douglas é descrito da seguinte forma, conforme [4] e [7]: Entre
todas as aplicagoes diferenciaveis f : D C R?> — R? do disco aberto D = {(x,y) €
R?/2? + y* < 1} em R?® que se estendem & fronteira OD = {(z,y) € R?/z* + y? = 1},
levando dD homomorficamente & uma curva fechada simples a(s) contida em R3, existe
uma que tem area menor ou igual & area de todas as outras.

Definicio 4.5.1 Sejam f : D C U C R?> — R? uma aplicacio diferencidvel da forma
f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) com (u,v) € R?, que pode ser considerada como uma
superficie parametrizada reqular e E, I, G 0s coeficientes da Primeira Forma Fundamental
de f, definimos a energia U(f) da aplicagao f por

U(f) = [ / (E + G)dudv.

Note que a energia definida acima depende essencialmente da aplicacao, ou seja
U(f) varia de acordo com a aplicacio f dada, mesmo que o conjunto f(ID) seja 0 mesmo.
De fato, procedendo de maneira analoga a proposicao 3.2.2, obtemos com a mudanca de
parametros Y (w,t) = f o h(w,t) as seguintes igualdades

ou ov ou ov
Yo = fur— v Yo = fim7 CAPVI
f8w+f0w © ft8t+f8t
Logo, os coeficientes da Primeira Forma Fundamental de Y (w,t) = f o h(w,t), sao
dados por ) ,
ou Ju Jv ov
Ef = E|— oF [ === o
(8w) * (8w8w) +G(8w) ’
ou\” ou Jv o\’
= B|= 2F | —— E|—=
¢ (8t) * (atat)+ (8t) ’
onde F, F' e GG sao os coeficientes da Primeira Forma Fundamental de f. E assim se verifica
que as energias U(f) e U(Y) ndo sdo necessariamente iguais em pontos correspondentes
de D.

Agora, se considerarmos f como uma superficie parametrizada regular, sabemos
que a area A(f), depende apenas do conjunto D, fato visto logo apos a defini¢ao 3.4.11.

Teorema 4.5.2 Seja f : D C U C R? — R® uma aplicacio diferencidvel da forma
flu,v) = (2(u,v), y(u,v), 2(u,v)) com (u,v) € R?, se A(f) e U(f) sao a drea e a energia,
respectivamente, da aplicacao f em D, entdao

A(f) < SU().

E a iqualdade € vdlida se e somente se a parametrizacao for isotérmica.
Demonstracao: Considere A(f) dada por

A(f) = // VEG — F2dudv,
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e U(f) dada na defini¢ao 4.5.1 por

U(f) = //(E—i— G)dudv.
D
Para provarmos a desigualdade basta considerarmos as func¢oes a serem integradas.
Assim, da desigualdade entre a média geométrica e a média aritmética, temos que

EF+G
VEG—F2 <VEG < ; ,
logo
1
A(f) = // VEG — F2dudv < //(E—i— G)dudv = §U(f)
D D
Além disso, a igualdade € vdlida se e somente se
E
VEG - F? = ; ¢
ou seja, se e somente se
4(EG — F?) = E* + 2EG + G~
ou ainda
E? —2EG + G* +4F* =0,
isto €
(E—G)? + (2F)’ = 0,
que ocorre se e somente se
E=G e F=0,
ou seja, se e somente se a parametrizacao € isotérmica. [

Do teorema acima, podemos concluir que quando minimizamos a energia, mini-
mizamos também a area. Em termos praticos, se procurarmos minimizar a energia da
pelicula de sabao, estaremos diminuindo a area da mesma. Este método, devido a Dou-
glas e Rado e aperfeicoado por Courant ao longo do tempo, se estende para resolver o
problema de Plateau para o disco, como descrito anteriormente.

123



CONCLUSAO

Este trabalho visou explorar de forma introdutoria o interessante tema de Super-
ficies Minimas. Para que isso fosse possivel, deu-se a necessidade de adentrarmos em
conceitos de uma disciplina, a Geometria Diferencial, que nao se faz presente no curriculo
do curso de Licenciatura em Matematica da UDESC (Universidade do Estado de Santa
Catarina). Frente a este desafio, iniciamos o trabalho com o estudo local das superficies,
abordando tanto a teoria que se mostrou crucial quanto exemplos variados e propostos
didaticamente, para uma melhor compreensao deste texto e de leituras similares por parte
dos demais académicos e docentes.

Sistematicamente, estudamos as definicoes de superficie parametrizada regular,
mudanca de parametros, aplicacao normal de Gauss e sua diferencial, Primeira e Segunda
Formas Fundamentais, para termos assim o embasamento teorico necessario a insercao
dos conceitos de curvatura média e curvatura de Gauss. Neste estagio, obtemos uma
definicao para as Superficie Minimas como uma superficie que possui curvatura média
nula. Com isso, podemos constatar que algumas superficies estudadas anteriormente sao
superficies minimas, como o plano, Catenoide e o Helicoide.

Porém, para conseguirmos mostrar que a curvatura média de uma superficie é
identicamente nula fomos, a priori, obrigados a acharmos os autovalores da diferencial da
aplicacao normal de Gauss, uma tarefa nem um pouco simples. Pode-se também obté-
los por otimizacao da fungao curvatura normal da superficie em questao, e em tal meio
alternativo, a dificuldade manual é equivalente a procurar os autovalores da diferencial da
aplicacao normal de Gauss. Tal desafio foi amenizado com a continuidade dos estudos em
Geometria Diferencial, onde conseguimos obter a curvatura média e também a curvatura
de Gauss em fungao dos coeficientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentais. Ainda,
concluimos que o anulamento da curvatura média, pode ser vista também como a resolucao
de uma equacao diferencial, cuja resolucao se mostra de forma complicada.

Possuindo novas expressoes para as curvatura média e curvatura de Gauss, pode-
mos estudar algumas propriedades gerais de uma Superficie Minima, como por exemplo,
afirmar que nao existe nenhuma Superficie Minima que seja fechada. Retomando a ques-
tao de verificar que determinadas superficies sao Superficies Minimas, vimos na pratica o
demasiado trabalho de obter os coeficientes das Primeira e Segunda Formas Fundamen-
tais. Entao verificamos que procurar uma superficie que minimiza a area coberta por uma,
curva fechada é o mesmo que dizer que a curvatura média se anula em toda a superficie,
onde tal objetivo é historicamente conhecido como sendo a primeira definicao concebida
as Superficies Minimas.

Desta equivaléncia, podemos mostrar breves reflexdes sobre as peliculas de sabao
e as superficies com curvatura média nula, cuja relacao podemos indicar como sendo um
tema para trabalhos futuros envolvendo este assunto, que pode inclusive ter um foco ex-
perimental, estabelecendo desta forma uma forte correlagao sobre as Superficies Minimas
e as peliculas de sabao. Outra possibilidade seria retomar as teorias aqui ilustradas com
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uma visao exclusivamente da Fisica, e desvendar conceitos como por exemplo, a energia,
tensao superficial e a estabilidade das peliculas de sabao.

Com a teoria de Superficies Minimas mais ampla e fortificada, mostramos, com
o auxilio da definicao de uma superficie isotérmica, que uma superficie sera considerada
minima quando sua parametrizacao for harmonica, ou seja, se a superficie isotérmica sa-
tisfazer as equacgoes de Cauchy-Riemann. Neste estagio enfatizamos que a tarefa de obter
exemplos de Superficies Minimas foi simplificada, nao drasticamente, mas com vantagens
consideraveis. Para completar & busca no decorrer da historia por mais exemplos de Su-
perficie Minimas, vimos que todas as equivaléncias provadas anteriormente se resumem em
definir e integrar fungdes complexas com suas devidas especificacoes e relagdes conjuntas.

Com base nessas reflexoes, concluimos que o assunto de Superficies Minimas, é hoje
um topico da matematica extremamente amplo, entretanto com a elegancia e ousadia de
conter em seu contexto conceitos de diferentes areas de estudo como Equacoes Diferencias,
Calculo de Variacoes, Geometria Diferencial, Anélise Complexa, Topologia e na certeza
de que no aprofundamento sobre a teoria de Superficies Minimas e peliculas de sabao,
aparecera muitas outras areas que descrevem tais assuntos com suas devidas abordagens,
desafios e finalidades. Sempre com um objetivo estando bem claro, o de descobrir novos
exemplos, no qual se fez necessério a especificacao de caminhos entre todas essas areas ja
citadas.

Por fim, conseguimos citar caracteristicas de algumas Superficie Minimas que foram
devidamente demonstradas no decorrer deste trabalho. Verificamos que o Catenoide e o
Helicoide sao, respectivamente, as unicas Superficies Minimas que sao de revolucao e
regrada, exceto o exemplo trivial do plano, que intuitivamente sempre se mostrou de
forma a satisfazer as equivaléncias provadas a uma primeira procura de exemplos. Vimos
também que a Superficie de Enneper possui auto-intersecoes, e devido a isso, ela nao pode
ser considerada uma Superficie Minima Mergulhada, definicao que pode ser aprofundada
em novos trabalhos.

Caracteristicas gerais das Superficies Minimas sao intrigantes e belas, consoante
com propriedades tinicas isoladas das Superficies Minimas, formam uma nova opcao de
trabalho, pois ainda neste trabalho se manteve em aberto a particularidade de que a
Superficie de Henneberg é nao orientéavel. Além da abordagem experimental da relagao
entre Superficies Minimas e peliculas de sabao, anteriormente citada, um prosseguimento
adequado a um trabalho teorico de Superficies Minimas se dara ao envolver o tratamento
de Superficie Minimas Completas com Curvatura Total Finita Mergulhadas, com a uniao
das definicoes, separadas, ou um trabalho que envolva exclusivamente uma tinica definicao
ou algumas delas.
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