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RESUMO
PRÉVE, Deison Teixeira. Uma Introdução ao Estudo de Superfí
ies Mínimas.2012. 124. Trabalho de Con
lusão de Curso (Graduação em Li
en
iatura em Matemáti
a)- Universidade do Estado de Santa Catarina, Joinville, 2012.Existem diversas superfí
ies que são delimitadas por uma mesma 
urva fe
hada simples,mas devido a estudos experimentais, sabe-se que existem superfí
ies que possuem a menorárea possível tendo esta 
urva 
omo fronteira, e essa é a ideia prin
ipal do 
on
eito deSuperfí
ies Mínimas. Com este trabalho pretende-se estudar, detalhar e enfatizar tópi
osimportantes de Geometria Diferen
ial que darão subsídios a uma abordagem, mesmo queintrodutória, à teoria de Superfí
ies Mínimas, para apresentar à 
omunidade a
adêmi
aalgumas 
ontribuições 
ientí�
as disponíveis sobre este assunto. Ao longo do trabalho,pro
ura-se 
ara
terizar matemati
amente tais superfí
ies, exibir exemplos 
lássi
os e re-latar também alguns aspe
tos históri
os do estudo de Superfí
ies Mínimas no de
orrer daevolução da Matemáti
a.Palavras-
have: Geometria Diferen
ial. Superfí
ies Mínimas. Superfí
ie ParametrizadaRegular. Pelí
ulas de Sabão.



ABSTRACT
PRÉVE, Deison Teixeira. An Introdu
tion to the Study of Minimal Surfa
es.2012. 124. Trabalho de Con
lusão de Curso (Graduação em Li
en
iatura em Matemáti
a)- Universidade do Estado de Santa Catarina, Joinville, 2012.There are many surfa
es that are bounded by the same simple 
losed 
urve, but dueto experimental studies, it is known that there are surfa
es that have the smallest areapossible having this 
urve as its boundary, and this is the main idea of the 
on
ept ofMinimal Surfa
es. This work aims to study, des
ribe and emphasize important topi
s inDi�erential Geometry that will give grants to an approa
h, even introdu
tory, to the the-ory of Minimal Surfa
es, to present to the a
ademi
 
ommunity some available s
ienti�

ontributions on this subje
t. Throughout the work, we attempt to mathemati
ally 
ha-ra
terize these surfa
es, showing 
lassi
 examples, and also report some histori
al aspe
tsof Minimal Surfa
es in the elapse of the evolutions in Mathemati
s.Key-words: Di�erential Geometry. Minimal Surfa
es. Parametri
 Regular Surfa
e.Soap Film.
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INTRODUÇ�OFatos e formas intrigantes que a natureza toma, levam 
om que o homem busquerespostas para desvendá-las e des
revê-las de maneira ra
ional, lógi
a e explí
ita, a�m deque possamos entender um pou
o mais a 
iên
ia que está por de trás do mundo. E dentreestas 
iên
ias que são 
apazes de desvendar os mistérios naturais, está a Matemáti
a,
omo uma ferramenta 
ru
ial 
om o poder de expli
ar, de maneira bela, 
omo realmentefun
ionam ou o
orrem tais fen�menos. E um fen�meno simples que o
orre 
om a misturaquími
a água e sabão, pode ser des
rito matemati
amente, numa tarefa nem um pou
otrivial, mas instigante e 
uriosa, através do estudo das Superfí
ies Mínimas.Cada pessoa deve possuir uma noção elementar do que é uma superfí
ie ou vo-lume, mas segundo Araújo (2008), qualquer tentativa que possa des
rever essas noções
airá inevitavelmente em redundân
ia sem que se tenha uma de�nição matemáti
a 
on-
reta. Porém, uma proposta mais intuitiva e simples para a 
ompreensão do 
on
eito devolume seria 
onsiderá-lo 
omo uma determinada região fe
hada do espaço tridimensio-nal, re
oberta por uma fronteira bidimensional, que por sua vez pode ser 
hamada desuperfí
ie.Existem vários 
asos espe
iais de superfí
ies, 
omo as superfí
ies de revolução, assuperfí
ies paralelas e as superfí
ies regradas, por exemplo. Além disso, pode-se 
lassi�
aruma determinada superfí
ie 
omo aberta ou fe
hada, orientável ou não orientável, regularou não regular. E em uma 
ategoria espe
ial de superfí
ies identi�
a-se uma relaçãointrigante e ótima entre sua área efetiva e a 
urva que a delimita, que são as Superfí
iesMínimas.De forma intuitiva, Superfí
ies Mínimas, 
omo já sugere o próprio nome, podem servistas 
omo superfí
ies de área mínima que possuem uma determinada 
urva fe
hada 
omofronteira. Porém uma de�nição equivalente e mais simples pode ser dada, 
ara
terizando-as 
omo superfí
ies que possuem 
urvatura média identi
amente nula. Por 
urvaturamédia entende-se a média aritméti
a entre as 
urvaturas prin
ipais da superfí
ie, que porsua vez são de�nidas 
omo os valores máximo e mínimo da função 
urvatura normal da su-perfí
ie, dada pelo quo
iente entre a Segunda e a Primeira Forma Fundamental, que estãorela
ionadas respe
tivamente, 
om os 
on
eitos de 
urvaturas e 
omprimento de 
urvas
ontidas na superfí
ie. Tais formas fundamentais determinam lo
almente uma superfí
iea menos de sua posição no espaço e suas 
urvaturas prin
ipais podem ser 
al
uladas apartir dos 
oe�
ientes algébri
os destas Formas.Tendo posse dessas informações, desejamos ao longo do desenvolvimento destetrabalho, abordar uma revisão teóri
a desses 
on
eitos, fazendo uso dos 
onhe
imentosadquiridos ao longo de diversas dis
iplinas do 
urso de Li
en
iatura em Matemáti
a,para que seja possível exibir um ramo mais avançado da matemáti
a que 
ontempla asSuperfí
ies Mínimas, que é a Geometria Diferen
ial. Consoante aos estudos revisionais e
omplementares dessa pesquisa vem-se à tona a ne
essidade de adentrar nas 
ontribuiçõesde matemáti
os que ao longo dos anos 
onstruíram os 
on
eitos de Superfí
ies Mínimas e10



assim relatar tais des
obertas.Este trabalho está dividido da seguinte forma: o Capitulo 1 terá 
omo objetivoprin
ipal narrar a parte da história que 
on
erne às Superfí
ies Mínimas, 
om a trajetóriados problemas formulados e soluções obtidas, bem 
omo as 
ontribuições de matemáti
osao passar dos tempos. No Capitulo 2 serão apresentados os 
on
eitos bási
os ini
iais queserão utilizados no de
orrer de todo o trabalho, 
om destaque para de�nições e resultadosque envolvem os assuntos de Cál
ulo Diferen
ial e Integral, Álgebra Linear, Análise Real eVariáveis Complexas. Tendo posse desses 
on
eitos, no Capitulo 3 serão então abordadosos tópi
os ne
essários de Geometria Diferen
ial, 
om desmembramentos e exempli�
açõesda teoria para a �xação de tais tópi
os, 
om a �nalidade de poder introduzir o estudo deSuperfí
ie Mínimas, o qual é o fo
o deste trabalho, que está 
ontemplado no Capítulo 4.

11



Capítulo 1História das Superfí
ies MínimasEste 
apítulo tem 
omo objetivo prin
ipal apresentar histori
amente as grandesmotivações e desa�os matemáti
os que a
arretaram na 
ontinuidade do estudo das Su-perfí
ies Mínimas. Bem 
omo, as des
obertas mais relevantes feitas por importantesmatemáti
os e ainda, o que há de re
ente sobre este assunto e expli
itar alguns problemasem aberto da atualidade. A maioria dos 
onteúdos matemáti
os des
ritos intuitivamentee os exemplos 
itados neste primeiro 
apítulo, poderão ser lidos e estudados 
om detalhesno de
orrer dos Capítulos 3 e 4.1.1 Relatos Históri
osComo a�rma [4℄, a teoria das superfí
ies mínimas é um tópi
o antigo, ini
iadopor Lagrange (1736-1813) em 1760, que apresentou um problema, 
omo exemplo de umalgoritmo, para a
har 
urvas ou superfí
ies que minimizassem quantidades 
omo áreas,volumes, 
omprimentos, energia e outros. Tais algoritmos 
onstituem atualmente o estudode Cál
ulo das Variações. Convém men
ionar que a de�nição de 
urvatura média não era
onhe
ida no tempo de Lagrange, este 
on
eito foi introduzido somente em 1831 pelafran
esa Sophie Germain (1776-1831), 
onforme 
ita [8℄. Em verdade, não estavam sequerde�nidas as 
urvaturas prin
ipais, que foram introduzidas por Euler (1707-1783) no mesmoano em que o trabalho de Lagrange foi publi
ado. No tempo de Lagrange, as relações entresuperfí
ies mínimas e pelí
ulas de sabão não estavam es
lare
idas e o próprio Lagrangenão deu exemplos de superfí
ies mínimas, ex
eto o exemplo trivial do plano.Só dezesseis anos depois de Lagrange ter obtido algumas 
ondições para que umasuperfí
ie seja 
onsiderada mínima, Meusnier (1754-1793), matemáti
o fran
ês, mostrouque tal 
on
eito era equivalente ao fato da soma das 
urvaturas prin
ipais ser nula, e obteveduas novas soluções à partir de sua des
oberta. Obteve uma superfí
ie de revolução queprimeiramente denominou 'allyside' e mais tarde, foi rebatizada por Plateau (1801-1883)de Catenoide, sendo esta a úni
a superfí
ie mínima de revolução existente, a menos detranslações, rotações e simetrias, e que não seja um plano. Meusnier obteve uma outrasolução, introduzindo a 
ondição adi
ional que a superfí
ie fosse gerada por retas. Asolução, neste 
aso, é um Heli
oide que se enrola em um 
ilindro 
ir
ular reto. Assim
omo o Catenoide possui uma parti
ularidade própria, o heli
oide possui a propriedadeprovada por Catalan (1814-1894), matemáti
o belga, em 1842, que ela é, ex
eto o plano,a úni
a superfí
ie mínima regrada.De a
ordo 
om [3℄, durante muito tempo as úni
as superfí
ies mínimas 
onhe
idas,além do plano, eram o Catenoide e o Heli
oide. Apenas anos mais tarde, em 1835 e em12



1864, foram en
ontrados novos exemplos de superfí
ies mínimas, que vieram a ser bati-zadas pelos nomes dos seus des
obridores, ambos alemães, S
herk (1798-1885) e Enneper(1830-1885), 
om suas superfí
ies denominadas de Superfí
ie de S
herk e Superfí
ie deEnneper, respe
tivamente. S
herk obteve outros exemplos à partir da sua superfí
ie, quenão des
reveremos aqui, e provou que o heli
oide e o 
atenoide, des
obertos por Meusnier,são apenas dois elementos de um grupo de superfí
ies mínimas. Teve também a Superfí
iede Henneberg (1875), des
rita por Henneberg em sua tese de doutorado em Zurique, aúni
a 
om a propriedade de não ser orientável, até aquele momento, 
omo a�rma [6℄.Após muitos anos de dedi
ações de matemáti
os, uma solução 
ompletamente sa-tisfatória da equação de Lagrange só foi obtida pelo também alemão, Weierstrass (1815-1897) em 1866, pou
o mais de 
em anos depois da de�nição de superfí
ie mínima. Essaprimeira solução geral 
onsiste na equivalên
ia da 
ara
terização das superfí
ies mínimasatravés de equações diferen
iais par
iais, e entre a 
onstrução dessas superfí
ies a partirde duas funções holomorfas, 
onforme é des
rito em [2℄. A representação de Weierstrass,
omo foi 
hamado seu resultado à posteriori, permite obter uma in�nidade de exemplosde superfí
ies mínimas, e além disso, esta representação desempenha um papel essen
ialna investigação teóri
a de tais superfí
ies.As experiên
ias que duraram quase três dé
adas (entre 1843-1869), 
om pelí
ulasde sabão sob a ação da tensão super�
ial, mostraram �si
amente a existên
ia de superfí-
ies mínimas estáveis para um 
ontorno dado. Este grande resultado obtido por JosephPlateau, um grande físi
o de na
ionalidade belga que fez 
om que essa teoria tivesse umgrande signi�
ado nos dias atuais, tornou-se então um desa�o para os matemáti
os obteruma prova teóri
a dos resultados experimentais de Plateau, e a seguinte questão, admiti-damente vaga e essen
ialmente proposta por Lagrange, veio a ser 
onhe
ida sob o nome deproblema de Plateau: Determinar a superfí
ie mínima passando por uma 
urva fe
hadadada. Este desa�o atraiu, entre outros, matemáti
os do porte de Riemann (1826-1866),Weierstrass e S
hwarz(1843-1921). Alguns 
asos muito espe
iais foram resolvidos, porémno iní
io do sé
ulo passado a di�
uldade se estendia tão fortemente que o matemáti
ofran
ês Darboux (1842-1917) es
reveu em seus tratados sobre superfí
ies em seu primeirovolume a seguinte frase: "A análise matemáti
a não p�de até agora imaginar um métodogeral que permita 
omeçar o estudo desta bela questão". Convém men
ionar que astentativas eram no sentido de determinar expli
itamente uma superfí
ie mínima limitadapelo 
ontorno dado. Porém, na segunda metade do sé
ulo passado, houve uma mudançade ponto de vista em relação a problemas deste tipo. Renun
iando à determinação deuma solução explí
ita, tentavam ini
ialmente provar sua existên
ia e, em seguida, estudaras suas propriedades.Uma 
ontribuição de�nitiva para a questão de existên
ia do problema de Plateau foidada, independentemente, pelo matemáti
o norte-ameri
ano Douglas (1897-1965), e pelohúngaro Radó (1895-1965) em 1930, segundo [3℄. O método de Douglas se estende pararesolver o problema de Plateau para duas ou mais 
urvas na fronteira da superfí
ie. Aopassar alguns anos, a teoria de Douglas foi modi�
ada por Courant (1888-1972), �
ando
onhe
ida 
omo solução de Douglas-Radó-Courant para o problema de Plateau no dis
o,porém Douglas foi o úni
o a ganhar algum prêmio pelo feito, que é a Medalha Fieldsem 1936, 
onforme [8℄. Vários outros matemáti
os trabalharam em bus
a propriedadesem 
ima da solução de Douglas-Radó-Courant, 
omo regularidade e uni
idade, a�m deaperfeiçoar e retirar novas informações que os ajudariam a expli
itar novas soluções parao problema de Plateau, dos quais podemos 
itar o ameri
ano Osserman (1926-2011) e13



Radó. Outras versões do problema de Plateau, 
omo por exemplo, para dimensões mai-ores, tem inspirado a 
riação de entidades matemáti
as que in
luem objetos semelhantesàs pelí
ulas de sabão. De uma maneira resumida, o resultado prin
ipal destes anos todosde trabalhos feitos por matemáti
os em bus
a de solução para o problema de Plateaué que: "quase todo 
ontorno admite um número �nito de soluções para o problema dePlateau, e este número permane
e invariante para pequenas perturbações do 
ontorno emquestão". Hoje tais desa�os e resultados enfrentados 
onstituem a 
hamada Teoria daMedida Geométri
a, que é a parte da matemáti
a onde Geometria e Análise se misturamde forma indistinguível, de a
ordo 
om [4℄.Em paralelo 
om o Problema de Plateau muitos matemáti
os se dedi
avam a pro
u-rar superfí
ies mínimas, pois as fórmulas de Weierstrass permitem tais bus
as, e além dissopro
uraram também espe
i�
ações e famílias de superfí
ies mínimas, 
om isso transfor-mando o pequeno tópi
o de superfí
ie mínimas de 1760, em uma grande teoria matemáti
a,que já abordava, entre outros, assuntos 
omo Geometria Diferen
ial, Cal
ulo Varia
ional,Análise Complexa e Equações Diferen
ias Par
iais. E assim, o russo Bernstein (1880-1968)ini
iou de forma sistemáti
a a pro
ura de exemplos geometri
amente simples, para suasnovas de�nições denominadas de Superfí
ies Mínimas Completas, Superfí
ies Mínimas
om Curvatura Total Finita, e em geral 
om as duas denominações juntas. Por superfí
iemínima 
ompleta, todos os exemplos já men
ionados se en
aixam nesta de�nição, 
omex
eção da superfí
ie de Henneberg.Intuitivamente, uma superfí
ie 
ompleta, 
omo des
rito em [4℄, é aquela na qual sepode per
orrer qualquer distân
ia em qualquer direção sem sair da superfí
ie. Exemplosde superfí
ies 
ompletas são esfera, 
ilindro, 
atenoide, Heli
oide. As superfí
ies 
ompletasse subdividem em limitadas (por exemplo a esfera), e não limitadas (plano, 
atenoide eheli
oide). E de superfí
ie mínima 
ompleta 
om 
urvatura total �nita entende-se porum superfí
ie topologi
amente equivalente a uma superfí
ie fe
hada menos um número�nito de pontos 
ontidos na superfí
ie fe
hada, ou seja, existe um difeomor�smo 
onformeentre ambas as superfí
ies. Como exemplos de tal equivalên
ia, tem-se um plano e umaesfera menos um ponto; o 
atenoide e a esfera menos dois pontos. Se uma superfí
ietopologi
amente equivalente a uma superfí
ie fe
hada menos um número �nito de pontos,diz-se que tais superfí
ies são do tipo topológi
o �nito, denominação adotada pelo polonêsCohn-Vossen (1902-1936) em 1935. Uma superfí
ie mínima que não é do tipo topológi
o�nito é a Superfí
ie de S
herk.Denomina-se também superfí
ies mínimas mergulhadas, que nada mais são quesuperfí
ies mínimas de 
urvatura total �nita que não possui auto-interseções. O 
lássi
oexemplo de uma superfí
ie que não é mergulhada é a Superfí
ie de Enneper, pois ela possuiauto-interseções. De a
ordo 
om [4℄, tal superfí
ie é 
ompleta, tem 
urvatura total �nitaigual a−4π, e é topologi
amente equivalente a um plano. En�m, se tratando de superfí
iesmínimas temos os seguintes enquadramentos, para os exemplos que demos até então: oplano, heli
oide, 
atenoide e superfí
ie de S
herk, são superfí
ies mínimas 
ompletas emergulhadas; e os úni
os exemplos de superfí
ie mínimas 
ompletas 
om 
urvatura total�nita e mergulhadas são o plano e o 
atenoide.Com isso, surgiu mais um desa�o para os matemáti
os, que se baseia em apresen-tar um ter
eiro exemplo de uma superfí
ie mínima 
ompleta 
om 
urvatura total �nitamergulhada. No iní
io do anos 80, uma grande quantidade de novos exemplos 
omeçarama apare
er graças aos trabalhos do grande matemáti
o 
hinês Chen (1933-1996) e dostrabalhos de Ga
kstatter, D. Ho�man, Meeks, Kar
hero, entre outros. Exemplos os quais14



foram 
onstruídos tendo suas bases fundamentadas na representação de Weierstrass, masnenhum tinha sido a resposta para a pro
ura do ter
eiro exemplo de superfí
ie mínima
ompleta 
om 
urvatura total �nita mergulhada.Só em 1982, o brasileiro Celso José Costa (atualmente professor da UniversidadeFederal Fluminense) durante sua tese de doutorado no IMPA (Instituto de Matemá-ti
a Pura e Apli
ada), utilizando a representação de Weierstrass, obteve as equações doter
eiro exemplo de superfí
ie mínima 
ompleta 
om 
urvatura total �nita mergulhada,en
ontrando assim uma superfí
ie topologi
amente equivalente ao toro menos três pontos,batizada de Superfí
ie de Costa, 
onforme [2℄ e [4℄. No entanto, Costa não havia aindaprovado que sua superfí
ie obtida era realmente mergulhada.Em 1983, um dos membros de sua ban
a examinadora da tese, Jorge, 
omuni
oua Osserman o feito que Costa tinha obtido, e que por sua vez repassou as devidas in-formações a David Ho�man, da Universidade de Amherst (Massa
husetts-EUA). Com aajuda de um espe
ialista, D. Ho�man 
onseguiu gerar em 
omputação grá�
a as equa-ções de Costa, e dessa forma foi possível 
onstatar que a superfí
ie de Costa era de fatomergulhada. Entretanto, 
om o auxílio 
omputa
ional que propi
iou a vista espa
ial dasuperfí
ie de Costa, 
onstatou-se que ela possuía muitas simetrias, as quais estavam o
ul-tas nas equações de Costa, mas que uma vez observadas, eram de fá
il veri�
ação, 
omoa�rma [4℄. E em 1984, Ho�man 
hegou �nalmente no resultado matemáti
o de que a su-perfí
ie de Costa é mergulhada, 
on�rmando o que se veri�
ava na sua plotagem grá�
a,e assim sendo o ter
eiro exemplo de superfí
ies mínimas 
ompletas 
om 
urvatura total�nita mergulhada obtida em pou
o mais de duzentos anos de história.Figura 1.1: Superfí
ie de Costa

Fonte: Produção do próprio autorA Superfí
ie de Costa pode ser observada na �gura 1.1 e de a
ordo 
om [9℄, aRepresentação de Weierstrass para a Superfí
ie de Costa é dada pelas seguintes igualdades,
15



x(u, v) =
1

2
Re

{

−ξ(u+ iv) + πu+
π2

4e1
+

π

2e1

[

ξ

(

u+ iv − 1

2

)

− ξ

(

u+ iv − i

2

)]}

;

y(u, v) =
1

2
Re

{

−iξ(u+ iv) + πv +
π2

4e1
− π

2e1

[

iξ

(

u+ iv − 1

2

)

− iξ

(

u+ iv − i

2

)]}

;

z(u, v) =

√
2π

4
ln

∣

∣

∣

∣

ψ(u+ iv)− e1
ψ(u+ iv) + e1

∣

∣

∣

∣

,onde ξ(ζ) é a função zeta de Weierstrass, ψ(ζ) é a função elípti
a de Weierstrass e e1 ≈
6.87519.
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Capítulo 2Con
eitos Ini
iaisNeste 
apítulo serão introduzidos notações, 
on
eitos e resultados auxiliares queserão utilizados durante todo o trabalho. A maior parte destes 
on
eitos já foram estuda-dos anteriormente em dis
iplinas regulares da Graduação em Li
en
iatura em Matemá-ti
a, 
omo Álgebra Linear, Cál
ulo Diferen
ial e Integral I e II, Cál
ulo Vetorial, VariáveisComplexas e Análise Real. As demonstrações aqui omitidas, podem ser obtidas em [5℄,[10℄, [11℄, [12℄, [14℄ e [15℄.2.1 Con
eitos de Álgebra LinearUm 
onjunto não vazio V, munido das operações de soma e multipli
ação pores
alar, é um espaço vetorial se, para quaisquer elementos w1, w2 ∈ V e λ1, λ2 ∈ R foremválidas as seguintes propriedades:
i) w1 + w2 = w2 + w1;
ii) (w1 + w2) + w3 = w1 + (w2 + w3);
iii) dado w1 ∈ V, existe um úni
o elemento neutro aditivo perten
ente a V,denotado por 0, tal que w1 + 0 = w1;
iv) dado w1 ∈ V, existe um úni
o elemento oposto aditivo perten
ente a V,denotado por −w1, tal que w1 + (−w1) = 0;
v) λ1(λ2w1) = λ1λ2w1;
vi) (λ1 + λ2)w1 = λ1w1 + λ2w1;
vii) λ1(w1 + w2) = λ1w1 + λ1w2;
viii) 1w1 = w1.O espaço eu
lidiano n-dimensional, denotado por

R
n = {(x1, x2, ..., xn)/xi ∈ R para todo i = 1, ..., n}é um espaço vetorial sobre os números reais.Denotaremos tanto o vetor nulo quanto o número real zero pelo mesmo símbolo 0.O produto interno usual em Rn é de�nido por

〈w1, w2〉 = 〈(x1, ..., xn), (y1, ..., yn)〉
= x1y1 + x2y2 + ... + xnyn,17



para todo w1, w2 ∈ Rn, e satisfaz as seguintes propriedades
i) 〈w1, w1〉 ≥ 0 e 〈w1, w1〉 = 0 ⇔ w1 = 0;
ii) 〈w1, w2〉 = 〈w2, w1〉;
iii) 〈w1, w2 + w3〉 = 〈w1, w2〉+ 〈w1, w3〉;
iv) 〈λw1, w2〉 = λ〈w1, w2〉.A norma ou 
omprimento de um vetor w = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn é dado por

‖w‖ =
√

〈w,w〉 =
√

x21 + x22 + ...+ x2n.Dizemos que o ângulo entre dois vetores w1 e w2 não nulos é o úni
o θ ∈ [0, π] talque
cos θ =

〈w1, w2〉
‖w1‖‖w2‖

.O produto vetorial, espe
i�
amente em R3, entre dois vetores w1 e w2, de 
ompo-nentes w1 = (x1, y1, z1) e w2 = (x2, y2, z2), denotado por w1 ∧ w2, é dado por,
w1 ∧ w2 = (y1z2 − y2z1, x2z1 − x1z2, x1y2 − x2y1),e satisfaz as seguintes propriedades, para w1, w2 e w3 ∈ R3 e λ ∈ R,

i) ‖w1 ∧ w2‖ = ‖w1‖‖w2‖senθ, onde θ é o ângulo entre w1 e w2.;
ii) 〈w1 ∧ w2, w1〉 = 〈w1 ∧ w2, w2〉 = 0;
iii) w1 ∧ w2 = 0 ⇔ w1 e w2 são 
olineares (em parti
ular, quando w1 = w2);
iv) w1 ∧ w2 = −w1 ∧ w2;
v) (λw1) ∧ w2 = λ(w1 ∧ w2);
vi) w1 ∧ (w2 + w3) = w1 ∧ w2 + w1 ∧ w3;
vii) w1 ∧ (w2 ∧ w3) = w2〈w1, w3〉 − w3〈w1, w2〉.Um sub
onjunto de vetores β = {u1, u2, ..., un} 
ontido em um espaço vetorial Vé linearmente independente (LI) se, para toda 
ombinação linear nula desses vetores, daforma

λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun = 0,tivermos λi = 0, para todo i = 1, ..., n.Um sub
onjunto de vetores β = {u1, u2, ..., un} é linearmente dependente (LD) seexiste pelo menos um λi 6= 0, 
om i = 1, ..., n, tal que
λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun = 0.Um 
onjunto de vetores β = {u1, u2, ..., un} é uma base do espaço vetorial V se βfor LI e se todo w ∈ Rn pode ser expresso 
omo
w = λ1u1 + λ2u2 + ... + λnun,
om λi ∈ R, i = 1, ..., n.

18



Uma base β = {u1, u2, ..., un} é dita ortonormal se
〈ui, uj〉 =

{

1, se i = j
0, se i 6= j.A dimensão de um espaço vetorial V é o número de vetores de uma base β de V.Quando β = {u1, u2, ..., un}, denotamos a dimensão de V por dim(V) = n.Um sub
onjunto de vetores β = {u1, u2, ..., un} é a base 
an�ni
a de R

n, quando


















u1 = (1, 0, 0, ..., 0);
u2 = (0, 1, 0, ..., 0);... ... ...
un = (0, 0, 0, ..., 1).Uma transformação (ou apli
ação) linear entre os espaços vetoriais V e W é umafunção T : V −→ W que asso
ia 
ada vetor w1 ∈ V a um vetor T (w1) ∈ W, de modo quevalham as seguintes relações

i) T (w1 + w2) = T (w1) + T (w2);
ii) T (λw1) = λT (w1),para todo w1, w2 ∈ V e λ ∈ R.O Nú
leo de uma transformação linear T : V −→ W é o sub
onjunto

Nuc(T ) = {w1 ∈ V/T (w1) = 0}.A Imagem de uma transformação linear T : V −→ W é o sub
onjunto
Im(T ) = {w2 ∈ W/w2 = T (w1) para algum w1 ∈ V}.Em parti
ular, o Nú
leo e a Imagem de uma transformação linear são espaçosvetoriais, e é válido o seguinte resultado:Teorema 2.1.1 (Teorema do Nú
leo e da Imagem) Sejam V e W espaços vetoriaisde dimensão �nita. Para toda transformação linear T : V −→ W tem-se que

dim(V) = dim(Nuc(T )) + dim(Im(T )).Um operador linear é uma transformação linear da forma T : V −→ V.O traço de uma matriz quadrada M é a soma dos elementos da sua diagonalprin
ipal e denotaremos
tr[M ] = tr





















a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n... ... ...
an1 an2 . . . ann





















= a11 + a22 + ...+ ann.
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Um vetor não nulo w1 ∈ V é um autovetor do operador T : V −→ V se existir
λ ∈ R tal que

T (w1) = λw1onde λ é dito autovalor de T asso
iado a w1.Se w1 é autovetor de T : V −→ V asso
iado ao autovalor λ então temos
T (w1)− λw1 = 0 ⇒ (T − λI)w1 = 0e 
omo por de�nição, w1 6= 0, temos que det[T − λI] = 0.Dizemos que p(λ) = det[T − λI] é o polin�mio 
ara
terísti
o do operador linear

T : V −→ V.Observe que as raízes do polin�mio 
ara
terísti
os são os autovalores do opera-dos linear T, e os respe
tivos autovetores são soluções não triviais do sistema homogêneo
(T − λI)w1 = 0.Em parti
ular, o polin�mio 
ara
terísti
o de um operador linear T : R2 −→ R

2,
uja matriz em relação às bases 
an�ni
as é da forma
[T ] =

[

a11 a12
a21 a22

]

,é dado por
p(λ) = det[T − λI]

= λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a12a21
= λ2 − tr([T ])λ+ det([T ]).Um operador linear T : V −→ V é diagonalizável se existir uma base β de V 
om-posta por autovetores de T.Quando T : V −→ V é diagonalizável e β = {w1, ..., wn} é a base de V 
ompostapor autovetores de T asso
iados aos autovalores λ1, λ2, ..., λn, respe
tivamente, então amatriz T em relação a base β é

[T ]ββ =











λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0... ... ...
0 0 . . . λn











.Se V é um espaço vetorial munido de produto interno, dizemos que um operadorlinear T : V −→ V é auto-adjunto se
〈T (w1), w2〉 = 〈w1, T (w2)〉,para todo w1, w2 ∈ V.Teorema 2.1.2 (Teorema Espe
tral)Para todo operador auto-adjunto T : V −→ V,20



num espaço vetorial de dimensão �nita munido de produto interno, existe uma base orto-normal {u1, u2, ..., un} de V formada por autovetores de T.2.2 Con
eitos de AnáliseUma bola aberta em Rn 
om 
entro c0 ∈ Rn e raio ǫ > 0, denotada por Bǫ(c0), éo 
onjunto dos pontos c ∈ Rn que distam menos que ǫ de c0 ou seja,
Bǫ(c0) = {c ∈ R

n/‖c− c0‖ < ǫ}.Um sub
onjunto U de Rn é aberto se para todo c0 ∈ U existir um ǫ > 0 tal que
Bǫ(c0) ⊂ U.Dizemos que um sub
onjunto aberto de Rn que 
ontém um ponto q ∈ Rn é ditouma vizinhança de q em Rn.Uma função F : U ⊂ Rn −→ Rm, onde U é um aberto de Rn, é 
ontínua em c0 ∈ Use

lim
c→c0

F (c) = F (c0).Além disso, F é dita 
ontínua em U se F for 
ontínua em c0, para todo c0 ∈ U.Uma função F : Rn −→ Rm é de 
lasse Cn se 
ada uma de suas 
omponentespossuírem todas as derivadas até ordem n e 
ontínuas.Uma função F : Rn −→ Rm é de 
lasse C∞ se 
ada uma de suas 
omponentespossuírem derivadas de todas as ordens 
ontínuas.Teorema 2.2.1 Seja r : I ⊂ R −→ R, uma função de 
lasse Cn, (em parti
ular possuitodas as derivadas até ordem n no ponto 0 ∈ I). Então r(i)(0) = 0 para todo i = 0, 1, ..., n,se e somente se lim
t→0

r(t)

tn
= 0.Demonstração: Suponha que r(0) = r′(0) = r′′(0) = r′′′(0) = ... = rn(0) = 0,assim temos que

lim
t→0

r(t)

t0
= 0e

lim
t→0

r(t)

t
= lim

t→0

r(t)− r(0)

t− 0
= r′(0) = 0.Suponha por indução que lim

t→0

r′(t)

tn−1
= 0, dessa forma dado ǫ > 0 existe δ > 0 talque 0 < |t| < δ, então

∣

∣

∣

∣

r′(t)

tn−1

∣

∣

∣

∣

< ǫ,e também temos que
r(t)− r(0)

t− 0
= r′(c), onde c ∈ (0, t).
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Então ∣

∣

∣

∣

r(t)

tn

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

r′(c)t

tn

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

r′(c)

tn−1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

r′(c)

cn−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cn−1

tn−1

∣

∣

∣

∣

< ǫ,ou seja, lim
t→0

r(t)

tn
= 0, pois 0 < |c| < |t|.Re
ipro
amente, suponha agora que lim

t→0

r(t)

tn
= 0, logo para n = 0 temos que r(0) =

0 e para n = 1 temos que r′(0) = 0. Suponha por indução novamente que ri(0) = 0 paratodo i = 0, 1, ..., n− 1. De�nindo uma função
g(t) = r(t)− r(n)(0)tn

n!
,logo temos que gi(0) = 0 para todo i = 0, 1, ..., n, assim vale a primeira parte do teorema,portanto

lim
t→0

(

r(t)

tn
− r(n)(0)

n!

)

= lim
t→0

g(t)

tn
= 0,ou seja,

0 = lim
t→0

r(t)

tn
=
r(n)(0)

n!
⇒ r(n) = 0.Assim obtemos que r(i)(0) = 0 para todo i = 0, 1, ..., n.Uma função F : U ⊂ Rn −→ V ⊂ Rn, onde U,V são abertos de Rn, é um homo-mor�smo se F for 
ontínua e admitir inversa F−1 : V −→ U também 
ontínua. Neste
aso, U e V são ditos homeomorfos.Uma função F : U ⊂ R

n −→ V ⊂ R
n diferen
iável de 
lasse C∞, onde U,V sãoabertos de Rn, é um difeomor�smo de 
lasse C∞ se F possuir uma função inversa F−1também diferen
iável de 
lasse C∞.Teorema 2.2.2 (Teorema de S
hwarz) Seja F : U ⊂ Rn −→ R duas vezes diferen-
iável no ponto q ∈ U. Para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ n, tem-se

Fxixj
(q) =

∂2F

∂xi∂xj
(q) =

∂2F

∂xj∂xi
(q) = Fxjxi

(q).Em parti
ular, se F : U ⊂ R
n −→ R

m, o Teorema de S
hwarz será válido para
ada função 
omponente de F.Se U é um aberto de Rn dizemos que uma função F : U ⊂ Rn −→ Rm é diferen
iávelem q ∈ U, se existir uma apli
ação linear, denotada por dFq : Rn −→ Rm tal que, paratodo vetor w ∈ Rn tem-se
F (q + w) = F (q) + dFq(w) +R(w),onde lim

w→0

R(w)

‖w‖ = 0. A apli
ação dFq é denominada diferen
ial de F em q. A função F édita diferen
iável se F é diferen
iável em q, para todo q ∈ U.22



Teorema 2.2.3 Se F : U ⊂ Rn −→ Rm é diferen
iável em q ∈ U então, para todo
w ∈ Rn tem-se que

dFq(w) = lim
t→0

F (q + tw)− F (q)

t
.Demonstração: Supondo que F é diferen
iável, então existe a apli
ação linear

dFq tal que
F (q + w) = F (q) + dFq(w) +R(w)
om lim

w→0

R(w)

‖w‖ = 0. Assim, para 
ada t 6= 0 temos que
F (q + tw) = F (q) + dFq(tw) +R(tw)e
dFq(tw) = F (q + tw)− F (q)−R(tw)
omo dFq é linear, temos
dFq(w) =

F (q + tw)− F (q)− R(tw)

te fazendo t→ 0, obtemos
dFq(w) = lim

t→0

F (q + tw)− F (q)

t
± ‖w‖ lim

t→0

R(tw)

‖tw‖

= lim
t→0

F (q + tw)− F (q)

t
.Sejam U, V abertos de Rn e Rm e F : U ⊂ Rn −→ Rm e G : V ⊂ Rm −→ Rkfunções tais que F (U) = V. Se F é diferen
iável em q ∈ U e G é diferen
iável em F (q)então a 
omposta G ◦ F : U ⊂ R

n −→ R
k é diferen
iável em q e

d(G ◦ F )q = dGF (q) ◦ dFq.Seja F : U ⊂ R
n −→ R

m uma função diferen
iável em q ∈ U. Como dFq : R
n −→

Rm é uma apli
ação linear, a matriz asso
iada a dFq, relativamente às bases 
an�ni
as de
Rn e Rm, é dada por

[dFq] = J(Fq) =

























∂F1

∂x1
(q)

∂F1

∂x2
(q) . . .

∂F1

∂xn
(q)

∂F2

∂x1
(q)

∂F2

∂x2
(q) . . .

∂F2

∂xn
(q)... ... ...

∂Fm

∂x1
(q)

∂Fm

∂x2
(q) . . .

∂Fm

∂xn
(q)

























,

onde F1, F2, ..., Fm são as funções 
omponentes de F . A matriz a
ima é denominadamatriz Ja
obiana da F em q. Em parti
ular, quando m = n, o determinante da matrizJa
obiana é dito o Ja
obiano de F em q, denotado por det(J(Fq)).23



Teorema 2.2.4 (Teorema da Função Inversa) Sejam F : U ⊂ R
n −→ R

n umafunção diferen
iável de 
lasse C∞ e q ∈ U tal que dFq é injetora. Então, existe umavizinhança Uq de q, 
ontida em U, tal que F (Uq) é aberto em Rn e a restrição de F a Uqé um difeomor�smo de 
lasse C∞, de Uq sobre F (Uq).Teorema 2.2.5 (Teorema da Função Implí
ita) Seja F : U ⊂ Rn+m −→ Rn umafunção diferen
iável de 
lasse C∞. Fixados q ∈ U, onde q = (a, b) 
om a ∈ Rn e b ∈ Rm,e c ∈ Rn tal que F (q) = c. Se a matriz Ja
obiana de F tem posto n, então existe umavizinhança Ub de b em Rm e uma úni
a função G : Ub ⊂ Rm −→ Rn, diferen
iável de
lasse C∞, tal que G(b) = a e F (G(b), b) = c, para todo b ∈ Uq.Teorema 2.2.6 (Mudança de Variáveis para Integrais Duplas) Sejam U,V sub-
onjuntos abertos de R2 e h : U −→ V uma função diferen
iável dada por h(u, v) =
(x(u, v), y(u, v)) 
ujo Ja
obiano nun
a se anula. Se F : R2 −→ R é uma função 
ontínuasobre o aberto U então

∫∫

U

F (x, y)dxdy =

∫∫

V

F (x(u, v), y(u, v)) ‖det(J(h))‖ dudv.

2.3 Con
eitos de Cál
ulo Diferen
ial e IntegralDenotaremos a derivada ordinária de uma função real f em relação uma variávelreal t, 
omo sendo
df

dt
= f ′(t).Denotaremos por F : Rn −→ Rm uma função da forma

F (x1, x2, ..., xn) = (F1(x1, x2, ..., xn), F2(x1, x2, ..., xn), ..., Fm(x1, x2, ..., xn)),onde 
ada função Fi : R
n −→ R, para i = 1, ..., m, é dita função 
oordenada ou função
omponente de F.Denotaremos a derivada par
ial de F em relação à variável independente xi por
Fxi

=
∂F

∂xi
=

(

∂F1

∂xi
,
∂F2

∂xi
, ...,

∂Fm

∂xi

)

.Em parti
ular, se F : R2 −→ R3 é dada por
F (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),denotaremos a derivada par
ial de F em relação a u 
omo

Fu =
∂F

∂u
=

(

∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)

= (xu, yu, zu).
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Denotaremos a derivada de segunda ordem de F : R2 −→ R3 em relação a u 
omo
Fuu =

∂2F

∂u∂u
= (xuu, yuu, zuu),e em relação a v 
omo

Fuv =
∂2F

∂v∂u
= (xuv, yuv, zuv).O gradiente de uma função F : Rn −→ R é o vetor denotado por

∇F =

(

∂F

∂x1
,
∂F

∂x2
, ...,

∂F

∂xn

)

= (Fx1
, Fx2

, ..., Fxn
).O Lapla
iano de uma função F : Rn −→ R é o operador diferen
iável de segundaordem de�nido 
omo ∆F = 〈∇,∇F 〉, ou seja,

∆F =

n
∑

i=1

∂2F

∂x2i
.Se o Lapla
iano de uma função F : Rn −→ R for identi
amente nulo, então asfunções 
omponentes de F são ditas harm�ni
as.Dizemos que uma 
urva parametrizada é uma apli
ação 
ontínua α : I −→ Rn,
om I ⊂ R, dada por

α(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)).Dizemos que o vetor tangente ou vetor velo
idade da 
urva α, dado por α′(t) =
(x′1(t), x

′
2(t), ..., x

′
n(t)), quando não nulo, aponta para a direção tangente à 
urva.É 
hamada de uma 
urva parametrizada regular quando seu vetor velo
idade nun
ase anula e é de 
lasse C∞.O 
omprimento de uma 
urva α : [a, b] −→ Rn é dado por

l(α) =

∫ b

a

‖α′(t)‖dt.A função 
omprimento de ar
o da 
urva α : [a, b] −→ Rn é dado por
s(t) =

∫ t

a

‖α′(r)‖dr.Note que uma 
urva está parametrizada pelo 
omprimento de ar
o, quando seuparâmetro for o 
omprimento de ar
o s.Proposição 2.3.1 Uma 
urva está parametrizada pelo 
omprimento de ar
o, se e so-mente se todos os seus vetores tangentes são unitários.A 
urvatura de uma 
urva regular parametrizada pelo 
omprimento de ar
o α :
I −→ Rn é o número real

k(s) = ‖α′′(s)‖.25



Geometri
amente, a 
urvatura de uma 
urva regular mede a taxa de variação das direçõesdos vetores velo
idades e intuitivamente, esta taxa indi
a o quanto a 
urva se afasta soseu vetor tangente numa vizinhança de um ponto.O vetor normal prin
ipal à uma 
urva regular parametrizada pelo 
omprimento dear
o α : I −→ Rn é dado por
n(s) =

α′′(s)

k(s)
.O vetor binormal à uma 
urva regular parametrizada pelo 
omprimento de ar
o édado por α : I −→ Rn é

b(s) = α′(s) ∧ n(s).A torção de uma 
urva regular parametrizada pelo 
omprimento de ar
o α : I −→
Rn é o número real τ(s) dado por

τ(s) = −〈b′(s), n(s)〉.Geometri
amente, a torção de uma 
urva regular mede a taxa de variação da direção dovetor binormal à 
urva e intuitivamente, esta taxa indi
a o quanto a 
urva se afasta doplano gerado por α′(s) e n(s), 
hamado de plano os
ulador.Teorema 2.3.2 Seja α : I −→ R3 uma 
urva regular de 
urvatura e torção não-nulas.Então, α é uma héli
e se e somente se k(s)
τ(s)

é 
onstante.2.4 Con
eitos de Variáveis ComplexasUm número 
omplexo z é um par ordenado de números reais denotado por z =
(x, y) = x + iy onde i = √

−1. Denotamos o 
onjuntos de todos os números 
omplexos,ou plano 
omplexo por
C = {x+ iy/x, y ∈ R}.Dado o número 
omplexo z = x+ iy, denominamos o número real x 
omo a partereal de z e o número real y 
omo a parte imaginária de z e es
revemos
x = Re(z), y = Im(z).Dizemos que o módulo ou valor absoluto de um número 
omplexo z = x + iy édado por

|z| =
√

x2 + y2 =
√

Re(z)2 + Im(z)2.Um número 
omplexo dado por z = x+ iy pode ser rees
rito na forma polar 
omo
z = r(cos θ + isenθ),onde r = |z| é dito raio polar e θ é tal que

tgθ =
y

xé dito argumento polar de z. 26



Na forma polar temos que
cos θ =

x

r
=
Re(z)

|z| e senθ =
y

r
=
Im(z)

|z| .Dado o número 
omplexo z = x + iy, dizemos que o 
onjugado de z é o número
omplexo z = x− iy.Dizemos que D(z0, a) é um dis
o aberto de raio a ∈ R e 
entro z0 ∈ C se
D(z0, a) = {z ∈ C/|z − z0| < a}.Dizemos que D(z0, a) é um dis
o fe
hado de raio a ∈ R e 
entro z0 ∈ C se
D(z0, a) = {z ∈ C/|z − z0| ≤ a}Em parti
ular, a fronteira de um dis
o D será denotado por ∂D, e é dada por
∂D(z0, a) = {z ∈ C/|z − z0| = a}.Dizemos que f : C −→ C é uma função 
omplexa da variável 
omplexa z se asso
iarpara 
ada valor de z, um úni
o número 
omplexo w. Chamamos w de imagem de z por fe denotamos

w = f(z).Podemos dizer também que a função f : C −→ C asso
ia 
ada par (x, y) ∈ R
2 aoúni
o par w = (u(x, y), v(x, y)) = u(x, y) + iv(x, y) = f(x, y) ∈ R2.Dizemos que uma função 
omplexa f : A ⊂ C −→ C, onde A é um aberto de C, é
ontínua em z0 ∈ A se

lim
z→z0

f(z) = f(z0).Além disso, f é dita 
ontínua em A se f for 
ontínua em z0, para todo z0 ∈ A.Denotaremos a derivada de uma função 
omplexa f em relação a variável 
omplexa
z 
omo

df

dz
= f ′(z).Neste 
aso, dizemos que f é derivável em z.Se uma função 
omplexa f : A ⊂ C −→ C dada por f(z) = u(x, y) + iv(x, y)admitir derivada no ponto z0 = x0 + iy0 então as seguintes igualdades são válidas

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) e ∂v

∂x
(x0, y0) = −∂u

∂y
(x0, y0).Em parti
ular, tais equações são denominadas de equações ou 
ondições de Cau
hy-Riemann.Uma função f : A ⊂ C −→ C, onde A é um aberto de C, é analíti
a ou holomorfase a derivada f ′(z) existir em todos os pontos z ∈ A.27



Uma 
ondição ne
essária para que a função 
omplexa f : A ⊂ C −→ C, onde A éum aberto de C, dada por w = f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) = u(x, y) + iv(x, y), seja holo-morfa em A é que as funções u(x, y) e v(x, y) satisfaçam as 
ondições de Cau
hy-Riemann.Quando as funções u(x, y) e v(x, y) de uma função 
omplexa f(z) = u(x, y) +
iv(x, y) satis�zerem as 
ondições de Cau
hy-Riemann, então o Lapla
iano da função 
om-plexa f(z) = u(x, y) + iv(x, y) será identi
amente nulo, ou seja,

∆f =
∂2u

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0.Se f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) satisfaz as equações de Cau
hy-Riemann em A ⊂ C,as funções u(x, y) e v(x, y) 
omumente são 
hamadas de funções harm�ni
as 
onjugadas.Se f(z) é holomorfa em um aberto A do plano C, sua derivada é dada por f ′(z).Se f ′(z) também for holomorfa no mesmo aberto, denotaremos sua derivada por

f ′′(z) =
∂2f

∂z2
.Denotaremos a derivada de ordem n, ou n-ésima derivada de f(z), 
aso existir,
omo

f (n) =
∂nf

∂zn
.O ponto z0 ∈ A ⊂ C é dito singular ou uma singularidade da função 
omplexa

f : A ⊂ C −→ C se f não for holomorfa em z0.O ponto z0 ∈ A ⊂ C é dito um polo de ordem n ∈ N da função 
omplexa f : A ⊂
C −→ C se

lim
z→z0

(z − z0)
nf(z) 6= 0.O ponto z0 ∈ A ⊂ C é dito um zero de ordem n ∈ N da função 
omplexa g : A ⊂

C −→ C se existir f : A ⊂ C −→ C tal que
g(z) = (z − z0)

nf(z), 
om f(z0) 6= 0.Uma função 
omplexa f : A ⊂ C −→ C, onde A é um aberto de C, é meromorfaemA se ela for holomorfa emA ex
eto em um número �nito de polos da função 
omplexa f.Um 
onjunto aberto A é 
onexo se quaisquer dois de seus pontos podem ser ligadospor um 
aminho 
onstituído de segmentos de reta inteiramente 
ontido em A.Um 
onjunto aberto A é simplesmente 
onexo se qualquer 
urva simples e fe
hada
ontida em A pode ser reduzida 
ontinuamente a um ponto de A.Dizemos que um 
onjunto aberto A é multiplamente 
onexo se não for simples-mente 
onexo.A integral de uma função 
omplexa f : A ⊂ C −→ C tal que f(z) = u(x, y) +
iv(x, y), de um ponto α ∈ A a um ponto β ∈ A, em termos de integrais 
urvilíneas reais28



é dada por
∫ β

α

f(z)dz =

∫ β

α

(udx− vdy) + i

∫ β

α

(udy + vdx).
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Capítulo 3Tópi
os da Teoria Lo
al de Superfí
iesNeste 
apítulo serão desenvolvidos 
on
eitos da Geometria Diferen
ial que abordamos aspe
tos da teoria lo
al de superfí
ies, dando ênfase para a de�nição de superfí
ieparametrizada regular e suas propriedades, para que se tenha os subsídios ne
essáriospara, mais adiante, abordar o estudo de Superfí
ies Mínimas.3.1 Superfí
ie Parametrizada RegularNosso objetivo ini
ial é de�nir uma superfí
ie 
omo um sub
onjunto de R3 que sejabidimensional, suave, e que admita, em 
ada um de seus pontos, um úni
o plano tangente.Faremos isso 
om o auxílio de um apli
ação X que satisfaz 
ertas 
ondições, detal forma que o seu 
onjunto imagem possa ser visto 
omo uma superfí
ie, que será ditaSuperfí
ie Parametrizada Regular.De�nição 3.1.1 Seja U um sub
onjunto aberto de R2. Uma superfí
ie parametrizadaregular é uma apli
ação X : U ⊂ R2 −→ R3, que satisfaz as 
ondições:i) X é de 
lasse C∞;ii) em 
ada ponto (u0, v0) = q ∈ U, a diferen
ial de X em q, dXq : R
2 −→ R3 é injetiva.As variáveis independentes u, v são ditas parâmetros da superfí
ie e o 
onjuntoimagem da apli
ação X, dado por

S = {P ∈ R
3/P = X (u0 , v0 ) para algum q = (u0, v0) ∈ U},é denominado traço de X e pode ser visto 
omo uma superfí
ie tradi
ional do 
ál
ulodiferen
ial e integral.Os vetores

Xu(q) = Xu(u0, v0) =

(

∂x

∂u
(u0, v0),

∂y

∂u
(u0, v0),

∂z

∂u
(u0, v0)

)e
Xv(q) = Xv(u0, v0) =

(

∂x

∂v
(u0, v0),

∂y

∂v
(u0, v0),

∂z

∂v
(u0, v0)

)

,são ditos vetores tangentes às 
urvas 
oordenadas X(u, v0) e X(u0, v), respe
tivamente,exempli�
ados na �gura 3.1. 30



Figura 3.1: Vetores Tangentes às Curvas Coordenadas

Fonte: Produção do próprio autorA 
ondição i) da de�nição 3.1.1 exprime que se X (u, v) = (x (u, v), y(u, v), z (u, v))é de 
lasse C∞ então as funções x , y e z tem derivadas par
iais de todas as ordens
ontínuas. Enquanto que a 
ondição ii) garante a existên
ia de plano tangente para todo
q ∈ U, na superfí
ie, 
onforme veremos adiante.A segunda 
ondição da de�nição de superfí
ie parametrizada regular, pode sersubstituída por a�rmações equivalentes, enun
iadas na proposição 3.1.2. Para podermosenun
iá-las e prová-las note que, de a
ordo 
om o resultado do Capítulo 2, dXq é umaapli
ação linear, 
uja matriz em relação as bases 
an�ni
as de R2 e R3 depende apenasdas derivadas par
iais das funções 
oordenadas de X , avaliadas em q = (u0, v0) e é dadapor

[dXq] = J(Xq) =



















∂x

∂u
(q)

∂x

∂v
(q)

∂y

∂u
(q)

∂y

∂v
(q)

∂z

∂u
(q)

∂z

∂v
(q)



















,e essa matriz é 
hamada matriz Ja
obiana de X.Proposição 3.1.2 Seja X : U ⊂ R2 −→ R3 uma superfí
ie parametrizada regular, entãoas seguintes a�rmações são equivalentes:
1− dXq é injetora.
2− a matriz Ja
obiana de X tem posto 2.
3− os vetores Xu(q) e Xv(q) são LI's.
4− o produto vetorial entre Xu(q) e Xv(q) é não nulo.Demonstração:

1 ⇒ 2 : Suponhamos que dXq é injetora.Da álgebra linear temos que dim(Nuc(dXq)) = 0 e então pelo teorema do Nú
leoe da Imagem tem-se que
2 = dim(R2) = dim(Im(dXq)) + dim(Nuc(dXq)) = dim(Im(dXq)) = posto(dXq),31



logo a matriz Ja
obiana dXq tem posto 2.
2 ⇒ 3 : Suponhamos que a matriz Ja
obiana tenha posto 2. Tomando uma 
ombi-nação linear nula entre Xu(q) e Xv(q) obtemos

aXu(q) + bXv(q) = 0isto é,
a

(

∂x

∂u
(q),

∂y

∂u
(q),

∂z

∂u
(q)

)

+ b

(

∂x

∂v
(q),

∂y

∂v
(q),

∂z

∂v
(q)

)

= 0,que gera o sistema linear






axu(q) + bxv(q) = 0
ayu(q) + byv(q) = 0
azu(q) + bzv(q) = 0

,que em termos matri
iais é dado por




xu(q) xv(q)
yu(q) yv(q)
zu(q) zv(q)





[

a
b

]

=





0
0
0



 ,ou simplesmente
[dXq]

[

a
b

]

=





0
0
0



 .Como a matriz [dXq] em posto 2, por hipótese, o sistema homogêneo a
ima admite umaúni
a solução, dada por a = 0 e b = 0. Portanto Xu(q) e Xv(q) são linearmente indepen-dentes.
3 ⇒ 4 : Suponhamos, por absurdo, que Xu(q) ∧Xv(q) = 0. Assim, se θ é o ânguloformado entre Xu(q) e Xv(q), temos que

0 = ‖0‖ = ‖Xu(q) ∧Xv(q)‖ = ‖u‖‖v‖senθPortanto senθ = 0 ou ‖Xu‖ = 0 ou ‖Xv‖ = 0.Se senθ = 0 temos θ = 0 ou θ = π e nesse 
aso Xu e Xv teriam mesma direção,
om no máximo sentidos 
ontrários, ou seja, Xu e Xv são linearmente dependentes.Se ‖Xu‖ = 0 ou ‖Xv‖ = 0, teríamos Xu = 0 ou Xv = 0, e assim, Xu e Xv seriamlinearmente dependentes nas duas suposições.Obtemos então, em todos os 
asos, uma 
ontradição. Logo Xu(q) ∧Xv(q) 6= 0
4 ⇒ 1 : Suponhamos que

Xu(q) ∧Xv(q) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
xu yu zu
xv yv zv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (yuzv − zuyv, zuxv − xuzv, xuyv − yuxv),seja não nulo. Logo temos três opções:
yuzv − zuyv 6= 0 ou zuxv − xuzv 6= 0 ou xuyv − xvyu 6= 0.Para provar que dXq é injetora, devemos mostrar que dim(Nuc(dXq)) = 0, ou seja,nulidade(dXq) = 0. Então, vamos obter o posto da matriz Ja
obiana de X es
alonando-a.32



Como
[dXq] =





xu xv
yu yv
zu zv



 ,obtemos
[dXq] ∼





xu xv
0 yuxv − xuyv
0 zuxv − zvxu



 .No 
aso em que zuxv − xuzv 6= 0 temos ne
essariamente xu 6= 0 e xv 6= 0, logo
[dXq] ∼





xu xv
0 yuxv − xuyv
0 zuxv − zvxu



 ∼





xu xv
0 0
0 1



e assim dXq tem posto dois.No 
aso em que xuyv − xvyu 6= 0 temos obrigatoriamente xu 6= 0 e xv 6= 0, logo
[dXq] ∼





xu xv
0 1
0 0



e dXq também tem posto 2.No 
aso em que yuzv − zuyv 6= 0, temos yu 6= 0 e yv 6= 0, es
alonando novamente,obtemos
[dXq] =





xu xv
yu yv
zu zv



 ∼





yu yv
xu xv
zu zv



 ∼





yu yv
0 yvxu − xvyu
0 zuyv − zvyu



 ∼





yu yv
0 yvzu − zvyu
0 1



 ,e mais uma vez dXq tem posto dois.Assim, em todos os 
asos dXq tem posto dois, onde temos quenullidade(dXq) = 2− posto(dXq) = 2− 2 = 0,então dim(Nuc(dXq)) = 0, logo dXq é injetora.Portanto todas as a�rmações são equivalentes.Para melhor entendermos a de�nição de superfí
ie parametrizada regular, vamoslistar alguns exemplos.Exemplo 3.1.3 Considere a apli
ação X : U ⊂ R2 −→ R3 dada por
X(u, v) = (ρsenv cosu, ρsenvsenu, ρ cos v), ρ > 0, u ∈ R e 0 < v < π.Claramente X é de 
lasse C∞, pois suas funções 
oordenadas são 
ompostas apenas porsenos e 
ossenos, que são in�nitamente diferen
iáveis. E os vetores

Xu = (−ρsenvsenu, ρsenv cosu, 0)e
Xv = (ρ cos v cosu, ρ cos vsenu,−ρsenv),33



são LI, pois
‖Xu(q) ∧Xv(q)‖ = ‖(ρ2sen2v cos u, ρ2sen2vsenu, ρ2senv cos v)‖

=
√

ρ4sen4v cos2 u+ ρ4sen4vsen2u+ ρ4 cos2 vsen2u

=
√

ρ4(sen4v + sen2v − sen4v) = ρ2senv.Como ρ > 0 e 0 < v < π então, ρsenv 6= 0. Portanto, X é uma superfí
ieparametrizada regular e seu traço é obtido elevando-se as funções 
oordenadas ao quadradoe somando-as, obtendo assim S = {(x, y, z) ∈ R3/x2 + y2 + z2 = ρ2}.Note que X des
reve parametri
amente uma esfera 
entrada na origem, vista na�gura 3.2, 
om raio ρ, 
om ex
eção de dois pontos, que são os polos norte e sul, devidoao limitante de v ter sido de�nido em um aberto.Figura 3.2: Esfera

Fonte: Produção do próprio autorExemplo 3.1.4 Considere a apli
ação X(u, v) = (u, v, u2 − v2), 
om (u, v) ∈ R2.É evidente que suas funções 
oordenadas são in�nitamente diferen
iáveis, satisfa-zendo assim a primeira 
ondição da de�nição 3.1.1.Para veri�
ar a segunda 
ondição, fazemos ‖Xu(q) ∧Xv(q)‖, onde Xu = (1, 0, 2u)e Xv = (0, 1, 2v). Então
‖Xu(q) ∧Xv(q)‖ = ‖(1, 0, 2u) ∧ (0, 1, 2v)‖ = ‖(−2u, 2v, 1)‖ =

√
4u2 + 4v2 + 1 6= 0para todo q = (u, v). Assim X satisfaz a segunda 
ondição e então X é uma superfí
ieparametrizada regular.Seu traço é o 
onjunto S = {(x, y, z) ∈ R3/z = x2 − y2}, 
hamado de paraboloidehiperbóli
o, exibido na �gura 3.3.Exemplo 3.1.5 Seja a apli
ação X(u, v) =

(

u, 5− 4u

3
− 2v, v

), (u, v) ∈ R2.A primeira 
ondição da de�nição de superfí
ie parametrizada regular é satisfeita,pois suas funções 
oordenadas dadas por x(u, v) = u, y(u, v) = 5− 4u

3
− 2v e z(u, v) = v,perten
em a C∞. 34



Figura 3.3: Paraboloide Hiperbóli
o

Fonte: Produção do próprio autorJá a segunda 
ondição é satisfeita 
he
ando que a matriz da apli
ação linear dXqtem posto 2. De fato, temos que
J(Xq) =



















∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v
∂z

∂u

∂z

∂v



















=













1 0

−4

3
−2

0 1













∼









1 0

0 1

0 0









,

que realmente tem posto 2, logo X é uma superfí
ie parametrizada regular.Seu traço representa um plano dado por S = {(x, y, z) ∈ R3/4x+ 3y + 6z = 15}.Os exemplos 3.1.4 e 3.1.5 são 
asos espe
iais de uma família de superfí
ies pa-rametrizadas, onde seus traços são grá�
os de funções diferen
iáveis, resultado que estáexpli
itado na próxima proposição.Proposição 3.1.6 Se U ⊂ R2 é um aberto e f : U −→ R é uma função real in�nitamentediferen
iável, então a apli
ação X(u, v) = (u, v, f(u, v)) é uma superfí
ie parametrizadaregular, que des
reve o grá�
o da função f .Demonstração: Como u, v e f(u, v) são funções in�nitamente diferen
iáveis e
orrespondem as funções 
oordenadas de X, temos portanto que X é de 
lasse C∞.E a matriz da apli
ação linear é
dXq =













1 0

0 1

∂f

∂u

∂f

∂v













,que obviamente tem posto 2 para todo q = (u, v) ∈ U.35



Exemplo 3.1.7 A apli
ação dada por X(u, v) = (u, v, a+ b2u2 + c2v2) 
om (u, v) ∈ R2 e
a, b, c > 0, representa uma superfí
ie parametrizada regular pois f(u, v) = a+ b2u2 + c2v2é uma função diferen
iável.Note agora que o grá�
o de f é o traço da apli
ação X, que é

S =
{

(x, y, z) ∈ R
3/z = b2x2 + c2y2 + a

}

,e que des
revem o paraboloide elípti
o 
om vérti
e em (0, 0, a), de a
ordo 
om a �gura 3.4.Figura 3.4: Paraboloide Elípti
o

Fonte: Produção do próprio autorOutro grupo importante de superfí
ie parametrizada regular são as superfí
ies derevolução, obtidas fazendo a rotação de uma 
urva regular plana, dita geratriz, em tornode um eixo 
oordenado, de a
ordo 
om a proposição seguinte.Proposição 3.1.8 Seja α(u) = (f(u), 0, g(u)), 
om u ∈ I ⊂ R, uma 
urva regular situ-ada no plano xz, tal que f(u) é sempre diferente de zero para qualquer u ∈ I. Então aapli
ação X(u,v)=(f(u) cosv, f(u) senv, g(u)), 
om v ∈ R, é uma superfí
ie parametri-zada regular.Demonstração: Temos que 
ada 
omponente de (f(u) cosv, f(u) senv, g(u)) éin�nitamente diferen
iável, logo X também é de 
lasse C∞.E os vetores, Xu(q) = (f ′(u) cos v, f ′(u)senv, g′(u)) e Xv(q) = (−f(u)senv, f(u) cos v, 0)são LI. Com efeito,
‖Xu(q) ∧Xv(q)‖2 = ‖(−g′(u)f(u) cos v,−g′(u)f(u)sen(v), f ′(u)f(u))‖2

= ([g′(u)]2[f(u)]2 + [f ′(u)]2[f(u)]2) = [f(u)]2([g′(u)]2 + [f ′(u)]2).Como f(u) não se anula em nenhum ponto de I, e 
omo α(u) é uma 
urva regular,temos que [g′(u)]2 + [f ′(u)]2 = ‖α′(u)‖2 6= 0. Con
lui-se assim que X é uma superfí
ieparametrizada regular.Observação 3.1.9 A hipótese de que f(u) 6= 0 signi�
a que a 
urva a ser revolu
io-nada não inter
epta o eixo Oz, fazendo 
om que a superfí
ie de revolução não tenhaauto-interseções. Resultados análogos à Proposição 3.1.8 podem ser obtidos para 
urvas
ontidas nos planos xy e yz, desde que tais 
urvas não inter
eptem um dos eixos, que setornará o eixo de revolução. 36



Observação 3.1.10 Observe que o traço de uma superfí
ie parametrizada regular X(u, v)pode admitir auto-interseções. Ou seja, X(u, v) pode não ser injetiva, pois poderão existirdois pontos distintos, (u0, v0) 6= (u1, v1) perten
entes ao domínio U, tal que a imagemdesses pontos sejam iguais, X(u0, v0) = X(u1, v1). Se X(u, v) for uma superfí
ie de revo-lução por exemplo, 
om v ∈ R, teríamos que X(u, 0) = X(u, 2π) = ... = X(u, 2nπ) paratodo n ∈ N. Para evitar que isso o
orra, tomaremos somente v ∈ (0, 2π) para efeito de
ál
ulos. Figura 3.5: Catenoide

Fonte: Produção do próprio autorExemplo 3.1.11 Considere a 
urva denominada 
atenária dada por α(u) = (0, ρ coshu, ρu),onde u ∈ R e ρ > 0. A apli
ação X(u, v) = (f(u) cos v, f(u)senv, g(u)) 
om (u, v) ∈ R
2des
reve uma superfí
ie de revolução. Tomando agora f(u) = ρ cosh u e g(u) = ρu,obtém-se a revolução da 
atenária em torno do eixo Oz, pois f(u) = ρ cosh u é semprediferente de zero para qualquer u ∈ R. A superfí
ie resultante é 
hamada de Catenoide eestá exibida na �gura 3.5.Logo X(u, v) = (ρ cosh u cos v, ρ cosh usenv, ρu) é uma superfí
ie parametrizadaregular.Exemplo 3.1.12 Seja α(u) = (ρsenu, 0, c + ρ cosu), onde u ∈ (0, 2π) e 0 < ρ < c, a
urva que des
reve a 
ir
unferên
ia 
ontida no plano xz, 
om 
entro em (0, 0, c) e raio ρ.Fazendo a rotação de α em torno do eixo Ox, pela proposição 3.1.8, obtemos a superfí
iede revolução,

X(u, v) = (ρsenu, (c+ ρ cosu) cos v, (c+ ρ cosu)senv)denominada Toro, mostrada na �gura 3.6.Exemplo 3.1.13 A apli
ação α(u) = (ρ sec u, ρtgu, 0), u ∈ (0, π) e ρ > 0, é uma 
urvaregular, 
uja imagem des
reve a metade de 
ada um dos ramos de uma hipérbole situadano plano xy, dada por
k = {(x, y) ∈ R

2/ρ2 = x2 − y2}.37



Figura 3.6: Toro

Fonte: Produção do próprio autorFazendo X(u, v) = (ρ sec u, ρtgu cos v, ρtgusenv) 
om v ∈ (0, 2π), de�nimos umasuperfí
ie parametrizada regular de revolução em torno do eixo Ox, pois f(u) = ρtgu 6= 0,para todo u ∈ (0, π).Tal superfí
ie é denominada de hiperboloide de duas folhas, e seu traço, dado por
S = {(x, y, z) ∈ R3/a2 = x2 − y2 − z2}, está ilustrado na �gura 3.7.Figura 3.7: Hiperboloide de Duas Folhas

Fonte: Produção do próprio autorObservação 3.1.14 Observe na �gura 3.7 que a superfí
ie de revolução obtida é 
ompostade duas porções disjuntas (
ada porção é dita folha do hiperboloide). Per
eba que doispontos situados em folhas distintas não podem ser unidos por qualquer 
urva inteiramente
ontida no hiperboloide. Por isso, dizemos que este é um exemplo de superfí
ie não 
onexa(ou des
onexa). Nos exemplos 3.1.3, 3.1.5, 3.1.4, 3.1.7, 3.1.11 e 3.1.12 temos superfí
ies
onexas, pois sempre podemos unir dois pontos quaisquer por uma 
urva inteiramente
ontida na superfí
ie. 38



Outra família de superfí
ie parametrizada regular é formada pelas superfí
ies denível de um função diferen
iável. A seguinte proposição ilustra essa a�rmação.Proposição 3.1.15 Seja F : R3 −→ R uma apli
ação diferen
iável. Consideremos o
onjunto de pontos S = {(x, y, z) ∈ R3/F (x, y, z) = c} , onde c ∈ R. Se p0 = (x0, y0, z0) ∈
S é tal que [Fx(p0)]

2 + [Fy(p0)]
2 + [Fz(p0)]

2 6= 0, então o 
onjunto dos pontos (x, y, z) ∈ Ssu�
ientemente próximos de p0 é o traço de uma superfí
ie parametrizada regular.Demonstração: A hipótese [Fx(p0)]
2 + [Fy(p0)]

2 + [Fz(p0)]
2 6= 0 garante queas derivadas Fx(p0), Fy(p0) e Fz(p0) são se anulam simultaneamente. Suponhamos que

Fx(p0) 6= 0. Segue-se do Teorema da Função Implí
ita (teorema 2.2.5) que existe umaberto U ⊂ R2 que 
ontém (y0, z0) e uma apli
ação diferen
iável G : U −→ R, tal que
G(y0, z0) = x0 e, para todo (y, z) ∈ U, tem-se F (G(y, z), y, z) = c.Da proposição 3.1.6, podemos 
on
luir que a apli
ação

X(y, z) = (G(y, z), y, z), (y, z) ∈ Ué uma superfí
ie parametrizada regular, 
ujo traço é o grá�
o de G, que passa pelo ponto
(G(y0, z0), y0, z0) = (x0, y0, z0) = p0, ou seja é formado pelos pontos de S su�
ientementepróximos de p0. Analogamente provam-se os 
asos em que Fy(p0) 6= 0 ou Fz(p0) 6= 0.Exemplo 3.1.16 Considere o 
onjunto dado por

S =

{

(x, y, z) ∈ R
3/
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

}

.Note que S pode ser visto 
omo a superfí
ie de nível 1 da função
F (x, y, z) =

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
,que é diferen
iável. Tomando as derivadas par
iais de F no ponto p0 = (0, 0, c), temosque

Fx(p0) =
2x

a2

∣

∣

∣

∣

p=p0

= 0, Fy(p0) =
2y

b2

∣

∣

∣

∣

p=p0

= 0 e Fz(p0) =
2z

c2

∣

∣

∣

∣

p=p0

=
2

c
.Elevando-as ao quadrado e somando-as obtemos

[Fx(p0)]
2 + [Fy(p0)]

2 + [Fz(p0)]
2 =

4

c2
6= 0.Portanto, pela proposição 3.1.15 obtemos que os pontos de S su�
ientemente pró-ximos de p0 = (0, 0, c) formam o traço de uma superfí
ie parametrizada regular.O 
onjunto S do exemplo 3.1.16 está representado geometri
amente na �gura 3.8e é denominado de elipsoide. Embora o resultado da proposição 3.1.15 seja válido apenaspara pontos de S su�
ientemente próximos de p0, pode-se veri�
ar, 
om o auxílio de
on
eitos globais (
onforme [1℄ e [3℄) que S, 
omo um todo, é uma superfí
ie, devido aofato de que as derivadas par
iais de F (x, y, z) se anularem simultaneamente apenas noponto (0, 0, 0), que não perten
e a F−1(1).Na observação 3.1.10 vimos que o traço de uma superfí
ie parametrizada regular

X pode, a prin
ipio, admitir auto-interseções e fazendo um ajuste no domínio obtemos o39



Figura 3.8: Elipsoide

Fonte: Produção do próprio autortraço de uma superfí
ie sem auto-interseções. No entanto, o que é feito, a rigor, é uma
onsequên
ia da próxima proposição, que a�rma sempre existir sub
onjunto V ⊂ U talque X restrita a V é injetora.Proposição 3.1.17 Seja X : U ⊂ R
2 −→ R

3 uma superfí
ie parametrizada regular. Paratodo q = (u0, v0) ∈ U existe um aberto V ⊂ U tal que q ∈ V e X restrita a V é injetora.Demonstração: Como X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) é uma superfí
ie para-metrizada regular, então a matriz Ja
obiana de X em q tem posto 2. Suponhamos assim,sem perda de generalidade, que
det

([

yu yv
zu zv

])

6= 0.Consideremos a função F : U −→ R2 que, para 
ada (u, v) ∈ U, asso
ia F (u, v) =
(y(u, v), z(u, v)). Segue do Teorema da Função Inversa (teorema 2.2.4) que existe umaberto V 
om q ∈ V ⊂ U tal que F restrita a V é inversível, e em parti
ular, injetora.Logo, 
omo X(u, v) = (x(u, v), F (u, v)), podemos 
on
luir que X restrita a V étambém injetiva.Exemplo 3.1.18 Considere as superfí
ies de revolução des
ritas pela proposição 3.1.8por

X(u, v) = (f(u) cos v, f(u)senv, g(u)).Se fosse tomado o aberto U 
omo sendo U = R × R, a apli
ação X não seriainjetora, fato já dito na observação 3.1.10. Mas X passa a ser injetora quando restrita aum domínio V = R × I, onde I é um intervalo aberto de R de 
omprimento menor que
2π. Na de�nição de superfí
ie parametrizada regularX : U ⊂ R2 exigimos que a matrizJa
obiana de X tenha sempre posto 2, para todos os pontos de U. Se X : U ⊂ R2 −→ R3for uma apli
ação diferen
iável tal que, para q = (u0, v0) ∈ U a matriz dXq não tiver posto2, então q é dito um ponto singular de X . Pontos singulares podem surgir pela es
olhada parametrização ou pela natureza da própria superfí
ie.40



No primeiro 
aso está a esfera do exemplo 3.1.3, na qual foram ex
luídos os doispolos, pois para a parametrização
X(u, v) = (ρsenv cosu, ρsenvsenu, ρ cos v),tomamos u ∈ R e v ∈ (0, π) já que q1 = (u, 0) e q2 = (u, π) são pontos singulares de X.Porém, geometri
amente não existe diferença entre o polo norte (0, 0, p) = X(q1), o polosul (0, 0,−p) = X(q2) e qualquer outro ponto da esfera.Já o traço da apli
ação X : U ⊂ R2 −→ R3 dada por

X(u, v) = (u, v,
√

ρ2 − u2 − v2),
om U = {(u, v) ∈ R2/u2 + v2 < ρ2}, 
ontém o polo norte, mas deixa de fora todo ohemisfério sul da esfera.Com isso, vemos que é ne
essário es
olher 
onvenientemente as apli
ações X parades
rever uma determinada superfí
ie. Ainda mais, no 
aso de superfí
ies 
omo a esferaou elipsoide, devemos 
onsidera-las 
omo a união de traços de superfí
ies parametrizadasregulares.Esta abordagem para o estudo de superfí
ies é mais avançada e é vista, em geral, em
ursos de pós-graduação, prin
ipalmente quando são estudadas propriedades geométri
asglobais das superfí
ies. Tal abordagem pode ser en
ontrada em [1℄ e [3℄.Todavia, para o estudo das propriedades lo
ais, para os quais basi
amente nospropomos, é su�
iente 
onsiderar as superfí
ies parametrizadas regulares, de a
ordo 
om[15℄.3.2 Mudança de ParâmetrosDada uma superfí
ie parametrizada regular X pode-se obter várias outras repre-sentações paramétri
as, de tal forma que seus traços 
oin
idam.Figura 3.9: Paraboloide Cir
ular

Fonte: Produção do próprio autor
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Exemplo 3.2.1 O traço de X(u, v) = (u + v, u − v, 2u2 + 2v2), (u, v) ∈ R2, é obtidofazendo:






x = u+ v
y = u− v
z = 2u2 + 2v2

⇒
{

2u = x+ y
2v = x− ye então

z = 2

(

x2 + 2xy + y2

4

)

+ 2

(

x2 − 2xy + y2

4

)

= x2 + y2Assim, S = {(x, y, z) ∈ R3/z = x2 + y2}.E o traço de Y (w, t) = (w, t, w2 + t2) 
om (u, v) ∈ R2, 
laramente é também
S = {(x, y, z) ∈ R

3/z = x2 + y2},pois basta tomarmos x = w, y = t e z = w2+ t2. Portanto as apli
ações X e Y possuem omesmo traço, que é um paraboloide 
ir
ular 
om vérti
e na origem, 
onforme �gura 3.9.Uma forma simples de obter várias superfí
ies parametrizadas que possuem omesmo traço que uma determinada superfí
ie é des
rita pela próxima proposição.Proposição 3.2.2 Seja X : U ⊂ R2 −→ R3 uma superfí
ie parametrizada regular. Se
h : V ⊂ R

2 −→ U é uma apli
ação diferen
iável 
ujo determinante da matriz Ja
obiananão se anula e 
om h(V) = U, então Y=X ◦ h é uma superfí
ie parametrizada regular,que possui o mesmo traço de X.Demonstração: A apli
ação Y = X ◦ h é diferen
iável pois é de�nida por uma
omposição de funções diferen
iáveis.Sejam X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) e h(w, t) = (u(w, t), v(w, t)). Vamosmostrar que Y (w, t) = X◦h(w, t) = (x(u(w, t), v(w, t)), y(u(w, t), v(w, t)), z(u(w, t), v(w, t)))deve satisfazer Yw(q) ∧ Yt(q) 6= 0. De fato, temos que
Yw =

(

∂x

∂u

∂u

∂w
+
∂x

∂v

∂v

∂w
,
∂y

∂u

∂u

∂w
+
∂y

∂v

∂v

∂w
,
∂z

∂u

∂u

∂w
+
∂z

∂v

∂v

∂w

)e
Yt =

(

∂x

∂u

∂u

∂t
+
∂x

∂v

∂v

∂t
,
∂y

∂u

∂u

∂t
+
∂y

∂v

∂v

∂t
,
∂z

∂u

∂u

∂t
+
∂z

∂v

∂v

∂t

)

.Logo, podemos rees
rever ambas as igualdades 
omo uma 
ombinação linear de Xu e Xv,obtendo
Yw = Xu

∂u

∂w
+Xv

∂v

∂w
e Yt = Xu

∂u

∂t
+Xv

∂v

∂t
.
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Portanto
Yw ∧ Yt =

(

Xu

∂u

∂w
∧Xu

∂u

∂t

)

+

(

Xu

∂u

∂w
∧Xv

∂v

∂t

)

+

(

Xv

∂v

∂w
∧Xu

∂u

∂t

)

+

(

Xv

∂v

∂w
∧Xv

∂v

∂t

)

= (Xu ∧Xu)

(

∂u

∂w

∂u

∂t

)

+ (Xv ∧Xv)

(

∂v

∂w

∂v

∂t

)

+ (Xu ∧Xv)

(

∂u

∂w

∂v

∂t
− ∂v

∂w

∂u

∂t

)

= (Xu ∧Xv)

(

∂u

∂w

∂v

∂t
− ∂v

∂w

∂u

∂t

)

6= 0,pois Xu ∧ Xv 6= 0 já que X é uma superfí
ie parametrizada regular por hipótese e
(

∂u

∂w

∂v

∂t
− ∂v

∂w

∂u

∂t

) é o determinante da matriz Ja
obiana de h que também não se anulapor hipótese.Assim Y (w, t) = X ◦ h(w, t) é superfí
ie parametrizada regular.A função Y de�nida na proposição anterior é 
hamada de reparametrização de Xpela mudança de parâmetros h.Exemplo 3.2.3 O paraboloide 
ir
ular visto no exemplo 3.2.1, des
rito por
Y (w, t) = (w, t, w2 + t2) 
om (w, t) ∈ R

2é uma reparametrização de
X(u, v) = (u+ v, u− v, 2u2 + 2v2), 
om (u, v) ∈ R

2pela mudança de parâmetros h(w, t) = (w + t

2
,
w − t

2

)

. De fato, temos que
det(J(h)) = det









1
2

1
2

1
2

−1
2







 = −1

2
6= 0e

X ◦ h(w, t) =

(

w + t + w − t

2
,
w + t− w + t

2
, 2

(

w + t

2

)2

+ 2

(

w − t

2

)2
)

=

(

w, t, 2

(

w2 + 2wt+ t2

4

)

+ 2

(

w2 − 2wt+ t2

4

))

=

(

w, t,
w2 + t2 + w2 + t2

2

)

= (w, t, w2 + t2) = Y (w, t).Exemplo 3.2.4 Considere a superfí
ie parametrizada regular dada por
X(u, v) =

(

u, v,

√

1− u2

a2

)

, a > 0, u ∈ (−a, a) e v ∈ R.43



Tomando a mudança de parâmetros h(w, t) = (a cosw, t), 
om a > 0, t ∈ R e w ∈
(0, π) e 
ompondo-a 
om X, obtemos,

Y (w, t) = X ◦ h(w, t) = (a cosw, t, sinw), a > 0, t ∈ R e w ∈ (0, π),que é uma reparametrização de X(u, v) por h(w, t). De fato, 
laramente h é diferen
iávele o determinante da sua matriz Ja
obiana, dada por,
J(h) =

[

−asenw 0
0 1

]

,nun
a se anula, pois det(J(h)) = −asenw 6= 0 para w ∈ (0, π).Note que o traço de X des
reve um semi 
ilindro elípti
o dado por,
S =

{

(x, y, z) ∈ R
3/z =

√

1− x2

a2

}

,exibido na 3.10, que é o mesmo traço de Y , de a
ordo 
om a proposição 3.2.2.Figura 3.10: Semi Cilindro Elípti
o

Fonte: Produção do próprio autorO próximo resultado diz que, uma vizinhança de um ponto de uma superfí
ieparametrizada regular pode ser vista 
omo o grá�
o de uma função diferen
iável.Proposição 3.2.5 Seja X : U ⊂ R2 −→ R3 uma superfí
ie parametrizada regular. Para
ada (u0.v0) = q ∈ U existem um aberto W 
om q ∈ W ⊂ U e uma h : V −→ W tal que otraço de Y = X ◦ h é o grá�
o de uma função diferen
iável.Demonstração: Considere X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) uma superfí
ieparametrizada regular. Como a matriz Ja
obiana de X tem posto dois, então podemossupor, sem perda de generalidade, que
det

















∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

















6= 0.44



De�nindo uma função F : U ⊂ R2 −→ R2 por F (u, v) = (x(u, v), y(u, v)), do teoremada função inversa existe um aberto W 
om q ∈ W ⊂ U, tal que F restrita a W admiteinversa diferen
iável. Seja V = F (W), denotamos por h : V −→ W a função inversa de
F, ou seja, h = F−1. Assim, se (w, t) ∈ V então

Y (w, t) = (x ◦ h(w, t), y ◦ h(w, t), z ◦ h(w, t))
= (F ◦ h(w, t), z ◦ h(w, t)).Logo, Y (w, t) = (w, t, z ◦ h(w, t)), ou seja, o traço de Y des
reve o grá�
o da funçãodiferen
iável z ◦ h(w, t).De forma análoga, tomando os outros determinantes não nulos, pode-se mostrarque
Y (w, t) = (w, y ◦ h(w, t), t)e
Y (w, t) = (x ◦ h(w, t), w, t),des
revem os grá�
os das funções diferen
iáveis y ◦ h e x ◦ h respe
tivamente.A proposição 3.2.5 também pode ser utilizada para provar que uma determinadarepresentação, não é uma superfí
ie parametrizada regular, 
onforme veremos no exemploabaixo.Exemplo 3.2.6 Seja X(u, v) = (u,−

√
u2 + v2, v), (u, v) ∈ R2, uma representação do
one. Note que X(0, 0) = (0, 0, 0) des
reve o vérti
e desse 
one.Caso X seja uma superfí
ie parametrizada regular, pela proposição 3.2.5 existe umaberto W, 
om (0, 0) ∈ W e uma mudança de parâmetros h, dada por

h(w, t) = (u(w, t), v(w, t))tal que
Y (w, t) = X ◦ h(w, t) = X(u(w, t), v(w, t)) = (u(w, t),−

√

[u(w, t)]2 + [v(w, t)]2, v(w, t))é o grá�
o de uma função diferen
iável, que seria dada por
y ◦ h(w, t) = −

√

[u(w, t)]2 + [v(w, t)]2ou simplesmente
y(u, v) = −

√
u2 + v2.Porém esta função não é diferen
iável em (0, 0), pois 
al
ulando a derivada par
ialde y em relação a u e apli
ando em (0, 0) obtemos,

∂y

∂u
(0, 0) = lim

∆u→0

y(u+∆u, v)− y(u, v)

∆u

∣

∣

∣

∣

u=v=0

= lim
∆u→0

−
√

(0 + ∆u)2 + 02 − (−
√
02 + 02)

∆u

= lim
∆u→0

−|∆u|
∆u

.Para existir a derivada par
ial em relação a u, os limites laterais devem ser iguais. Mas45




omo
lim

∆u→0+

−∆u

∆u
= −1e

lim
∆u→0−

∆u

∆u
= 1,os limites laterais são distintos, o que signi�
a que ∂y

∂u
(0, 0) não existe. Analogamente, aderivada par
ial de y(u, v) = −

√
u2 + v2 em relação a v em (0, 0) também não existe.Portanto, y não pode ser diferen
iável em (0, 0), 
ontradizendo a proposição 3.2.5.Dessa forma X não é uma superfí
ie parametrizada regular, devido à não diferen
iabili-dade no vérti
e do 
one.Porém 
omo o traço de X é o 
onjunto

S = {(x, y, z) ∈ R
3/y = −

√
x2 + z2},se 
onsiderarmos o 
onjunto S

′ = S−{0}, ou seja, o 
one sem o seu vérti
e, eliminaríamoso problema e teríamos uma superfí
ie parametrizada regular dada por
X ′(u, v) = (u,−

√
u2 + v2, v), 
om u, v ∈ R− {0}.Figura 3.11: Cone

Fonte: Produção do próprio autorExemplo 3.2.7 Considere a superfí
ie dada por
X(u, v) = (v, cosu, senu), u ∈ (0, 2π) e v ∈ R,que representa um 
ilindro 
ir
ular, visto na �gura 3.12.De a
ordo 
om a proposição 3.2.5, �xemos um ponto qualquer do 
ilindro, podendoser (π

2
, 3) ∈ R2, assim, deve existir um aberto em torno desse ponto e uma mudança deparâmetros h tal que o traço de Y = X ◦ h é o grá�
o de uma função diferen
iável.46



Fixado o ponto, 
onsideremos então o aberto W = {(u, v) ∈ R2/0 < u < π, v ∈ R},então a restrição de X ao aberto W admite uma reparametrização, dada por
Y (w, t) = X◦h(w, t) =



t, cos

(

arctg

(
√
1− w2

w

))

,

√

1− cos2
(

arctg

(
√
1− w2

w

))



 ,obtida 
om a mudança de parâmetros h(w, t) = (arctg (√
1−w2

w

)

, t
)

.Chamando √1− cos2
(

arctg
(√

1−w2

w

)) de w′, então
cos

(

arctg

(
√
1− w2

w

))

=
√
1− w′2.Obtendo assim

Y (w′, t) = (t, w′,
√
1− w′2),onde z ◦ h(w′, t) =

√
1− w′2 é uma função diferen
iável 
ujo grá�
o 
oin
ide 
om Xquando restrita a W. Figura 3.12: Semi Cilindro

Fonte: Produção do próprio autor3.3 Plano Tangente e Apli
ação Normal de GaussNesta seção vamos obter, em 
ada q = (u0, v0) ∈ U, um plano que é tangenteà superfí
ie parametrizada regular e 
ujo vetor normal será dito vetor normal à própriasuperfí
ie.Vamos 
onsiderar, em toda a seção, uma superfí
ie parametrizada regular X : U ⊂
R2 −→ R3 
ujos parâmetros serão vistos 
omo funções diferen
iáveis de uma variável real
t. Assim, X(u, v) = X(u(t), v(t)) = α(t) representa uma 
urva diferen
iável, tal queseu traço está 
ontido na superfí
ie X.O plano tangente a X num ponto q será o plano 
omposto por todos os vetorestangentes a estas 
urvas, 
onforme veremos abaixo.De�nição 3.3.1 SejaX(u, v) uma superfí
ie parametrizada regular e α(t) = X(u(t), v(t))47



uma 
urva 
ontida na superfí
ie X. Dizemos que w ∈ R3 é um vetor tangente a X em qse w = α′(t0) ∈ R3, onde α(t0) = X(u(t0), v(t0)) = X(q).Note que, os vetores tangentes às 
urvas 
oordenadas dados por Xu(u0, v0) e
Xv(u0, v0), são vetores tangentes a X em (u0, v0).De�nição 3.3.2 O plano tangente a X em q = (u0, v0) é o 
onjunto formado por todosos vetores tangentes a X em q. Esse 
onjunto é denotado por TqS, onde S é o traço de X.Observe que os 
on
eitos de vetor e plano tangentes foram de�nidos em um ponto
q do domínio de X, e não na sua imagem X(q), 
om seria de se esperar. Isto foi feitodesta forma para 
ontemplar os 
asos em que a superfí
ie parametrizada X admite auto-interseções.A proposição seguinte mostra que o plano tangente de uma superfí
ie é geradopelos vetores tangentes às suas 
urvas 
oordenadas.Proposição 3.3.3 Se X é uma superfí
ie parametrizada regular e q = (u0, v0) ∈ U, entãoo 
onjunto {Xu(q), Xv(q)} é uma base para TqS.Demonstração: Suponha que w ∈ TqS, então w = α′(t0), onde α(t) = X(u(t), v(t))e q = (u(t0), v(t0)) = (u0, v0). Logo podemos obter

w = α′(t0) =
d

dt
(X(u(t), v(t)))

∣

∣

∣

∣

t=t0

= Xu(u(t), v(t))u
′(t) +Xv(u(t), v(t))v

′(t)

∣

∣

∣

∣

t=t0

,e apli
ando em t = t0 temos
w = Xu(u0, v0)u

′(t0) +Xv(u0, v0)v
′(t0) = Xu(q)u

′(t0) +Xv(q)v
′(t0).Portanto, w pode ser es
rito 
omo 
ombinação linear de {Xu(q), Xv(q)}, que mos-tra que este 
onjunto gera TqS. E 
omo por de�nição Xu(q) e Xv(q) são LI's, segue oresultado.Observe, 
om o auxílio da �gura 3.13, que TqS é um plano de R3 gerado por

{Xu(q), Xv(q)} que não é, ne
essariamente, um 
onjunto ortonormal.De�nição 3.3.4 Dizemos que um vetor do R3 é normal à superfí
ie parametrizada Xem q ∈ U se o mesmo for ortogonal a TqS, ou seja, se for ortogonal a todos os vetorestangentes a X em q.Como TqS é gerado por Xu(q) e Xv(q), todo vetor normal a X em q deve serortogonal a esses vetores, assim existe uma úni
a direção normal a 
ada plano tangente eportanto, exatamente dois vetores unitários normais a X em q.Observação 3.3.5 A de�nição dada para superfí
ie parametrizada regular exige que aapli
ação X seja de 
lasse C∞, isto é, que possua derivadas par
iais 
ontínuas de todasas ordens. Para questões em geometria diferen
ial, em geral, pre
isamos da existên
iae 
ontinuidade de derivadas par
iais até uma 
erta ordem, dependendo da natureza doproblema.Sabemos que a existên
ia e 
ontinuidade do plano tangente depende apenas daexistên
ia e 
ontinuidade das derivadas par
iais de primeira ordem. Pode a
onte
er o
aso em que o grá�
o de uma função z = f(u, v) admita um plano tangente em todosos pontos, mas que não seja su�
ientemente diferen
iável para satisfazer a de�nição desuperfí
ie parametrizada regular. Este 
aso é eviden
iado no próximo exemplo.48



Figura 3.13: Plano TqS

Fonte: Produção do próprio autorExemplo 3.3.6 Considere a apli
ação dada por X(u, v) = (u, v, u
4

3 ) 
om (u, v) ∈ R2.Note que a derivada par
ial da função 
omponente z em relação a u é
∂z

∂u
=

4

3
u

1

3 ,que é 
ontínua para todo (u, v) ∈ R2, admitindo assim, plano tangente em todos os pontosde U. Ainda, ambas as derivadas da função 
omponente z em relação a u e a v se anulamna origem e assim o plano xy é o seu plano tangente.Porém, pro
edendo 
omo no exemplo 3.2.6 
hegaremos que ∂2z

∂u2
não está ne�nidana origem. Logo X(u, v) de�nida assim, não é uma superfí
ie parametrizada regular. O
onjunto imagem desta apli
ação pode ser visto na �gura 3.14.Figura 3.14: Superfí
ie Parametrizada que Não é Regular

Fonte: Produção do próprio autorVamos agora �xar um vetor normal unitário a X(q) 
omo sendo o vetor
N(q) =

Xu(q) ∧Xv(q)

‖Xu(q) ∧Xv(q)‖
.49



De�nição 3.3.7 Se U é o domínio de uma superfí
ie parametrizada regular, a apli
açãodiferen
iável N : U −→ R3, que a 
ada ponto q = (u, v) ∈ U asso
ia o vetor normalunitário a X em q, é 
hamada de Apli
ação Normal de Gauss e é de�nida por
N(u, v) =

Xu(u, v) ∧Xv(u, v)

‖Xu(u, v) ∧Xv(u, v)‖
.Note que a imagem da Apli
ação Normal de Gauss está 
ontida na esfera unitária
om 
entro na origem, 
onforme pode ser observado na �gura 3.15.Figura 3.15: Imagem da Apli
ação Normal de Gauss

Fonte: Produção do próprio autorExemplo 3.3.8 Considere o 
ilindro 
ir
ular des
rito porX(u, v) = (ρ cosu, ρsenu, v), u ∈
(0, 2π), v ∈ R, ρ > 0. Assim os seus vetores tangentes, que são

Xu = (−ρsenu, ρ cosu, 0) e Xv = (0, 0, 1).Então a Apli
ação Normal de Gauss de X é
N(u, v) =

(−ρsenu, ρ cosu, 0) ∧ (0, 0, 1)

‖(−ρsenu, ρ cosu, 0) ∧ (0, 0, 1)‖ =
(ρ cosu, ρsenu, 0)

ρ
= (cosu, senu, 0).Assim 
on
luímos que a imagem da Apli
ação Normal de Gauss de um 
ilindro deraio qualquer, é somente a 
ir
unferên
ia de raio unitário situada no plano xy. Ou seja,a imagem da Apli
ação Normal de Gauss é somente um paralelo da esfera unitária.50



Exemplo 3.3.9 Considere o 
one 
ir
ular sem o vérti
e (0, 0, 0), parametrizado por
X(u, v) =

(

usenα cos
( v

senα

)

, usenαsen
( v

senα

)

, u cosα
)

,
om u > 0, v ∈ (0, 2πsenα) e onde α ∈
(

0,
π

2

) �xado é o ângulo formado entre o 
onee o eixo Oz. Então,
Xu =

(

senα cos
( v

senα

)

, senαsen
( v

senα

)

, cosα
)e

Xv =
(

−usen
( v

senα

)

, u cos
( v

senα

)

, 0
)

.Logo a Apli
ação Normal de Gauss é
N(u, v) =

(

senα cos
(

v
senα

)

, senαsen
(

v
senα

)

, cosα
)

∧
(

−usen
(

v
senα

)

, u cos
(

v
senα

)

, 0
)

∣

∣

∣

∣

(

senα cos
(

v
senα

)

, senαsen
(

v
senα

)

, cosα
)

∧
(

−usen
(

v
senα

)

, u cos
(

v
senα

)

, 0
)∣

∣

∣

∣

=

(

−u cosα cos
(

v
senα

)

,−u cosαsen
(

v
senα

)

, usenα
)

√
u2 cos2 α + u2sen2α

=
(

− cosα cos
(

v
senα

)

,− cosαsen
(

v
senα

)

, senα
)

.Assim, a imagem da Apli
ação Normal de Gauss de um 
one 
ir
ular, é somenteo hemisfério norte da esfera unitária, pois z = senα > 0 para α ∈ (0, π
2
).A proposição 3.3.10 mostrará a forma da Apli
ação Normal de Gauss para assuperfí
ies dadas pela proposição 3.1.6.Proposição 3.3.10 Considere a superfí
ie X(u, v) = (u, v, f(u, v)), onde f : U ⊂ R2 −→

R é uma função in�nitamente diferen
iável. Então a sua Apli
ação Normal de Gauss édada por
N(u, v) =

(−fu,−fv, 1)
√

1 + f 2
u + f 2

v

.Demonstração: Temos que Xu(u, v) = (1, 0, fu(u, v)) e Xv(u, v) = (0, 1, fv(u, v)).O
ultando as variáveis, obtemos
Xu ∧Xv = (−fu,−fv, 1) e ‖Xu ∧Xv‖ =

√

1 + f 2
u + f 2

vLogo,
N(u, v) =

(−fu,−fv, 1)
√

1 + f 2
u + f 2

v

.Exemplo 3.3.11 Seja X(u, v) = (4u2 + 16v2, u, v), 
om (u, v) ∈ R2. Temos que osvetores tangentes às 
urvas 
oordenadas são Xu(u, v) = (8u, 1, 0) e Xv(u, v) = (32v, 0, 1),assim {(8u, 1, 0), (32v, 0, 1)} é base para TqS.E segundo a proposição 3.3.10 a Apli
ação Normal de Gauss de X é
N(u, v) =

(1,−8u,−32v)√
1 + 64u2 + 1024v2

.51



Em parti
ular, tomando q = (1, 2) temos a base {(8, 1, 0), (64, 0, 1)} e a equação do plano
TqS é x− 8y − 64z + 4 = 0.A próxima proposição mostrará 
omo pode ser obtida a Apli
ação Normal de Gaussno 
aso de uma superfí
ie de nível, 
ara
terizada na proposição 3.1.15.Proposição 3.3.12 Seja F : R3 −→ R uma apli
ação diferen
iável. Considere o 
on-junto

S =
{

(x, y, z) ∈ R
3/F (x, y, z) = c

}

, onde c ∈ R.Suponha que p0 = (x0, y0, z0) ∈ S seja tal que o 
onjunto de pontos de S su�
ientementepróximos de p0 seja o traço de uma superfí
ie parametrizada regular. Se ∇F (p0) 6= 0então ∇F (p0) é o vetor normal a esta superfí
ie e sua Apli
ação Normal de Gauss é
N(p0) =

∇F (p0)
‖∇F (p0)‖

.Demonstração: Suponhamos que ∇F (p0) 6= 0. Mostraremos que todo vetortangente a superfí
ie, ou seja, todo vetor 
ontido em Tp0S, é ortogonal à ∇F (p0).Seja w ∈ Tp0S, dado por w = α′(t0) onde α é alguma 
urva regular 
ontida nasuperfí
ie S e 
omposta por pontos su�
ientemente próximos de p0.Podemos supor que a 
urva regular seja da forma
α(t) = (x(t), y(t), z(t)),
om p0 = α(t0) = (x(t0), y(t0), z(t0)). Como a 
urva α está 
ontida na superfí
ie, temosque
F (x(t), y(t), z(t)) = c.Então, derivando em ambos os lados dessa igualdade em relação a t, e apli
ando em t0,obtemos

Fx(p0)x
′(t0) + Fy(p0)y

′(t0) + Fz(p0)z
′(t0) = 0,igualdade que pode ser rees
rita 
omo

〈(Fx(p0), Fy(p0), Fz(p0)), (x
′(t0), y

′(t0), z
′(t0))〉 = 0,ou seja,

〈∇F (p0), α′(t0)〉 = 0,isto é
〈∇F (p0), w〉 = 0.Como w ∈ TqS, e ∇F (p0) 6= 0, então ∇F (p0) é o vetor normal a Tp0S, dondesegue o resultado. A segunda parte é 
onsequên
ia imediata do primeiro fato.Observação 3.3.13 Se a Apli
ação Normal de Gauss deixar de ser bijetora em umavizinhança de um ponto X(q), então seu 
omportamento poderá ser 
ompli
ado de seinterpretar.Exemplo 3.3.14 Na �gura 3.16, pode-se notar que N(u, v) apli
a um domínio regular emum domínio limitado por uma fronteira em forma de 8, portanto N(u, v) não é injetiva.52



Figura 3.16: Apli
ação Normal de Gauss Não Injetiva
Fonte: Produção do próprio autorExemplo 3.3.15 Na superfí
ie da �gura 3.17, 
hamada de Chapéu de Sherlo
k, pode-senotar que N(u, v) re
obre parte já 
oberta do domínio. Ou seja, N(u, v) não é sobrejetiva.Figura 3.17: Apli
ação Normal de Gauss Não Sobrejetiva
Fonte: Produção do próprio autorObservação 3.3.16 Entretanto, quando N(u, v) for bijetiva em uma vizinhança de X(q),pode-se tomar um domínio limitado U ⊂ R2 de X em torno de X(q), de maneira a medira área de sua imagem N(U), 
ontida na esfera unitária 
entrada na origem, 
omo na�gura 3.18. Figura 3.18: Apli
ação Normal de Gauss Bijetiva
Fonte: Produção do próprio autorObservação 3.3.17 Se Y = X ◦ h é uma reparametrização de X, pela mudança deparâmetros h, então o plano tangente a Y em p é igual ao plano tangente de X em h(p) =

q. Todavia, se NY e NX denotarem os vetores normais a Y (p) e X(q), respe
tivamente,então NY (p) = ±NX(h(p)) = ±NX(q), e o sinal será determinado pelo determinante53



Ja
obiano da mudança de parâmetros h. Com efeito, na demonstração da proposição
3.2.2, vimos que

Yw ∧ Yt = det(J(h))(Xu ∧Xv),e então temos que
NY (p) =

Yw(p) ∧ Yt(p)
‖Yw(p) ∧ Yt(p)‖

=
det(J(h))Xu(q) ∧Xv(q)

|det(J(h))|‖Xu(q) ∧Xv(q)‖
=
det(J(h))NX(q)

|det(J(h))| ,logo
det(J(h)) < 0 ⇐⇒ NY (p) = −NX(q) e det(J(h)) > 0 ⇐⇒ NY (p) = +NX(q).Exemplo 3.3.18 Considere um 
ilindro 
ir
ular dado por X(u, v) = (cosu, senu, v),

u, v ∈ (0, 2π), exibida na �gura 3.19. Então
Xu = (−senu, cosu, 0) e Xv = (0, 0, 1),e assim

NX(u, v) = (cosu, senu, 0).Tomando agora a mudança de parâmetros h(w, t) = (t, w), temos
Y (w, t) = X ◦ h(w, t) = (cos t, sent, w), 
om w, t ∈ (0, 2π).Então

Yw = (0, 0, 1) e Yt = (−sent, cos t, 0),e assim
NY (w, t) = (− cos t,−sent, 0).Como NX(h(w, t)) = NX(t, w) = (cos t, sent, 0), vemos que

NY (w, t) = (− cos t,−sent, 0) = −NX(t, w).Note que det(J(h)) = −1, estando de a
ordo 
om a observação 3.3.17.Como vimos, a Apli
ação Normal de Gauss de�nida em 3.3.7, é uma apli
açãodiferen
iável, 
uja diferen
ial será uma apli
ação linear, de a
ordo 
om o Capítulo 2.Assim, podemos de�nir a diferen
ial da Apli
ação Normal de Gauss, 
omo se segue.De�nição 3.3.19 A diferen
ial da Apli
ação Normal de Gauss em um ponto q ∈ U, éuma apli
ação linear denotada por
dNq : TqS −→ TqS.A diferen
ial da Apli
ação Normal de Gauss opera da seguinte forma: para 
ada
urva 
ontida em S, dada por α(t) = X(u(t), v(t)), 
om α(t0) = q, 
onsideramos a restriçãoda Apli
ação Normal de Gauss à esta 
urva, dada por

N(t) = N ◦ α(t) = N(u(t), v(t)) =
Xu(u(t), v(t)) ∧Xv(u(t), v(t))

‖Xu(u(t), v(t)) ∧Xv(u(t), v(t))‖
,54



Figura 3.19: Cilindro

Fonte: Produção do próprio autore então de�nimos
dNq(α

′(t0)) = N ′(t0).Geometri
amente, 
omo a imagem da Apli
ação Normal de Gauss N está 
ontidana esfera unitária e N ◦ α é uma 
urva nesta esfera temos que N ′(t0) = dN(α′(t0)) é umvetor perten
ente ao plano tangente à esfera unitária, que pode ser visto 
omo o próprio
TqS, 
onforme ilustra a �gura 3.20.Assim, dNq mede o quanto a Apli
ação Normal de Gauss se afasta de N(q) emuma vizinhança de q ao longo da 
urva α(t). No 
aso das 
urvas, esta medida é dada porum número, dito 
urvatura, e no 
aso das superfí
ies, esta medida é 
ara
terizada poruma apli
ação linear.Figura 3.20: Diferen
ial da Apli
ação Normal de Gauss

Fonte: Produção do próprio autor55



Exemplo 3.3.20 Considere o paraboloide hiperbóli
o, dado no exemplo 3.1.4, por X(u, v) =
(u, v, u2 − v2). Pela proposição 3.3.10, temos que a Apli
ação Normal de Gauss é

N(u, v) =
(−fu,−fv, 1)
√

1 + f 2
u + f 2

v

=
(−2u, 2v, 1)√
1 + 4u2 + 4v2

.Considere o ponto q = (u(t0), v(t0)) = (0, 0) tal que X(q) = (0, 0, 0), e assim
Xu(q) = (1, 0, 2u)|q = (1, 0, 0)e
Xv(q) = (0, 1,−2v)|q = (0, 1, 0).Seja agora α(t) = X(u(t), v(t)) uma 
urva 
ontida no paraboloide hiperbóli
o, então

α′(t0) = Xu(q)u
′(t0) +Xv(q)v

′(t0) = (1, 0, 0)u′(t0) + (0, 1, 0)v′(t0),é o vetor tangente à α, que possui 
oordenadas (u′(t0), v′(t0), 0) em relação à base {Xu(q), Xv(q)}.Restringindo a apli
ação N à 
urva α(t), temos
N(t) = N ◦ α(t) = (−2u(t), 2v(t), 1)

√

1 + 4[u(t)]2 + 4[v(t)]2e derivando obtemos
N ′(t0) =

(−2u′(t), 2v′(t), 0)
√

1 + 4[u(t)]2 + 4[v(t)]2
− (−u(t), v(t), 1

2
)(8u(t)u′(t) + 8v(t)v′(t))

(1 + 4[u(t)]2 + 4[v(t)]2)
3

2

∣

∣

∣

∣

∣

t=t0

= (−2u′(t0), 2v
′(t0), 0),e assim

dNq(α
′(t0)) = N ′(t0) = (−2u′(t0), 2v

′(t0), 0).Note que dNq(1, 0, 0) = (−2, 0, 0) e dNq(0, 1, 0) = (0, 2, 0), logo Xu(q) = (1, 0, 0) e
Xv(q) = (0, 1, 0) são os autovetores de dNq asso
iados aos autovalores −2 e 2 respe
tiva-mente.Exemplo 3.3.21 Considere a esfera do exemplo 3.1.3 dada por

X(u, v) = (ρsenv cosu, ρsenvsenu, ρ cos v),onde
Xu(u, v) = (−ρsenvsenu, ρsenv cos u, 0)e

Xv(u, v) = (ρ cos v cosu, ρ cos vsenu,−ρsenv).Ainda, temos que
N(u, v) =

Xu ∧Xv

‖Xu ∧Xv‖
= (−senv cosu,−senvsenu,− cos v).Considere o ponto q = (u(t0), v(t0)) = (π, π

2
) tal que X(q) = (−ρ, 0, 0) e onde

Xu(q) = (0,−ρ, 0) e Xv(q) = (0, 0,−ρ).56



Seja α(t) = X(u(t), v(t)) uma 
urva 
ontida na esfera, então
α′(t0) = Xu(q)u

′(t0) +Xv(q)v
′(t0) = (0,−ρu′(t0),−ρv′(t0)),é o vetor tangente à α.Restringindo N à 
urva α obtemos N(t) = −(senv(t) cosu(t), senv(t)senu(t), cos v(t))e derivando, en
ontramos

N ′(t0) = −(v′(t) cos v(t) cosu(t)− u′(t)senv(t)senu(t), v′(t) cos v(t)senu(t)
+ u′(t)senv(t) cosu(t),−v′(t)senv(t))|t=t0

= (0, u′(t0), v
′(t0)).Assim

dNq(α
′(t0)) = dNq(0, ρu

′(t0), ρv
′(t0)) = (0, u′(t0), v

′(t0).Note que Xu(q) = (0,−ρ, 0) e Xv(q) = (0, 0,−ρ) são autovetores de dNq asso
iadosao autovalor −1

ρ
, pois

dNq(Xu) = dNq(0,−ρ, 0) = dNq(0,−ρ1,−ρ0) = (0, 1, 0) = −1
ρ
(0,−ρ, 0) = −1

ρ
Xu(q)e

dNq(Xv) = dNq(0, 0,−ρ) = dNq(0,−ρ0,−ρ1) = (0, 0, 1) = −1
ρ
(0, 0,−ρ) = −1

ρ
Xv(q).Observação 3.3.22 Note que nos exemplos 3.3.20 e 3.3.21, Xu(q) e Xv(q) são autove-tores de dNq e sabemos que {Xu(q), Xv(q)} forma uma base para TqS. Assim TqS possuiuma base de autovetores de dNq e podemos 
on
luir de dNq é uma apli
ação linear dia-gonalizável para estes dois exemplos.Para podermos garantir que toda dNq é diagonalizável, pre
isamos de um fato im-portante sobre a diferen
ial da Apli
ação Normal de Gauss, que está 
ontido na proposiçãoseguinte.Proposição 3.3.23 A diferen
ial dNq : TqS −→ TqS é uma apli
ação linear auto-adjunta.Demonstração: Como todo vetor de TqS pode ser es
rito 
omo 
ombinaçãolinear dos vetores de uma base {v1, v2} de TqS, basta provarmos que

〈dNq(v1), v2〉 = 〈v1, dNq(v2)〉.Dado X(u, v) uma superfí
ie parametrizada regular, sabemos que {Xu, Xv} é umabase de TqS. Se α(t) = X(u(t), v(t)) é uma 
urva regular 
ontida na superfí
ie, 
om
α(t0) = q, então

dNq(α
′(t0)) = dNq(u

′(t0)Xu + v′(t0)Xv),e por outro lado
N ′(t0) =

d

dt
(N(u(t), v(t)))

∣

∣

∣

∣

t=t0

= u′(t0)Nu + v′(t0)Nv.57



Logo dNq(u
′(t0)Xu + v′(t0)Xv) = u′(t0)Nu + v′(t0)Nv, e em parti
ular, 
omo dNq élinear, obtemos
u′(t0)dNq(Xu) + v′(t0)dNq(Xv) = u′(t0)Nu + v′(t0)Nv,e assim vemos que

dNq(Xu) = Nu e dNq(Xv) = Nv.Agora, sabemos que N(u, v) é ortogonal a Xu(u, v) e Xv(u, v), logo
〈N,Xu〉 = 0 e 〈N,Xv〉 = 0.Derivando a primeira igualdade em relação a v e a segunda em relação a u, obtemos
〈Nv, Xu〉+ 〈N,Xuv〉 = 0e

〈Nu, Xv〉+ 〈N,Xvu〉 = 0 .Como X(u, v) é uma superfí
ie parametrizada regular, então X satisfaz o Teoremade S
hwarz, logo Xuv = Xvu, e assim obtemos
〈Nv, Xu〉 = −〈N,Xuv〉 = −〈N,Xvu〉 = 〈Nu, Xv〉,ou seja,

〈dNq(Xv), Xu〉 = 〈Xv, dNq(Xu)〉,e dNq é auto-adjunta.Como desejado, mostraremos agora que a diferen
ial da Apli
ação Normal de Gaussde uma superfí
ie parametrizada regular é diagonalizável.Proposição 3.3.24 Para todo q, a diferen
ial dNq : TqS −→ TqS é uma apli
ação lineardiagonalizável.Demonstração: Como dNq : TqS −→ TqS é um operador auto-adjunto, TqS éum espaço vetorial �nito (dim(TqS) = 2) munido de produto interno usual. O TeoremaEspe
tral (teorema 2.1.2) garante que existe uma base ortonormal β = {v1, v2} de TqSformada por autovetores de dNq.Portanto, dNq é diagonalizável. Assim, em relação à base β, a matriz de dNq édiagonal e podemos es
rever
[dNq]

β
β =

[

−k1 0
0 −k2

]

,onde −k1 e −k2 (
om digamos −k1 ≥ −k2) são os autovalores de dNq asso
iados aosautovetores ortonormais v1 e v2, respe
tivamente.Exemplo 3.3.25 Para o exemplo 3.3.20 vemos que β = {Xu(q), Xv(q)} = {(1, 0, 0), (0, 1, 0)}é uma base ortonormal de autovetores de dNq asso
iados aos autovalores −k1 = 2 e
−k2 = −2. Logo

[dNq]
β
β =

[

2 0
0 −2

]

.Exemplo 3.3.26 Para o exemplo 3.3.21 vemos que β = {1
ρ
Xu(q),

1
ρ
Xv(q)} = {(0,−1, 0), (0, 0,−1)}é uma base ortonormal 
omposta por autovetores de dNq asso
iados aos autovalores −k1 =58



−k2 = −1
ρ
. Logo

[dNq]
β
β =

[−1
ρ

0

0 −1
ρ

]

.3.4 Primeira Forma FundamentalNo estudo da teoria lo
al de superfí
ies é importante que se saiba mensurar pro-priedades geométri
as, 
omo 
omprimento de ar
o de 
urvas, ângulo entre dois vetorestangentes e áreas de regiões da superfí
ie. Para fazermos isso, ne
essitamos de�nir apli-
ações que serão ditas Formas Fundamentais da Superfí
ie.De�nição 3.4.1 Seja X : U ⊂ R
2 −→ R

3 uma superfí
ie parametrizada regular. Para
ada q ∈ U, a apli
ação Iq : TqS −→ R dada por
Iq(w) = ‖w‖2,é dita a Primeira Forma Fundamental de X em q.Como o produto interno utilizado para de�nir a Primeira Forma Fundamental éum fun
ional bilinear e simétri
o, ela também é 
hamada, por alguns autores, de primeiraforma quadráti
a.Vamos agora, obter uma expressão para Iq(w) em relação à base {Xu(q), Xv(q)}.Sabe-se da proposição 3.3.3 que dado um vetor w ∈ TqS, ele pode ser es
rito 
omo

w = aXu(q) + bXv(q), a, b ∈ R.Apli
ando a Primeira Forma Fundamental temos que
Iq(w) = ‖w‖2 = 〈w,w〉 = 〈aXu(q) + bXv(q), aXu(q) + bXv(q)〉

= a2〈Xu(q), Xu(q)〉+ 2ab〈Xu(q), Xv(q)〉+ b2〈Xv(q), Xv(q)〉,e denotando
〈Xu(q), Xu(q)〉 = E(u0, v0) = E(q);
〈Xu(q), Xv(q)〉 = F (u0, v0) = F (q);
〈Xv(q), Xv(q)〉 = G(u0, v0) = G(q).Obtemos,
Iq(w) = a2E(q) + 2abF (q) + b2G(q).Fazendo q = (u0, v0) variar ao longo de todo R2, obtemos as formas bilineares dife-ren
iáveis E(u, v), F (u, v), e G(u, v), que são 
hamadas de 
oe�
ientes da PrimeiraForma Fundamental.Exemplo 3.4.2 SejaX(u, v) = (a1+α1u+β1v, b1+α2u+β2v, c1+α3u+β3v), 
om (u, v) ∈

R2, uma parametrização para um plano qualquer, que passa pelo ponto p = (a1, b1, c1) eque 
ontém os vetores ortonormais w1 = (α1, α2, α3) e w2 = (β1, β2, β3). Assim podemosrees
rever X 
omo X(u, v) = p+ w1u+ w2v.Note que seus vetores tangentes são da forma Xu(u, v) = w1 e Xv(u, v) = w2.E 
omo w1 e w2 são unitários e ortogonais entre si, temos que os 
oe�
ientes da PrimeiraForma Fundamental são
E(u, v) = 〈w1, w1〉 = 1, F (u, v) = 〈w1, w2〉 = 0 e G(u, v) = 〈w2, w2〉 = 1.59



Assim Iq(w) = a2 + b2, é a Primeira Forma Fundamental para qualquer w = aw1 + bw2
ontido neste plano.Exemplo 3.4.3 Considere a apli
açãoX(u, v) = (ρsenhu cos v, ρsenhusenv, ρv), 
om ρ >
0, v ∈ (0, 2π) e u ∈ R, 
ujo traço des
reve um Heli
oide, visto na �gura 3.21. Talsuperfí
ie é obtida traçando-se segmentos de retas paralelos ao plano xy que inter
eptamo eixo Oz, 
om 
omprimento 2ρ.O Heli
oide é uma superfí
ie parametrizada regular, pois suas funções 
oordenadassão in�nitamente diferen
iáveis e seus vetores tangentes às 
urvas 
oordenadas, dados por

Xu(u, v) = (ρ cosh u cos v, ρ cosh usenv, 0);
Xv(u, v) = (−ρsenhusenv, ρsenhu cos v, ρ),são LI's. De fato,

‖Xu ∧Xv‖ = ‖(ρ2 cosh usenv,−ρ2 cosh u cos v, ρ2 cosh usenhu)‖ = ρ2 cosh2 u,que será sempre diferente de zero pois, ρ > 0 e cosh u 6= 0.Cal
ulando os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental, temos que
E(u, v) = 〈Xu, Xu〉 = ρ2 cosh2 u;
F (u, v) = 〈Xu, Xv〉 = ρ2(senhu cosh usenv cos v − cosh usenhu cos vsenv) = 0;
G(u, v) = 〈Xu, Xu〉 = ρ2senh2u+ ρ2 = ρ2 cosh2 u.Assim, para qualquer w ∈ TqS, dado por w = aXu(q) + bXv(q), temos que

Iq(w) = ρ2 cosh2 u(a2 + b2).A proposição a seguir indi
a quais são os 
oe�
ientes da Primeira Forma Funda-mental de uma superfí
ie de revolução.Proposição 3.4.4 Seja X(u, v) = (f(u) cos v, f(u)senv, g(u)), uma superfí
ie parametri-zada regular de revolução, sob as mesmas hipóteses da proposição 3.1.8. Então os 
oe�
i-entes da Primeira Forma Fundamental de X são dadas por
E(u, v) = [f ′(u)]2 + [g′(u)]2;
F (u, v) = 0;
G(u, v) = [f(u)]2.Demonstração: Os vetores tangentes sãoXu(u, v) = (f ′(u) cos v, f ′(u)senv, g′(u))e Xv(u, v) = (−f(u)senv, f(u) cos v, 0). Assim, os 
oe�
ientes da Primeira Forma Funda-mental são

E(u, v) = 〈Xu, Xu〉 = [f ′(u)]2 + [g′(u)]2;
F (u, v) = 〈Xu, Xv〉 = (−f ′(u)f(u)senv cos v + f(u)f ′(u) cos vsenv) = 0;
G(u, v) = 〈Xv, Xv〉 = [f(u)]2.Exemplo 3.4.5 Para o Catenoide abordado no exemplo 3.1.11, temos que os 
oe�
ientes60



Figura 3.21: Heli
oide

Fonte: Produção do próprio autorda Primeira Forma Fundamental são
E(u, v) = [(ρ cosh u)′]2 + [(ρu)′]2 = ρ2senh2u+ ρ2 = ρ2 cosh2 u;
F (u, v) = 0;
G(u, v) = [ρ cosh u]2 = ρ2 cosh2 u.E assim

Iq(w) = ρ2 cosh2 u(a2 + b2)para todo w = aXu(q) + bXv(q) ∈ TqS.Exemplo 3.4.6 Considere novamente a superfí
ie de revolução des
rita no exemplo 3.7,denominada Hiperboloide de duas Folhas. Os seus 
oe�
ientes da Primeira Forma Fun-damental são dados por
E(u, v) = [(ρtgu)′]2 + [(ρ sec u)′]2 = ρ2 sec4 u+ ρ2tg2u sec2 u;
F (u, v) = 0;
G(u, v) = [ρtgu]2 = ρ2tg2u.Logo, a Primeira Forma Fundamental é

Iq(w) = a2(ρ2 sec4 u+ ρ2tg2u sec2 u) + b2ρ2tg2u,para todo w = aXu(q) + bXv(q) ∈ TqS. 61



Exemplo 3.4.7 Revolu
ionando em torno do eixo Oz a 
urva α(u) = (ρ sec u, 0, ρtgu),
om ρ > 0, u ∈
(

−π
2
, π
2

)

, que des
reve um dos ramos de uma hipérbole situada no plano
xz, obtemos a superfí
ie parametrizada regular

X(u, v) = (ρ sec u cos v, ρ sec usenv, ρtgu), v ∈ (0, 2π),
ujo traço é denominado Hiperboloide de uma Folha, mostrado na �gura 3.22. AnalogamenteFigura 3.22: Hiperboloide de Uma Folha

Fonte: Produção do próprio autorao exemplo anterior, os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental são
E(u, v) = [(ρ sec u)′]2 + [(ρtgu)′]2 = ρ2tg2u sec2 u+ ρ2 sec4 u;
F (u, v) = 0;
G(u, v) = [ρ sec u]2 = ρ2 sec2 u.E assim, a Primeira Forma Fundamental do Hiperboloide de um Folha é dada por

Iq(w) = a2(ρ2 sec4 u+ ρ2tg2u sec2 u) + b2ρ2 sec2 u,
om w = aXu(q) + bXv(q) ∈ TqS.Observação 3.4.8 Observe que os exemplos 3.4.6 e 3.4.7 possuem a mesma 
urva gera-triz, e o 
oe�
iente E(u, v) = a2tg2u sec2 u+ a2 sec4 u é igual em ambos, porém seus eixosde revolução são diferentes, a
arretando que o 
oe�
iente G(u, v) = a2tg2u do hiperboloidede duas folhas se torna diferente do 
oe�
iente G(u, v) = a2 sec2 u do hiperboloide de umafolha.Observação 3.4.9 Se Y (w, t) = X ◦h(w, t) é uma reparametrização de X pela mudançade parâmetros h, então já vimos na observação 3.3.17 que, para todo p = (w, t), 
om
h(p) = q, os planos tangentes TpSY e Th(p)SX de Y e X respe
tivamente, 
oin
idem.Portanto, se w perten
e a este plano, então a Primeira Forma Fundamental de Y ede X serão iguais, ou seja, Ip(w) = Iq(w) = ‖w‖2. Assim podemos 
on
luir que uma62



mudança de parâmetros pode modi�
ar os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental,mas mantém invariante a Primeira Forma Fundamental.Em resumo, a Primeira Forma Fundamental, de�nida a
ima, é simplesmente a ex-pressão de 
omo a superfí
ie em questão herda o produto interno usual do R3. A PrimeiraForma Fundamental, juntamente 
om seus 
oe�
ientes, propor
ionam estudar estruturase propriedades geométri
as sobre a superfí
ie, sem que seja ne
essário men
ionar o espaço
R

3, no qual a superfí
ie está 
ontida, 
omo se segue.De�nição 3.4.10 Seja X(u, v) uma superfí
ie parametrizada regular e α(t) uma 
urvaregular 
ontida na superfí
ie dada por α(t) = X(u(t), v(t)), 
om t ∈ (t0, t1) ⊂ R. O
omprimento da 
urva é dado por
l =

∫ t1

t0

‖α′(t)‖dt =
∫ t1

t0

√

Iq(t)(α′(t))dt =

∫ t1

t0

√

a2E(q) + 2abF (q) + b2G(q)dt,
om α′(t) = a(t)Xu(q(t)) + b(t)Xv(q(t)) ∈ TqS e q(t) = (u(t), v(t)).Com a Primeira Forma Fundamental é possível também 
al
ular o ângulo θ ∈ [0, π]formado entre dois vetores não nulos w1 e w2 ∈ TqS. De a
ordo 
om o Capítulo 2, este θé tal que
cos θ =

〈w1, w2〉q
‖w1‖q‖w2‖q

=
〈w1, w2〉q

√

Iq(w1)Iq(w2)
,e 
omo w1, w2 ∈ TqS então podemos es
rever

w1 = aXu(q) + bXv(q);
w2 = cXu(q) + dXv(q).Logo

〈w1, w2〉q = ac〈Xu, Xu〉+ (ad+ bc)〈Xu, Xv〉+ bd〈Xv, Xv〉
= acE(q) + (ad+ bc)F (q) + bdG(q).Ainda

‖w1‖ =
√

a2〈Xu, Xu〉+ 2ab〈Xu, Xv〉+ b2〈Xv, Xv〉
=

√

a2E(q) + 2abF (q) + b2G(q);e
‖w2‖ =

√

c2〈Xu, Xu〉+ 2cd〈Xu, Xv〉+ d2〈Xv, Xv〉
=

√

c2E(q) + 2cdF (q) + d2G(q).O
ultando as variáveis obtemos que
cos θ =

acE + (ad+ bc)F + bdG
√

(a2E + 2abF + b2G(c2E + 2cdF + d2G)
.Observe que em parti
ular, o ângulo formado entre as 
urvas 
oordenadas de

X(u, v) em um ponto qualquer (u, v) ∈ R
2, é dado por

cos θ =
〈Xu, Xv〉
‖Xu‖‖Xv‖

=
F (u, v)

√

E(u, v)G(u, v)
.63



Assim as 
urvas 
oordenadas serão ortogonais se e somente se F (u, v) = 0. Se emuma dada parametrização isso o
orrer, a parametrização é dita ortogonal.Por �m trataremos da medição de áreas, utilizando a Primeira Forma Fundamental.Seja D ⊂ R2 uma região fe
hada e limitada, 
ujo interior é homeomorfo a umabola aberta de R2 e sua fronteira é homeomorfa a uma 
ir
unferên
ia.Se X : U ⊂ R2 −→ R3 é uma superfí
ie parametrizada regular, 
om S sendo o seutraço e D ⊂ U ⊂ R
2, então X(D) ⊂ S é uma região fe
hada da superfí
ie X.A expressão ‖Xu(q)∧Xv(q)‖, de�nida em U, representa geometri
amente a área doparalelogramo formado pelos vetores tangentes às 
urvas 
oordenadas em q. Este valor éaproximadamente igual à área de uma região em S obtida 
omo a imagem de um retângulo
ontido em D 
om vérti
e nas 
oordenadas do ponto q, e 
ujos lados são paralelos aoseixos 
oordenados u e v, ilustrado na �gura 3.23.Figura 3.23: Área

Fonte: Produção do próprio autorDe�nição 3.4.11 Seja X : U ⊂ R
2 −→ R

3 uma superfí
ie parametrizada regular e
D ⊂ R2 um sub
onjunto fe
hado e limitado, onde X restrita a D é injetiva. Então a áreada região X(D) ⊂ S é dada por

A(X(D)) =

∫∫

D

‖Xu ∧Xv‖dudv.Vamos mostrar que essa expressão não depende da parametrização X. De fato,sejam Y (w, t) = X ◦ h(w, t) e h : V ⊂ R2 −→ U h uma mudança de parâmetros e B ⊂ Vé tal que D = h(B). Se h(w, t) = (u, v), então da proposição 3.2.2, temos que
Yw(q) ∧ Yt(q) = det(J(h))(Xu ∧Xv)e

‖Yw(q) ∧ Yt(q)‖ = |det(J(h))|‖Xu ∧Xv‖,
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então
A(Y (B)) =

∫∫

B

‖Yw ∧ Yt‖dwdt =
∫∫

B

‖Xu ∧Xv‖|det(J(h))|dwdt

=

∫∫

D

‖Xu ∧Xv‖dudv = A(X(D)).Onde a penúltima igualdade vem do Teorema de Mudança de Coordenadas paraIntegrais Duplas (teorema 2.2.6). E isso mostra que o 
ál
ulo da área é invariante à umamudança de parâmetros h qualquer de X.Exemplo 3.4.12 Seja a superfí
ie de revolução denominada Toro, vista no exemplo
3.1.12, dada por

X(u, v) = (ρsenu, (c+ ρ cos u) cos v, (c+ ρ cos u)senv),onde u, v ∈ (0, 2π) e 0 < ρ < c. Considerando um 
onjunto fe
hado para que seja possívelo 
ál
ulo da área, dada por Dǫ = {(u, v) ∈ R2/ǫ ≤ u ≤ 2π − ǫ, ǫ ≤ u ≤ 2π − ǫ} 
om ǫsu�
ientemente pequeno, temos que
Xu = (ρ cosu,−ρsenu cos v,−ρsenusenv)e

Xv = (0,−(c+ ρ cosu)senv, (c+ ρ cos u) cos v).Logo
Xu(q) ∧Xv(q) = ‖ − (cρ+ ρ2 cos u)senu,−(cρ+ ρ2 cosu) cos v cos u,

− (cρ+ ρ2 cosu)senv cosu‖
= cρ+ ρ2 cosu.Assim

A(X(Dǫ)) =

∫∫

Dǫ

‖Xu ∧Xv‖dudv =
∫ 2π−ǫ

ǫ

∫ 2π−ǫ

ǫ

(cρ+ ρ2 cosu)dudv

=

∫ 2π−ǫ

ǫ

(cρu+ ρ2senu)

∣

∣

∣

∣

2π−ǫ

ǫ

dv =

∫ 2π−ǫ

ǫ

(2π − 2ǫ)cρ− ρ2senǫdv

= ((2π − 2ǫ)2cρ− ρ2senǫ).Logo, a área total do Toro é dada por
A(X(D)) = lim

ǫ→0
((2π − 2ǫ)2cρ− ρ2senǫ) = 4π2cρ.
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Com o auxílio da Primeira Forma Fundamental a expressão para A(X(D)) nade�nição 3.4.11, pode ser rees
rita 
omo
A(X(D)) =

∫∫

D

√
EG− F 2dudv.Com efeito, sabemos da Identidade de Lagrange que

‖Xu‖2‖Xv‖2 = (〈Xu, Xv〉)2 + ‖Xu ∧Xv‖2logo
‖Xu ∧Xv‖2 =

√

‖Xu‖2‖Xv‖2 − (〈Xu, Xv〉)2
=

√
EG− F 2.Exemplo 3.4.13 Considere o Catenoide dado porX(u, v) = (ρ cosh u cos v, ρ cosh usenv, ρu),
om ρ > 0, u ∈ R e v ∈ (0, 2π). Do exemplo 3.4.5, seus 
oe�
ientes da Primeira FormaFundamental são

E(u, v) = G(u, v) = ρ2 cosh2 u e F (u, v) = 0.Admitindo Dǫ = {(u, v) ∈ R2/ − t ≤ u ≤ t, ǫ ≤ v ≤ 2π − ǫ}. Então, vemos que Xrestrita a Dǫ é injetiva, assim
A(X(Dǫ)) =

∫∫

Dǫ

√
EG− F 2dudv =

∫ 2π−ǫ

ǫ

∫ t

−t

√

(ρ2 cosh2 u)2dudv

=

∫ 2π−ǫ

ǫ

∫ t

−t

(ρ2 cosh2 u)dudv = ρ2(2π − 2ǫ)

∫ t

−t

cosh2 udu

= ρ2(2π − 2ǫ)

∫ t

−t

cosh 2u

2
du =

ρ2(π − ǫ)

2
(senh(2t)− senh(−2t))

= ρ2(π − ǫ)senh2t.Logo, a área total do Catenoide é dada por
A(X(D)) = lim

ǫ→0
(ρ2(π − ǫ)senh2t) = πρ2senh2t.Exemplo 3.4.14 Considere o Heli
oide dado no exemplo 3.4.3 e Dǫ = {(u, v) ∈ R

2/−t ≤
u ≤ t, ǫ ≤ v ≤ 2π − ǫ} e ρ > 0. Os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental doHeli
oide são dados por

E(u, v) = G(u, v) = ρ2 cosh2 u e F (u, v) = 0,logo
A(X(D)) =

∫ 2π−ǫ

ǫ

∫ t

−t

(ρ2 cosh2 u)dudv = πρ2senh2t.Per
eba que os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental do Heli
oide e doCatenoide 
oin
idem, por 
onsequên
ia suas áreas 
oin
idem para o mesmo D ⊂ U ⊂ R2,bem 
omo as demais propriedades métri
as oriundas da Primeira Forma Fundamentaltambém 
oin
idirão. Isso induz que deve existir uma 
ara
terísti
a parti
ular entre eles.Tal 
ara
terísti
a veremos mais adiante, mas antes de�niremos alguns 
on
eitos para quepossa ser abordada. 66



Uma importante 
lasse de superfí
ies parametrizadas regulares é formada por aque-las que não possuem auto-interseções, ou seja, são dadas por apli
ações que, a pontosdistintos do domínio asso
iam imagens sempre diferentes, 
omo visto, por exemplo, naobservação 3.1.10. Esse 
on
eito é de�nido da seguinte forma:De�nição 3.4.15 Uma uma superfí
ie parametrizada regular X : U ⊂ R2 −→ R3 é umasuperfí
ie simples se X for é injetiva.De�nição 3.4.16 Sejam X(u, v) e Y (u, v) 
om (u, v) ∈ U ⊂ R2 duas superfí
ies simples.Dizemos que X e Y são superfí
ies isométri
as se seus respe
tivos 
oe�
ientes da PrimeiraForma Fundamental de X e Y 
oin
idem, em 
ada ponto q ∈ U.Observação 3.4.17 Se X e Y são duas superfí
ies simples, de�nidas no mesmo domínio
U, então pode-se de�nir um isomor�smo entre os traços de X e Y, denotados por SX e
SY respe
tivamente.De fato, se X(U) = SX e Y (U) = SY , 
omo X e Y são injetivas, então X :
U −→ SX e Y : U −→ SY , passam a ser sobrejetivas também, o que as tornam bijetivasadmitindo assim inversas, denotadas por

X−1 : SX −→ U e Y −1 : SY −→ U.Logo podemos de�nir φ : SX −→ SY 
omo φ = Y ◦X−1 : SX −→ SY , que tambémé uma bijeção, e sua inversa é φ−1 = X ◦ Y −1 : SY −→ SX .Então a apli
ação φ (ou φ−1) é um isomor�smo entre SX e SY (ou SY e SX ,respe
tivamente), e este isomor�smo é denominado uma isometria.Essa denominação é justi�
ada pela propriedade que uma isometria preserva todasas grandezas métri
as que dependam da Primeira Forma Fundamental, já vistas, entrepontos 
orrespondentes nos respe
tivos traços das superfí
ies.Exemplo 3.4.18 Retomando o Catenoide, sem um dos seus meridianos, dado por
X(u, v) = (ρ cosh u cos v, ρ cosh usenv, ρu), 
om ρ > 0, u ∈ R e v ∈ (0, 2π),onde seus 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental, de a
ordo 
om o exemplo 3.4.5,são

EX(u, v) = GX(u, v) = ρ2 cosh2 u e FX(u, v) = 0.Já o Heli
oide dado por
Y (u, v) = (ρsenhu cos v, ρsenhusenv, ρv), 
om ρ > 0, v ∈ (0, 2π) e u ∈ R,admite os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental da forma

EY (u, v) = GY (u, v) = ρ2 cosh2 u e FY (u, v) = 0,de a
ordo 
om o exemplo 3.4.3.Como 
ada respe
tivo 
oe�
iente é igual em ambas as superfí
ies, 
on
lui-se que oHeli
oide e o Catenoide são superfí
ies isométri
as. Pode-se mostrar que 
ada isometriada forma φ = X◦Y −1 transforma os ar
os de héli
e e retas do heli
oide nas 
ir
unferên
iase 
atenárias do 
atenoide, respe
tivamente (ver �gura 3.24).67



Figura 3.24: Isometria entre Catenoide e Heli
oide

Fonte: Produção do próprio autorExemplo 3.4.19 Seja X(u, v) = (u, v, 0), 
om u ∈ (0, 2π) e v ∈ R, uma parametrizaçãode uma faixa de largura 2π situada no plano xy, e 
onsidere o 
ilindro de raio unitáriosem um meridiano, des
rito por Y (u, v) = (cosu, senu, v), 
om u ∈ (0, 2π) e v ∈ R.Note que X e Y des
revem superfí
ies simples, pois são injetivas, e também sãoisométri
as pois, 
omo Xu = (1, 0, 0), Xv = (0, 1, 0), Yu = (−senu, cosu, 0) e Yv =
(0, 0, 1), temos que

EX = 〈Xu, Xu〉 = 1, FX = 〈Xu, Xv〉, GX = 〈Xv, Xv〉 = 1;e
EY = 〈Yu, Yu〉 = 1, FY = 〈Yu, Yv〉, GY = 〈Yv, Yv〉 = 1.Assim obtemos que seus respe
tivos 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental
oin
idem. Uma isometria φ : Y ◦X−1, 
onsiste em enrolar a faixa em torno do 
ilindro,de modo que os segmentos horizontais da faixa são levados nas 
ir
unferên
ias do 
ilindro,ou seja, os paralelos, e as retas verti
ais da faixa são transformadas nas diretrizes do
ilindro(ver �gura 3.25).Observação 3.4.20 Em geral, a expressão analíti
a do isomor�smo φ pode ser 
om-pli
ada de ser obtida. Porém na isometria do exemplo 3.4.19, entre a faixa plana e o
ilindro unitário, tal φ pode ser obtida fa
ilmente, pro
urando um isomor�smo tal que

φ = Y ◦X−1 : SX −→ SY , ou seja, que transforma o traço do plano no traço do 
ilindro.De a
ordo 
om o exemplo anterior, temos que X : U ⊂ R2 −→ SX é bijetiva,onde SX = {(x, y, z) ∈ R3/z = 0}. Logo X−1 : SX −→ U é dada simplesmente por
X−1(u, v, 0) = (u, v). Portanto a isometria φ = Y ◦X−1 : SX −→ SY é dada por

φ(u, v, 0) = Y ◦X−1(u, v, 0) = Y (u, v) = (ρ cosu, ρsenu, v).Exemplo 3.4.21 Considere o 
one 
ir
ular sem o vérti
e, dado no exemplo 3.3.9 por
X(u, v) =

(

usenα cos
( v

senα

)

, usenαsen
( v

senα

)

, u cosα
)

,68



Figura 3.25: Isometria entre Plano e o Cilindro

Fonte: Produção do próprio autor
om u > 0, v ∈ (0, 2πsenα) e onde α ∈
(

0,
π

2

) 
om 2α sendo o ângulo de abertura do 
one.Segue que
Xu =

(

senα cos
(

v
senα

)

, senαsen
(

v
senα

)

, cosα
)e

Xv =
(

−usen
(

v
senα

)

, u cos
(

v
senα

)

, 0
)

,então os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental do 
one são
EX = 1, FX = 0 e GX = u2.Seja agora Y (u, v) = (0, u cos v, usenv), 
om u > 0 e v ∈ (0, 2πsenα), uma parametrizaçãoFigura 3.26: Isometria entre Setor Cir
ular e Cone

Fonte: Produção do próprio autorque des
reve um setor 
ir
ular situado no plano yz, 
om um ângulo de abertura de 2πsenα.Então
Yu = (0, cos v, senv)69



e
Yv = (0,−usenv, u cos v).Logo os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental do setor 
ir
ular são
EY = 1, FY = 0 e GY = u2.Con
lui-se assim, que o 
one 
om abertura 2α e um setor 
ir
ular 
om ângulo deabertura 2πsenα, são isométri
os. Pode-se mostrar que toda isometria φ = X ◦ Y −1 leva
ada ar
o do setor 
ir
ular, de 
omprimento 2πusenα, em 
ir
unferên
ias do 
one de raio

2πusenα (ver �gura 3.4.21).Com este estudo, podemos per
eber que as medições feitas nas superfí
ies depen-dem ex
lusivamente da Primeira Forma Fundamental, sem relação de 
omo ela está mer-gulhada no espaço. Assim, tais propriedades da superfí
ie 
omo, 
omprimento de 
urva,ângulos e área são ditas propriedades intrínse
as, formando assim a Geometria Intrínse
adas superfí
ies, que nada mais é, que a Geometria da Primeira Forma Fundamental.Para entendermos melhor a palavra intrínse
a, 
onsidere o 
omprimento de uma
urva em uma folha de papel. Se dobrarmos a folha, essa distân
ia que liga o ponto ini
ialao ponto �nal na folha não se alterará, mas a distân
ia entre esses dois pontos da folha noespaço sofrerá alterações, não sendo assim, uma propriedade intrínse
a. Em parti
ular,a isometria pode ser des
rita intuitivamente 
omo uma deformação de SX , supostamente
onstituída de um material �exível porém inextensível, resultando em SY .3.5 Segunda Forma Fundamental e Curvatura NormalComo vimos na seção 2.3, tanto a Apli
ação Normal de Gauss 
omo sua diferen
ialnos dão ferramentas su�
ientes para podermos 
ontinuar investigando as propriedadesgeométri
as lo
ais de uma superfí
ie regular.Tais ferramentas nos permitem agora de�nir a Segunda Forma Fundamental, quenos auxiliará na de�nição das Curvaturas de Euler, Curvatura Normal, Curvatura deGauss e Curvatura Média.De�nição 3.5.1 Sejam X : U ⊂ R2 −→ R3 uma superfí
ie parametrizada regular e
q = (u0, v0) = (u(t0), v(t0)) ∈ U. A Segunda Forma Fundamental de X em q é a apli
ação
IIq : TqS −→ R, dada por

IIq(w) = 〈α′′(t0), N(q)〉,onde α(t) = X(u(t), v(t)) é uma 
urva regular 
ontida na superfí
ie, tal que α′(t0) = w e
N é a Apli
ação Normal de Gauss da superfí
ie X.Tal de�nição é extremamente útil para determinarmos os 
oe�
ientes da SegundaForma Fundamental, que estarão alinhados 
om a 
urvatura normal, 
urvaturas prin
ipais,
urvatura de Gauss e 
urvatura média. Porém para a abordagem teóri
a da SegundaForma Fundamental, essa de�nição se mostra inadequada, ne
essitando assim de umade�nição equivalente, que se mostre sistemati
amente viável para as abordagens teóri
as,podendo desta forma obter a 
ontinuidade que se deseja.A próxima proposição nos mostra uma forma equivalente para a de�nição da Se-gunda Forma Fundamental, a qual será utilizada ex
lusivamente para obtenção de novosresultados. 70



Proposição 3.5.2 A Segunda Forma Fundamental pode ser rede�nida 
omo
IIq : TqS −→ R,tal que

IIq(w) = 〈w,−dNq(w)〉.Demonstração: Seja α(t) = X(u(t), v(t)) uma 
urva 
ontida na superfí
ie, 
om
q = (u0, v0) tal que α(t0) = X(q) e w = α′(t0) = u′(t0)Xu + v′(t0)Xv ∈ TqS. Então

α′′(t) = u′′(t)Xu + [u′(t)]2Xuu + 2u′(t)v′(t)Xuv + [v′(t)]2Xvv + v′′(t)Xv,e apli
ando em t0 e fazendo o produto interno 
om N(q), obtemos que
IIq(α

′(t0)) = 〈α′′(t0), N(q)〉
= u′′(t0)〈Xu, N〉+ [u′(t0)]

2〈Xuu, N〉+ 2u′(t0)v
′(t0)〈Xuv, N〉

+ [v′(t0)]
2〈Xvv, N〉+ v′′(t0)〈Xv, N〉,
omo 〈Xu, N〉 = 〈Xv, N〉 = 0 então

IIq(α
′(t0)) = [u′(t0)]

2〈Xuu, N〉+ 2u′(t0)v
′(t0)〈Xuv, N〉+ [v′(t0)]

2〈Xvv, N〉.Derivando 〈Xu, N〉 = 0 e 〈Xv, N〉 = 0, em relação a u e v, respe
tivamente, temos
〈Xuu, N〉 + 〈Xu, Nu〉 = 0 e 〈Xvv, N〉+ 〈Xv, Nv〉 = 0.E derivando 〈Xu, N〉 = 0 em relação a v obtemos

〈Xuv, N〉+ 〈Xu, Nv〉 = 0,logo
0 = 〈Xuv, N〉 + 〈Xu, Nv〉 = 〈Xuv, N〉+ 〈Xu, dNq(Xv)〉

= 〈Xuv, N〉+ 〈Xv, dNq(Xu)〉
= 〈Xuv, N〉+ 〈Xv, Nu〉,pois dNq é auto-adjunta. Assim, 
hegamos que

IIq(w) = IIq(α
′(t0))

= −[u′(t0)]
2〈Xu, Nu〉 − 2u′(t0)v

′(t0)〈Xv, Nu〉 − [v′(t0)]
2〈Xv, Nv〉

= −[u′(t0)]
2〈Xu, Nu〉 − u′(t0)v

′(t0)〈Xv, Nu〉 − u′(t0)v
′(t0)〈Xu, Nv〉 − [v′(t0)]

2〈Xv, Nv〉,reagrupando os termos, temos que
IIq(α

′(t0)) = −〈u′(t0)Xu, u
′(t0)Nu〉 − 〈u′(t0)Xu, v

′(t0)Nv〉 − 〈v′(t0)Xv, u
′(t0)Nu〉

− 〈v′(t0)Xv, v
′(t0)Nv〉

= −〈u′(t0)Xu, u
′(t0)Nu + v′(t0)Nv〉 − 〈v′(t0)Xv, u

′(t0)Nu + v′(t0)Nv〉
= −〈u′(t0)Xu + v′(t0)Xv, u

′(t0)Nu + v′(t0)Nv〉
= −〈u′(t0)Xu + v′(t0)Xv, dNq(u

′(t0)Xu) + dNq(v
′(t0)Xv)

= −〈u′(t0)Xu + v′(t0)Xv, dNq(u
′(t0)Xu + v′(t0)Xv)

= 〈α′(t0),−dNq(α
′(t0)).
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Na demonstração da proposição anterior, vimos que a Segunda Forma Fundamentalé dada por
IIq(α

′(t0)) = [u′(t0)]
2〈Xuu, N〉+ 2u′(t0)v

′(t0)〈Xvu, N〉+ [v′(t0)]
2〈Xvv, N〉
hamando (u′(t0), v

′(t0)) = (a, b) e denotando
e(u0, v0) = −〈Xu, Nu〉 = 〈Xuu, N〉;
f(u0, v0) = −〈Xu, Nv〉 = −〈Xv, Nu〉 = 〈Xvu, N〉 = 〈Xuv, N〉;
g(u0, v0) = −〈Xv, Nv〉 = 〈Xvv, N〉,obtemos uma expressão geral da Segunda Forma Fundamental, dada por

IIq(w) = a2e(u0, v0) + 2abf(u0, v0) + b2g(u0, v0).Fazendo q = (u0, v0) variar por todo R
2, obtemos funções diferen
iáveis que de-pendem de (u, v), que são e(u, v), f(u, v) e g(u, v), ditas 
oe�
ientes da Segunda FormaFundamental da superfí
ie Parametrizada X.Como já men
ionado, para efeito de 
ál
ulos, as fórmulas dos 
oe�
ientes da Se-gunda Forma Fundamental que não envolvem as derivadas de N são, em geral, mais fá
eisde se manejar, 
omo se pode 
onstatar nos exemplos 3.3.20 e 3.3.21.Exemplo 3.5.3 Considere o Heli
oide dado no exemplo 3.4.3, por

X(u, v) = (ρsenhu cos v, ρsenhusenv, ρv), onde ρ > 0, (u, v) ∈ R
2.Vamos obter os 
oe�
ientes da Segunda Forma Fundamental do Heli
oide. Asderivadas par
iais de primeira e segunda ordens são

Xu = (ρ cosh u cos v, ρ cosh usenv, 0);
Xv = (−ρsenhusenv, ρsenhu cos v, ρ);
Xuu = (ρsenhu cos v, ρsenhusenv, 0);
Xvv = (−ρsenhu cos v,−ρsenhusenv, 0)e

Xvu = (−ρ cosh usenv, ρ cosh u cos v, 0) = Xuv,e a Apli
ação Normal de Gauss de X é es
rita 
omo
N(u, v) =

(ρ2 cosh usenv,−ρ2 cosh u cos v, ρ2senhu cosh u)
√

ρ4 cosh2 u(1 + senh2u)

=
(senv,− cos v, senhu)

cosh u
.Logo os 
oe�
ientes da Segunda Forma Fundamental são

e = 〈N,Xuu〉 = 0, f = 〈N,Xvu〉 = −ρ e g = 〈N,Xvv〉 = 0.Então obtemos que a Segunda Forma Fundamental do Heli
oide, apli
ada em w =
aXu + bXv é simplesmente

IIq(w) = −2abρ.72



A proposição a seguir expli
ita a expressão para a Segunda Forma Fundamentalde uma superfí
ie que des
reve o grá�
o de uma função diferen
iável.Proposição 3.5.4 Se uma superfí
ie parametrizada regular é dada por
X(u, v) = (u, v, f(u, v)) 
om (u, v) ∈ R

2então a sua Segunda Forma Fundamental em w = aXu + bXv ∈ TqS, é dada por
IIq(w) =

a2fuu
√

1 + [fu]2 + [fv]2
+

2abfuv
√

1 + [fu]2 + [fv]2
+

b2fvv
√

1 + [fu]2 + [fv]2
.Demonstração: Obtendo todas as derivadas de primeira e segunda ordem de X,temos que

Xu = (1, 0, fu), Xv = (0, 1, fv), Xuu = (0, 0, fuu),

Xuv = (0, 0, fuv) e Xvv = (0, 0, fvv).E da proposição 3.3.10, temos que a Apli
ação Normal de Gauss é
N(u, v) =

(−fu,−fv, 1)
√

1 + [fu]2 + [fv]2
.Assim

e = 〈N,Xuu〉 =
fuu

√

1 + [fu]2 + [fv]2
;

f = 〈N,Xuv〉 =
fuv

√

1 + [fu]2 + [fv]2
;

g = 〈N,Xvv〉 =
fvv

√

1 + [fu]2 + [fv]2
.Logo, para w = aXu + bXv ∈ TqS, temos que

IIq(w) =
a2fuu

√

1 + [fu]2 + [fv]2
+

2abfuv
√

1 + [fu]2 + [fv]2
+

b2fvv
√

1 + [fu]2 + [fv]2
.Exemplo 3.5.5 Seja X a superfí
ie parametrizada regular denominada Sela de Ma
a
o,exibida na �gura 3.27, e dada por

X(u, v) = (u, v, u3 − 3v2u), 
om (u, v) ∈ R
2.Da proposição 3.5.4, tomando f(u, v) = u3 − 3v2u temos que

fu = 3u2 − 3v2, fv = −6vue também
fuu = 6u, fuv = −6v e fvv = −6u.Ainda 73



Figura 3.27: Sela de Ma
a
o

Fonte: Produção do próprio autor
1 + [fu]

2 + [fv]
2 = 1 + (3u2 − 3v2)2 + (−6vu)2

= 1 + 9u4 − 18u2v2 + 9v4 + 36v2u2

= 1 + 9u4 + 18u2v2 + 9v4

= 1 + 9(u4 + 2u2v2 + v4) = 1 + 9(u2 + v2).Logo, pela proposição 3.5.4 temos que os 
oe�
ientes da Segunda Forma Fundamental são
e =

6u
√

1 + 9(u2 + v2)
, f =

−6v
√

1 + 9(u2 + v2)
e g =

−6u
√

1 + 9(u2 + v2)
.Então, a Segunda Forma Fundamental em w = aXu + bXv ∈ TqS é

IIq(w) =
6

√

1 + 9(u2 + v2)
(a2u− 2abv − b2u).Exemplo 3.5.6 Considere o paraboloide hiperbóli
o trabalhado nos exemplos 3.1.4 e 3.3.20,dado por

X(u, v) = (u, v, u2 − v2), (u, v) ∈ R
2.De a
ordo 
om a proposição 3.5.4, a Segunda Forma Fundamental de X é da forma

IIq(w) =
1√

1 + 4u2 + 4v2
(2a2 − 2b2),onde w = aXu + bXv ∈ TqS.O próximo resultado mostra a expressão para a Segunda Forma Fundamental deuma superfí
ie de revolução, que foi estudada na proposição 3.1.8.74



Proposição 3.5.7 Se X é uma superfí
ie parametrizada regular de revolução da forma
X(u, v) = (f(u) cos v, f(u)senv, g(u)) 
om v ∈ (0, 2π), u ∈ R e f(u) 6= 0 ∀u ∈ R.Então sua Segunda Forma Fundamental, apli
ada em w = aXu + bXv ∈ TqS, é dada por

IIq(w) =
a2(g′′f ′ − f ′′g′)
√

[f ′]2 + [g′]2
+

b2(g′f)
√

[f ′]2 + [g′]2
.Demonstração: Obtendo as derivadas par
iais da parametrização da superfí
iede revolução, temos que

Xu = (f ′(u) cos v, f ′(u)senv, g′(u)), Xv = (−f(u)senv, f(u) cos v, 0),
Xuu = (f ′′(u) cos v, f ′′(u)senv, g′′(u)), Xvv = (−f(u) cos v,−f(u)senv, 0)e

Xuv = (−f ′(u)senv, f ′(u) cos v, 0) = Xvu.Assim a Apli
ação Normal de Gauss �
a da forma
N(u, v) =

(−g′(u)f(u) cos v,−g′(u)f(u)senv, f ′(u)f(u))
√

[f(u)]2([f ′(u)]2 + [g′(u)]2)
=

(−g′ cos v,−g′senv, f ′)
√

[f ′]2 + [g′]2
.E então os 
oe�
ientes da Segunda Forma Fundamental são

e = 〈N,Xuu〉 =
(g′′f ′ − f ′′g′)
√

[f ′]2 + [g′]2
;

f = 〈N,Xuv〉 = 0;

g = 〈N,Xvv〉 =
g′f

√

[f ′]2 + [g′]2
.Assim, para w = aXu + bXv ∈ TqS temos

IIq(w) =
a2(g′′(u)f ′(u)− f ′′(u)g′(u))

√

[f ′(u)]2 + [g′(u)]2
+

b2(g′(u)f(u))
√

[f ′(u)]2 + [g′(u)]2
.Exemplo 3.5.8 Vejamos qual é a expressão da Segunda Forma Fundamental para o Ca-tenoide dos exemplos 3.1.11 e 3.4.5. Sabemos que f(u) = ρ cosh u e g(u) = ρu, então pelaproposição anterior obtemos que

IIq(w) =
a2(−ρ2 cosh u) + b2(ρ2 cosh u)

ρ cosh u
= ρ(b2 − a2).Exemplo 3.5.9 Considere o Toro do exemplo 3.1.12 parametrizado por

X(u, v) = (ρsenu, (c+ ρ cos u) cos v, (c+ ρ cos u)senv), onde u ∈ (0, 2π) e 0 < ρ < c.Neste exemplo, temos f(u) = c + ρ cosu e g(u) = ρsenu, logo a Segunda Forma Funda-75



mental do Toro é
IIq(w) =

a2(ρ2sen2u+ ρ2 cos2 u) + b2(cρ cosu+ ρ2 cos2 u))

ρ
= a2ρ+ b2 cosu(c+ ρ cosu).Exemplo 3.5.10 Seja X(u, v) = (ρ sec u cos v, ρ sec usenv, ρtgu) 
om ρ > 0, u ∈ (−π

2
, π
2
)e v ∈ (0, 2π) o hiperboloide de uma folha estudado no exemplo 3.4.7. Neste exemplo temos

f(u) = ρ sec u e g(u) = ρtgu, então as derivadas de primeira e segunda ordem de g(u) e
f(u) são

f ′(u) = ρ sec utgu e f ′′(u) = ρ sec u(tg2u+ sec2 u),e também
g′(u) = ρ sec2 u e g′′(u) = 2ρtgu sec2 u.Assim obtemos que g′(u)f(u) = ρ2 sec3 u e

g′′(u)f ′(u)− f ′′(u)g′(u) = 2ρ2tg2u sec3 u− ρ2 sec3 u(tg2u+ sec2 u)
= 2ρ2tg2u sec3 u− ρ2 sec3 utg2u+ sec5 u
= ρ2tg2u sec3 u+ sec5 u
= ρ2 sec3 u(tg2u− sec2 u)
= −ρ2 sec3 u,e ainda,

[g′(u)]2 + [f ′(u)]2 = [ρ sec utgu]2 + [ρ sec2 u]2

= ρ2 sec2 utg2u+ ρ2 sec4 u
= ρ2 sec2 u(tg2u+ sec2 u).Assim temos que a Segunda Forma Fundamental do Hiperboloide de Uma folha éexpressa por

IIq(w) =
−a2ρ2 sec3 u+ b2ρ2 sec3 u

ρ sec u
√

tg2 + sec2 u
=
ρ sec2 u(b2 − a2)
√

tg2 + sec2 u
.Exemplo 3.5.11 Considere o 
onjunto de pontos do R

3 obtido pela rotação da 
urva
α(u) = (1− u3, 0, u), onde u ∈ (−1, 1), em torno do eixo Oz. Esta superfí
ie, 
omentadana observação 3.3.13, 
hamada de Chapéu de S
herlo
k e vista na �gura 3.28, é dada por

X(u, v) = ((1− u3) cos v, (1− u3)senv, u), v ∈ (0, 2π), u ∈ (−1, 1).Pela proposição 3.5.7 seus 
oe�
ientes da Segunda Forma Fundamental são
e =

−6u√
9u4 + 1

, f = 0 e g = 1− u3√
9u4 + 1

.Então,
IIq(w) =

b2(1− u3)− 6a2u√
9u4 + 1

.Com base na Primeira e Segunda Formas Fundamentais já estudadas, daremosiní
io a um dos prin
ipais 
on
eitos deste trabalho 
om o objetivo de abordarmos asSuperfí
ies Mínimas. 76



Figura 3.28: Chapéu de Sherlo
k

Fonte: Produção do próprio autorDe�nição 3.5.12 Seja X(u, v) uma superfí
ie parametrizada regular e q = (u0, v0). Afunção 
urvatura normal em q é de�nida 
omo
kn : TqS− {0} −→ R,tal que
kn(w) =

IIq(w)

Iq(w)
.Com essa de�nição obtemos que a 
urvatura normal de uma superfí
ie X é umafunção dada pelo quo
iente entre a Segunda e a Primeira Forma Fundamental, e emtermos dos seus 
oe�
ientes, para w = aXu + bXv, obtemos

kn(w) =
IIq(w)

Iq(w)
=

a2e+ 2abf + b2g

a2E + 2abF + b2G
.Per
eba que kn(λw) = kn(w), para todo λ 6= 0, pois os 
oe�
ientes de ambasformas fundamentais são bilineares. Portanto, podemos falar na 
urvatura normal emuma direção tangente.Para a interpretação geométri
a da 
urvatura normal e da Segunda Forma Fun-damental, 
onsidere α(s) = X(u(s), v(s)) uma 
urva regular 
ontida em S, e w = α′(s0)
om q = (u(s0), v(s0)), então

kn(w) =
IIq(w)

Iq(w)
=

〈α′′(s0), N(s0)〉
‖w‖2 =

〈α′(s0),−dNq(α
′(s0))〉

‖w‖2 .Sabemos do Capítulo 2 que, estando α(s) parametrizada pelo 
omprimento dear
o, o vetor normal prin
ipal a α(s) em s0 é
n(s0) =

α′′(s0)

‖α′′(s0)‖
=
α′′(s0)

k(s0)
⇒ α′′(s0) = n(s0)k(s0)
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onde k(s0) é a 
urvatura de α em q. Além disso ‖w‖ = ‖α′(s0)‖ = 1 e assim temos
kn(w) = 〈α′′(s0), N(s0)〉

= 〈n(s0)k(s0), N(s0)〉
= k(s0)‖n(s0)‖‖N(s0)‖ cos θ
= k(s0) cos θ,onde θ é o ângulo formado entre os vetores unitários n(s0) e N(s0) = N(u(s0), v(s0)),
omo pode ser observado na �gura 3.29.Figura 3.29: Curvatura Normal

Fonte: Produção do próprio autorComo a 
urvatura normal não depende da 
urva α es
olhida, vamos apli
ar arelação anterior na 
urva obtida pela interseção do traço de X(u, v), para (u, v) su�
ien-temente próximos de (u0, v0), 
om o plano que passa por X(q) e 
ontém os vetores w e
N(s0). Esta 
urva é dita seção normal da superfí
ie em questão, determinada por w e éuma 
urva plana dada por β(s), 
om β(s0) = q e β ′(s0) = w. Se a 
urvatura k desta seçãonormal for diferente de zero teremos que seu vetor normal prin
ipal n(s0) terá a mesmadireção que a normal à superfí
ie, ou seja, n(s0) = ±N(q). Portanto θ = 0 ou θ = π eassim

kn(w) = k(s0) cos θ = ±k(s0).Con
luímos que se w for um vetor unitário tangente à superfí
ie em q, então
‖kn(s0)‖ é igual à 
urvatura da seção normal em q determinada por w.Ainda, se w ∈ TqS for unitário, então

IIq(w) = kn(w)Iq(w) = kn(w)‖w‖2 = kn(w).Observação 3.5.13 Segue da observação 3.3.17 que, se Y (w, t) = X ◦ h(w, t) é umareparametrização de X, pela mudança de parâmetros h, então a Segunda Forma Funda-mental e a 
urvatura normal de Y em p, e de X em q = h(p), permane
em invariantesou mudam de sinal se NY (p) = NX(h(p)) ou NY (p) = −NX(h(p)), respe
tivamente.Exemplo 3.5.14 Seja o plano do R3 dado pelo exemplo 3.4.2. Sabemos que os 
oe�
ientesda Primeira Forma Fundamental são E = G = 1 e F = 0. Como Xu = w1 e Xv = w2,então Xuu = Xvv = Xuv = 0. Logo a Segunda Forma Fundamental é identi
amente nula,e 
onsequentemente a 
urvatura normal também o é.78



Exemplo 3.5.15 Considere a esfera dos exemplos 3.1.3 e 3.3.21. Então temos que
Xu = (−ρsenvsenu, ρsenv cosu, 0);
Xv = (ρ cos v cosu, ρ cos vsenu,−ρsenv),e assim

E(u, v) = ρ2sen2v, F (u, v) = 0 e G(u, v) = ρ2.Para obter os 
oe�
ientes da Segunda Forma Fundamental, obtemos
Xuu = (−ρsenv cos u,−ρsenvsenu, 0);
Xvu = (−ρ cos vsenu, ρ cos v cosu, 0);
Xvv = (−ρsenv cos u,−ρsenvsenu,−ρ cos v);

N(u, v) = −(senv cosu, senvsenu, cos v),e assim os 
oe�
ientes da Segunda Forma Fundamental são
e(u, v) = ρsen2v, f(u, v) = 0 e g(u, v) = ρ.Logo a função 
urvatura normal é
kn(w) =

a2ρsen2v + b2ρ

a2ρ2sen2v + b2ρ2
=

ρ(a2sen2v + b2)

ρ2(a2sen2v + b2)
=

1

ρ
.Portanto podemos ver que a 
urvatura da seção normal à esfera é igual ao inverso doraio, ou seja, toda seção normal à esfera é uma 
ir
unferên
ia máxima da esfera (também
hamada de meridiano).3.6 Curvaturas Prin
ipais, Curvatura Média e Curva-tura de GaussNa seção anterior expli
itamos e exempli�
amos a função Curvatura Normal apartir da Segunda Forma Fundamental. Agora mostraremos que a função CurvaturaNormal possui um valor máximo e um valor mínimo, que serão ditos Curvatura Prin
ipaisou Curvaturas de Euler, e a partir destas de�niremos a Curvatura de Gauss e a CurvaturaMédia.Para ini
iarmos, vamos explorar e analisar o que o
orre 
om a função CurvaturaNormal, a prin
ípio em um 
ilindro, quando ela toma valores diversi�
ados, diferentementedo plano e da esfera.Exemplo 3.6.1 Considere o 
ilindro 
ir
ular dado no exemplo 3.3.8 por

X(u, v) = (ρ cosu, ρsenu, v), u ∈ (0, 2π), v ∈ R, ρ > 0.Seus vetores tangentes são
Xu = (−ρsenu, ρ cosu, 0) e Xv = (0, 0, 1),
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e a Apli
ação Normal de Gauss é
N = (cosu, senu, 0).As derivadas par
iais de segunda ordem de X �
am

Xuu = (−ρ cos u,−ρsenu, 0), Xuv = (0, 0, 0) e Xvv = (0, 0, 0).Vamos agora 
al
ular os 
oe�
ientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentaisdo 
ilindro. Assim
E = 〈Xu, Xu〉 = ρ2 , F = 〈Xu, Xv〉 = 0 , G = 〈Xv, Xv〉 = 1,
e = 〈Xuu, N〉 = −ρ , f = 〈Xuv, N〉 = 0 e g = 〈Xvv, N〉 = 0.Portanto, se w = aXu + bXv, então a Primeira Forma Fundamental e a Segunda FormaFundamental são, respe
tivamente,

Iq(w) = a2ρ2 + b2 e IIq(w) = −a2ρ.Logo, para um vetor w não nulo, temos que a função 
urvatura normal é
kn(w) =

−a2ρ
a2ρ2 + b2

.Observe que kn(w) ≤ 0 e que a igualdade kn(w) = 0 o
orre somente quando a = 0e b 6= 0. Observe também que se a 6= 0, então a2ρ2 ≤ a2ρ2 + b2, desta forma obtemos aseguinte desigualdade
−kn(w) =

a2ρ

a2ρ2 + b2
≤ a2ρ

a2ρ2
=

1

ρ
⇒ kn(w) ≥ −1

ρ
,valendo a igualdade quando b = 0.Portanto −1

ρ
≤ kn(w) ≤ 0,ou seja, −1

ρ
é o valor mínimo de kn, que é atingido quando w = aXu + 0Xv = aXu e ovalor máximo de kn, que é obtido quando w = 0Xu + bXv = bXv.Con
luímos assim que a função kn admite valores máximo e mínimo nas direçõesdos vetores tangentes às 
urvas 
oordenadas.A próxima proposição generalizará o resultado obtido 
om o 
ilindro, para qualquersuperfí
ie parametrizada regular.Proposição 3.6.2 Sejam X(u, v) uma superfí
ie parametrizada regular e kn a funçãoCurvatura Normal de X em q = (u0, v0). Então o 
onjunto imagem da Curvatura Normalem q é o intervalo [k1(w), k2(w)]. E se k1(w) ≤ k2(w), então o mínimo e o máximo dafunção kn são os autovalores de dNq.Demonstração: Sabemos que dNq é diagonalizável admitindo uma base orto-normal {v1, v2} de TqS, onde −k1(w) e −k2(w) são os autovalores de dNq asso
iados aosautovetores v1 e v2 respe
tivamente.Para obtermos o valor máximo e mínimo de kn, 
onsidere α(s) uma 
urva regularparametrizada pelo 
omprimento de ar
o 
ontida em S, onde q = α(s0) e w = α′(s0) =80



av1 + bv2, assim ‖α′(s)‖ =
√
a2 + b2 = 1, logo kn(α′(s0)) =

IIq(α
′(s0))

Iq(α′(s0))
= IIq(α

′(s0)).Então, pela linearidade de dNq obtemos que
kn(α

′(s0)) = 〈α′(s0),−dNq(α
′(s0))〉 = 〈av1 + bv2,−dNq(av1 + bv2)〉

= 〈av1 + bv2,−adNq(v1)− bdNq(v2)〉
= −a2〈v1, dNq(v1)〉 − ab〈v1, dNq(v2)〉 − ba〈v2, dNq(v1)〉 − b2〈v2, dNq(v2)〉
= −a2〈v1,−k1v1〉 − ab〈v1,−k2v2〉 − ba〈v2,−k1v1〉 − b2〈v2,−k2v2〉
= a2k1〈v1, v1〉+ abk2〈v1, v2〉+ bak1〈v2, v1〉+ b2k2〈v2, v2〉
= a2k1 + b2k2.Logo, supondo k1 ≤ k2 obtemos

k1 = k1(a
2 + b2) ≤ a2k1 + b2k2 ≤ k2(a

2 + b2) = k2,resultando em
k1(α

′(s0)) ≤ kn(α
′(s0)) ≤ k2(α

′(s0)).Ainda, se k1 < k2 o mínimo só é atingido para α′(s0) = ±v1 e o máximo para
α′(s0) = ±v2, que são os autovetores da diferen
ial a Apli
ação Normal de Gauss.Com o resultado da proposição anterior podemos de�nir k1 e k2 da seguinte forma.De�nição 3.6.3 Os valores máximo e mínimo da função Curvatura Normal, dadas por k1e k2, respe
tivamente, são 
hamados de Curvaturas Prin
ipais (ou Curvaturas de Euler)de X em q. As direções 
orrespondentes, dadas pelos autovetores v1 e v2 de dNq, são
hamados de direções prin
ipais.Exemplo 3.6.4 Para a esfera do exemplo 3.5.15, a Curvatura Normal é uma função
onstante dada por kn(w) =

1

ρ
, a
arretando em que os autovalores k1 e k2 
oin
idirão,
omo veri�
ado no exemplo 3.3.21, onde k1 = k2 =

1

ρ
.Exemplo 3.6.5 Note que, no exemplo 3.3.20, as 
urvaturas prin
ipais do paraboloidehiperbóli
o em q = (0, 0) são

k1 = −2 < 2 = k2,e as direções prin
ipais são v1 = Xu(q) e v2 = Xv(q).Com as Curvaturas Prin
ipais bem de�nidas, podemos agora introduzir os 
on
ei-tos de Curvatura de Gauss e Curvatura Média.De�nição 3.6.6 Sejam q = (u0, v0) ∈ U ⊂ R2 e dNq : TqS −→ TqS a diferen
ial daApli
ação Normal de Gauss de uma superfí
ie parametrizada regular X(u, v). O determi-nante de dNq é 
hamado de Curvatura Gauss de X, denotada por K(q). O negativo dametade do traço de dNq é 
hamado de Curvatura Média de X, denotada por H(q).Como dNq é diagonalizável, podemos es
rever K(q) e H(q) em termos das Curva-turas de Euler, k1 e k2, 
omo
K(q) = det(dNq) = k1k2 e H(q) = −1

2
tr(dNq) =

k1 + k2
2
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Note que, de a
ordo 
om o Capítulo 2, k1 e k2 são soluções da equação
λ2 − tr(−dNq)λ+ det(−dNq) = λ2 − 2H(q) +K(q) = 0.Observação 3.6.7 Se Y = X ◦ h é uma reparametrização de X por h então segue daobservação 3.5.13, que as 
urvaturas prin
ipais permane
em inalteras ou mudam ambas desinal, desta forma, um mudança de parâmetros h pode alterar o sinal da 
urvatura média,mas o sinal da 
urvatura de Gauss permane
e a mesma, ou seja, HY (p) = ±HX(q) e

KY (p) = KX(q).O 
onhe
imento das Curvaturas Prin
ipais em q permite 
al
ular fa
ilmente a 
ur-vatura normal segundo uma direção qualquer de TqS, 
omo mostra a próxima proposição.Proposição 3.6.8 Sejam X(u, v) uma superfí
ie parametrizada regular, k1 e k2 as 
ur-vaturas prin
ipais de X em q = (u0, v0) e {v1, v2} uma base ortonormal de TqS, entãopara todo vetor unitário w ∈ TqS tem-se que
kn(w) = k1 cos

2 θ + k2sen
2θDemonstração: Suponha w ∈ TqS, 
om ‖w‖ = 1. Então podemos es
rever

w = v1 cos θ + v2senθ, onde θ é o ângulo formado entre v1 e w, e {v1, v2} é a baseortonormal de TqS formada por autovetores de −dNq, asso
iados a k1 e k2.A função 
urvatura normal kn na direção de w é dada por
kn(w) =

IIq(w)

Iq(w)
= 〈w,−dNq(w)〉

= 〈v1 cos θ + v2senθ,−dNq(v1 cos θ + v2senθ)〉
= 〈v1 cos θ + v2senθ, k1v1 cos θ + k2v2senθ〉
= k1 cos

2 θ〈v1, v1〉+ k1senθ cos θ〈v1, v2〉+ k2 cos θsenθ〈v2, v1〉+ k2sen
2θ〈v2, v2〉

= k1 cos
2 θ + k2sen

2θ.Esta última expressão é 
onhe
ida 
lassi
amente 
omo fórmula de Euler. Em outraspalavras, a fórmula de Euler é a expressão da Curvatura Normal (ou da Segunda FormaFundamental) em uma base ortonormal {v1, v2} de TqS.Vamos agora obter as expressões da Curvatura de Gauss e da Curvatura Média apartir da base {Xu(q), Xv(q)} de TqS, que não é ne
essariamente ortonormal.Proposição 3.6.9 Sejam X(u, v) uma superfí
ie parametrizada regular e q = (u0, v0) ∈
U tal que {Xu(q), Xv(q)} é uma base de TqS, então a 
urvatura Média e a 
urvatura deGauss são es
ritas em termos dos 
oe�
ientes da Primeira e Segunda Formas Fundamen-tais 
omo

H(q) =
1

2

(

eG− 2Ff + Eg

EG− F 2

)e
K(q) =

eg − f 2

EG− F 2
.Demonstração: Suponha que a matriz de −dNq, relativamente à base {Xu(q), Xv(q)}de TqS seja dada por

[−dNq]
β
β =

[

a11 a12
a21 a22

]
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As entradas dessa matriz são determinadas por
−Nu = −dNq(Xu) = a11Xu + a21Xve
−Nv = −dNq(Xv) = a12Xu + a22Xv.Tomando o produto interno 
om Xu e 
om Xv em ambos os lados da primeiraigualdade, obtemos

〈Xu,−Nu〉 = 〈Xuu, N〉 = e = a11〈Xu, Xu〉+ a21〈Xu, Xv〉 = a11E + a21Fe
〈Xv,−Nu〉 = 〈Xvu, N〉 = f = a11〈Xv, Xu〉+ a21〈Xv, Xv〉 = a11F + a21G.Pro
edendo da mesma forma 
om a segunda igualdade obtemos

f = a12E + a22F e g = a12F + a22G.Es
revendo as novas igualdades sob a forma matri
ial, obtemos
[

e f
f g

]

=

[

E F
F G

] [

a11 a12
a21 a22

]

,ou seja,
[−dNq]

β
β =

[

a11 a12
a21 a22

]

=

[

E F
F G

]−1 [
e f
f g

]

=
1

EG− F 2

[

G −F
−F E

] [

e f
f g

]

=
1

EG− F 2

[

Ge− Ff Gf − Fg
Ef − Fe Eg − Ff

]E assim
H(q) =

1

2
tr(−dNq) =

1

2

(

eG− 2Ff + Eg

EG− F 2

)e
K(q) = det(−dNq) =

eg − f 2

EG− F 2
.A proposição anterior, permite 
al
ular a 
urvatura de Gauss K(u, v) e a 
urvaturaMédia H(u, v) de uma superfí
ie parametrizada regular a partir dos 
oe�
ientes das duasformas fundamentais. Com isso, resolvendo a equação

λ2 − 2H(u, v)λ+K(u, v) = 0,obtemos as 
urvaturas prin
ipais k1 e k2 da superfí
ie, que são dadas por
k1 = H −

√
H2 −K e k2 = H +

√
H2 −K,
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e também são os autovalores de −dNq. Note que k1, k2 ∈ R, pois
H2 −K =

(

k1 + k2
2

)2

− k1k2 =
k21 + 2k1k2 + k22 − 4k1k2

4
=

(

k1 − k2
2

)2

≥ 0.Dessa forma, já 
onhe
emos as expressões para a 
urvatura de Gauss e Média,tanto para uma base ortonormal de TqS, quanto para a base {Xu, Xv}, que se mostramem função dos 
oe�
ientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentais.Vamos obter agora as 
urvaturas de Gauss e Média de algumas superfí
ies já exem-pli�
adas aqui.Exemplo 3.6.10 Considere o plano des
rito no exemplo 3.4.2. Então os 
oe�
ientes daPrimeira e Segunda Formas Fundamentais são, respe
tivamente
E = 1, F = 0, G = 1e
e = f = g = 0.Assim,

H(q) =
1

2

(

eG− 2Ff + Eg

EG− F 2

)

= 0 e K(q) =
eg − f 2

EG− F 2
= 0.Como era de se esperar para um plano, as 
urvaturas de Gauss e Média são ambasnulas. Isto está de a
ordo 
om o exemplo 3.5.14, onde vimos que a função 
urvaturanormal é identi
amente nula e 
onsequentemente suas 
urvaturas prin
ipais, 
on
luindoque as seções normais um plano são sempre retas, que possuem 
urvatura igual a zero.Exemplo 3.6.11 Considere a esfera des
rita nos exemplos 3.1.3, 3.3.21 e 3.5.15, entãoseus 
oe�
ientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentais são dados por

E = ρ2sen2v, F = 0, G = ρ2e
e = ρsen2v, f = 0, g = ρ.Logo

K(q) =
ρ2sen2v

ρ4sen2v
=

1

ρ2e
H(q) =

1

2

(

ρ3sen2v + ρ3sen2v

ρ4sen2v

)

=
2ρ3sen2v

2ρ4sen2v
=

1

ρ
.Ainda, 
omo H2 −K = 0, as 
urvaturas prin
ipais da esfera são k1 = k2 = H = 1

ρ
, quemostra mais uma vez que 1

ρ
é autovalor de −dNq da esfera, 
onforme o exemplo 3.3.21.Exemplo 3.6.12 Considere o paraboloide hiperbóli
o des
rito por

X(u, v) = (u, v, u2 − v2), (u, v) ∈ R
2.84



Já vimos pelo exemplo 3.5.6 que os 
oe�
ientes da Segunda Forma Fundamental são
e =

2√
1 + 4u2 + 4v2

, f = 0 e g =
−2√

1 + 4u2 + 4v2
.E os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental são obtidos por Xu = (1, 0, 2u) e Xv =

(0, 1, 2v), donde
E = 1 + 4u2, F = −4uv e G = 1 + 4v2.Apli
ando estes 
oe�
ientes no ponto q = (0, 0) obtemos

E = 1, F = 0, G = 1, e = 2, f = 0 e g = −2,e então pela proposição 3.6.9 obtemos
H(0, 0) = 0 e K(0, 0) = −4.Agora, para obtermos as 
urvaturas de Euler e suas direções, substituímos H(0, 0)e K(0, 0) na equação

λ2 − 2Hλ+K = 0,o que nos dá λ2 = 4 e então k1 = −2 e k2 = 2, 
omo era de se esperar, pois no exemplo
3.3.20, 
on
luímos que k1 = −2 e k2 = 2, eram os autovalores de −dNq. Ainda, as direçõesprin
ipais são v1 = (1, 0, 0) = Xu para k1 = −2 e v2 = (0, 1, 0) = Xv para k2 = 2.Exemplo 3.6.13 Vimos que os 
oe�
ientes da Primeira e da Segunda Formas Funda-mentais do Toro dos exemplos 3.4.12 e 3.5.9, des
rito por
X(u, v) = (ρsenu, (c+ ρ cos u) cos v, (c+ ρ cos u)senv), onde u ∈ (0, 2π) e 0 < ρ < c,são expressos por
E = ρ2, F = 0, G = (c+ ρ cosu)2, e = ρ, f = 0, g = cosu(c+ ρ cosu)).Apli
ando os 
oe�
ientes em q = (π

2
, v), para todo v ∈ R, temos

E = ρ2, e = ρ,G = c2 e F = f = G = 0.E então as 
urvaturas de Gauss e média em q = (π
2
, v) �
am

K = 0 e H =
1

2

(

ρc2

ρ2c2

)

=
1

2ρ
.Para obtermos k1 e k2, resolvemos a equação

λ2 − 2Hλ+K = λ2 − λ

ρ
= 0,e obtemos as 
urvaturas prin
ipais, que são k1 = 0 e k2 = 1

ρ
.No 
ál
ulo das 
urvaturas prin
ipais é ne
essário que seja utilizada a Apli
açãoNormal de Gaus (ou sua diferen
ial), ou simplesmente a Segunda Forma Fundamental,e sabemos que seu produto é K = k1k2. Agora enun
iaremos o teorema que mostra que85



o valor de K é ex
lusivamente 
al
ulado em termos dos 
oe�
ientes da Primeira FormaFundamental.Tal teorema é devido a Gauss, que o nomeou 
omo egrégio, e está enun
iado aseguir, não entraremos no mérito da demonstração pois não é o objetivo deste trabalho.Já a sua demonstração pode ser vista na íntegra em [1℄, [3℄ ou [15℄.Teorema 3.6.14 Teorema Egrégio de Gauss A 
urvatura de Gauss é invariante porisometrias lo
ais. Mais pre
isamente, se SX e SY são os traços de duas superfí
ies para-metrizadas regulares e φ : SX −→ SY for uma isometria, então para qualquer p ∈ SX , a
urvatura de Gauss de SX em p é igual a 
urvatura de Gauss de SY em φ(p).Observe que o Teorema Egrégio de Gauss permite 
on
luir que determinadas su-perfí
ies não são isométri
as. Por exemplo uma esfera de raio ρ 
uja 
urvatura de Gaussé K =
1

ρ2
, não é isométri
a a um plano pois este possui 
urvatura de Gauss nula, fatos jádes
ritos nos exemplos 3.6.10 e 3.6.11.E também podemos 
on
luir que as Curvaturas de Gauss do Heli
oide e do Cate-noide são sempre iguais, pois são superfí
ies isométri
as, 
omo visto no exemplo 3.4.18.O Teorema Egrégio de Gauss mostra apenas uma de muitas propriedades quepodem ser provadas que dependam ex
lusivamente da Primeira Forma Fundamental, ouseja, que 
onstituem a Geometria Intrínse
a das superfí
ies, essas outras propriedadesjuntamente 
om suas respe
tivas demonstrações, podem ser en
ontradas detalhadamenteem [1℄, [3℄ e [15℄.
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Capítulo 4Introdução às Superfí
ies MínimasDentre as superfí
ies do R3, desta
am-se as que possuem a 
urvatura de Gauss
onstante e as que possuem a 
urvatura média nula. Estudaremos agora as superfí
ies de
urvatura média nula que são 
onhe
idas parti
ularmente 
omo Superfí
ies Mínimas.4.1 De�nição, Exemplos e PropriedadesA ideia intuitiva das Superfí
ies Mínimas, 
om base no Cál
ulo das Variações, sãoas superfí
ies de área mínima que possuem uma determinada 
urva fe
hada 
omo fronteira.Entretanto, trataremos ini
ialmente as Superfí
ies Mínimas 
om a de�nição 
on
edidapela Geometria Diferen
ial, e no teorema 4.2.2 demonstraremos a equivalên
ia entre essasduas de�nições, e des
revemos à partir de agora a de�nição baseada na 
urvatura médiade uma superfí
ie.De�nição 4.1.1 Seja X : U ⊂ R2 −→ R3 uma superfí
ie parametrizada regular. X é
hamada de superfí
ie mínima se a sua Curvatura Média é identi
amente nula, ou seja,se
H(u, v) = 0, ∀(u, v) ∈ U.Exemplo 4.1.2 Como vimos no exemplo 3.5.14, a 
urvatura normal de um plano é iden-ti
amente nula assim, k1 = k2 = 0, logo

H(q) =
k1 + k2

2
= 0.E então 
on
luímos que o plano é uma Superfí
ie Mínima. Mesma 
on
lusão podeser obtida à partir do exemplo 3.6.10.Exemplo 4.1.3 Considere o Catenoide dado no exemplo 3.1.11. Dos exemplos 3.4.5 e

3.5.8 tiramos, respe
tivamente, que os 
oe�
ientes da Primeira e Segunda Formas Funda-mentais são
E = ρ2 cosh2 u = G, F = 0, e = −ρ2 cosh u = −g e f = 0.Da proposição 3.6.9, a 
urvatura média é dada por

H(q) =
1

2

(

Ge− 2Ff + Eg

EG− F 2

)
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então
H(q) =

(ρ2 cosh2 u)(−ρ2 cosh u) + (ρ2 cosh2 u)(ρ2 cosh u)

ρ4 cosh4 u
= 0.Assim, 
on
luímos que o Catenoide é uma Superfí
ie Mínima.Exemplo 4.1.4 Considere o Heli
oide abordado no exemplo 3.4.3. Sabemos do exemplo

3.5.3, que os 
oe�
ientes da Segunda Forma Fundamental são
e = g = 0 e f = −ρ.E 
omo o Heli
oide é isométri
o ao Catenoide, segue que

E = G = ρ2 cosh2 u e F = 0.Então, a sua 
urvatura média é
H(q) =

(ρ2 cosh2 u)0 + 2ρ0 + (ρ2 cosh2 u)0

ρ4 cosh4 u
= 0.Logo o Heli
oide também é uma superfí
ie mínima.Exemplo 4.1.5 Sabemos do exemplo 3.6.11, que a 
urvatura média da Esfera é da forma

H(q) =
1

ρ
. Assim, a Esfera não é uma Superfí
ie Mínima.Exemplo 4.1.6 Do exemplo 3.6.13, tiramos que a 
urvatura média do Toro é dada por

H(q) =
1

2ρ
6= 0, para todo q. Então 
on
lui-se que o Toro não é uma Superfí
ie Mínima.A próxima proposição mostra uma propriedade interessante das superfí
ies míni-mas.Proposição 4.1.7 Se X : U −→ R3 é uma superfí
ie mínima, então a sua 
urvatura deGauss é sempre não positiva, em todos os pontos q ∈ U.Demonstração: Se X é mínima, então

H(q) =
k1 + k2

2
= 0 ∀q ∈ U,e assim k1 = −k2. Logo a 
urvatura de Gauss é tal que

K(q) = k1k2 = k1(−k1) = −(k1)
2 ≤ 0 ∀q ∈ U.Exemplo 4.1.8 Do exemplo 3.6.10, tiramos que a 
urvatura de Gauss para um plano énula.Exemplo 4.1.9 Os 
oe�
ientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentais do Cate-noide são obtidos nos exemplos 3.4.5 e 3.5.8, e 
omo a 
urvatura de Gauss é dada por

K(q) =
eg − f 2

EG− F 2
,88



então
K(q) =

−ρ4 cosh2 u

ρ4 cosh4 u
=

−1

cosh2 u
≤ 0.Exemplo 4.1.10 Para o Heli
oide, sabemos que E = G = ρ2 cosh2 u, F = 0, f = −ρ e

e = g = 0, assim
K(q) =

−ρ2
ρ4 cosh4 u

=
−1

ρ2 cosh4 u
≤ 0.Os exemplos 4.1.5 e 4.1.6mostram que a esfera e o toro, 
asos parti
ulares de super-fí
ies fe
hadas, não são minimas. Na verdade, de
orre da proposição 4.1.7 a interessantepropriedade de que nenhuma Superfí
ie Mínima pode ser fe
hada.De fato, supondo que S é o traço de uma superfí
ie fe
hada, podemos obter R > 0su�
ientemente grande de tal forma que S esteja inteiramente 
ontida no interior da esferade raio R, denotada por S2(R). Diminuindo R 
ontinuamente, pode-se obter um primeirovalor R0 > 0 e um ponto p ∈ S de forma que a esfera de raio R0 seja tangente a S em p,
onforme ilustra a �gura 4.1. Figura 4.1: Superfí
ie Fe
hada

Fonte: Produção do próprio autorSabemos do exemplo 3.5.15 que a função 
urvatura normal da esfera S2(R0) é dadapor
kn(w) =

1

R0
∀w ∈ TqS.Como S e S2(R0) são tangentes em p, todas as seções normais de S em p possuem
urvatura maior que às 
ir
unferên
ias de raio R0, que são as seções normais de S2(R0)em p. Assim, as 
urvaturas prin
ipais de S em p são tais que

k1 ≥
1

R0
> 0e obviamente

k2 ≥
1

R0
> 0.89



Então obtemos que a 
urvatura de Gauss de S em p é tal que
K = k1k2 ≥

1

R2
0

> 0.Portanto, S não pode ser o traço de uma superfí
ie mínima pois se o fosse, pelaproposição 4.1.7, teríamos K ≤ 0, uma 
ontradição.Vamos obter agora algumas 
ondições para que uma superfí
ie parametrizada re-gular dada pela proposição 3.1.6 seja 
onsiderada uma superfí
ie mínima.Teorema 4.1.11 SejaX uma superfí
ie parametrizada regular dada porX(u, v) = (u, v, f(u, v)).Então X é mínima se e somente se satisfaz a equação
(1 + [fu]

2)fvv + (1 + [fv]
2)fuu − 2fufvfuv = 0.Demonstração: Da proposição 3.6.9, temos que a 
urvatura média de uma su-perfí
ie qualquer é dada por

H(u, v) =
1

2

(

eG− 2fF + Eg

EG− F 2

)

.Da proposição 3.5.4, os 
oe�
ientes da Segunda Forma Fundamental deX(u, v) = (u, v, f(u, v))são da forma
e =

fuu
√

1 + [fu]2 + [fv]2
, f =

fuv
√

1 + [fu]2 + [fv]2
, e g =

fvv
√

1 + [fu]2 + [fv]2
.E os 
oe�
ientes da Primeira forma fundamental são

E = 〈Xu, Xu〉 = 〈(1, 0, fu), (1, 0, fu)〉 = 1 + [fu]
2;

G = 〈Xv, Xv〉 = 〈(0, 1, fv), (0, 1, fv)〉 = 1 + [fv]
2;

F = 〈Xu, Xv〉 = 〈(1, 0, fu), (0, 1, fv)〉 = fufv.Então a 
urvatura média de X(u, v) = (u, v, f(u, v) é dada por
H =

1

2

(

fuu(1 + [fv]
2) + fvv(1 + [fu]

2)− 2fuvfufv

(1 + [fu]2 + [fv]2 + [fufv]2)
√

1 + [fu]2 + [fv]2

)

.Assim, X é mínima se e somente se H = 0, ou seja, se e somente se
fuu(1 + [fv]

2) + fvv(1 + [fu]
2)− 2fuvfufv = 0.Em outras palavras, a proposição anterior nos diz que se f(u, v) satis�zer a equaçãodiferen
ial da proposição anterior, 
hamada de equação de Lagrange, então seu grá�
o éobrigatoriamente uma superfí
ie mínima.Note que f(u, v) = w1u + w2v + p0, onde w1 e w2 são vetores de R3 e p0 ∈ R3,satisfaz naturalmente a equação diferen
ial da proposição anterior, mostrando novamenteque planos são superfí
ies mínimas.Exemplo 4.1.12 Vamos agora pro
urar uma superfí
ie mínima que satisfaça a equação90



diferen
ial da proposição anterior, 
om f(u, v) = g(u) + h(v), onde g é uma função quedepende somente de u e h somente de v.Substituindo na equação de Lagrange, obtemos
0 = fuu(1 + [fv]

2) + fvv(1 + [fu]
2)− 2fuvfufv

= g′′(u)(1 + [h′(v)]2) + h′′(v)(1 + [g′(u)]2),e usando o método de separação de variáveis, en
ontramos
g′′(u)

1 + [g′(u)]2
= − h′′(v)

1 + [h′(v)]2
= k,onde k é uma 
onstante.Resolvendo primeiramente g′′(u)

1 + [g′(u)]2
= k temos

g′′(u)− k[g′(u)]2 − k = 0,
hamando g′(u) = w(u) temos g′′(u) = w′(u), e assim obtemos a seguinte equação dife-ren
ial
w′(u)− k[w(u)]2 − k = 0,então

w′(u)

1 + [w(u)]2
= k,integrando em ambos os lados em relação a u obtemos

arctgw(u) = ku+ c1,logo
g′(u) = w(u) = tg(ku+ c1),integrando novamente em ambos os lados 
hegamos que

g(u) =

∫

tg(ku+ c1)du

= −1

k
ln(cos(ku+ c1)) + c2,onde c1, c2 são 
onstantes arbitrárias.De forma análoga, partindo da equação k = − h′′(v)

1 + h′(v)
obtemos que

h(v) =
1

k
ln(cos(kv + c3)) + c4,onde c3 e c4 
onstantes arbitrárias.E assim 
on
luímos que a superfí
ie mínima é o grá�
o da função dada por

f(u, v) =
1

k
ln(cos(kv + c3))−

1

k
ln(cos(ku+ c1)) + c

=
1

k
ln

(

cos(kv + c3)

cos(ku+ c1)

)

+ c.91



Figura 4.2: Parte da Superfí
ie de S
herk

Fonte: Produção do próprio autorTal superfí
ie mínima é denominada de Superfí
ie de S
herk, e está exibida na�gura 4.2. A superfí
ie de S
herk é normalmente 
onhe
ida a menos das suas 
onstantes,podendo se es
rita na forma
X(u, v) =

(

u, v, ln
(cos v

cosu

))

.Observe que, para X(u, v) a
ima estar bem de�nida devemos ter cosu 6= 0, cos v 6=
0 e cos v

cosu
> 0. Logo

v ∈
(

−π
2
+ 2mπ,

π

2
+ 2mπ

) e u ∈
(

−π
2
+ 2nπ,

π

2
+ 2nπ

)

,
om m,n ∈ Z. Na �gura 4.2 está representada a parte da superfí
ie de S
herk 
orrespon-dente a m = n = 0, que está de�nida sobre um quadrado aberto de lado π.Esta superfí
ie possui retas verti
ais sobre os vérti
es deste quadrado, ela se estendede modo a 
obrir uma parte do plano 
onstituída por quadrados não 
onse
utivos de lados
π, 
omo em um tabuleiro de xadrez, formando o restante da Superfí
ie de S
herk que podeser observada na �gura 4.3.4.2 Terminologia e as Pelí
ulas de SabãoA palavra mínima na nomen
latura de superfí
ies de 
urvatura média nula estárela
ionada 
om o seguinte problema, proposto por Lagrange em 1760 (ver Capítulo 1):Dada uma 
urva fe
hada sem auto-interseções, qual é a superfí
ie de área mínima quepossui esta 
urva 
omo fronteira?Este problema surgiu 
omo um mero exemplo de um método, desenvolvido porLagrange, para a
har 
urvas ou superfí
ies que minimizem determinadas propriedades eque atualmente 
onstituem o 
hamado Cál
ulo das Variações. Agora introduziremos o92



Figura 4.3: Superfí
ie de S
herk

Fonte: Produção do próprio autormétodo de Lagrange para o 
aso das Superfí
ies Mínimas, 
om o intuito de justi�
ar suanomen
latura.De�nição 4.2.1 Sejam X : U ⊂ R2 −→ R3 uma superfí
ie parametrizada regular e
D ⊂ U uma região limitada e fe
hada, onde D é a união do domínio D e 
om sua fronteira
∂D. Considere uma função h : D −→ R diferen
iável. Então a variação normal de X(D)determinada por h, é a apli
ação

ξ : D× (−ǫ, ǫ) −→ R
3,tal que

ξ(u, v, t) = X(u, v) + th(u, v)N(u, v),
om (u, v) ∈ D e t ∈ (−ǫ, ǫ).A �gura 4.4 ilustra a de�nição da variação normal.Note que, 
omo o próprio nome sugere, a variação normal de X asso
ia , em 
adaponto q de SX , uma variação de fator th(u, v) na direção do vetor normal à superfí
ie.Para 
ada t ∈ (−ǫ, ǫ) �xado, a apli
ação X t : D −→ R3 dada por
X t(u, v) = ξ(u, v, t),é uma superfí
ie parametrizada denominada de superfí
ie da variação, 
om

X t
u = Xu + thNu + thuN,

X t
v = Xv + thNv + thvN,93



Figura 4.4: Variação Normal de X(D)

Fonte: Produção do próprio autore se ǫ for su�
ientemente pequeno, X t passa a ser uma superfí
ie parametrizada regular,pois
lim
ǫ→0

X t(ǫ)
u ∧X t(ǫ)

v = Xu ∧Xv.Assim, os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental de X t são
Et = 〈X t

u, X
t
u〉 = 〈Xu + thNu + thuN,Xu + thNu + thuN〉

= 〈Xu, Xu〉+ 2th〈Xu, Nu〉+ t2h2〈Nu, Nu〉+ 2t2hhu〈Nu, N〉 + t2[hu]
2〈N,N〉,

Gt = 〈X t
v, X

t
v〉 = 〈Xv + thNv + thvN,Xv + thNv + thvN〉

= 〈Xv, Xv〉+ 2th〈Xv, Nv〉+ t2h2〈Nv, Nv〉+ 2t2hhv〈Nv, N〉+ t2[hv]
2〈N,N〉,e

F t = 〈X t
u, X

t
v〉 = 〈Xu + thNu + thuN,Xv + thNv + thvN〉

= 〈Xu, Xv〉+ th(〈Xu, Nv〉+ 〈Xv, Nu〉) + t2h2〈Nu, Nv〉+ t2[huhv]〈N,N〉.Utilizando os fatos de que
〈Xu, Xu〉 = E, 〈Xv, Xv〉 = G, 〈Xu, Xv〉 = F,

〈N,N〉 = 1, 〈Xu, Nu〉 = −e, 〈Xv, Nv〉 = −ge
〈Xu, Nv〉+ 〈Xv, Nu〉 = −2f,obtemos

Et = E − 2the + t2h2〈Nu, Nu〉+ t2[hu]
2,

F t = F − 2thf + t2h2〈Nu, Nv〉+ t2huhv,
Gt = G− 2thg + t2h2〈Nv, Nv〉+ t2[hv]

2.Sabemos da proposição 3.6.9 que a 
urvatura média é dada por
H(q) =

Eg − 2fF +Ge

EG− F 2
,94



e 
omo
EtGt = EG− 2thgE + Et2(h2〈Nv, Nv〉+ [hv]

2)− 2theG
+ 4t2h2eg − 2t3he(h2〈Nv, Nv〉+ [hv]

2) + t2Gt(h2〈Nu, Nu〉+ [hu]
2),e

[F t]2 = F 2 − 2thFf + Ft2(h2〈Nu, Nv〉+ huhv)− 2thfF
+ 4t2h2f 2 − 2t3hf(h2〈Nu, Nv〉+ hvhu)− F tt2(h2〈Nv, Nu〉+ huhv),obtemos
EtGt − [F t]2 = EG− F 2 − 2th(Eg − 2Ff −Ge) +R(t)

= (EG− F 2)− 2th(2H(EG− F 2)) +R(t)
= (EG− F 2)(1− 4thH) +R(t),onde

R(t) = Et2(h2〈Nv, Nv〉+ [hv]
2)− 2theG+ 4t2h2eg − 2t3he(h2〈Nv, Nv〉+ [hv]

2)
+ t2Gt(h2〈Nu, Nu〉+ [hu]

2) + Ft2(h2〈Nu, Nv〉+ huhv)− 2thfF + 4t2h2f 2

− 2t3hf(h2〈Nu, Nv〉+ hvhu)− F tt2(h2〈Nv, Nu〉+ huhv),é tal que lim
t→0

R(t)

t
= 0, e então, pelo teorema 2.2.1, temos que R′(0) = 0.Segue que, se ǫ é su�
ientemente pequeno então a área A(t) de X t(D) é dada por
A(t) =

∫∫

D

√

EtGt − [F t]2dudv

=

∫∫

D

√
EG− F 2

√

1− 4thH +Q(t)dudv,onde Q(t) = R(t)

EG− F 2
é tal que Q′(0) = 0, pelo teorema 2.2.1.Dessa forma, A(t) é uma função diferen
iável e sua derivada em t = 0 é

A′(0) =

∫∫

D

(−2hH +Q′(t))
√
EG− F 2

√

1− 4thH +Q(t)

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

dudv = −
∫∫

D

2hH
√
EG− F 2dudv.Como prometido no iní
io deste 
apítulo, o próximo teorema fará o intermédioentre a variação normal, de�nida a
ima, e as superfí
ies de 
urvatura média nula, a�mde justi�
ar a terminologia e a de�nição de Superfí
ie Mínima dada por Lagrange, que seresume na superfí
ie que tem a menor área entre todas as superfí
ies delimitadas por umdeterminado 
ontorno.Teorema 4.2.2 Seja X : U ⊂ R2 −→ R3 uma superfí
ie parametrizada regular e seja

D ⊂ U um domínio limitado em U. Então X é mínima se e somente se A′(0) = 0 paratodo D e toda variação normal de X(D).Demonstração: Supondo que X é mínima, então H = 0, logo
A′(0) = −

∫∫

D

2Hh
√
EG− F 2dudv = 0.
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Re
ipro
amente, suponha, por absurdo, que H(q) 6= 0 para algum q ∈ D. Tomandouma variação normal determinada por h : D −→ R tal que h(q) = H(q), hH > 0 e h sejaidenti
amente nula fora de uma vizinhança de q. Então
A′(0) = −

∫∫

D

2Hh
√
EG− F 2dudv < 0,para a variação normal determinada por essa h. Mas por hipótese A′(0) = 0, para todavariação normal de X(D) e todo D, o que gera uma 
ontradição.Com essa proposição podemos 
on
luir que qualquer região limitada e fe
hada

X(D) de uma superfí
ie mínima é um ponto 
ríti
o para a função área de qualquer variaçãonormal de X(D). Note que este ponto 
ríti
o pode não ser ne
essariamente um mínimoe que isso faz a palavra mínima pare
er um pou
o estranha, mesmo que tal terminologiaesteja 
onsagrada pela história.Para entendermos melhor, 
onsidere o problema de determinar o mínimo de umafunção diferen
iável, f(t), t ∈ R. Se f admitir um ponto de mínimo, digamos t0, entãoeste ponto é um ponto 
ríti
o de f, ou seja, satisfaz f ′(t0) = 0. Se f ′′(t0) > 0, pode-sea�rmar que tal ponto 
ríti
o é um mínimo relativo, isto é, mínimo em uma vizinhançade t0. Para determinar o mínimo absoluto pre
isamos saber o 
omportamento global dafunção f(t).Para padronizar a linguagem, usaremos as seguintes de�nições.De�nição 4.2.3 Seja X : U ⊂ R2 −→ R3 uma superfí
ie mínima e seja D a união daregião limitada D ⊂ U 
om sua fronteira ∂D. Diz-se que D é estável se A′′(0) > 0, paratoda variação normal da superfí
ie. Diz-se que D é minimizante se a área A(X(D)) émenor ou igual que a área de qualquer outra superfí
ie que tenha a mesma fronteira ∂D.Podemos dar um 
ontexto mais intuitivo para as Superfí
ies Mínimas e ao termoestável da de�nição 4.2.3.Suponha que uma 
urva fe
hada dê o formato de uma moldura 
ujo material é umarame �no. Mergulhando este arame em uma solução de água e sabão e retirando-o emseguida, 
uidadosamente, apare
erá uma pelí
ula �na de sabão que tem o arame 
omofronteira, e que está em equilíbrio sob a ação da tensão super�
ial do líquido, exempli�
adona �gura 4.5. Figura 4.5: Pelí
ula de sabão à partir de uma arame �no
Fonte: Produção do próprio autorÉ possível provar que esta superfí
ie de equilíbrio tem 
urvatura média nula. Re-sultado obtido por Lapla
e, que diz que a pressão em 
ada ponto exer
ida pela superfí
ie96



sobre o meio que está inserida é orientada na direção da normal à superfí
ie e propor
ionalà 
urvatura média. Assim, 
omo a superfí
ie está em equilíbrio, tal pressão e também a
urvatura média, se anulam em todos os seus pontos.As pelí
ulas de sabão que são superfí
ies parametrizadas regulares são, portanto,superfí
ies mínimas. Além disto, tais pelí
ulas são estáveis no sentido da me
âni
a , istoé, uma perturbação pequena dá origem a forças que fazem a pelí
ula voltar à posiçãoini
ial.Convém observar que nem toda pelí
ula de sabão é uma superfí
ie mínima. Porexemplo, a pelí
ula de sabão mais simples de ser obtida experimentalmente possui for-mato esféri
o, ou seja, uma bolha de sabão, mas não é uma superfí
ie mínima de a
ordo
om a nossa de�nição que 
onsiste em pro
urar uma superfí
ie de menor área que sejadelimitada por uma 
urva fe
hada 
onhe
ida. Porém, a esfera é 
onsiderada uma "super-fí
ie miníma"no sentido em que dado, um determinado volume, ela minimizará a área quere
obre este volume.A ideia de Lapla
e anteriormente men
ionada é des
rita na sequên
ia.De�nição 4.2.4 Seja X uma superfí
ie parametrizada regular e H a sua 
urvatura mé-dia. O vetor 
urvatura média é de�nido por
H = HN.Para entendermos o signi�
ado geométri
o do vetor 
urvatura média, 
onsiderenovamente a expressão

A′(0) = −
∫∫

D

2Hh
√
EG− F 2dudv,es
olhendo h = H, temos que, para essa variação parti
ular,

A′(0) = −2

∫∫

D

H2
√
EG− F 2dudv

= −2

∫∫

D

〈HN,HN〉
√
EG− F 2dudv

= −2

∫∫

D

〈H,H〉
√
EG− F 2dudv

= −2

∫∫

D

‖H‖2
√
EG− F 2dudv ≤ 0E isto mostra que, se "perturbarmos"o equilíbrio de D na direção de H, a áreaobtida será ini
ialmente de
res
ente.Pode ser obtida, 
om o auxílio da próxima de�nição, uma outra interpretação parao vetor 
urvatura média.De�nição 4.2.5 Sejam X uma superfí
ie parametrizada regular e E, F e G os 
oe�
i-entes da sua Primeira Forma Fundamental. Se E = G e F = 0 então dizemos que X éuma superfí
ie isotérmi
a. 97



Em parti
ular, o Catenoide o Heli
oide são superfí
ies isotérmi
as, bem 
omo oplano. Note também que a parametrização para a superfí
ie de S
herk estudada no exem-plo 4.1.12 não é isotérmi
a, pois uma função dada pela proposição 3.1.6 não é, ne
essari-amente, isotérmi
a. Para que
X(u, v) = (u, v, f(u, v))seja isotérmi
a, é ne
essário e su�
iente que
|fu| = |fv| e fufv = 0,que não é o 
aso da parametrização da Superfí
ie de S
herk do exemplo 4.1.12.Proposição 4.2.6 Seja X uma superfí
ie isotérmi
a, então
Xuu +Xvv = 2λ2H,onde λ2 = E = G.Demonstração: Como X é isotérmi
a, então 〈Xu, Xu〉 = E = G = 〈Xv, Xv〉 e

F = 〈Xu, Xv〉 = 0. Derivando a primeira igualdade em relação a u, obtemos
2〈Xuu, Xu〉 = 2〈Xvu, Xv〉,logo
〈Xuu, Xu〉 = 〈Xvu, Xv〉,e derivando a mesma igualdade em relação a v, obtemos
〈Xuv, Xu〉 = 〈Xvv, Xv〉.Derivando a igualdade 〈Xu, Xv〉 = 0 em relação a v, temos que

〈Xu, Xvv〉+ 〈Xuv, Xv〉 = 0.Assim, 
hegamos na seguinte expressão
〈Xu, Xvv〉 = −〈Xv, Xuv〉 = −〈Xu, Xuu〉.Logo

〈Xu, Xuu +Xvv〉 = 0,e da mesma forma
〈Xv, Xuu +Xvv〉 = 0.Assim Xuu + Xvv é simultaneamente ortogonal a Xu e Xv e 
om isso 
on
luímos que

Xuu +Xvv é paralelo à N e es
revemos Xuu +Xvv = αN.Por X ser isotérmi
a, denotando E = G = λ2, a sua 
urvatura média é dada por
H =

1

2

(

Eg − 2fF +Ge

EG− F 2

)

=
1

2

(

λ2g + λ2e

λ4

)

=
1

2

(

g + e

λ2

)

.
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E então 
omo N é unitário, obtemos
2λ2H = g + e = 〈N,Xuu〉+ 〈N,Xvv〉

= 〈N,Xuu +Xvv〉 = 〈N,αN〉 = α.Portanto
Xuu +Xvv = αN = (2λ2H)N = 2λ2H.A partir dessa proposição obtemos o seguinte 
orolário.Corolário 4.2.7 Seja X uma superfí
ie isotérmi
a. Então X é mínima se e somente sesuas funções 
oordenadas são todas harm�ni
as.Demonstração: Suponhamos que X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) seja umasuperfí
ie isotérmi
a mínima. Pela proposição anterior, temos que
Xuu +Xvv = 2λ2H = 2λ2HN = 0,ou seja,
(xuu, yuu, zuu) + (xvv, yvv, zvv) = 0.Portanto o Lapla
iano das funções 
oordenadas de X são harm�ni
as, pois

xuu + xvv = 0, yuu + yvv = 0, e zuu + zvv = 0.Re
ipro
amente, suponhamos que as funções 
oordenas de X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))são harm�ni
as. Então
xuu + xvv = 0, yuu + yvv = 0, e zuu + zvv = 0,logo
Xuu = (xuu, yuu, zuu) = −(xvv , yvv, zvv) = −Xvv.Assim, 
omo X é isotérmi
a, obtemos

2λ2NH = Xuu +Xvv = 0,e 
on
luímos que H = 0, pois λ2 = E = G > 0.Exemplo 4.2.8 Considere a superfí
ie de Enneper exibida na �gura 4.6 em duas vistas.Ela é uma superfí
ie parametrizada regular dada por
X(u, v) =

(

u− u3

3
+ uv2, v − v3

3
+ vu2, u2 − v2

)

,
om (u, v) ∈ R2.A superfí
ie de Enneper é mínima. Com efeito, basta veri�
ar que as funções
oordenadas de X são harm�ni
as e que X é isotérmi
a. Temos que
Xu = (1− u2 + v2, 2uv, 2u),
Xv = (2uv, 1− v2 + u2,−2v),99



Figura 4.6: Superfí
ie de Enneper em duas vistas

Fonte: Produção do próprio autorlogo
E = 1− u2 + v2 − u2 + u4 − u2v2 + v2 − v2u2 + v4 + 4u2v2 + 4u2

= 1 + 2u2v2 + u4 + v4 + 2u2 + 2v2,
G = 4u2v2 + 1− v2 + u2 − v2 − v2 + v4 − v2u2 + u2 − u2v2 + u4 + 4v2

= 1 + 2u2v2 + u4 + v4 + 2v2 + 2u2,
F = 2uv − 2u3v + 2uv3 + 2uv − 2uv3 + 2vu3 − 4vu = 0.Assim, X é isotérmi
a. Ainda

Xuu = (−2u, 2v, 2)e
Xvv = (2u,−2v,−2),então
Xuu +Xvv = 0.Portanto X é uma superfí
ie isométri
a 
ujas 
omponentes são harm�ni
as. E
on
luímos que a superfí
ie de Enneper é uma superfí
ie mínima.4.3 Representação de WeierstrassApresentaremos agora 
on
eitos que des
revem a Representação de Weierstrass eque trazem respostas às observações abordadas em 
ima da Superfí
ie de S
herk logo apósa de�nição de uma superfí
ie isotérmi
a. Mas para isso, introduziremos alguns resultadospara superfí
ies mínimas envolvendo funções holomorfas de uma variável 
omplexa.Sejam ϕ1(ζ), ϕ2(ζ) e ϕ3(ζ) funções 
omplexas de ζ = u + iv de�nidas em umdomínio U ⊂ C simplesmente 
onexo, dadas por

ϕ1(ζ) = xu − ixv, ϕ2(ζ) = yu − iyv e ϕ3(ζ) = zu − izv,onde x, y e z são as funções 
oordenadas de uma superfí
ie parametrizada regular daforma
X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).100



Lema 4.3.1 X é uma superfí
ie isotérmi
a se e somente se
ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 ≡ 0e

|ϕ1|2 + |ϕ2|2 + |ϕ3|2 = 2E = 2G > 0.Demonstração: Suponhamos que X seja uma superfí
ie isotérmi
a, obtemosassim que
ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = x2u − 2ixuxv + x2v + y2u − 2iyuyv + y2v + z2u − 2izuzv + z2v

= x2u + y2u + z2u + 2i(xuxv + yuyv + zuzv)− (x2v + y2v + z2v)
= 〈Xu, Xu〉 − 〈Xv, Xv〉+ 2i〈Xu, Xv〉.
= E −G+ 2iF.Como por hipótese E = G e F = 0, então

ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 ≡ 0.Ainda temos que

|ϕ1|2 + |ϕ2|2 + |ϕ3|2 = x2u + x2v + y2u + y2v + z2u + z2v
= E +G
= 2E > 0.Re
ipro
amente, se ϕ2

1 + ϕ2
2 + ϕ2

3 ≡ 0 então
0 = 0 + i0 = ϕ2

1 + ϕ2
2 + ϕ2

3

= E −G+ 2iF,logo
E = G e F = 0.Portanto X é uma superfí
ie isotérmi
a.Lema 4.3.2 X é uma superfí
ie mínima isotérmi
a se e somente se ϕ1, ϕ2 e ϕ3 sãoholomorfas.Demonstração: Como X é uma superfí
ie parametrizada regular o Teorema deS
hwarz (teorema 2.2.2) é satisfeito para suas funções 
oordenadas, assim

xuv = −(−xvu), yuv = −(−yvu), zuv = −(−zvu),que 
orrespondem a metade das equações de Cau
hy-Riemann para
ϕ1 = xu − ixv, ϕ2 = yu − iyv e ϕ3 = zu − izv.Além disso, pelo Corolário 4.2.7 temos que X é uma superfí
ie mínima isotérmi
ase e somente se Xuu +Xvv = 0, ou seja, se e somente se

xuu = −xvv , yuu = −yvv, zuu = −zvv ,que 
orrespondem à outra metade das equações de Cau
hy-Riemann para ϕ1, ϕ2 e ϕ3.101



Lema 4.3.3 ϕ1, ϕ2 e ϕ3 são funções holomorfas e satisfazem ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = 0, se esomente se existem uma função holomorfa f e uma função meromorfa g, tais que



























ϕ1 =
1

2
f(1− g2)

ϕ2 =
i

2
f(1 + g2)

ϕ3 = fg,onde 
ada polo de ordem m de g é um zero de ordem k de f, 
om k ≥ 2m.(As de�nições de funções holomorfas e meromorfas se en
ontram à partir da página27.) Demonstração: Suponhamos que ϕ1, ϕ2 e ϕ3 sejam funções holomorfas, taisque ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 = 0, assim podemos rees
rever esta equação 
omo

−ϕ2
3 = ϕ2

1 + ϕ2
2 = (ϕ1 − iϕ2)(ϕ1 + iϕ2).Se ϕ3 for identi
amente nula, podemos tomar g = 0 (que é meromorfa) e f = 2ϕ1 (que éholomorfa), e assim teremos que



























1

2
f(1− g2) = ϕ1;

i

2
f(1 + g2) = iϕ1 = −i2ϕ2 = ϕ2;

fg = 0 = ϕ3,e 
omo g não admite polos, f pode ou não ter zeros.Se ϕ3 não for nula, temos que
ϕ1 − iϕ2 6= 0,e de�nindo

f = ϕ1 − iϕ2 e g =
ϕ3

ϕ1 − iϕ2

,temos assim que f é holomorfa e g é meromorfa. Além disso,
ϕ1 + iϕ2 =

−ϕ2
3

ϕ1 − iϕ2
,donde

f(1− g2)

2
=

(ϕ1 − iϕ2)

2

(

1− ϕ2
3

(ϕ1 − iϕ2)2

)

=
(ϕ1 − iϕ2)

2

(

1 +
ϕ1 + iϕ2

ϕ1 − iϕ2

)

=
(ϕ1 − iϕ2)

2

(

2ϕ1

ϕ1 − iϕ2

)

= ϕ1,
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if(1 + g2)

2
=

i(ϕ1 − iϕ2)

2

(

1 +
ϕ2
3

(ϕ1 − iϕ2)2

)

=
i(ϕ1 − iϕ2)

2

(

1− ϕ1 + iϕ2

ϕ1 − iϕ2

)

=
i(ϕ1 − iϕ2)

2

( −2iϕ2

ϕ1 − iϕ2

)

= ϕ2,

fg = (ϕ1 − iϕ2)

(

ϕ3

ϕ1 − iϕ2

)

= ϕ3.Como ϕ1 e f são holomorfas, temos que fg2 = f−2ϕ1 e fg = ϕ3 também são holomorfas.Ainda, se ζ0 é polo de ordem m de g então
lim
ζ→ζ0

(ζ − ζ0)
mg(ζ) 6= 0,e numa vizinhança de ζ0 podemos es
rever

(ζ − ζ0)
mg(ζ) = h(ζ), 
om h(ζ0) 6= 0,ou seja

g(ζ) =
h(ζ)

(ζ − ζ0)m
.Assim,

f(ζ) = ϕ1 − iϕ2 =
ϕ3

g(ζ)
=
ϕ3(ζ − ζ0)

m

h(ζ)
,e 
omo

ϕ3 = f(ζ)g(ζ) =
ϕ3(ζ − ζ0)

mg(ζ)

h(ζ)
,obtemos

f(ζ) =
ϕ3(ζ − ζ0)

mg(ζ)(ζ − ζ0)
m

h(ζ)
=
ϕ3g(ζ)(ζ − ζ0)

2m

h(ζ)
,ou seja

f(ζ) = (ζ − ζ0)
2mp(ζ), 
om p(ζ0) 6= 0.Logo ζ0 é um zero de f de ordem pelo menos 2m.Re
ipro
amente, suponhamos que f é holomorfa e g é meromorfa, e que 
ada polo(digamos ζ0) de ordem m de g é um zero de ordem k ≥ 2m, então temos

g(ζ) =
p(ζ)

(ζ − ζ0)m
, 
om p(ζ0) 6= 0,e

f(ζ) = (ζ − ζ0)
kh(ζ), 
om h(ζ0) 6= 0,e assim

fg(ζ) = (ζ − ζ0)
k−mp(ζ)h(ζ),103




omo k ≥ 2m, então k −m ≥ m ≥ 0, temos que fg(ζ) é holomorfa. Da mesma forma
fg2(ζ) = (ζ − ζ0)

k−2mp2(ζ)h(ζ),também é holomorfa, pois k − 2m ≥ 0. Portanto, 
omo soma de funções holomorfas éholomorfa, temos que






























ϕ1 =
f

2
− g2f

2

ϕ2 =
if

2
+
ig2f

2

ϕ3 = fg,são funções holomorfas.Assim, temos pelo lema 4.3.2 uma superfí
ie parametrizada regular de�nida 
omosendo
X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),onde x, y e z são tais que

ϕ1(ζ) = xu − ixv, ϕ2(ζ) = yu − iyv e ϕ3(ζ) = zu − izv,

X é uma superfí
ie mínima isotérmi
a, e pelo lema 4.3.1 se X é uma superfí
ie isotérmi
aentão
ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 ≡ 0.Com os lemas a
imas es
lare
idos, agora enun
iaremos e demonstraremos o resul-tado �nal de Weierstrass.Teorema 4.3.4 (Fórmulas de Weierstrass) Seja X : U ⊂ R2 −→ R3 de�nida por

X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), onde U ⊂ R2 é um domínio simplesmente 
onexo. Xé uma superfí
ie mínima isotérmi
a se e somente se existem uma função holomorfa f euma função meromorfa g de�nidas em U, tais que










































x(u, v) = Re

(
∫ ζ

ζ0

ϕ1dζ
′

)

= Re

(
∫ ζ

ζ0

f(1− g2)

2
dζ ′
)

;

y(u, v) = Re

(
∫ ζ

ζ0

ϕ2dζ
′

)

= Re

(
∫ ζ

ζ0

if(1 + g2)

2
dζ ′
)

;

z(u, v) = Re

(
∫ ζ

ζ0

ϕ3dζ
′

)

= Re

(
∫ ζ

ζ0

gfdζ ′
)

,

(4.3.1)
e 
ada polo de ordem m de g 
orresponde a um zero de ordem 2m de f.Demonstração: Suponhamos que X : U ⊂ R

2 −→ R
3 dada por X(u, v) =

(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) seja uma superfí
ie mínima isotérmi
a, então do lema 4.3.2 temosque as funções 
omplexas ϕ1, ϕ2 e ϕ3, dadas por
ϕ1(ζ) = xu − ixv, ϕ2(ζ) = yu − iyv e ϕ3(ζ) = zu − izv,são holomorfas, e observe que as igualdades do lado esquerdo de 4.3.1 são satisfeitas.104



Ainda, 
omo X é isotérmi
a, pelo lema 4.3.1 vale que ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 ≡ 0, logo, do lema

4.3.3 tiramos que existem f holomorfa e g meromorfa tais que 
ada polo de ordem m de
g 
orresponde a um zero de ordem 2m de f, o que prova as igualdades do lado direito de
4.3.1. Re
ipro
amente, se f e g satisfazem as 
ondições requeridas, então, de�nindo ϕ1,
ϕ2 e ϕ3 
omo no lema 4.3.3 obtemos que tais funções são holomorfas que satisfazem
ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 ≡ 0, o que prova o lado direito das igualdades de 4.3.1.Como ϕ1, ϕ2 e ϕ3 são holomorfas, do lema 4.3.2 tiramos que a apli
ação X dada por

X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), onde x, y e z satisfazem
ϕ1(ζ) = xu − ixv, ϕ2(ζ) = yu − iyv e ϕ3(ζ) = zu − izv,é uma superfí
ie mínima isotérmi
a, o que prova as igualdades do lado esquerdo de 4.3.1.As equações vistas no Teorema de Weierstrass são 
lassi
amente 
onhe
idas porRepresentação de Weierstrass. A Representação de Weierstrass permite obter uma in�ni-dade de exemplos de superfí
ies mínimas.Retornando ao exemplo 4.1.12 da Superfí
ie de S
herk, podemos obter agora umaparametrização isotérmi
a a partir da representação de Weierstrass.Exemplo 4.3.5 Seja U ⊂ C o dis
o unitário U = D(0, 1) = {ζ ∈ C/|ζ | < 1}. De�nindo

f, g : U −→ C 
omo sendo g(ζ) = ζ e f(ζ) = 4

1− ζ4
, obtemos que

ϕ1 =
2

1 + ζ2
, ϕ2 =

2i

1− ζ2
, e ϕ3 =

4ζ

1− ζ4
,assim ϕ1, ϕ2 e ϕ3 não possuem polos em U, obtemos

x =
1

2
Re

(
∫ ζ

0

2

1 + ζ ′2
dζ ′
)

= Re

(
∫ ζ

0

i

ζ ′ + i
− i

ζ ′ − i
dζ ′
)

= Re

(

i ln

(

ζ + i

ζ − i

))

= − arg

(

ζ + i

ζ − i

)

,

y =
1

2
Re

(
∫ ζ

0

2i

1− ζ ′2
dζ ′
)

= Re

(
∫ ζ

0

i

ζ ′ + 1
− i

ζ ′ − 1
dζ ′
)

= Re

(

i ln

(

ζ + 1

ζ − 1

))

= − arg

(

ζ + 1

ζ − 1

)

,

z = Re

(
∫ ζ

0

2

1− ζ ′4
dζ ′
)

= Re

(
∫ ζ

0

2ζ ′

ζ ′2 + 1
− 2ζ ′

ζ ′2 − 1
dζ ′
)

= Re

(

ln

(

ζ2 + 1

ζ2 − 1

))

= ln

∣

∣

∣

∣

ζ2 + 1

ζ2 − 1

∣

∣

∣

∣

.
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Ainda, 
omo 
osseno é uma função par, temos que
cosx = cos

(

arg

(

ζ + i

ζ − i

))

=

Re

(

ζ + i

ζ − i

)

∣

∣

∣

∣

ζ + i

ζ − i

∣

∣

∣

∣

=
(|ζ |2 − 1)

|ζ − i|2
|ζ − i|
|ζ + i| =

|ζ |2 − 1

|ζ2 + 1| ,e também
cos y = cos

(

arg

(

ζ + 1

ζ − 1

))

=

Re

(

ζ + 1

ζ − 1

)

∣

∣

∣

∣

ζ + 1

ζ − 1

∣

∣

∣

∣

=
(|ζ |2 − 1)

|ζ − 1|2
|ζ − 1|
|ζ + 1| =

|ζ |2 − 1

|ζ2 − 1| .Assim obtemos que,
cos y

cos x
=

|ζ |2 − 1

|ζ2 − 1|
|ζ |2 + 1

|ζ2 − 1| =
∣

∣

∣

∣

ζ2 + 1

ζ2 − 1

∣

∣

∣

∣

,e portanto
z = ln

∣

∣

∣

∣

ζ2 + 1

ζ2 − 1

∣

∣

∣

∣

= ln
(cos y

cosx

)

,que 
orresponde à parte da Superfí
ie de S
herk restrita ao quadrado (−3π

2
,
−π
2

)

×
(−3π

2
,
−π
2

)

, pois ζ ∈ U garante que |ζ |2 − 1 < 0 e 
om isso cos x < 0 e cos y < 0.Exemplo 4.3.6 Tomando o domínio U = C e de�nindo f, g : U −→ C 
omo sendo
g(ζ) = −eζ e f(ζ) = −ρe−ζ , temos que

ϕ1 = −ρ
2
(1 + e2ζ)e−ζ = ρsenhζ,

ϕ2 = −iρ
2
(1− e2ζ)e−ζ = −iρ cosh ζ,

ϕ3 = ρ,que obviamente são holomorfas em C, e representam assim a forma de Weierstrass parao Catenoide, pois
x = Re

(∫ ζ

0

ρsenhζ ′dζ ′
)

= Re(ρ cosh ζ − 1) = ρ cos v cosh u− 1,

y = Re

(
∫ ζ

0

−iρ cosh ζ ′dζ ′
)

= Re(−iρsenhζ) = ρsenv cosh u,

z = Re

(
∫ ζ

0

ρdζ ′
)

= Re(ρζ) = ρu,que é somente uma translação em uma unidade do Catenoide, visto no exemplo 3.1.11,na direção negativa do eixo Oz. 106



Exemplo 4.3.7 Tomando o domínio U = C e de�nindo f, g : U −→ C por g(ζ) = −ieζe f(ζ) = ρe−ζ , temos que
ϕ1 =

ρ

2
(1 + e2ζ)e−ζ = ρ cosh ζ,

ϕ2 =
iρ

2
(1− e2ζ)e−ζ = −iρsenhζ,

ϕ3 = −iρ,são holomorfas em C, e são a representação de Weierstrass para o Heli
oide, pois
x = Re

(
∫ ζ

0

ρ cosh ζ ′dζ ′
)

= Re(ρsenhζ − 1) = ρ cos vsenhu,

y = Re

(
∫ ζ

0

−iρsenhζ ′dζ ′
)

= Re(−iρ cosh ζ + i) = ρsenvsenhu,

z = Re

(
∫ ζ

0

−iρdζ ′
)

= Re(−iρζ) = ρv,que são as funções 
oordenadas do Heli
oide, visto no exemplo 3.4.3.Exemplo 4.3.8 Considere agora uma es
olha mais simples para g(ζ), f(ζ) e U 
omosendo, U = C, g(ζ) = ζ e f(ζ) = 2, logo obtemos que a representação de Weierstrass é
x =

1

2
Re

(
∫ ζ

0

2(1− ζ ′2)dζ ′
)

= Re

(

ζ − ζ3

3

)

= u− u3

3
+ uv2,

y =
1

2
Re

(
∫ ζ

0

2i(1 + ζ ′2)dζ ′
)

= Re

(

i

(

ζ +
ζ3

3

))

= −v + v3

3
− u2v,

z = Re

(
∫ ζ

0

2ζ ′dζ ′
)

= Re(ζ2) = u2 − v2,que des
reve a superfí
ie de Enneper do exemplo 4.2.8, a menos de uma simetria na
oordenada y.Exemplo 4.3.9 Fazendo a es
olha de U = C − {0}, e de�nindo f, g : U −→ C por
g(ζ) = ζ e f(ζ) = 2

(

1− 1

ζ4

)

, obtemos pela Representação de Weierstrass uma superfí
iemínima denominada de Superfí
ie de Henneberg.As funções holomorfas ϕ1, ϕ2 e ϕ3 são tais que
ϕ1 =

1

2
(1− ζ2)

(

2− 2

ζ4

)

=

(

1

ζ2
− 1

ζ4
− ζ2 + 1

)

,

ϕ2 =
i

2
(1 + ζ2)

(

2− 2

ζ4

)

= i

(

ζ2 + 1− 1

ζ2
− 1

ζ4

)

,

ϕ3 = 2

(

ζ − 1

ζ3

)

,
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e então as funções 
oordenadas da superfí
ie de Henneberg são
x = Re

(
∫ ζ

1

ϕ1dζ
′

)

= Re

(

1

3ζ3
− 1

ζ
− ζ3

3
+ ζ

)

=
u3(1− u2 − v2)3 − 3uv2(1− u2 − v2)(1 + u2 + v2)2

3(u2 + v2)3
,

y = Re

(∫ ζ

1

ϕ2dζ
′

)

= Re

(

i

(

1

3ζ3
+

1

ζ
+
ζ3

3
+ ζ

))

=
3vu2(1− u2 − v2)(1 + u2 + v2)2 − v3(1− u2 − v2)3

3(u2 + v2)3
,

z = Re

(
∫ ζ

1

ϕ3dζ
′

)

= Re

(

ζ2 +
1

ζ2

)

=
u2(1− u2 − v2)2 − v2(1 + u2 + v2)2

(u2 + v2)2
.A Superfí
ie de Henneberg des
rita pelas funções 
oordenadas a
ima é exibida na�gura 4.7. Figura 4.7: Superfí
ie de Henneberg em duas vistas

Fonte: Produção do próprio autor4.4 Cara
terísti
as de Algumas Superfí
ies MínimasNesta seção, mostraremos algumas propriedades singulares das Superfí
ies Mínimasjá abordadas.De�nição 4.4.1 Sejam X e Y parametrizações isotérmi
as de superfí
ies mínimas taisque os pares formados pelas respe
tivas funções 
omponentes sejam funções harm�ni
as
onjugadas. Diz-se então que X e Y são superfí
ies mínimas 
onjugadas.Exemplo 4.4.2 Vamos mostrar que o Heli
oide e o Catenoide são superfí
ies mínimas
onjugadas. Sabemos dos exemplos 3.4.3 e 3.4.5 que as parametrizações do Catenoide e108



Heli
oide dadas por
X(u, v) = (ρ cosh usenv, ρ cosh u cos v,−ρu)e
Y (u, v) = (ρsenhu cos v, ρsenhusenv, ρv),respe
tivamente, são isotérmi
as. E sabemos que são superfí
ies mínimas de a
ordo 
omos exemplos 4.1.3 e 4.1.4.Agora, para serem superfí
ie mínimas 
onjugadas, os pares de 
ada 
omponente res-pe
tiva devem ser harm�ni
as, ou seja, devem satisfazer as equações de Cau
hy-Riemann.Então, denotando as primeiras 
omponentes por xX(u, v) = ρ cosh usenv e xY (u, v) =

ρsenhu cos v, temos que
∂xX

∂v
= ρ cosh u cos v =

∂xY

∂ue
−∂x

X

∂u
= −ρsenhusenv =

∂xY

∂v
,são harm�ni
as 
onjugadas. Denotando as segundas 
omponentes por yX(u, v) = ρ cosh u cos ve yY (u, v) = ρsenhusenv, logo

−∂y
X

∂v
= ρ cosh usenv =

∂yY

∂ue
∂yX

∂u
= ρsenhu cos v =

∂yY

∂v
,são harm�ni
as 
onjugadas. E denotando as ter
eiras 
omponentes por zX(u, v) = −ρu e

zY (u, v) = ρv, obtemos
∂zX

∂v
= 0 =

∂zY

∂ue
−∂z

X

∂u
= ρ =

∂zY

∂v
,que também são harm�ni
as 
onjugadas.Logo 
on
luímos que o Catenoide e o Heli
oide são superfí
ie mínimas 
onjugadas.Exemplo 4.4.3 Dadas duas superfí
ies mínimas 
onjugadas, X e Y , vamos mostrar quea superfí
ie

Z(u, v, t) = (cos t)X(u, v) + (sent)Y (u, v),também é mínima para todo t ∈ R.Com efeito, suponhamos que
X(u, v) = (xX(u, v), yX(u, v), zX(u, v))e
Y (u, v) = (xY (u, v), yY (u, v), zY (u, v)),sejam superfí
ies mínimas 
onjugadas, ou seja, são isotérmi
as e harm�ni
as 
onjugadas,assim temos as seguintes igualdades

EX = 〈Xu, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉 = GX , EY = 〈Yu, Yu〉 = 〈Yv, Yv〉 = GY ,109



FX = 〈Xu, Xv〉 = 0 = 〈Yu, Yv〉 = F Y ,e
Xu = Yv, Xv = −Yu.Seja Z(u, v, t) = X(u, v)(cos t) + Y (u, v)(sent). Para que Z seja uma superfí
iemínima basta que seja isotérmi
a e harm�ni
a. Então podemos obter que

Zu = Xu(cos t) + Yu(sent)e também,
Zv = Xv(cos t) + Yv(sent).Logo, os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental de Z são dados por

EZ = 〈Zu, Zu〉 = 〈Xu(cos t) + Yu(sent), Xu(cos t) + Yu(sent)〉
= cos2 t〈Xu, Xu〉+ sen2t〈Xu, Yu〉+ sen2t〈Yu, Yu〉
= EX cos2 t+ FXsen2t+ EY sen2t
= EX cos2 t+ EY sen2t,

GZ = 〈Zv, Zv〉 = 〈Xv(cos t) + Yv(sent), Xv(cos t) + Yv(sent)〉
= cos2 t〈Xv, Xv〉+ sen2t〈Xv, Yv〉+ sen2t〈Yv, Yv〉
= GX cos2 t + F Y sen2t+GY sen2t
= GX cos2 t +GY sen2t,
= EX cos2 t + EY sen2te

FZ = 〈Zu, Zv〉 = 〈Xu(cos t) + Yu(sent), Xv(cos t) + Yv(sent)〉
= cos2 t〈Xu, Xv〉+ cos tsent〈Xu, Yv〉+ sent cos t〈Yu, Xv〉+ sen2t〈Yu, Yv〉
= FX cos2 t+ cos tsent〈Xu, Xu〉 − sent cos t〈Xv, Xv〉+ F Y sen2t
= EX cos tsent− EXsent cos t
= 0,dessa forma obtemos que os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental de Z são taisque

EZ = GZ e FZ = 0,logo Z é isotérmi
a para todo t ∈ R.E 
omo X e Y são harm�ni
as segue que
Zuu + Zvv = Xuu(cos t) + Yuu(sent) +Xvv(cos t) + Yvv(sent)

= cos t(Xuu +Xvv) + sent(Yuu + Yvv)
= 0,e assim Z também é harm�ni
a para todo t ∈ R. Portanto Z(u, v, t) é uma superfí
iemínima.Vamos agora mostrar que o Heli
oide é uma superfí
ie regrada, e posteriormenteque ele é a úni
a superfí
ie mínima que é regrada, 
om ex
eção do plano. Para isso,
omeçamos 
om a seguinte de�nição:De�nição 4.4.4 Sejam I ⊂ R um intervalo aberto, α : I −→ R3 uma 
urva regularde 
lasse C∞, w : I −→ R3 um vetor unitário de 
lasse C∞, tais que α′(v) e w(v) são110



linearmente independentes para todo v ∈ I. Então a apli
ação X : U ⊂ R2 −→ R3 daforma
X(u, v) = α(v) + uw(v), 
om u ∈ R,é dita superfí
ie regrada, gerada por α e w.Observação 4.4.5 Note que o fato de w(v) ser um vetor unitário para todo t ∈ I, garanteque os vetores w(v) e w′(v) são ortogonais. Com efeito,

‖w(v)‖ = 1 ⇒ 〈w(v), w(v)〉 = 1 ⇒ 〈w′(v), w(v)〉 = 0,ou seja, w(v) e w′(v) são ortogonais sempre que forem não nulos.Observação 4.4.6 Como α e w são de 
lasse C∞, o mesmo o
orre 
om a apli
ação Xe 
omo α′ e w são linearmente independentes temos que
Xu ∧Xv = w(v) ∧ (α′(v) + uw′(v)) = w(v) ∧ α′(v) + uw(v) ∧ w′(v),que pode vir a se anular, e assim uma superfí
ie regrada não é, ne
essariamente, umasuperfí
ie parametrizada regular.Além disso, para 
ada v = v0 ∈ I �xado, temos que

X(u, v0) = α(v0) + uw(v0), 
om u ∈ R,des
reve uma reta 
ontida na superfí
ie. Por isso, dizemos que uma superfí
ie regrada édes
rita por retas que deslizam suavemente ao longo da 
urva α(v) = X(0, v).As retas X(u, v0) são 
hamadas de geratrizes e a 
urva α(v) = X(0, v) é ditadiretriz da superfí
ie regrada.Exemplo 4.4.7 O 
ilindro 
ir
ular de raio unitário é uma superfí
ie regrada. Pois,tomando a diretriz
α(v) = (cos v, senv, 0), v ∈ (0, 2π)e o vetor unitário

w(v) = (0, 0, 1),obtemos a apli
ação
X(u, v) = α(v) + uw(v) = (cos v, senv, u),
om (u, v) ∈ R× (0, 2π), que é o 
ilindro da �gura 3.19.Exemplo 4.4.8 Considere α(v) = (cos v, senv, 0) a parametrização pelo 
omprimento dear
o da 
ir
unferên
ia unitária no plano xy. Tomando o vetor unitário

w(v) =

√
2

2
(α′(v) + (0, 0, 1)) =

√
2

2
(−senv, cos v, 1),obtemos a superfí
ie regrada

X(u, v) = α(v) +
√
2uw(v)

= (cos v − usenv, senv + u cos v, u),111




om (u, v) ∈ R× (0, 2π). Observe que o traço de X é tal que
x2 + y2 − z2 = (cos v − usenv)2 + (senv + u cos v)2 − u2

= cos2 v − 2u cos vsenv + u2sen2v + sen2v + 2u cos vsenv + u2 cos2 v − u2

= 1 + u2 − u2 = 1,e isto mostra que o hiperboloide de uma folha, visto na �gura 3.22, é uma superfí
ieregrada.Vamos mostrar que o Heli
oide é de fato, uma superfí
ie regrada.Exemplo 4.4.9 Considere a héli
e 
ir
ular parametrizada pelo 
omprimento de ar
o dadapor
α(s) = (ρ cosAs, ρsenAs,Bρs),logo seu vetor tangente é dado por

α′(s) = (−AρsenAs,Aρ cosAs,Bρ), 
om ρ2(A2 +B2) = 1,e 
onsequentemente o vetor normal prin
ipal à héli
e α é dada por
n(s) = (− cosAs,−senAs, 0).Como sabemos que o vetor tangente e o vetor normal prin
ipal de α são semprelinearmente independentes, tomamos a superfí
ie regrada Y (t, s) da forma

Y (t, s) = α(s) + tn(s)
= ((ρ− t) cosAs, (ρ− t)senAs,Bρs).Tomando agora a mudança de parâmetros dada por h(u, v) = (ρ(1− senhu),

v

A

)

,obtemos que
X(u, v) = Y ◦ h(u, v)

= (ρsenhu cos v, ρsenhusenv, ρv),que é o Heli
oide des
rito no exemplo 3.4.3, exibido na �gura 3.21, onde é possível observarque as retas que 
ortam o eixo Oz tem 
omo vetor diretor o normal prin
ipal da héli
e
ir
ular que des
reve o Heli
oide.Veremos agora, que o Heli
oide é a úni
a superfí
ie mínima regrada, ex
eto o plano,ou seja, não existe outra superfí
ie que satisfaça essas duas propriedades ao mesmo tempo,além do plano e do Heli
oide.Teorema 4.4.10 Toda superfí
ie regrada mínima é, a menos de movimentos rígidos,parte de um Heli
oide ou de um plano.Demonstração: Seja S o traço de uma superfí
ie mínima regrada e parametri-zada por
X(u, v) = α(v) + uw(v),onde α(v) é uma 
urva parametrizada pelo 
omprimento de ar
o, que é perpendi
ular àsretas de S e w(v) é um vetor unitário ao longo de α, que aponta na direção da reta de Sque passa por α(v) e é ortogonal a α′(v), 
onforme ilustra a �gura 4.8.112



Figura 4.8: Superfí
ie Regrada
Fonte: Produção do próprio autorComo α está parametrizada pelo 
omprimento de ar
o, temos que ‖α′(v)‖ = 1 e osângulos formados por α′(v) e w(v) e por w(v) e w′(v) são retos. Assim

Xu ∧Xv = w(v) ∧ (α′(v) + uw′(v)) = w(v) ∧ α′(v) + uw(v) ∧ w′(v),é tal que
‖Xu ∧Xv‖2 = 〈w(v) ∧ α′(v) + uw(v) ∧ w′(v), w(v) ∧ α′(v) + uw(v) ∧ w′(v)〉

= ‖α′(v) ∧ w(v)‖2 + u2‖w′(v) ∧ w(v)‖2 + 2u〈α′(v) ∧ w(v), w′(v) ∧ w(v)〉
= ‖α′(v)‖2‖w(v)‖2sen2 π

2
+ u2‖w′(v)‖2‖w(v)‖2sen2 π

2

+ 2u〈α′(v) ∧ w(v), w′(v) ∧ w(v)〉
= 1 + u2‖w′(v)‖2 + 2u〈α′(v) ∧ w(v), w′(v) ∧ w(v)〉.Usando a notação

l = ‖Xu ∧Xv‖ =
√

1 + u2‖w′(v)‖2 + 2u〈α′(v) ∧ w(v), w′(v) ∧ w(v)〉,temos que a Apli
ação Normal de Gauss de S é dada por
N(u, v) =

Xu ∧Xv

‖Xu ∧Xv‖
=

1

l
(w(v) ∧ α′(v) + uw(v) ∧ w′(v)).Assim os 
oe�
ientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentais de X, respe
-
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tivamente, são
E = 〈Xu, Xu〉 = 〈w(v), w(v)〉 = ‖w(v)‖2 = 1;

F = 〈Xu, Xv〉 = 〈w(v), α′(v) + uw′(v)〉 = 〈w(v), α′(v)〉+ u〈w(v), w′(v)〉 = 0;

G = 〈Xv, Xv〉 = 〈α′(v) + uw′(v), α′(v) + uw′(v)〉
= ‖α′(v)‖2 + 2u〈α′(v), w′(v)〉+ u2‖w′(v)‖2

= 1 + 2u〈α′(v), w′(v)〉+ u2‖w′(v)‖2;
e = 〈Xuu, N〉 = 0;

f = 〈Xvu, N〉 = 1

l
〈w′(v), w(v) ∧ α′(v) + uw(v) ∧ w′(v)〉;

g = 〈Xvv, N〉 = 1

l
〈α′′(v) + uw′′(v), w(v) ∧ α′(v) + uw(v) ∧ w′(v)〉;Como a superfí
ie é mínima, sua 
urvatura média, dada pela proposição 3.6.9 por

H =
1

2

(

eG− 2Ff + Eg

EG− F 2

)

,deve ser identi
amente nula. Portanto devemos ter
g = 0,ou seja,

0 = 〈α′′(v) + uw′′(v), w(v) ∧ α′(v) + uw(v) ∧ w′(v)〉
= 〈α′′(v), w(v) ∧ α′(v)〉+ u(〈w′′(v), w(v) ∧ α′(v)〉+ 〈α′′(v), w(v) ∧ w′(v)〉)
+ u2〈w′′(v), w(v) ∧ w′(v)〉.Como no lado direito da igualdade a
ima temos um polin�mio, que deve ser iden-ti
amente nulo, temos que seus 
oe�
ientes são todos nulos, ou seja

0 = 〈α′′(v), w(v) ∧ α′(v)〉; (4.4.2)
0 = 〈w′′(v), w(v) ∧ α′(v)〉+ 〈α′′(v), w(v) ∧ w′(v)〉; (4.4.3)
0 = 〈w′′(v), w(v) ∧ w′(v)〉. (4.4.4)A equação 4.4.2 indi
a que α′′(v) perten
e ao plano gerado por α′(v) e w(v). Mas
omo a 
urva α está parametrizada pelo 
omprimento de ar
o, sabemos que α′′(v) é orto-gonal a α′(v), e portanto α′′(v) deve ser paralelo a w(v), ou seja,

α′′(v) = aw(v),e então
〈α′′(v), w(v) ∧ w′(v)〉 = 〈aw(v), w(v) ∧ w′(v)〉 = 0,

114



dessa forma a equação 4.4.3 se reduz para
〈w′′(v), α′(v) ∧ w(v)〉 = 0, (4.4.5)onde indi
a que w′′(v) perten
e ao plano π1 gerado por α′(v) e w(v). Da mesma forma, aequação 4.4.4 informa que w′′(v) também perten
e ao plano π2 gerado por w′(v) e w(v).Como os planos π1 e π2 possuem em sua interseção pelo menos o subespaço geradopor w(v), podem o
orrer duas situações, que são:Caso 1: Se existir um ponto onde w′′(v) não é paralelo a w(v), então, numa vizi-nhança desse ponto os planos π1 e π2 devem 
oin
idir e assim α′(v) e w′(v) devem serparalelos e es
revemos

α′(v) = bw′(v).Com isso,
(w(v) ∧ α′(v))′ = w(v) ∧ α′′(v) + w′(v) ∧ α′(v)

= a(w(v) ∧ w(v)) + b(w′(v) ∧ w′(v))
= 0,e o plano gerado por α′(v) e w(v) é 
onstante (já que seu normal não varia) e vemos que

α(v) é uma 
urva plana e sempre 
oplanar 
om w(v). Portanto a superfí
ie des
rita por
X é um plano.Caso 2: Se w′′(v) for sempre paralelo a w(v), e α′(v) não é paralelo a w′(v) em umponto espe
í�
o, então o mesmo o
orre em uma vizinhança desse ponto. Nessa situaçãotemos que o quadrado da 
urvatura k(v) da 
urva α é dada por

[k(v)]2 = ‖α′′(v)‖2 = 〈α′′(v), α′′(v)〉 = 〈aw(v), α′′(v)〉.Mas 
omo α′(v) e w(v) são ortogonais, temos que para todo v ∈ R,

〈α′(v), aw(v)〉 = 0 ⇒ 〈α′′(v), aw(v)〉+ 〈α′(v), aw′(v)〉 = 0,logo
〈α′′(v), aw(v)〉 = −〈α′(v), aw′(v)〉,então a derivada de [k(v)]2 é tal que

2k(v)k′(v) = ([k(v)]2)′

= (a〈α′′(v), w(v)〉)′ = (−a〈α′(v), w′(v)〉)′
= −a〈α′′(v), w′(v)〉 − a〈α′(v), w′′(v)〉
= −a2〈w(v), w′(v)〉 − a〈α′(v), cw(v)〉
= 0.Então k(v) = 0 ou k′(v) = 0, para todo v ∈ R. Se k(v) = 0 temos que a 
urva é umareta, ou seja, a superfí
ie é um plano, novamente 
omo o Caso 1. Então, supondo que

k′(v) = 0 para todo v ∈ R, provamos que a 
urvatura da 
urva diretriz de X é 
onstante.Além disso, w(v) pode ser visto 
omo vetor normal prin
ipal à 
urva α. Temos ainda queo vetor binormal à 
urva é dado por α′(v) ∧ w(v). Logo, a torção de α é dada por
τ(v) = ±〈(α′(v) ∧ w(v))′, w(v)〉

= ±〈(α′′(v) ∧ w(v) + α′(v) ∧ w′(v)), w(v)〉
= ±〈(aw(v) ∧ w(v) + α′(v) ∧ w′(v)), w(v)〉
= ±〈α′(v) ∧ w′(v), w(v)〉,115



e derivando a torção, obtemos que
τ ′(v) = ±(〈α′(v) ∧ w′(v), w(v)〉)′

= ±(〈α′′(v) ∧ w′(v) + α′(v) ∧ w′′(v), w(v)〉+ 〈α′(v) ∧ w′(v), w′(v)〉)
= ±(〈α′′(v) ∧ w′(v), w(v)〉+ 〈α′(v) ∧ w′′(v), w(v)〉+ 〈α′(v) ∧ w′(v), w′(v)〉)
= ±(〈aw(v) ∧ w′(v), w(v)〉+ 〈α′(v) ∧ cw(v), w(v)〉)
= 0,ou seja, a torção de α é 
onstante.Portanto, a torção e a 
urvatura de α são ambas 
onstantes, o que permite 
on
luirpelo teorema 2.3.2 que α é uma héli
e, e prosseguindo 
omo no exemplo 4.4.9 obtemos, amenos de movimentos rígidos, a expressão para o Heli
oide 
omo desejado.Con
luímos 
om isso, que o Heli
oide é a úni
a superfí
ie mínima regrada, 
omex
eção do plano e a menos de movimentos rígidos.Vejamos agora, que o Catenoide é a úni
a superfí
ie de revolução que é mínima,além do plano. Este fato está des
rito no próximo teorema.Teorema 4.4.11 Toda superfí
ie mínima de revolução é, a menos de movimentos rígidos,parte de um Catenoide ou de um plano.Demonstração: Seja X uma superfí
ie parametrizada regular de revolução es-tudada na proposição 3.1.8. Podemos supor, sem perda de generalidade, que X é geradapela rotação da 
urva

α(u) = (x(u), 0, z(u)), 
om u ∈ R,em torno do eixo Oz (
aso o eixo de revolução seja outro, pode-se utilizar um movimentorígido).Se z(u) for uma função 
onstante, então a 
urva α de
res
e uma reta paralela aoeixo Ox, que quando revolu
ionado em torno do eixo Oz dá origem a um plano.Caso 
ontrário, ou seja, se z(u) não for uma função 
onstante, existirá um ponto
u0 ∈ R de tal forma que

z(u) 6= 0, em uma vizinhança U de u0.Dessa forma, o Teorema da Função Inversa (teorema 2.2.4) garante que podemos obter,nessa vizinhança,
u(z) = z−1(u).Com isso, podemos rees
rever a 
urva α 
omo

α(u) = (x(u(z)), 0, z(u(z))),ou simplesmente
α(z) = (x(z), 0, z),logo, a superfí
ie mínima de revolução é parametrizada por

X(z, v) = (x(z) cos v, x(z)senv, z), 
om z ∈ U, v ∈ (0, 2π),

116



e então, das proposições 3.4.4 e 3.5.7 temos que
E = [x′(z)]2 + 1;
F = 0;
G = [x(z)]2e
e =

−x′′(z)
√

[x′(z)]2 + 1
;

f = 0;

g =
x(z)

√

[x′(z)]2 + 1
,que são os 
oe�
ientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentais, respe
tivamente, de

X. Portanto, pela proposição 3.6.9, a 
urvatura média é dada por
H =

1

2

(

eG− 2Ff + Eg

EG− F 2

)

,que deve ser identi
amente nula pois X é mínima por hipótese. Logo, obtemos a seguinteequação diferen
ial
[x′(z)]2 + 1− x(z)x′′(z) = 0.Para resolvermos essa equação diferen
ial, fazemos a seguinte mudança de variá-veis

p(x(z)) = x′(z) =
dx

dz
,e 
omo

x′′(z) =
d2x

dz2
=
dp

dx

dx

dz
=
dp

dx
p,substituindo na equação diferen
ial obtida, obtemos

−xdp
dx
p+ p2 + 1 = 0.Pelo método de separação de variáveis, temos

xp
dx

dx
= p2 + 1 ⇒ p

p2 + 1
dp =

dx

x
,integrando em ambos os lados

∫

p

p2 + 1
dp =

∫

dx

x
,en
ontramos que

ln
√

p2 + 1 + c = ln x,onde c é uma 
onstante arbitrária, e então
x(z) = aeln

√
p2+1,onde a = ec, ou

x(z) = a
√

p2 + 1.117



Isolando p temos
(x

a

)2

= p2 + 1 ⇒ p(x) =

√

(x

a

)2

− 1.Logo, 
omo p(x(z)) = x′(z), então
x′(z) =

√

(x

a

)2

− 1,e novamente por separação de variáveis obtemos que
dx

√

(x

a

)2

− 1

= dz,e integrando novamente
∫

dx
√

(x

a

)2

− 1

=

∫

dz,e assim obtemos
a cosh−1

(x

a

)

+ b = z,onde b é uma 
onstante arbitrária, logo temos que
x(z) = a cosh

(z

a
+ b
)

,
hamando z = a(w − b), obtemos que a função f(w) a ser revolu
ionada é dada por
x(w) = a coshw,que é a 
atenária des
rita no exemplo 3.1.11, e assim quando a 
urva α(w) for revolu
i-onada em torno do eixo Oz, gera o Catenoide.Portanto, 
on
luímos que o Catenoide visto nos exemplos 3.1.11, 3.4.5 e 3.5.8 é, amenos de simetrias e translações, a úni
a superfí
ie mínima de revolução, que não seja oplano. Estudemos neste momento, algumas parti
ularidades da Superfí
ie de Enneper,vista na �gura 4.6.Exemplo 4.4.12 Considere a Superfí
ie de Enneper do exemplo 4.2.8, dada por

X(u, v) =

(

u− u3

3
+ uv2, v − v3

3
+ vu2, u2 − v2

)

, (u, v) ∈ R
2.Per
eba que a mudança de parâmetros h(w, t) = (−t, w) na superfí
ie de Enneperfaz a tro
a de (x, y, z) por (−y, x,−z) De fato,

Y (w, t) = X ◦ h(w, t) =
(

−t + t3

3
− tw2, w − w3

3
+ wt2, t2 − w2

)

, (w, t) ∈ R
2,ou seja, a superfí
ie de Enneper é invariante por uma rotação de π

2
em torno de Ozseguida de uma re�exão em torno do plano xy. Em parti
ular, se a mudança de parâmetros118



fosse tal que h(w, t) = (w,−t), obteríamos a tro
a de (x, y, z) por (x,−y, z), que é aSuperfí
ie de Enneper des
rita à partir da Representação de Weierstrass do exemplo 4.3.8.Outra 
ara
terísti
a desta superfí
ie é que ela possui auto-interseções, fato per
ep-tível ao se ver a �gura 4.6. Com efeito, 
omeçamos es
olhendo a mudança de parâmetros
h(ρ, θ) dada por

h(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρsenθ), 
om ρ > 0,obtemos
Y (ρ, θ) = X ◦ h(ρ, θ) =

(

ρ cos θ − ρ3

3
cos 3θ, ρsenθ +

ρ3

3
sen3θ, ρ2 cos 2θ

)

,pois na primeira 
oordenada de Y (ρ, θ) temos que,
ρ cos θ − ρ3

3
cos3 θ + ρ3sen2θ cos θ = ρ cos θ − ρ3

3
(cos3 θ − 3sen2θ cos θ)

= ρ cos θ − ρ3

3
((cos2 θ − sen2θ) cos θ − senθ(2 cos θsenθ))

= ρ cos θ − ρ3

3
(cos 2θ cos θ − sen2θsenθ)

= ρ cos θ − ρ3

3
(cos(2θ + θ))

= ρ cos θ − ρ3

3
(cos 3θ),na segunda 
oordenada temos

ρsenθ − ρ3

3
sen3θ + ρ3senθ cos2 θ = ρsenθ +

ρ3

3
(3senθ cos2 θ − sen3θ)

= ρsenθ +
ρ3

3
((2 cos2 θsenθ) + senθ(cos2 θ − sen2θ))

= ρsenθ +
ρ3

3
(sen2θ cos θ + cos 2θsenθ)

= ρsenθ +
ρ3

3
(sen3θ),e na ter
eira 
oordenada temos ainda que

u2 − v2 = cos2 θ − sen2θ = cos 2θ.Da primeira e segunda 
oordenada de Y (ρ, θ) tiramos a seguinte igualdade
[x(ρ, θ)]2 + [y(ρ, θ)]2 = ρ2 cos2 θ − 2ρ4

3
cos θ cos 3θ +

ρ6

9
cos2 3θ

+ ρ2sen2θ +
2ρ4

3
senθsen3θ +

ρ6

9
sen23θ

= ρ2 +
ρ6

9
− 2ρ4

3
cos 4θ,119



e ainda, 
omo
cos2 t =

1 + cos 2t

2
⇒ cos 2t = 2 cos2 t− 1,tomando t = 2θ obtemos

cos 4θ = 2 cos2 2θ − 1,dessa forma 
onseguimos que
[x(ρ, θ)]2 + [y(ρ, θ)]2 = ρ2 +

ρ6

9
− 2ρ4

3
cos 4θ

= ρ2 +
ρ6

9
− 2ρ4

3
(2 cos2 2θ − 1)

= ρ2 +
ρ6

9
+

2ρ4

3
− 4ρ4

3
cos2 2θ

=

(

ρ+
ρ3

3

)2

− 4

3

(

ρ2 cos 2θ
)2
. (4.4.6)Finalmente supondo que a superfí
ie admite auto-interseções, 
om digamos Y (ρ1, θ1) =

Y (ρ2, θ2), obtemos
(

ρ1 cos θ1 −
ρ31
3
cos 3θ1, ρ1senθ1 +

ρ31
3
sen3θ1, ρ

2
1 cos 2θ1

)

=

(

ρ2 cos θ2 −
ρ32
3
cos 3θ2, ρ2senθ2 +

ρ32
3
sen3θ2, ρ

2
2 cos 2θ2

)

,e então obtemos as seguintes equações
ρ21 cos 2θ1 = ρ22 cos 2θ2 (4.4.7)

ρ1senθ1 +
ρ31
3
sen3θ1 = ρ2senθ2 +

ρ32
3
sen3θ2 (4.4.8)

ρ1 cos θ1 −
ρ31
3
cos 3θ1 = ρ2 cos θ2 −

ρ32
3
cos 3θ2 (4.4.9)e usando 4.4.7 em 4.4.6 obtemos

(

ρ1 +
ρ31
3

)2

=

(

ρ2 +
ρ32
3

)2

.E então 
omo ρ1 > 0 e ρ2 > 0, temos
ρ1 +

ρ31
3

= ρ2 +
ρ32
3
,ou seja

(ρ1 − ρ2) =
(ρ2 − ρ1)(ρ

2
2 + ρ1ρ2 + ρ21)

3
,logo

(ρ2 − ρ1)(3 + ρ22 + ρ1ρ2 + ρ21) = 0,assim ρ1 = ρ2 ou (ρ22 + ρ1ρ2 + ρ21) = −3, mas 
omo ρ1 > 0 e ρ2 > 0, então ρ1 = ρ2, e120



substituindo em 4.4.8 
hegamos que
cos 2θ1 = cos 2θ2.Se tivermos ρ1 = ρ2 e θ1 = 2π − θ2, da equação 4.4.8 obtemos que

ρ1senθ1 +
ρ31
3
sen3θ1 = ρ2senθ2 +

ρ32
3
sen3θ2,que nada mais é que

−ρ2senθ2 −
ρ32
3
sen3θ2 = ρ2senθ2 +

ρ32
3
sen3θ2,ou seja,

−y(ρ2, θ2) = y(ρ2, θ2),então
ρsenθ − ρ3

3
sen3θ = y(ρ, θ) = 0.É 
laro que para 
ada ponto (ρ, θ) que perten
e a igualdade a
ima, o ponto (ρ, 2π−

θ) também perten
e a ela, e ainda temos também que
x(ρ, θ) = x(ρ, 2π − θ) e z(ρ, θ) = z(ρ, 2π − θ),pois

x(ρ, 2π − θ) = ρ cos(2π − θ)− ρ3

3
cos 3(2π − θ) = ρ cos θ − ρ3

3
cos 3θ = x(ρ, θ),e

z(ρ, 2π − θ) = ρ2 cos 2(2π − θ) = ρ2 cos 2θ = z(ρ, θ).Con
luindo assim, que a interseção da superfí
ie de Enneper 
om o plano y = 0,é uma 
urva de auto-interseção da superfí
ie. Analogamente, pode-se veri�
ar que ainterseção da superfí
ie 
om o plano x = 0, também é uma 
urva de auto-interseção onde,da equação 4.4.7, teremos o 
aso em que ρ1 = ρ2 e θ1 = π − θ2. E estas auto-interseçõessão as úni
as da superfí
ie de Enneper, que são observadas na �gura 4.6.4.5 Introdução ao Problema de PlateauVamos agora introduzir 
on
eitos bási
os do problema de Plateau, que se resumeem provar que para 
ada 
urva fe
hada 
ontida no R
3 (ou no R

n) existe uma superfí
ie deárea mínima tendo esta 
urva 
omo fronteira. Este problema foi 
riado devido a inúmerasexperiên
ias de Plateau envolvendo pelí
ulas de sabão sob a ação da tensão super�
ial.Como uma das 
on
lusões desses experimentos, Plateau mostrou a existên
ia desuperfí
ies que minimizam área para um 
ontorno dado. De fato, a prova de Plateausimplesmente era em tomar o 
ontorno, mergulhar em uma mistura de água e sabão e,então, a superfí
ie desejada é a representada pela pelí
ula de sabão que apare
er.A expli
ação físi
a para esta superfí
ie assim obtida forma a solução proposta por121



Douglas e Radó e posteriormente modi�
ada por Courant. Essa solução impli
a que aspartí
ulas de sabão da pelí
ula irão se dispor sobre a superfí
ie de modo a minimizar aenergia.O resultado de Douglas é des
rito da seguinte forma, 
onforme [4℄ e [7℄: Entretodas as apli
ações diferen
iáveis f : D ⊂ R2 −→ R3 do dis
o aberto D = {(x, y) ∈
R2/x2 + y2 < 1} em R3 que se estendem à fronteira ∂D = {(x, y) ∈ R2/x2 + y2 = 1},levando ∂D homomor�
amente à uma 
urva fe
hada simples α(s) 
ontida em R

3, existeuma que tem área menor ou igual à área de todas as outras.De�nição 4.5.1 Sejam f : D ⊂ U ⊂ R2 −→ R3 uma apli
ação diferen
iável da forma
f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) 
om (u, v) ∈ R2, que pode ser 
onsiderada 
omo umasuperfí
ie parametrizada regular e E, F, G os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamentalde f, de�nimos a energia U(f) da apli
ação f por

U(f) =

∫∫

D

(E +G)dudv.Note que a energia de�nida a
ima depende essen
ialmente da apli
ação, ou seja
U(f) varia de a
ordo 
om a apli
ação f dada, mesmo que o 
onjunto f(D) seja o mesmo.De fato, pro
edendo de maneira análoga à proposição 3.2.2, obtemos 
om a mudança deparâmetros Y (w, t) = f ◦ h(w, t) as seguintes igualdades

Yw = fu
∂u

∂w
+ fv

∂v

∂w
e Yw = ft

∂u

∂t
+ fv

∂v

∂t
.Logo, os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental de Y (w, t) = f ◦h(w, t), sãodados por

Ef = E

(

∂u

∂w

)2

+ 2F

(

∂u

∂w

∂v

∂w

)

+G

(

∂v

∂w

)2

,

Gf = E

(

∂u

∂t

)2

+ 2F

(

∂u

∂t

∂v

∂t

)

+ E

(

∂v

∂t

)2

,onde E, F e G são os 
oe�
ientes da Primeira Forma Fundamental de f. E assim se veri�
aque as energias U(f) e U(Y ) não são ne
essariamente iguais em pontos 
orrespondentesde D. Agora, se 
onsiderarmos f 
omo uma superfí
ie parametrizada regular, sabemosque a área A(f), depende apenas do 
onjunto D, fato visto logo após a de�nição 3.4.11.Teorema 4.5.2 Seja f : D ⊂ U ⊂ R
2 −→ R

3 uma apli
ação diferen
iável da forma
f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) 
om (u, v) ∈ R2, se A(f) e U(f) são a área e a energia,respe
tivamente, da apli
ação f em D, então

A(f) ≤ 1

2
U(f).E a igualdade é válida se e somente se a parametrização for isotérmi
a.Demonstração: Considere A(f) dada por

A(f) =

∫∫

D

√
EG− F 2dudv,122



e U(f) dada na de�nição 4.5.1 por
U(f) =

∫∫

D

(E +G)dudv.Para provarmos a desigualdade basta 
onsiderarmos as funções a serem integradas.Assim, da desigualdade entre a média geométri
a e a média aritméti
a, temos que
√
EG− F 2 ≤

√
EG ≤ E +G

2
,logo

A(f) =

∫∫

D

√
EG− F 2dudv ≤

∫∫

D

(E +G)dudv =
1

2
U(f).Além disso, a igualdade é válida se e somente se

√
EG− F 2 =

E +G

2
,ou seja, se e somente se

4(EG− F 2) = E2 + 2EG+G2,ou ainda
E2 − 2EG+G2 + 4F 2 = 0,isto é

(E −G)2 + (2F )2 = 0,que o
orre se e somente se
E = G e F = 0,ou seja, se e somente se a parametrização é isotérmi
a.Do teorema a
ima, podemos 
on
luir que quando minimizamos a energia, mini-mizamos também a área. Em termos práti
os, se pro
urarmos minimizar a energia dapelí
ula de sabão, estaremos diminuindo a área da mesma. Este método, devido a Dou-glas e Radó e aperfeiçoado por Courant ao longo do tempo, se estende para resolver oproblema de Plateau para o dis
o, 
omo des
rito anteriormente.
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CONCLUS�OEste trabalho visou explorar de forma introdutória o interessante tema de Super-fí
ies Minímas. Para que isso fosse possível, deu-se a ne
essidade de adentrarmos em
on
eitos de uma dis
iplina, a Geometria Diferen
ial, que não se faz presente no 
urrí
ulodo 
urso de Li
en
iatura em Matemáti
a da UDESC (Universidade do Estado de SantaCatarina). Frente a este desa�o, ini
iamos o trabalho 
om o estudo lo
al das superfí
ies,abordando tanto a teoria que se mostrou 
ru
ial quanto exemplos variados e propostosdidati
amente, para uma melhor 
ompreensão deste texto e de leituras similares por partedos demais a
adêmi
os e do
entes.Sistemati
amente, estudamos as de�nições de superfí
ie parametrizada regular,mudança de parâmetros, apli
ação normal de Gauss e sua diferen
ial, Primeira e SegundaFormas Fundamentais, para termos assim o embasamento teóri
o ne
essário à inserçãodos 
on
eitos de 
urvatura média e 
urvatura de Gauss. Neste estágio, obtemos umade�nição para as Superfí
ie Mínimas 
omo uma superfí
ie que possui 
urvatura médianula. Com isso, podemos 
onstatar que algumas superfí
ies estudadas anteriormente sãosuperfí
ies mínimas, 
omo o plano, Catenoide e o Heli
oide.Porém, para 
onseguirmos mostrar que a 
urvatura média de uma superfí
ie éidenti
amente nula fomos, a priori, obrigados a a
harmos os autovalores da diferen
ial daapli
ação normal de Gauss, uma tarefa nem um pou
o simples. Pode-se também obtê-los por otimização da função 
urvatura normal da superfí
ie em questão, e em tal meioalternativo, a di�
uldade manual é equivalente a pro
urar os autovalores da diferen
ial daapli
ação normal de Gauss. Tal desa�o foi amenizado 
om a 
ontinuidade dos estudos emGeometria Diferen
ial, onde 
onseguimos obter a 
urvatura média e também a 
urvaturade Gauss em função dos 
oe�
ientes da Primeira e Segunda Formas Fundamentais. Ainda,
on
luímos que o anulamento da 
urvatura média, pode ser vista também 
omo a resoluçãode uma equação diferen
ial, 
uja resolução se mostra de forma 
ompli
ada.Possuindo novas expressões para as 
urvatura média e 
urvatura de Gauss, pode-mos estudar algumas propriedades gerais de uma Superfí
ie Mínima, 
omo por exemplo,a�rmar que não existe nenhuma Superfí
ie Mínima que seja fe
hada. Retomando a ques-tão de veri�
ar que determinadas superfí
ies são Superfí
ies Mínimas, vimos na práti
a odemasiado trabalho de obter os 
oe�
ientes das Primeira e Segunda Formas Fundamen-tais. Então veri�
amos que pro
urar uma superfí
ie que minimiza a área 
oberta por uma
urva fe
hada é o mesmo que dizer que a 
urvatura média se anula em toda a superfí
ie,onde tal objetivo é histori
amente 
onhe
ido 
omo sendo a primeira de�nição 
on
ebidaàs Superfí
ies Mínimas.Desta equivalên
ia, podemos mostrar breves re�exões sobre as pelí
ulas de sabãoe as superfí
ies 
om 
urvatura média nula, 
uja relação podemos indi
ar 
omo sendo umtema para trabalhos futuros envolvendo este assunto, que pode in
lusive ter um fo
o ex-perimental, estabele
endo desta forma uma forte 
orrelação sobre as Superfí
ies Mínimase as pelí
ulas de sabão. Outra possibilidade seria retomar as teorias aqui ilustradas 
om124



uma visão ex
lusivamente da Físi
a, e desvendar 
on
eitos 
omo por exemplo, a energia,tensão super�
ial e a estabilidade das pelí
ulas de sabão.Com a teoria de Superfí
ies Mínimas mais ampla e forti�
ada, mostramos, 
omo auxilio da de�nição de uma superfí
ie isotérmi
a, que uma superfí
ie será 
onsideradamínima quando sua parametrização for harm�ni
a, ou seja, se a superfí
ie isotérmi
a sa-tisfazer as equações de Cau
hy-Riemann. Neste estágio enfatizamos que a tarefa de obterexemplos de Superfí
ies Mínimas foi simpli�
ada, não drasti
amente, mas 
om vantagens
onsideráveis. Para 
ompletar à bus
a no de
orrer da história por mais exemplos de Su-perfí
ie Mínimas, vimos que todas as equivalên
ias provadas anteriormente se resumem emde�nir e integrar funções 
omplexas 
om suas devidas espe
i�
ações e relações 
onjuntas.Com base nessas re�exões, 
on
luímos que o assunto de Superfí
ies Mínimas, é hojeum tópi
o da matemáti
a extremamente amplo, entretanto 
om a elegân
ia e ousadia de
onter em seu 
ontexto 
on
eitos de diferentes áreas de estudo 
omo Equações Diferen
ias,Cál
ulo de Variações, Geometria Diferen
ial, Análise Complexa, Topologia e na 
ertezade que no aprofundamento sobre a teoria de Superfí
ies Mínimas e pelí
ulas de sabão,apare
erá muitas outras áreas que des
revem tais assuntos 
om suas devidas abordagens,desa�os e �nalidades. Sempre 
om um objetivo estando bem 
laro, o de des
obrir novosexemplos, no qual se fez ne
essário a espe
i�
ação de 
aminhos entre todas essas áreas já
itadas.Por �m, 
onseguimos 
itar 
ara
terísti
as de algumas Superfí
ie Mínimas que foramdevidamente demonstradas no de
orrer deste trabalho. Veri�
amos que o Catenoide e oHeli
oide são, respe
tivamente, as úni
as Superfí
ies Mínimas que são de revolução eregrada, ex
eto o exemplo trivial do plano, que intuitivamente sempre se mostrou deforma a satisfazer as equivalên
ias provadas à uma primeira pro
ura de exemplos. Vimostambém que a Superfí
ie de Enneper possui auto-interseções, e devido a isso, ela não podeser 
onsiderada uma Superfí
ie Mínima Mergulhada, de�nição que pode ser aprofundadaem novos trabalhos.Cara
terísti
as gerais das Superfí
ies Mínimas são intrigantes e belas, 
onsoante
om propriedades úni
as isoladas das Superfí
ies Mínimas, formam uma nova opção detrabalho, pois ainda neste trabalho se manteve em aberto a parti
ularidade de que aSuperfí
ie de Henneberg é não orientável. Além da abordagem experimental da relaçãoentre Superfí
ies Mínimas e pelí
ulas de sabão, anteriormente 
itada, um prosseguimentoadequado à um trabalho teóri
o de Superfí
ies Mínimas se dará ao envolver o tratamentode Superfí
ie Mínimas Completas 
om Curvatura Total Finita Mergulhadas, 
om a uniãodas de�nições, separadas, ou um trabalho que envolva ex
lusivamente uma úni
a de�niçãoou algumas delas.
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