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RESUMO
ORTHEY JR, Alexandre Cama
ho. A Classi�
ação Topológi
a de Superfí
iesCompa
tas do R

3. 2012. 110 p.. Trabalho de Con
lusão de Curso (Graduação emLi
en
iatura em Matemáti
a) - Universidade do Estado de Santa Catarina, Joinville,2012.A 
lassi�
ação "topológi
a"de uma variedade riemanniana 
ompa
ta de dimensão n ob-teve avanço re
ente e importante 
om a demonstração da 
onje
tura de Poin
aré pelomatemáti
o russo Grigoriy Perelman, em meados de 2002, para variedades de dimensão3. Em dimensão 2, a mesma pergunta surgiu há muitos anos atrás e foi respondida atra-vés da Geometria Diferen
ial Lo
al por meio do famoso teorema de Gauss-Bonnet (emsuas variedades lo
al e global). Por esta razão, foi feito um estudo teóri
o de todo o fer-ramental de geometria diferen
ial ne
essário para 
ompleta 
ompreensão do Teorema deGauss-Bonnet 
om o intuito de apresentar a 
lassi�
ação topológi
a de superfí
ies 
om-pa
tas do R
3. O estudo teve 
omo roteiro base o livro intitulado Geometria Diferen
ialde Curvas e Superfí
ies de Manfredo Perdigão do Carmo.Palavras-
have: Geometria diferen
ial. Topologia. Classi�
ação de superfí
ies. Teo-rema de Gauss-Bonnet.



ABSTRACT
ORTHEY JR, Alexandre Cama
ho. The Topologi
al Classi�
ation of Compa
tSurfa
es of R3. 2012. 110 p.. Work of Course Con
lusion (Graduate Degree in Mathe-mati
s) - Santa Catarina State University, 2012.The "topologi
al"
lassi�
ation of a n-dimension 
ompa
t Riemannian manifold obtainedimportant re
ent advan
e a
hieved by demonstrating the Poin
are 
onje
ture by the Rus-sian mathemati
ian Grigoriy Perelman, in mid-2002 to 3-manifolds. In dimension 2, thesame question 
ame up many years ago and was answered by the Lo
al Di�erential Ge-ometry by the famous Gauss-Bonnet theorem (in its lo
al and global varieties). For thisreason, a theoreti
al study was made of all the tools of di�erential geometry ne
essaryfor 
omplete understanding of the Gauss-Bonnet theorem in order to present the topolo-gi
al 
lassi�
ation of 
ompa
t surfa
es of R3. The study was based on the book entitledDi�erential Geometry of Curves and Surfa
es by Manfredo Perdigao do Carmo.Key-words: Di�erential geometry. Topology. Classi�
ation of surfa
es. Gauss-Bonnettheorem.
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INTRODUÇ�OO estudo de geometria diferen
ial e topologia ganhou destaque na matemáti
a nosúltimos anos após a prova da Conje
tura de Poin
aré pelo matemáti
o russo Grigoriy Pe-relman em meados de 2002. Os fatos se tornaram famosos na mídia popular em virtudedo fato de que Perelman re
usou, após ter sido 
omprovada a vera
idade de sua demons-tração, a Medalha Fields e o prêmio de 1 milhão de dólares ofere
ido pelo Instituto Clayde Matemáti
a (BBC NEWS, 2010).Segundo o CMI(2010), a Conje
tura de Poin
aré é um dos sete problemas domilênio, estabele
idos pelo próprio instituto em 2000. A 
onje
tura de Poin
aré trata,em termos simpli�
ados, da 
lassi�
ação de superfí
ies, ou melhor, de variedades. Umade�nição muito simples e su�
iente para essa introdução do que é uma variedade, foi dadapor Viana (2008): Uma variedade é um espaço que pode ser des
rito lo
almente atravésde 
oordenadas. O número de 
oordenadas que são ne
essárias é 
hamado dimensão davariedade (uma de�nição pre
isa de variedade pode ser en
ontrada no anexo B). Umavariedade de dimensão 1 é 
hamada de 
urva e uma variedade de dimensão 2 é 
hamadade superfí
ie, nossos objetos de estudo neste trabalho.O objetivo dos topólogos era então 
atalogar, 
lassi�
ar, todas as variedades detodas as dimensões, ou seja, 
riar uma "lista" que 
ontivesse todas as variedades diferentesa menos de uma equivalên
ia. Essa equivalên
ia entre variedades pode ser des
rita 
omouma 
orrespondên
ia 
ontínua um-a-um entre pontos de uma variedade e outra (VIANA,2008). No Capítulo 2, veremos que a essa 
orrespondên
ia (no 
aso de superfí
ies) damoso nome de homeomor�smo.A
onte
e que é impossível 
lassi�
ar todas as variedades de dimensão igual oumaior a 4. A demonstração desse fato se deve ao teorema da inde
idibilidade de Gödel,que justi�
a que para dimensões maiores ou iguais a 4 o 
onjunto das variedades se torna-ria "
omplexo demais" para serem todas 
lassi�
adas. Existem perguntas que poderiamser feitas a esse 
onjunto que jamais teriam respostas, uma vez que se houvesse uma listade 
lassi�
ação, essas perguntas teriam respostas, então não se pode ter uma lista (VI-ANA, 2008). Entretanto, isso não signi�
a que algumas 
lasses de variedades de dimensãomaior ou igual a 4 não possam ser 
lassi�
adas. De fato, a 
onje
tura de Poin
aré a�rmaque se uma variedade de dimensão qualquer "pare
e" ser a esfera então ela "é" a esfera.As palavras "pare
e" e "é" estão entre aspas por que o enun
iado verdadeiro da 
onje
tura13



usa de�nições que não trataremos neste trabalho. Contudo, podemos enun
iar a 
onje
-tura para variedades de dimensão 3, a qual foi provada por Perelman: Toda variedadefe
hada simplesmente 
onexa de dimensão 3 é homeomorfa à esfera 3-dimensional. Aqui,variedade simplesmente 
onexa signi�
a, em termos simpli�
ados, que todo laço sobre avariedade pode ser deformado até 
olapsar num ponto (VIANA, 2008).Para variedades de dimensão 2, a 
lassi�
ação "topológi
a" foi resolvida muitotempo antes da 
onje
tura de Poin
aré existir. Foi graças ao Teorema de Gauss-Bonnet,apresentado em sua primeira versão por Gauss (1827) e estendido depois por O. Bonnet(CARMO, 2010), que podemos 
lassi�
ar todas as superfí
ies 
ompa
tas orientáveis do
R

3. Em verdade, há dois grupos de superfí
ies, as orientáveis e as não orientáveis. Tra-taremos apenas das orientáveis, mas é válido a
res
entar que superfí
ies não-orientáveistambém podem ser 
lassi�
adas (VIANA, 2008).Neste trabalho, então, apresentaremos a 
lassi�
ação topológi
a de superfí
ies 
om-pa
tas (orientáveis) do R
3. Para fazer esta 
lassi�
ação, é ne
essário o entendimento
ompleto do Teorema de Gauss-Bonnet em suas versões lo
al e global. Como o referidoteorema aborda uma série de 
on
eitos de geometria diferen
ial, faz-se indispensável umestudo de todo o ferramental de geometria diferen
ial lo
al que aborda o teorema. Esteestudo teóri
o terá 
omo roteiro bási
o o livro Geometria Diferen
ial de Curvas e Super-fí
ies, do autor e pesquisador do Instituto Na
ional de Matemáti
a Pura e Apli
ada -IMPA, Prof. Dr. Manfredo Perdigão do Carmo.Este trabalho esta divido da seguinte forma: no Capitulo 1 serão apresentados os
on
eitos bási
os sobre 
urvas e também uma pequena revisão de geometria analíti
a, noCapitulo 2, será apresentado um estudo bási
o porém denso sobre superfí
ies. No Ca-pitulo 3 introduzimos a apli
ação de Gauss e tratamos de sua geometria, e no 
apitulo4 apresentamos as de�nições e proposições ne
essárias para o entendimento do Teoremade Gauss-Bonnet (Lo
al e Global) e 
onsequentemente da 
lassi�
ação topológi
a de su-perfí
ies do R

3. Finalmente, no último 
apítulo, serão apresentadas às 
on
lusões destetrabalho e sugestões para trabalhos futuros.

14



Capítulo 1CURVAS
1.1 CURVAS PARAMETRIZADASUma maneira de de�nir sub
onjuntos do R

3 se faz através de funções diferen
iáveisde uma variável real. Entende-se por função diferen
iável aquela que possui in�nitasderivadas 
ontínuas em todo o seu domínio. O primeiro sub
onjunto do R
3 a ser estudadoneste 
apítulo é formado pelas 
urvas. Uma 
urva é dita suave se ela é diferen
iável.Carmo (2010) nos dá uma primeira de�nição de 
urva:De�nição 1.1.1 Uma 
urva diferen
iável parametrizada é uma apli
ação diferen
iável

α : I → R
3 de um intervalo aberto I = (a, b) da reta real R em R

3.Aqui, o termo apli
ação tem um signi�
ado bem de�nido, nos fazendo re
orrer aDomingues e Iezzi (2003). Seja f uma relação de um 
onjunto E em um 
onjunto F .Dizemos que f é uma apli
ação de E em F se:a) D(f) = Eb) Dado x ∈ D(f), é úni
o o elemento y ∈ F de modo que (x, y) ∈ fEm outras palavras, para 
ada t ∈ I, e 
hamamos t o parâmetro da 
urva, existeum α(t) = (x(t), y(t), z(t)) ∈ R
3 tal que x(t), y(t) e z(t) são funções diferen
iáveis. Valeressaltar que não são ex
luídos os 
asos em que α = +∞ e α = −∞.Fazendo uso da notação 
omum en
ontrada em bibliogra�as, de�nimos x′(t) 
omoa primeira derivada de x(t) em relação a t. Analogamente temos y′(t) e z′(t), e assimde�nimos α′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)) ∈ R

3 
omo o vetor tangente1 à 
urva α em t. Arepresentação geométri
a da imagem α(I) ⊂ R
3 é 
hamada de traço da 
urva α.Exemplo 1.1.2 A 
urva γ : I → R

3 dada por
γ(t) =

(

cos(t)

et/6
,
sin(t)

et/6

)

,1Também 
hamado de vetor velo
idade em virtude da interpretação físi
a.15




om t ∈ R e I = (0, 10π), é um exemplo de 
urva diferen
iável parametrizada. É 
onhe
ida
omo espiral logarítmi
a, pois tomando t → +∞, γ(t) aproxima-se da origem, espiralandoem torno dela. O traço de γ pode ser visto na Fig. 1.1.Figura 1.1: Traço de γ, um exemplo de espiral logarítmi
a.

Fonte: Produção do próprio autorAlgumas propriedades de produto interno, estudadas nas dis
iplinas de GeometriaAnalíti
a e Álgebra Linear, fazem parte do estudo de Geometria Diferen
ial e faz-seimportante 
itá-las. Seja o vetor v = (x, y, z) ∈ R
3, de�nimos a norma de v por

|v| =
√

x2 + y2 + z2.A norma de um vetor representa o 
omprimento do vetor e é de valor positivode�nido, somente se anulando 
aso o vetor seja nulo, ou seja, |(0, 0, 0)| = 0.Agora, sejam u = (u1, u2, u3) e v = (v1, v2, v3) vetores perten
entes ao R3, de�nimoso produto interno entre u e v por2
u · v = |u||v|cosθ, (1.1.1)onde θ, 0 ≤ θ ≤ π, é o ângulo entre u e v.De Eq. 1.1.1 também de
orre que

|u| =
√
u · u. (1.1.2)Para u, v, w ∈ R

3 �
am válidas as propriedades:1. u · v = 0 ⇐⇒ u⊥v, para u e v não-nulos.2O produto interno entre u e v também é denotado por 〈u, v〉.16



2. u · v = v · u.3. λ(u · v) = λu · v = u · λv.4. u · (v + w) = u · v + u · w.É possível obter outra expressão para o produto interno da Eq. 1.1.1. Para isso,basta es
rever os vetores u e v 
omo 
ombinações lineares na base 
an�ni
a e utilizar aspropriedades 3 e 4 do produto interno resultando em
u · v = u1v1 + u2v2 + u3v3. (1.1.3)Ao tomarmos u(t) e v(t), t ∈ I, 
omo 
urvas diferen
iáveis, o produto delas u(t)·v(t)será uma função diferen
iável e

d

dt
(u(t) · v(t)) = u′(t) · v(t) + u(t) · v′(t). (1.1.4)Além do produto interno, o produto vetorial também se faz presente no estudoda geometria diferen
ial. Lima (2007) de�ne o produto vetorial entre u, v ∈ R

3 (nestaordem) 
omo o vetor u ∧ v ∈ R
3 de tal forma que
(u ∧ v) · w = det[u, v, w], (1.1.5)parar qualquer w ∈ R

3, e de�nimos det[u, v, w] 
omo
det[u, v, w] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.A 
onsequên
ia imediata para w qualquer �
a:
u ∧ v =

∣

∣

∣

∣

∣

u2 u3

v2 v3

∣

∣

∣

∣

∣

−→ı −
∣

∣

∣

∣

∣

u1 u3

v1 v3

∣

∣

∣

∣

∣

−→ +

∣

∣

∣

∣

∣

u1 u2

v1 v2

∣

∣

∣

∣

∣

−→
k , (1.1.6)onde −→ı ,−→ ,−→k são os vetores na base 
an�ni
a do R

3.O produto vetorial também 
arrega as seguintes propriedades:1. u ∧ v = −v ∧ u.2. u ∧ v = 0 se e somente se u e v são linearmente dependentes.3. (u ∧ v) · u = 0, (u ∧ v) · v = 0.
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Para os �ns deste estudo, tomamos u(t) e v(t) 
omo apli
ações diferen
iáveis dointervalo I = (a, b) em R
3, 
om t ∈ I. A partir da Eq. 1.1.6 obtemos

d

dt
(u(t) ∧ v(t)) =

du

dt
(t) ∧ v(t) + u(t) ∧ dv

dt
(t). (1.1.7)1.2 COMPRIMENTO DE ARCOConsidere α : I → R

3 uma 
urva parametrizada diferen
iável. Assim, para 
ada
t ∈ I, 
om α′(t) 6= 0, existe uma reta que passa pelo ponto α(t) e tem 
omo vetor direção
α′(t). Esta reta é 
hamada de reta tangente a α em t. Os pontos da 
urva que nãopossuem reta tangente, ou seja, onde α′(t) = 0, são 
hamados de pontos singulares. Nesteestudo serão 
onsideradas apenas 
urvas que não possuem pontos singulares.De�nição 1.2.1 Uma 
urva parametrizada diferen
iável α : I → R

3 é 
hamada regularse α′(t) 6= 0 para todo t ∈ I.Exemplo 1.2.2 A 
urva dada pelo grá�
o da função 
osseno hiperbóli
o é um exemplode 
urva regular, já que para qualquer valor de seu domínio temos a derivada diferente dezero, em outras palavras, o vetor tangente nun
a é nulo (Fig. 1.2).Figura 1.2: Cosseno hiperbóli
o e ve-tores tangentes.

Fonte: Produção do próprio autor

Figura 1.3: A Cissoide de Dio
les

Fonte: Produção do próprio autor
18



Já a 
issoide de Dio
les (Fig. 1.3), dada por
p(t) =

(

2at2

1 + t2
,
2at3

1 + t2

)

, t ∈ R,não é regular, uma vez que p′(0) = 0. A 
issoide de Dio
les é 
onstruída através do traçomar
ado pelo ponto p, que perten
e ao segmento OB e satisfaz |Op| = |CB|.Consideramos a partir de agora apenas 
urvas diferen
iáveis parametrizadas regu-lares. Podemos então de�nir o 
omprimento de ar
o de α de um dado α(t0) �xado atéum ponto α(t) qualquer por
s(t) =

∫ t

t0

|α′(t)|dt, (1.2.8)onde
|α′(t)| =

√

(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2é, por de�nição, a norma do vetor tangente à α. Temos assim ds/dt = |α′(t)|.A de�nição de 
omprimento de ar
o de Eq. 1.2.8 possui uma justi�
ativa geo-métri
a. Tal justi�
ativa é análoga ao Teorema 6 do Cap. II da Seção 4 do livro deLima (2009a) que trata de 
aminhos retí�
áveis. Para manter a linha de pensamento,vamos usar as notações de Carmo (2010). Seja α : I → R
3 uma 
urva diferen
iável e seja

[a, b] ⊂ I um intervalo fe
hado. Para toda a partição
a = t0 < t1 < . . . < tn = bde [a, b], 
onsideramos a soma

n
∑

i=1

|α(ti)− α(ti−1)| = l(α, P ),onde P designa a partição dada. A norma |P | da partição P é de�nida por
|P | = max(ti − ti−1), i = 1, . . . , n.Geometri
amente, l(α, P ) é o 
omprimento de um polígono ins
rito em α([a, b]) 
omvérti
es em α(ti), 
onforme Fig. 1.4.Podemos mostrar então, que o 
omprimento de ar
o de α([a, b]) é, em 
erto sentido,um limite de 
omprimentos de polígonos ins
ritos. Em linguagem matemáti
a, vamosprovar que, dado ǫ > 0, existe um δ > 0 tal que se |P | < δ então

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

|α′(t)|dt− l(α, P )

∣

∣

∣

∣

< ǫ.
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Figura 1.4: Partição de [a, b] em α.

Fonte: Produção do próprio autorDemonstração: Pela de�nição de integral (LIMA, 2009a), dado ǫ > 0, existeum δ1 > 0 tal que se |P | < δ1, então
∣

∣

∣

∣

(
∫ b

a

|α′(t)|dt
)

−
∑

(ti − ti−1)|α′(ti)|
∣

∣

∣

∣

<
ǫ

2
.Por outro lado, 
omo α′ é uniformemente 
ontínua em [a, b], dado ǫ > 0, existe δ2 > 0 talque se t, s ∈ [a, b] 
om |t− s| < δ2, então

|α′(t)− α′(s)| < ǫ

2(b− a)
.Agora, tome δ = min{δ1, δ2}. Então se |P | < δ, obtemos, usando o Teorema do ValorMédio para funções vetoriais (LIMA, 2009a),

∣

∣

∣

∑

|α′(ti−1)− α′(ti)| −
∑

(ti−1 − ti)|α′(ti)|
∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∑

(ti−1 − ti) sup
si

|α′(si)| −
∑

(ti−1 − ti) sup |α′(ti)|
∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∑

(ti−1 − ti) sup
si

|α′(si)− α′(ti)|
∣

∣

∣

∣

≤ ǫ

2
,onde ti−1 ≤ si ≤ ti. Isto, junto 
om o que está a
ima, forne
e a desigualdade desejada.Caso o parâmetro t da 
urva seja o próprio 
omprimento de ar
o, não haverávariação no 
omprimento do vetor tangente de α, ou seja, |α′(t)| = 1, já que ds/dt = 1.De fato, tem-se

s =

∫ t

t0

dt = t− t0.Uma 
urva parametrizada pelo 
omprimento de ar
o, então, é uma reparametriza-ção da 
urva, tal que o novo parâmetro t é o 
omprimento de ar
o s.20



É possível também mudar a orientação de uma 
urva α parametrizada pelo 
om-primento de ar
o s ∈ (a, b). Se tomarmos a orientação (−b,−a) de�niremos uma nova
urva β, tal que β(−s) = α(s). Assim α e β possuem o mesmo traço, porém dizemos quediferem por uma mudança de orientação.A partir de agora, estudaremos apenas 
urvas diferen
iáveis regulares parametri-zadas pelo 
omprimento de ar
o. Estas serão importante fo
o de estudo na seção 1.3,que representam, de a
ordo 
om Carmo (2010), os resultados prin
ipais sobre o estudo de
urvas em seu livro.1.3 TEORIA LOCAL DAS CURVAS PARAMETRI-ZADAS PELO COMPRIMENTO DE ARCONesta seção apresentamos as duas prin
ipais de�nições deste 
apítulo e um teoremafundamental. Assim sendo, seja α : I → R
3 uma 
urva parametrizada pelo 
omprimentode ar
o s ∈ I. A norma da segunda derivada de α(s) representa a variação do ângulo queos vetores tangentes, na vizinhança de s, fazem 
om α′(s). Em outras palavras, |α′′(s)|representa a velo
idade 
om que α se 
urva, ou melhor, se afasta de sua reta tangente em

s. Assim, Carmo (2010) de�ne o 
on
eito de 
urvatura:De�nição 1.3.1 Seja α : I → R
3 uma 
urva parametrizada pelo 
omprimento de ar
o

s ∈ I. O número |α′′(s)| = k(s) 
hama-se 
urvatura de α em s.Nos 
asos em que k(s) ≡ 0, temos por simples integração que o vetor tangente é
onstante e portanto a 
urva é do tipo α(s) = us+ v, ou seja, uma reta.Mudando-se o sentido de orientação de uma 
urva, ou seja, β(−s) = α(s), há umamudança de sentido no vetor tangente. Assim,
dβ

d(−s)
(−s) = −dα

ds
(s), (1.3.9)e portanto a 
urvatura k(s) permane
e invariante por uma mudança de orientação, 
omo
ita Carmo (2010).Fi
a evidente então o vetor α′′(s) = k(s)n(s), onde n(s) é um versor3 de α′′(s).Este vetor unitário n(s) é 
hamado vetor normal de α em s. Isso se deve ao fato deque n(s) é normal ao vetor tangente de α em s, pois, do produto interno de�nido na Eq.1.1.1, temos que α′(s) · α′(s) = 1. Derivando em ambos os lados da igualdade e fazendoas devidas simpli�
ações, obtemos α′′(s) · α′(s) = 0, o que mostra a ortogonalidade entreeles.3Steinbru
h (1987) de�ne versor de um vetor não nulo −→v 
omo um vetor unitário de mesma direçãoe mesmo sentido de −→v 21



De�nimos agora o vetor unitário t(s) = α′(s), e assim t′(s) = k(s)n(s). Dizemosentão que t(s) e n(s) de�nem um plano, 
hamado de plano os
ulador da 
urva α em s.É natural se pensar no vetor normal deste plano, assim de�nido:
b(s) = t(s) ∧ n(s). (1.3.10)Carmo (2010) 
hama b(s) de vetor binormal, pois juntamente 
om t(s) e n(s)formam um 
onjunto ortonormal, já que também tem-se |b(s)| = 1. A norma da derivadade b(s) nos dá então a taxa de variação do ângulo que o plano os
ulador faz 
om os planosos
uladores vizinhos de α em s. A ideia é análoga à 
urvatura.Por de�nição, obtemos b′(s) derivando Eq. 1.3.10, e obtemos

b′(s) = t′(s) ∧ n(s) + t(s) ∧ n′(s) = t(s) ∧ n′(s), (1.3.11)pois t′(s) ∧ n(s) = 0. Isso mostra que b′(s) é normal a n′(s), e portanto, paralelo a n(s).Assim podemos es
rever
b′(s) = τ(s)n(s), (1.3.12)onde Carmo (2010) de�ne τ(s) da seguinte forma:De�nição 1.3.2 Seja α : I → R

3 uma 
urva parametrizada pelo 
omprimento de ar
o
s tal que α′′(s) 6= 0, s ∈ I. O número τ(s) de�nido por b′(s) = τ(s)n(s) é 
hamado detorção de α em s.Convém ressaltar que 
aso a 
urva seja plana, temos τ ≡ 0. Ressaltamos tambémque, analogamente à 
urvatura, a torção também permane
e invariante por mudança deorientação. Figura 1.5: O Triedro de Frenet.

b

n

t

t

n
b

Fonte: Produção do próprio autorO triedro formado pelos vetores ortonormais t(s), n(s) e b(s), nessa ordem, formamo triedro de Frenet (CARMO, 2010). É através destes vetores que obtemos informações22



sobre o 
omportamento de uma 
urva α nas proximidades de s, ou seja, 
urvatura e torção(Fig. 1.5).Derivando n(s) = b(s) ∧ t(s), temos
n′(s) = b′(s) ∧ t(s) + b(s) ∧ t′(s) = −τb(s)− kt(s), (1.3.13)que mais uma vez, nos dá 
urvatura e torção.Fi
a importante desta
ar então as fórmulas de Frenet (CARMO, 2010):

t′(s) = kn(s)

n′(s) = −τb(s) − kt(s)

b′(s) = τn(s)

(1.3.14)De�nidos os 
on
eitos de 
urvatura e torção, estamos aptos a enun
iar o teoremafundamental 
itado no iní
io desta seção. Carmo (2010) o enun
ia da seguinte maneira:Teorema 1.3.3 (Teorema Fundamental da Teoria Lo
al das Curvas) Dadas as fun-ções diferen
iáveis k(s) > 0 e τ(s), s ∈ I, existe uma 
urva parametrizada regular
α : I → R

3 tal que s é o 
omprimento de ar
o, k(s) é a 
urvatura e τ(s) é a torçãode α. Além disso, qualquer outra 
urva α̃, satisfazendo as mesmas 
ondições, difere de
α por um movimento rígido; isto é, existe uma transformação linear ortogonal ρ de R

3,
om determinante positivo, e um vetor c tal que α̃ = ρ ◦ α + c.Para entender o Teorema 1.3.3 é ne
essário entender o 
on
eito de movimentorígido. Assim, seja a translação em um vetor v em R
3 de uma apli
ação A : R3 → R

3dada por A(p) = p + v, p ∈ R
3. Seja também a apli
ação linear ρ : R3 → R

3 umatransformação ortogonal quando ρu·ρv = u·v (ou seja, o produto interno é preservado por
ρ, e portanto ρ preserva 
omprimentos) para vetores quaisquer u, v ∈ R

3 (LIMA, 2008).Um movimento rígido em R
3 é então o resultado da 
omposição de uma translação 
omuma transformação ortogonal 
om determinante positivo (CARMO, 2010). Em outraspalavras, um movimento rígido resume-se em deslo
ar uma 
urva no espaço, bem 
omorota
ioná-la em qualquer direção, sem expandi-la, diminui-la, tor
e-la ou qualquer outramaneira de mudar a sua forma. Sendo assim, ao se apli
ar um movimento rígido emuma 
urva, o Teorema 1.3.3 garante que o 
omprimento de ar
o, a 
urvatura e a torçãopermane
erão os mesmos.Por hora, podemos apenas provar a uni
idade do Teorema 1.3.3, já que a demons-tração 
ompleta envolve o teorema sobre existên
ia e uni
idade de soluções de sistemasde equações ordinárias. Carmo (2010) faz uma prova su
inta da uni
idade:Prova da uni
idade do Teorema 1.3.3: Consideramos então um movimentorígido M : R3 → R

3, e observamos que o 
omprimento de ar
o, a 
urvatura e a torção de23



uma 
urva α = α(t) são invariantes perante movimentos rígidos. Assim,
∫ b

a

∣

∣

∣

∣

dα

dt

∣

∣

∣

∣

dt =

∫ b

a

∣

∣

∣

∣

d(M ◦ α)
dt

∣

∣

∣

∣

dt. (1.3.15)Isto é 
oerente, uma vez que os 
on
eitos de 
urvatura e torção são 
onstruídos atravésde produtos interno e vetorial de derivadas, pois as derivadas são invariantes perantetranslações e os produtos também são invariantes perante movimentos rígidos (já que sãoes
ritos através de 
omprimento e ângulo entre vetores, e não a posição deles).Consideramos agora duas 
urvas α = α(s) e α̃ = α̃(s), tal que k(s) = k̃(s) e τ(s) =
τ̃(s), s ∈ I. Sejam, também, os triedos de Frenet de α e α̃ em s = s0 ∈ I. Assim, existeum movimento rígido que leva α̃(s0) em α(s0) e t̃0, ñ0, b̃0 em t0, n0, b0, respe
tivamente.Apli
ando então o movimento rígido em α̃, teremos α̃(s0) = α(s0) e os triedos de Frenetdas duas 
urvas irão satisfazer as equações de Frenet:

dt

ds
= kn

dt̃

ds
= kñ

dn

ds
= −kt− τb

dñ

ds
= −kt̃− τ b̃

db

ds
= τn

db̃

ds
= τñ,

(1.3.16)
onde t(s0) = t̃(s0), n(s0) = ñ(s0), b(s0) = b̃(s0).Para al
ançar a igualdade α(s) = α̃(s), podemos utilizar as equações de Frenet emostrar que a função

f(s) = |t− t̃|2 + |n− ñ|2 + |b− b̃|2, (1.3.17)seja identi
amente igual a 0. Fato que só a
onte
eria se houvesse igualdade entre ostriedros de Frenet.De fato, podemos expressar Eq. 1.3.17 em termos de produtos internos e tomar aderivada. Tomamos 1/2 para o
upar menos espaço.
1

2

d

ds
{|t− t̃|2 + |n− ñ|2 + |b− b̃|2} =

= 〈t− t̃, t′ − t̃′〉+ 〈b− b̃, b′ − b̃′〉+ 〈n− ñ, n′ − ñ′〉
= k〈t− t̃, n− ñ〉+ τ〈b− b̃, n− ñ〉 − k〈n− ñ, t− t̃〉 − τ〈n− ñ, b− b̃〉
= 0Isso mostra que Eq. 1.3.17 é 
onstante. Porém, para s = s0, 
on
luímos que Eq. 1.3.17 éidenti
amente nula. Mostramos assim que t(s) = t̃(s), n(s) = ñ(s), b(s) = b̃(s) para todo

s ∈ I. Como temos
dα

ds
= t = t̃ =

dα̃

ds
,

24



que resulta em d
ds
(α− α̃) = 0, 
hegamos em α(s) = α̃(s) + c, onde c é 
onstante. Por �m,
omo α(s0) = α̃(s0), temos c = 0, logo α(s) = α̃(s).Este teorema en
erra nosso estudo sobre 
urvas neste trabalho, uma vez que temoso ne
essário para prosseguir.
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Capítulo 2SUPERFÍCIES
2.1 SUPERFÍCIES REGULARESIni
iamos o 
apítulo, bem 
omo a seção, 
om a de�nição de superfí
ie regular em
R

3 dada por Carmo (2010), e explanaremos sobre ela:De�nição 2.1.1 Um sub
onjunto S ⊂ R
3 é uma superfí
ie regular se, para 
ada p ∈ S,existe uma vizinhança V de p em R

3 e uma apli
ação x : U → V ∩ S de um aberto U de
R

2 sobre V ∩ S ⊂ R
3 tal que1. x é diferen
iável. Isto signi�
a que se es
revemos

x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ U,as funções x(u, v), y(u, v), z(u, v) têm derivadas par
iais 
ontínuas de todas as ordensem U .2. x é um homeomor�smo. Como x é 
ontínua pela 
ondição 1, isto signi�
a que xtem inversa x
−1 : V ∩ S → U que é 
ontínua.3. (
ondição de regularidade) Para todo q ∈ U , a diferen
ial dxq : R

2 → R
3 é injetiva.Esta é a prin
ipal de�nição de todo o estudo de geometria diferen
ial lo
al queserá feito neste trabalho, pois é a base na qual é desenvolvido todo o estudo de superfí
iesregulares.Alguns 
on
eitos primordiais de topologia se fazem ne
essário em nosso estudo,mas não 
onvém se aprofundar neles neste trabalho. Primeiramente, podemos notar queuma superfí
ie é de�nida 
omo um 
onjunto de pontos, diferentemente de uma 
urva, queera de�nida 
omo uma apli
ação. Ao se trabalhar 
om geometria diferen
ial lo
al, 
omo opróprio nome sugere, nos atemos aos aspe
tos lo
ais, 
omo a vizinhança. De a
ordo 
omLima (2009b), uma vizinhança de um ponto q é um 
onjunto aberto de R

n que 
ontém26



o ponto q ∈ R
n. Podemos observar a vizinhança de p, além é 
laro, da ideia geral daDe�nição 2.1.1, na Fig. 2.1.Figura 2.1: Apli
ação x : U ⊂ R

2 → V ∩ S ⊂ R
3.

Fonte: Produção do próprio autorPara satisfazer a De�nição 2.1.1, a apli
ação x deve satisfazer 3 
ondições. A
ondição 1 é trivial, já que estamos em um estudo de geometria diferen
ial. A apli
ação
x é uma parametrização, que toma dois parâmetros e os leva em um ponto do R

3, ondeas funções dessa parametrização devem ser diferen
iáveis.Para 
omentar a 
ondição 2, re
orremos ao Curso de Análise, vol 2 de Lima(2009a). Dizemos que uma apli
ação 
ontínua F : A ⊂ R
n → R

n é o homeomor�smosobre F (A) se F é injetiva e a inversa F−1 : F (A) ⊂ R
n → R

n é 
ontínua. No 
aso daDe�nição 2.1.1, a 
ondição de que a apli
ação x deve ser injetiva, impede que uma super-fí
ie regular tenha interseções ou sobreposições, já que, dados (u1, v1) 6= (u2, v2) teremos
x(u1, v1) 6= x(u2, v2). A Prop. 2.1.8 deixará mais 
laro por que x

−1 deve ser 
ontínua, ea Prop. 2.1.9 mostrará que 
aso as 
ondições 1 e 3 sejam satisfeitas, a 
ondição 2 será
onsequên
ia.Por �m, a 
ondição 3 mere
e uma atenção espe
ial. Vamos traduzir a ideia de dxqser injetiva por meio de sua matriz de apli
ação linear dentro das bases 
an�ni
as1. Noambiente da De�nição 2.1.1, seja u → (u, v0) uma 
urva que passa por q = (u0, v0) ∈ U ,
uja imagem é a 
urva 
oordenada dada por
x(u, v0) = (x(u, v0), y(u, v0), z(u, v0)).Esta 
urva 
oordenada perten
ente à S tem vetor tangente

(

∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)

=
∂x

∂u
,1e1 = (1, 0) e e2 = (0, 1) para o R

2, e f1 = (1, 0, 0), f2 = (0, 1, 0) e f3 = (0, 0, 1) para o R
3.27



em q. Pela De�nição de Diferen
ial (apêndi
e A), temos:
dxq(e1) =

(

∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)

=
∂x

∂u
.Analogamente, para a 
urva 
oordenada dada pela imagem de v → (u0, v), temos:

dxq(e2) =

(

∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)

=
∂x

∂v
.Assim, temos a matriz de apli
ação linear dxq na base 
an�ni
a:

dxq =



















∂x

∂u

∂x

∂u
∂y

∂u

∂y

∂u
∂z

∂u

∂z

∂u



















(2.1.1)
Portanto, dizer que dxq : R

2 → R
3 é injetiva signi�
a dizer que os vetores 
olunadessa matriz são linearmente independentes, em outras palavras, ∂x/∂u ∧ ∂x/∂v 6= 0.Mais adiante, veremos que, em todo ponto q ∈ S devem haver vetores tangentes às 
urvas
oordenadas, de�nindo um plano tangente à superfí
ie naquele ponto. Este plano tangenteterá vetor normal de�nido pelo produto vetorial 
itado à pou
o.Uma ter
eira forma equivalente de dizer que os vetores 
oluna da matriz 2.1.1são linearmente independentes é através da não nulidade simultânea dos determinantesJa
obianos
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∂z
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∣

∣
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∣

∣

∣

∣
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∂u
∂z

∂u

∂z

∂u

∣
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Exemplo 2.1.2 É intuitivo se pensar, após ler a De�nição 2.1.1, que a esfera unitáriaé uma superfí
ie regular, e de fato é. Carmo (2010) trata este exemplo de forma similar.Seja a apli
ação x : U ⊂ R
2 → R

3, dada por
x1(x, y) = (x, y,+

√

1− (x2 + y2),que nada mais é do que a meia esfera superior de raio unitário, onde U = {(x, y) ∈
R

2; x2+ y2 < 1}. Devemos nos ater ao fato de que U é aberto, assim ex
lui-se a borda dameia esfera, ou seja, a 
ir
unferên
ia em z = 0.De fato, a 
ondição 1 é satisfeita, já que as funções da parametrização x1 temderivadas de todas as ordens para x2 + y2 < 1.28



A 
ondição 2 também é satisfeita, basta observar que x1 é bijetiva e a inversa x
−1
1nada mais é do que a projeção 
ontínua de x(U).Por �m, para a 
ondição 3, basta 
al
ular os determinantes Ja
obianos e observarque ao menos um deles é diferente de zero:

∂(x, y)

∂(x, y)
≡ 1 6= 0.Através de x1, 
onseguimos 
obrir uma parte da esfera, mostrando que essa parteé uma superfí
ie regular.Assim, �
a fá
il terminar de 
obrir a esfera 
om outras seis parametrizações aná-logas, mesmo que elas se sobreponham (Fig. 2.2).Figura 2.2: Esfera totalmente 
oberta por superfí
ies regulares

Fonte: Produção do próprio autorPortanto, a esfera unitária é uma superfí
ie regular.Fazer uso apenas da De�nição 2.1.1 pode se tornar um pou
o inviável em 
ertos
asos para determinar se uma superfí
ie é regular ou não. As próximas duas proposiçõesfa
ilitarão essa veri�
ação e 
ontribuirão muito 
om nosso estudo. Carmo (2010) enun
iaa primeira da seguinte forma:Proposição 2.1.3 Se f : U → R é uma função diferen
iável em um 
onjunto aberto
U ⊂ R

2, então o grá�
o de f , isto é, o sub
onjunto de R
3 dado por (x, y, f(x, y)) para

(x, y) ∈ U , é uma superfí
ie regular.Demonstração: Para mostrar que essa proposição é verdadeira, basta veri�
aras 
ondições da de�nição de superfí
ie regular. Seja, então, a apli
ação x : U → R
3, tal29



que
x(u, v) = (u, v, f(u, v))é uma parametrização do grá�
o. Como f é diferen
iável, a 
ondição 1 é satisfeita.Cal
ulando os determinantes Ja
obianos en
ontramos ao menos um que é sempre nãonulo:

∂(x, y)

∂(u, v)
≡ 1.Isso já satisfaz a 
ondição 3. Temos também, que x é bijetiva, já que 
ada ponto (x, y, z)é a imagem por x de um úni
o (u, v). Como x

−1 é a projeção 
ontínua do grá�
o de fem R
3 sobre o plano xy, temos que a inversa x

−1 é 
ontínua. Isso satisfaz a 
ondição 2, eportanto o grá�
o de f é uma superfí
ie regular.Antes de enun
iarmos a segunda proposição, pre
isamos da de�nição de ponto
ríti
o. Carmo (2010) de�ne ponto 
ríti
o da seguinte forma:De�nição 2.1.4 Dada uma apli
ação diferen
iável F : U ⊂ R
n → R

m, de�nida em um
onjunto aberto U de R
n, dizemos que p ∈ U é um ponto 
ríti
o de F se a diferen
ial

dFp : Rn → R
m não é uma apli
ação sobrejetiva. A imagem F (p) ∈ R

m de um ponto
ríti
o é 
hamado um valor 
ríti
o de F . Um ponto de R
m que não é um valor 
ríti
o é
hamado um valor regular de F .Para os �ns deste estudo, vamos nos restringir ao 
aso em que f : U ⊂ R

3 → R,tal que f é diferen
iável. Assim, dado um ponto p ∈ U , 
al
ulamos a diferen
ial de dfpapli
ada aos vetores da base 
an�ni
a
dfp(1, 0, 0) =

∂f

∂x
(p) = fx, dfp(0, 1, 0) =

∂f

∂y
(p) = fy, dfp(0, 0, 1) =

∂f

∂z
(p) = fz.Assim, tem-se

dfp = (fx, fy, fz). (2.1.2)Pela De�nição 2.1.4, p é ponto 
ríti
o de f se dfp não é sobrejetiva, ou seja, se dfpleva todos os vetores em R
3 no vetor nulo. Para isso, devemos ter

fx = fy = fz = 0,em p. Se um ponto não é 
ríti
o, então sua imagem é um valor regular, nesse 
aso, de
f . Assim, basta tomar a 
ontrária da de�nição de ponto 
ríti
o, ou seja, a ∈ f(U) é umvalor regular de f : U ⊂ R

3 → R se ao menos uma das derivadas fx, fy ou fz não fornula em f−1(a). Lemos f−1(a) 
omo imagem inversa de a pela f e é de�nida 
omo
f−1(a) = {(x, y, z) ∈ U ; f(x, y, z) = a}. (2.1.3)30



A segunda proposição faz uso desta imagem inversa para 
riar uma superfí
ieregular. Carmo (2010) a enun
ia da seguinte maneira:Proposição 2.1.5 Se f : U ⊂ R
3 → R é uma função diferen
iável e a ∈ f(U) é umvalor regular de f , então f−1(a) é uma superfí
ie regular em R

3.Antes de demonstrar a Prop. 2.1.5, vamos entender o que é uma f : U ⊂ R
3 → Ratravés de um exemplo.Exemplo 2.1.6 Seja o hiperboloide de duas folhas −x2 − y2 + z2 = 1. Podemos tomaruma função F : U ⊂ R

3 → R, tal que
F (x, y, z) = −x2 − y2 + z2 − 1.Observe que F não admite um grá�
o2, pois ela toma um ponto do R

3 e devolve um valorde R. Neste 
aso, o 
onjunto de pontos do R
3 que retorna o valor 0 é o hiperboloide deduas folhas anterior. De fato, 0 é um valor regular de F , pois as derivadas par
iais de

F não se anulam simultaneamente em qualquer dos pontos do hiperboloide. Pela Prop.2.1.5, F−1(0), é uma superfí
ie regular, que neste 
aso é o hiperboloide de duas folhas.Já o 
onjunto de pontos F−1(−1), não é uma superfí
ie regular, pois este 
onjunto possuio ponto (0, 0, 0) que torna nula todas as derivadas par
iais de F , simultaneamente. Estasuperfí
ie é o 
one 
ir
ular, que portanto não é uma superfí
ie regular (Fig. 2.3).Figura 2.3: Hiperboloide de duas folhas (esquerda) e Cone (direita).
y

x

z

y

x

z

Fonte: Produção do próprio autorVamos, agora, à demonstração da Prop. 2.1.5 e 
omentaremos sobre ela posterior-mente.2Em verdade, F até admite um grá�
o, mas ainda não temos a 
apa
idade de ver em 4 dimensões.31



Demonstração: Seja p = (x0, y0, z0) um ponto de f−1(a). Como a é valorregular, sabemos que as derivadas par
iais de f não se anulam simultaneamente em p.Vamos supor então que fz 6= 0 em p.Vamos de�nir uma apli
ação F : U ⊂ R
3 → R

3 tal que
F (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)), (2.1.4)onde a imagem de F está indi
ada por (u, v, t) na Fig. 2.4. Podemos 
al
ular o determi-nante da matriz de apli
ação linear de dFp, obtendo

det(dFp) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0

0 1 0

fx fy fz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= fz 6= 0.Isso signi�
a que a apli
ação linear dFp é um isomor�smo3, já que sua matriz é invertível.Podemos assim, apli
ar o Teorema da Função Inversa (apêndi
e A), que garantea existên
ia de uma vizinhança V de p em U e uma vizinhança W de F (p), tal que
F : V → W tem inversa diferen
iável F−1 : W → V . Observemos a Fig. 2.4 paravisualizar o que está a
onte
endo geometri
amente.Figura 2.4: Apli
ação F : U ⊂ R

3 → R
3, e as vizinhanças V e W

Fonte: Produção do próprio autorPela forma 
omo a apli
ação F foi de�nida, temos que
F−1(u, v, t) = (u, v, g(u, v, t)),3Seja A uma transformação linear, e E e F espaços vetoriais. Dizemos que A : E → F é umisomor�smo quando A é uma bijeção linear, ou seja, injetiva e sobrejetiva. Dizemos também que E e Fsão isomorfos (LIMA, 2008).
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ujas funções 
oordenadas são diferen
iáveis. Para t = a, temos z = g(u, v, a). Como a éuma 
onstante �xada, z resume-se em uma função que depende apenas de x e y, tal que
z = h(x, y).Como

F (f−1(a) ∩ V ) = W ∩ {(u, v, a)},que é 
onsequên
ia das Eq. 2.1.4 e Eq. 2.1.3, temos que de fato o grá�
o de h é f−1(a)∩V .Como h é diferen
iável, pela Prop. 2.1.3, f−1(a) é uma superfí
ie regular.Supor a apli
ação F na demonstração anterior não é um pro
edimento trivial.Carmo (2010), em sua ampla experiên
ia matemáti
a, sabendo da existên
ia dessa apli-
ação F , faz seu uso para poder re
orrer ao Teorema da Função Inversa (apêndi
e A). Oponto 
have da demonstração da Prop. 2.1.5, é a apli
ação do Teorema da Função Inversa,que não nos 
abe demonstrá-lo. Este teorema será muito importante para demonstrar aspróximas proposições desta seção. Antes, vamos a outro exemplo de superfí
ie regular.Exemplo 2.1.7 O toro é uma das superfí
ies mais famosas no estudo da topologia. Eleé gerado pela rotação de uma 
ir
unferên
ia em torno de um eixo 
ontido no plano da
ir
unferên
ia. Seja a 
ir
unferên
ia C dada por (y − a)2 + z2 = r2 
ontida no plano yzde raio r, 
entrada em (0, a, 0), tal que a > r.Figura 2.5: Construção do Toro.

Fonte: Produção do próprio autor

Figura 2.6: O Toro.

Fonte: Produção do próprio autorRota
ionando a 
ir
unferên
ia em torno do eixo z, obtemos o toro (Fig. 2.5 e Fig.2.6):
z2 = r2 − (

√

x2 + y2 − a)2Vamos veri�
ar que o toro é uma superfí
ie regular. Se tomarmos o toro em função doraio ao quadrado, teremos
f(x, y, z) = r2 = z2 +

(

√

x2 + y2 − a
)2

,33



que possui todas derivadas par
iais não nulas simultaneamente em todos os pontos de
f−1(r2). De fato, o toro é uma superfí
ie regular.Para usos posteriores, en
ontraremos uma parametrização para a equação do toro.Para isto, basta rota
ionar a 
ir
unferên
ia C em torno do eixo z para obtermos

x(u, v) = ((a + r cosu) cos v, (a+ r cos u) sin v, r sin u).A veri�
ação da vera
idade desta parametrização é direta, bastando substituir as expres-sões na equação do toro.Enun
iamos agora a re
ípro
a lo
al da Prop. 2.1.3, que nos dá a ideia de que umasuperfí
ie regular nada mais é do que pedaços de superfí
ies regulares geradas por funçõesdiferen
iáveis que são "
olados". Carmo (2010) a enun
ia da seguinte maneira:Proposição 2.1.8 Seja S ∈ R
3 uma superfí
ie regular e p ∈ S. Então existe umavizinhança V de p em S tal que V é o grá�
o de uma função diferen
iável que tem umadas seguintes formas: z = f(x, y), y = g(x, z), x = h(y, z).Demonstração: Seja x : U ⊂ R

2 → S uma parametrização para a superfí
ie Sem p. Então x é da forma
x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))Como x é regular, pela 
ondição 3 da de�nição de superfí
ie regular, podemos supor aomenos um dos determinantes ja
obianos diferentes de 0 em x

−1(p) = q e es
olhemos
∂(x, y)

∂(u, v)
(q) 6= 0para 
hegarmos em z = f(x, y). Os outros 
asos são análogos. Para provar que V pode sergerado pela função f pre
isamos des
obrir onde estão os pontos (x, y), e mais do que isso,pre
isamos saber se o 
onjunto desses pontos satisfaz a superfí
ie regular. Não há nadamais intuitivo do que se pensar numa projeção π : R3 → R

2, tal que π(x, y, z) = (x, y)e 
omparar a imagem dessa projeção 
om o aberto U . Assim, tomamos a 
omposta
π ◦ x : R2 → R

2, tal que
π ◦ x(u, v) = (x(u, v), y(u, v)).Como por hipótese o determinante ja
obiano ∂(x,y)

∂(u,v)
é diferente de zero, analogamente àdemonstração da Prop. 2.1.5, podemos apli
ar o Teorema da Função Inversa (apêndi
eA). Este garante a existên
ia de uma vizinhança V1 de q em U e uma vizinhança V2 de

π ◦ x(q) tal que π ◦ x é um difeomor�smo4 e portanto existe (π ◦ x)−1 : V2 → V1 que édiferen
iável (Fig. 2.7).4Sejam U , V abertos do espaço eu
lidiano. Uma bijeção f : U → V 
hama-se um difeomor�smo de Usobre V quando é diferen
iável e sua inversa f−1 : V → U também o é (LIMA, 2009a).34



Figura 2.7: Difeomor�smo π ◦ x : V1 → V2.

Fonte: Produção do próprio autorTomando a 
omposta de (π ◦ x)−1 : V2 → V1 
om (u, v) → z(u, v), tal que estaúltima é diferen
iável pela parametrização x, obtemos z = z(u(x, y), v(x, y)) = f(x, y)que é diferen
iável e portanto V é seu grá�
o.Para en
errarmos a seção, utilizamos novamente o Teorema da Função Inversa(apêndi
e A) para obter outra proposição. Carmo (2010) nos dá:Proposição 2.1.9 Seja p ∈ S um ponto de uma superfí
ie regular S e seja x : U ⊂
R

2 → R
3 uma apli
ação 
om p ∈ x(U) tal que as 
ondições 1 e 3 da De�nição 2.1.1sejam satisfeitas. Suponha que x seja bijetiva. Então x

−1 é 
ontínua.Esta proposição garante que se as 
ondições 1 e 3 da de�nição de superfí
ie regularforem satisfeitas e x for bijetiva, então a 
ondição 2 será 
onsequên
ia.A demonstração dessa proposição é prati
amente idênti
a à demonstração da pro-posição anterior e portanto iremos omiti-la, 
om ex
eção da parte �nal, onde usamos ahipótese de x ser bijetiva. Assim, 
onstruímos a apli
ação (π ◦x)−1 : V2 → V1 nos moldesda Prop. 2.1.8. Tomando a restrição x(V1) e sabendo que x é bijetiva, podemos tomar a
omposição
(π ◦ x)−1 ◦ π = x

−1 ◦ π−1 ◦ π = x
−1,que é 
ontínua pela 
omposição de apli
ações 
ontínuas.En
erramos assim nosso estudo em torno das imagens inversas e das proposiçõesreferentes à regularidade das superfí
ies.2.2 MUDANÇA DE PARÂMETROS E FUNÇÕESDIFERENCIÁVEIS SOBRE SUPERFÍCIESAo se provar que a esfera unitária no Ex. 2.1.2 era uma superfí
ie regular, 
obrimo-la 
om partes de esferas (vizinhanças 
oordenadas) que, pela de�nição, sabíamos que eram35



superfí
ies regulares. A questão é que, 
ertos pontos da esfera eram 
obertos 
om maisde uma vizinhança, 
ada uma 
om parametrizações diferentes, obviamente. Isto nos su-gere pensar que, para que a ideia utilizada no Ex. 2.1.2 faça sentido, é ne
essário quea regularidade de uma superfí
ie não dependa do sistema de 
oordenadas da parametri-zação es
olhida. Em termos práti
os, deve haver um difeomor�smo entre os parâmetros
(u, v) e (ξ, η) de um mesmo ponto quando este está em duas vizinhanças 
oordenadassimultaneamente. Em termos matemáti
os, temos

x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ U,

y(ξ, η) = (x(ξ, η), y(ξ, η), z(ξ, η)), (ξ, η) ∈ V,onde x e y são parametrizações que levam as vizinhanças U e V em uma vizinhança
W = x(U) ∩ y(V ) de uma superfí
ie regular S, tal que

u = u(ξ, η), v = v(ξ, η), (ξ, η) ∈ y
−1(W ),é dita uma mudança de 
oordenadas. O difeomor�smo está no fato de u e v seremdiferen
iáveis e possuírem inversas diferen
iáveis.Este difeomor�smo de fato existe, e Carmo (2010) nos dá a seguinte proposição:Proposição 2.2.1 (Mudança de Parâmetros) Seja p um ponto de uma superfí
ie re-gular S, e sejam x : U ⊂ R

2 → S e y : V ⊂ R
2 → S duas parametrizações de S, taisque p ∈ x(U) ∩ y(V ) = W . Então a "mudança" de 
oordenadas h = x

−1 ◦ y : y−1(W ) →
x
−1(W ) é um difeomor�smo.A demonstração da Prop. 2.2.1 faz uso, mais uma vez, do Teorema da FunçãoInversa (apêndi
e A). Fato este que já era de se esperar, em se tratando de uma apli
açãoonde devemos provar seu difeomor�smo. Gra�
amente temos a situação exibida na Fig.2.8. Demonstração: Seja r ∈ y

−1(W ) e de�nimos q = h(r) ∈ x
−1(W ). Comoa apli
ação x é a parametrização de uma superfí
ie regular S, podemos supor um dosdeterminantes ja
obianos diferentes de zero, e es
olhemos

∂(x, y)

∂(u, v)
(q) 6= 0.Como pre
isamos que x

−1 seja diferen
iável na 
omposição 
om y para gerar h,devemos 
onstruir uma apli
ação F : R3 → R
3, que envolva a vizinhança x(U), e maisdo que isso, que tenha matriz de apli
ação linear dFq quadrada para podermos 
al
ularo determinante ja
obiano. Isto nos possibilita fazer uso do Teorema da Função Inversa(apêndi
e A). Assim, de�nimos

F (u, v, t) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v) + t), (u, v) ∈ U, t ∈ R,36



Figura 2.8: Mudança de parâmetros h = x
−1 ◦ y : y−1(W ) → x

−1(W ).

Fonte: Produção do próprio autorque nada mais é do que um 
ilindro de base U na direção de t (Atente-se à Fig. 2.8).Tomando o determinante da matriz de apli
ação linear da diferen
ial dFq, temos:
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=
∂(x, y)

∂(u, v)
(q) 6= 0,

que nos permite apli
ar o Teorema da Função Inversa (apêndi
e A), garantindo a existên-
ia de uma vizinhança M de x(q) em R
3 tal que F−1 existe e é diferen
iável em M . Nosatemos ao fato de que F |U × {0} = x, ou seja, F restrita à U 
artesiano {0} é igual a x.Agora nos basta 
onstruir a 
omposição. Tomamos um vizinhança N de r em Vtal que y(N) ⊂ M . Restrita a N , a 
omposta h|N = (F−1 ◦y)|N é de fato uma apli
açãodiferen
iável em r pela regra da 
adeia para apli
ações5 diferen
iáveis.Para provar que h−1 é diferen
iável também, basta, analogamente, tomar o 
aminhoinverso.Se quiséssemos provar que a mudança de parâmetros h era um homomor�smo,bastava tomar a 
omposta de homomor�smos sobre superfí
ies. Esta mesma ideia nãoera possível de ser usada na demonstração anterior por que ainda não de�nimos o que vema ser uma apli
ação diferen
iável sobre uma superfí
ie. Carmo (2010), então, enun
ia:5De a
ordo 
om Lima (2009a), a 
omposta de apli
ações diferen
iáveis é diferen
iável. O enun
iado
ompleto para este fato en
ontra-se no apêndi
e A.37



De�nição 2.2.2 (Apli
ação Diferen
iável Sobre Superfí
ie) Seja f : V ⊂ S → Ruma função de�nida em um 
onjunto aberto V de uma superfí
ie regular S. Então fé diferen
iável em p ∈ V se, para alguma parametrização x : U ⊂ R
2 → S, 
om p ∈

x(U) ⊂ V , a 
omposição f ◦ x : U ⊂ R
2 → R é diferen
iável em x

−1(p). A função f édiferen
iável em V se é diferen
iável em todos os pontos de V .Esquemati
amente, temos isso:
U ⊂ R

2 x

−−−−−−−−−−→S
f

−−−−−−−−−−→REm outras palavras, para que f seja diferen
iável em p, a sua 
omposta 
om xdeve ser diferen
iável na imagem inversa x
−1(p):

U ⊂ R
2 f◦x
−−−−−−−−−−−−→RDa Prop. 2.2.1, temos de imediato que uma apli
ação diferen
iável sobre superfí
ieindepende da parametrização es
olhida, pois basta tomar uma mudança de 
oordenadas

h : x−1 ◦ y e a 
omposição 
om f 
ontinuará diferen
iável, ou seja
f ◦ x ◦ h = f ◦ x ◦ x−1 ◦ y = f ◦ y.Um exemplo muito simples de uma apli
ação diferen
iável sobre superfí
ie é afunção altura relativa a um vetor :Exemplo 2.2.3 Seja S uma superfí
ie regular e uma vizinhança V de S 
ontida em R

3.A função altura relativa a um vetor v �xado é a apli
ação diferen
iável sobre superfí
ie
h : S → R tal que h(p) = p · v, onde p ∈ S. Assim, h(p) é a altura de um ponto p relativaa um plano perpendi
ular a v passando pela origem de R

3 (Fig. 2.9).Figura 2.9: Função altura h(p) = p · v.

Fonte: Produção do próprio autor
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Em de
orrên
ia da Prop. 2.2.1 e da De�nição 2.2.2, podemos ampliar nosso 
on-
eito de apli
ação diferen
iável sobre uma superfí
ie para uma apli
ação diferen
iável entresuperfí
ies. Carmo (2010) não enun
ia uma de�nição, a bem dizer, para isso. Contudo,faz 
omentários nos dando o ne
essário e su�
iente para fazê-la:De�nição 2.2.4 (Apli
ação Diferen
iável Entre Superfí
ies) Sejam x1 : U1 ⊂ R
2 →

S1 e x2 : U2 ⊂ R
2 → S2 duas parametrizações para as superfí
ies regulares S1 e S2, res-pe
tivamente. Dado p ∈ V1, onde V1 é uma vizinhança 
ontida em S1, 
hamamos de apli-
ação diferen
iável entre superfí
ies a apli
ação ϕ : V1 ⊂ S1 → S2 se, dados p ∈ x1(U1)e ϕ(x1(U1)) ⊂ x2(U2), a apli
ação 
omposta x

−1
2 ◦ ϕ ◦ x1 : U1 → U2 é diferen
iável em

q = x
−1
1 (p) (Fig: 2.10).Figura 2.10: Apli
ação Diferen
iável Entre Superfí
ies.

Fonte: Produção do próprio autorA demonstração de que uma apli
ação diferen
iável entre superfí
ies independe daparametrização es
olhida é semelhante a demonstração para apli
ação sobre superfí
ies.Basta supor outras parametrizações y1 e y2 para S1 e S2, respe
tivamente, e tomar a
omposição 
om as mudanças de 
oordenadas h = x
−1
1 ◦ y1 e g−1 = y

−1
2 ◦ x2. Assim,

g−1 ◦ x−1
2 ◦ ϕ ◦ x1 ◦ h = y

−1
2 ◦ x2 ◦ x−1

2 ◦ ϕ ◦ x1 ◦ x−1
1 ◦ y1

= y
−1
2 ◦ ϕ ◦ y1,que é diferen
iável pela 
omposição ini
ial. A inversa é obtida de forma análoga.O próximo exemplo trata de uma apli
ação diferen
iável entre superfí
ies.Exemplo 2.2.5 Seja S uma superfí
ie diferen
iável, e seja ϕ uma apli
ação diferen
iávelentre superfí
ies tal que ϕ : V → R

3, onde S ⊂ V ⊂ R
3. Tomando a restrição ϕ|Sobtemos uma superfí
ie regular E = ϕ(S). 39



De�nimos ϕ(x, y, z) = (xa, yb, zc), onde a, b, c ∈ R
∗, e restringimos ϕ a esfera Sde raio unitário 
entrada na origem, tal que

S = {(x, y, z); x2 + y2 + z2 = 1}.Assim, ϕ|S é uma apli
ação diferen
iável da esfera sobre um elipsoide (Fig. 2.11) deequação
E =

{

(x, y, z);
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

}

.Figura 2.11: Apli
ação ϕ|S : S → E.

Fonte: Produção do próprio autorCom efeito, podemos 
on
luir que a esfera e o elipsoide são superfí
ies difeomorfas,pois existe um difeomor�smo que leva uma superfí
ie na outra.A ideia de superfí
ies difeomorfas 
itada no exemplo anterior nos dá a noção deequivalên
ia asso
iada a diferen
iabilidade de duas superfí
ies (CARMO, 2010). Umaanalogia para o difeomor�smo de superfí
ies seria o isomor�smo para os espaços vetoriaise a 
ongruên
ia para a geometria eu
lidiana.Como nosso estudo se restringe aos aspe
tos lo
ais da geometria diferen
ial, pode-mos refazer nossa de�nição de superfí
ie regular. No iní
io deste 
apítulo de�nimos umasuperfí
ie regular 
omo um 
onjunto de pontos, e não 
omo uma apli
ação. De fato, de�niruma superfí
ie 
omo um 
onjunto de pontos é 
ondição ne
essária para poder se trabalhar
om aspe
tos globais de uma superfí
ie, 
omo a orientação, por exemplo (CARMO, 2010).Como aspe
tos globais não serão fo
o de nosso estudo, podemos de�nir uma superfí
ieregular 
omo uma parametrização diferen
iável:De�nição 2.2.6 (Superfí
ie Parametrizada Regular) Uma superfí
ie parametrizada
x : U ⊂ R

2 → R
3 é uma apli
ação diferen
iável x de um 
onjunto aberto U ⊂ R

2 em R
3.O 
onjunto x(U) ⊂ R

3 é 
hamado traço de x. x é regular se a diferen
ial dxq : R
2 → R
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é injetiva para todo q ∈ U (i.e. os vetores ∂x
∂u
, ∂x
∂v

são linearmente independentes para todo
q ∈ U). Um ponto de p ∈ U onde dxq não é injetiva é 
hamado um ponto singular de x.Se voltarmos ao 
apítulo 1, podemos observar semelhanças entre as de�nições de
urva parametrizada e superfí
ie parametrizada. De fato, podemos também de�nir uma
urva regular 
omo um 
onjunto de pontos e utilizar os 
on
eitos de vizinhança, mas nãofaremos isto neste trabalho. Nosso fo
o é o estudo de superfí
ies.Apresentamos agora um exemplo interessante de superfí
ie parametrizada regular.Carmo (2010) apresenta apenas um exemplo genéri
o, portanto in
luímos um espe
í�
o.Exemplo 2.2.7 Seja α : I → R

3 uma 
urva parametrizada regular e de�nimos umasuperfí
ie da seguinte maneira:
x(t, u) = α(t) + uα′(t), (t, u) ∈ I × R.Dizemos que x é a superfí
ie tangente de α. Tome a héli
e α(t) = (a cos(t), a sin(t), bt)
om t ∈ R e a, b reais não nulos. A sua superfí
ie tangente será dada por (Fig. 2.12)

x(t, u) = (a cos(t)− au sin(t), a sin(t) + au cos(t), bt + bu),
om domínio U = {(t, u) ∈ I × R; u 6= 0}. De fato, x é regular por ter derivadas par
iaisnão nulas simultaneamente.Figura 2.12: A superfí
ie tangente de uma héli
e.

Fonte: Produção do próprio autorObserve que mesmo tendo auto-interseções (o que não é mostrado na Fig. 2.12por que limitamos seu domínio) a superfí
ie tangente é regular. Ela é dada por duas41



partes 
onexas, tendo 
omo fronteira 
omum a héli
e. Se olharmos para a forma 
omoa superfí
ie tangente é 
onstruída, podemos notar que seu formato é de uma reta: umponto α(t) somado ao produto de um parâmetro u 
om um vetor direção α′(t). Ou seja,a superfí
ie tangente é o rastro deixado por uma reta tangente que 
aminha sobre α.Para �nalizar esta seção, enun
iamos uma última proposição dada por Carmo(2010).Proposição 2.2.8 Seja x : U → R
3 uma superfí
ie regular parametrizada e seja q ∈ U .Então existe uma vizinhança V de q em R

2 tal que x(V ) ⊂ R
3 é uma superfí
ie regular.Demonstração: Mais uma vez, utilizaremos o Teorema da Função Inversa (apên-di
e A). Como x é uma superfí
ie parametrizada regular, de�nimos

x(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),e supomos
∂(x, y)

∂(u, v)
6= 0, em q.Agora de�nimos uma apli
ação F : U × R → R

3 tal que
F (u, v, t) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v) + t), (u, v) ∈ U, t ∈ R.Assim temos

det(dFq) =
∂(x, y)

∂(u, v)
6= 0, em q.Podemos assim apli
ar o Teorema da Função Inversa (apêndi
e A) que garante a existên
iade uma vizinhança M de q e N de F (q), tal que V = M ∩ S, onde F : M → N é umdifeomor�smo. Assim, tomamos a restrição F |V = x|V que é um difeomor�smo de V em

x(V ) e portanto x(V ) é superfí
ie regular.Este teorema é mais signi�
ativo do que pare
e. Ele nos mostra que podemosestender a vizinhança V , na medida do possível, de forma a garantir que a superfí
iegerada 
ontinuará sendo regular. Por isso sempre tomamos uma vizinhança V arbitrá-ria do ponto, pois o que nos interessa é o 
omportamento lo
al, ou seja, ao redor doponto. Este "redor"deve satisfazer as 
ondições da de�nição de superfí
ie, podendo serin�nitesimalmente pequeno ou arbitrariamente grande.2.3 PLANO TANGENTE EDIFERENCIAL DE UMA APLICAÇ�OUtilizaremos agora o produto vetorial de�nido pela Eq. 1.1.6 no 
apítulo 1 parade�nir o plano tangente a uma superfí
ie. Para isso, pre
isamos de�nir o que é um vetor42



tangente a uma superfí
ie. Carmo (2010) não o enun
ia 
omo uma de�nição, mas nos dáo ne
essário e su�
iente para isso.De�nição 2.3.1 Sejam S uma superfí
ie regular e α : (−ǫ, ǫ) → S uma 
urva parame-trizada diferen
iável. Chama-se vetor tangente a S, em um dado ponto p ∈ S, o vetor
α′(0), 
om α(0) = p.Agora temos 
ondições de enun
iar a primeira proposição referente a planos tan-gentes dada por Carmo (2010).Proposição 2.3.2 Seja x : U ⊂ R

2 → S uma parametrização de uma superfí
ie regular
S e seja q ∈ U . O subespaço vetorial de dimensão 2,

dxq(R
2) ⊂ R

3,
oin
ide 
om o 
onjunto de vetores tangentes a S em x(q).Quando dizemos que o subespaço 
oin
ide 
om o 
onjunto de vetores queremosdizer que eles se equivalem. Sendo assim, dado w perten
ente ao 
onjunto de vetorestangentes, devemos provar que w ∈ dxq(R
2), assim 
omo o 
ontrário.Demonstração: (⇒) Seja w um vetor tangente em x(q), ou seja,

w = α′(0),onde α : (−ǫ, ǫ) → x(U) ⊂ S é diferen
iável e α(0) = x(q). Tomando a 
omposiçãodiferen
iável β = x
−1 ◦ α : (−ǫ, ǫ) → U (que é diferen
iável por argumentos análogos aospresentes na demonstração da Prop. 2.2.1 sobre mudança de parâmetros), temos que,pela simples De�nição de Diferen
ial (apêndi
e A), dxq(β

′(0)) = w. Inevitavelmente,
w ∈ dxq(R

2) (Fig. 2.13).
(⇐) Seja agora w = dxq(v), onde v ∈ R

2. Tal v é o vetor direção de uma outra
urva γ = x
−1 ◦ α : (−ǫ, ǫ) → U , tal que

γ(t) = tv + q, t ∈ (−ǫ, ǫ).Mais uma vez, pela De�nição de Diferen
ial (apêndi
e A), temos que w = α′(0), já que
α = x ◦ γ. Portanto, w é um vetor tangente.A demonstração a
ima é uma de
orrên
ia da De�nição de Diferen
ial (apêndi
eA), e é por este motivo que as 
on
lusões são tiradas quase que de imediato.Como 
onsta na Fig. 2.13, 
hamamos TpS o plano tangente a S em p. Podemosper
eber pela proposição anterior que o plano tangente independe da apli
ação x, porém,diferentes parametrizações de�nirão bases diferentes para o mesmo plano tangente. Estabase é dada pelo 
onjunto {∂x/∂u(q), ∂x/∂v(q)}, já que pela 
ondição 3 da de�nição de43



Figura 2.13: Apli
ação β = x
−1 ◦ α : (−ǫ, ǫ) → U .

Fonte: Produção do próprio autorsuperfí
ie regular 2.1.1, este 
onjunto é linearmente independente e gera o plano tangentede S em p = x(q). Chamamos esta base de base asso
iada a x (CARMO, 2010). Convémdenotar a referida base por {xu,xv} por simpli�
ação de notação.Dada uma base {xu,xv} de um plano TpS asso
iada a x : U ⊂ R
2 → S, 
onvémdenotar as 
oordenadas de um vetor tangente w na base asso
iada. Seja então w = α′(0)onde α = x ◦ β, tal que β : (−ǫ, ǫ) → U é dada por

β(t) = (u(t), v(t)), β(0) = q = x
−1(p).Podemos es
rever

α′(0) =
d

dt
(x ◦ β)(0) = d

dt
x(u(t), v(t))(0)

= xu(q)u
′(0) + xv(q)v

′(0) = we, de fato, w é es
rito 
om as 
oordenadas (u′(0), v′(0)) na base {xu(q),xv(q)}.Podemos agora falar em diferen
ial de uma apli
ação. Carmo (2010) enun
ia umaproposição para mostrar que a diferen
ial de uma apli
ação entre superfí
ies independeda es
olha da parametrização α em β = ϕ ◦ α (Fig. 2.14), e mais do que isso, que é umaapli
ação linear:Proposição 2.3.3 Sejam S1 e S2 superfí
ies regulares, e seja a apli
ação diferen
iável
ϕ : S1 → S2 que leva uma vizinhança V ⊂ S1 em S2. Tome p ∈ V e β = ϕ ◦ α, onde
α : (−ǫ, ǫ) → V 
om α(0) = p. Então, o vetor β ′(0) não depende da es
olha de α. Alémdisso, a apli
ação dϕp : TpS1 → Tϕ(p)S2 de�nida por dϕp(w) = β ′(0) é linear (Fig. 2.14).Demonstração: Sejam x(u, v) e x(u, v) parametrizações em vizinhanças de
p ∈ S1 e ϕ(p) ∈ S2, respe
tivamente. Primeiramente vamos supor que ϕ(u, v) =44



Figura 2.14: Diferen
ial de Apli
ação Entre Superfí
ies
Fonte: Produção do próprio autor

(ϕ1(u, v), ϕ2(u, v)) e α(t) = (u(t), v(t)) 
om t ∈ (−ǫ, ǫ). Tomando a 
omposta β = ϕ ◦ α,obtemos a 
urva:
β(t) = (ϕ1(u(t), v(t)), ϕ2(u(t), v(t))).Derivando 
om relação a t e avaliando em t = 0 tem-se

β ′(0) =

(

∂ϕ1

∂u
u′(0) +

∂ϕ1

∂v
v′(0),

∂ϕ2

∂u
u′(0) +

∂ϕ2

∂v
v′(0)

)

, (2.3.5)mostrando que β ′(0) não depende de α, mas apenas de ϕ e das 
oordenadas (u′(0), v′(0))na base {xu,xv}.Além disso, da Eq. 2.3.5, obtemos
β ′(0) = dϕp(w) =









∂ϕ1

∂u

∂ϕ1

∂v
∂ϕ2

∂u

∂ϕ2

∂v









(

u′(0)

v′(0)

)

,que nos dá a matriz de apli
ação linear de dϕp.A ideia de diferen
ial de uma apli
ação entre superfí
ies vem diretamente da De�-nição de Diferen
ial (Apêndi
e A). É pre
iso tomar um 
aminho na superfí
ie S1, atravésde α, e o seu 
orrespondente na superfí
ie S2, ou seja, β = ϕ ◦ α. Como α′(0) ∈ TpS1é o vetor velo
idade em α(0) = p, temos que β ′(0) ∈ Tϕ(p)S2 é o vetor velo
idade em
β(0) = ϕ(p).Tudo o que viemos estudando até agora é uma extensão do 
ál
ulo diferen
ial em R

2para o R
3, ou seja, de 
urvas para superfí
ies. Se olharmos uma 
urva diferen
iável muitopróxima, ela se pare
erá 
om uma reta, e lo
almente, a menos de um difeomor�smo, ela éuma reta. Após o breve estudo deste 
apítulo, estendemos este 
on
eito para as superfí
iesregulares, que lo
almente são difeomorfas ao plano. Em outras palavras, para se obter assuperfí
ies regulares, basta tomar abertos 
onexos de planos, 
urvá-los e uni-los de formaque a passagem de um aberto para outro seja feita de forma diferen
iável para se obter asuperfí
ie desejada. Dessa maneira, o mesmo pode ser feito 
om uma superfí
ie regular,45



ou seja, através de um difeomor�smo, moldar uma superfí
ie regular em outra. Esta ideiasugere que o Teorema da Função Inversa (apêndi
e A) seja estendido para apli
ações entresuperfí
ies.Para expressar o Teorema da Função Inversa (apêndi
e A) para superfí
ies, pre
i-samos do 
on
eito de difeomor�smo lo
al. Dizemos que,uma apli
ação diferen
iável f : U → R
n, de�nida no aberto U ⊂ R

n, éum difeomor�smo lo
al quando para 
ada x ∈ U , existe um aberto Vx,
om x ∈ Vx ⊂ U , tal que a restrição de f a Vx é um difeomor�smo deum aberto Wx ⊂ R
n. (LIMA, 2009a, p.276).Assim, estamos aptos a enun
iar a proposição de Carmo (2010):Proposição 2.3.4 Se S1 e S2 são superfí
ies regulares e ϕ : U ⊂ S1 → S2 é umaapli
ação diferen
iável de um 
onjunto aberto U ⊂ S1 tal que a diferen
ial, dϕp, de ϕ em

p ∈ U é um isomor�smo, então ϕ é um difeomor�smo lo
al em p.Para demonstrar esta proposição basta tomar duas parametrizações x1 e x2 para
S1 e S2, respe
tivamente, 
onforme a Fig. 2.10, e apli
ar o Teorema da Função Inversa(apêndi
e A) para mostrar que (x−1

2 ◦ ϕ ◦ x1)
−1 existe e é diferen
iável. Em outraspalavras, devemos trazer a apli
ação ϕ para um ambiente no qual sabemos trabalhar: o

R
2. Ambiente este que já sabemos que o Teorema da Função Inversa (apêndi
e A) podeser apli
ado.Um último 
omentário, e não menos importante, sobre o que podemos de�nir 
omplanos tangentes, antes de dar iní
io a próxima seção, é em relação ao ângulo de interseçãoentre superfí
ies.Figura 2.15: Planos tangentes TpS1 e TpS2 na interseção entre S1 e S2.

Fonte: Produção do próprio autor46



Dada uma parametrização x : U ⊂ R
2 → S, onde S é uma superfí
ie regular, edado p ∈ S, 
hamamos de vetor normal unitário o vetor dado por

N(p) =
xu ∧ xv

|xu ∧ xv|
(p).Assim, o ângulo de interseção entre superfí
ies em um dado ponto p ∈ S1 ∩ S2, onde S1e S2 são superfí
ies regulares, é o ângulo entre os vetores normais unitários de S1 e S2em p. É evidente que o ângulo entre os vetores normais é o mesmo que o ângulo entre osplanos TpS1 e TpS2 (Fig. 2.15).A ideia de vetor normal a superfí
ie será mais explorada no próximo 
apítulo.2.4 PRIMEIRA FORMA FUNDAMENTAL E ÁREANesta seção des
reveremos outras estruturas geométri
as asso
iadas a uma super-fí
ie. A mais importante delas é de�nida, nas palavras de Carmo (2010), a seguir.De�nição 2.4.1 (Primeira Forma Fundamental) A forma quadráti
a Ip : TpS → Rde�nida por

Ip(w) = 〈w,w〉p = |w|2 ≥ 0,onde 〈, 〉 é uma forma bilinear e simétri
a, é 
hamada a primeira forma fundamental dasuperfí
ie regular S ⊂ R
3 em p ∈ S.Em um primeiro momento, a primeira forma fundamental não apresenta um sig-ni�
ado muito aparente. Ela é apenas a expressão do produto interno tradi
ional do R

3sobre uma superfí
ie S. Dizer que 〈, 〉 é uma forma bilinear e simétri
a, signi�
a quedados u, v ∈ TpS ⊂ R
3, temos 〈u, v〉p = 〈v, u〉p e 〈u, v〉p é linear em u e v (LIMA, 2008).Nesta seção, a
eitaremos algumas de�nições 
omo a anterior sem maiores interpretaçõesgeométri
as. Entretanto, tudo �
ará 
laro nos 
apítulos seguintes, pois ainda estamosde�nindo algumas entidades geométri
as fundamentais.Expressaremos agora a primeira forma fundamental na base {xu,xv} asso
iada auma parametrização x(u, v) em p. Assim, dado w ∈ TpS, temos que w é o vetor velo
idadede alguma 
urva α : (−ǫ, ǫ) → S, tal que α(t) = x(u(t), v(t)), α(0) = p = x(u0, v0). Assim,pela De�nição 2.4.1, temos que

Ip(α
′(0)) = 〈α′(0), α′(0)〉p

= 〈xuu
′ + xvv

′,xuu
′ + xvv

′〉p
= 〈xuu

′ + xvv
′,xuu

′〉p + 〈xuu
′ + xvv

′,xvv
′〉p

= 〈xuu
′,xuu

′〉p + 〈xvv
′,xuu

′〉p + 〈xuu
′,xvv

′〉p + 〈xvv
′,xvv

′〉p
= 〈xu,xu〉p(u′)2 + 2〈xu,xv〉p(u′)(v′) + 〈xv,xv〉p(v′)2,47



e de�nimos
〈xu,xu〉p = E(u0, v0),

〈xu,xv〉p = F (u0, v0),

〈xv,xv〉p = G(u0, v0).Portanto, expressamos a segunda forma fundamental em termos de seus 
oe�
ientes
E, F e G 
al
ulados em t = 0 na base {xu,xv}:

Ip(α
′(0)) = E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2 (2.4.6)Fazendo p variar, obtemos funções E(u, v),F (u, v) e G(u, v) que são diferen
iáveisna vizinhança de p.Apenas por questão de 
omodidade, omitiremos o índi
e p de 〈, 〉p e de Ip quandonão houver possibilidade de ambiguidade.O exemplo a seguir mostra o 
ál
ulo dos 
oe�
ientes da primeira forma fundamentalde um heli
oide.Exemplo 2.4.2 Seja α(t) = (cos t, sin t, at) a parametrização de uma héli
e. Podemostomar todas as retas perpendi
ulares ao eixo z que inter
eptam z e a héli
e. A superfí
iegerada por todas essas retas 
hama-se heli
oide (Fig. 2.16). Segundo Carmo (2010), umaparametrização do heli
oide é dada por

x(u, v) = (v cosu, v sin u, au), 0 < u < 2π, −∞ < v < +∞, a ∈ R
∗.Figura 2.16: O Heli
oide.

Fonte: Produção do próprio autorDe fato, o heli
oide é uma superfí
ie regular, pois
∂x

∂u
∧ ∂x

∂v
= (−v sin u, v cosu, a) ∧ (cos u, sinu, 0)

= (−a sin u, a cosu,−v) 6= 0,48



para todo u e v perten
ente ao intervalo des
rito anteriormente.Cal
ulamos agora os 
oe�
ientes E, F e G:
E(u, v) = 〈xu,xu〉 = 〈(−v sin u, v cosu, a), (−v sin u, v cosu, a)〉 = v2 + a2

F (u, v) = 〈xu,xv〉 = 〈(−v sin u, v cosu, a), (cosu, sinu, 0)〉 = 0

G(u, v) = 〈xv,xv〉 = 〈(cosu, sinu, 0), (cosu, sin u, 0)〉 = 1Assim, a primeira forma fundamental do heli
oide é dada por
Ip(w) = (v2 + a2)(u′)2 + (v′)2.Observação 2.4.3 Podemos denotar expressões que estudamos anteriormente em ter-mos dos 
oe�
ientes da primeira forma fundamental. Um exemplo deste fato se dá pelo
omprimento de ar
o s de uma 
urva α : I → S, dado anteriormente pela Eq. 1.2.8. Comefeito, pela De�nição 2.4.1, obtemos

s(t) =

∫ t

0

|α′(t)|dt =
∫ t

0

√

I(α′(t))dt.Como α(t) = x(u(t), v(t)) está 
ontida em uma superfí
ie parametrizada dada por x(u, v),temos que
s(t) =

∫ t

0

√

E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2dt. (2.4.7)Assim 
omo o 
omprimento de ar
o, o ângulo ϕ entre duas 
urvas 
oordenadas de umaparametrização x(u, v) também pode ser expresso pelos 
oe�
ientes E, F e G:
cosϕ =

〈xu,xv〉
|xu||xv|

=
F√
EG

. (2.4.8)Com isso, as 
urvas 
oordenadas de uma parametrização são ortogonais se, e somente se,
F (u, v) = 0 (CARMO, 2010).Através da primeira forma fundamental, podemos de�nir também a área de umaregião limitada de uma superfí
ie regular. Tomamos a de�nição de região dada por Carmo(2010), antes de tratarmos da área.De�nição 2.4.4 Chamamos de domínio regular um sub
onjunto aberto e 
onexo U deuma superfí
ie regular S, 
uja fronteira é a imagem de um 
ír
ulo por um homeomor�smodiferen
iável regular, ex
eto em um número �nito de pontos. Chamamos então de região
R de S, a união de um domínio regular 
om sua fronteira ∂R (Fig. 2.17). A região élimitada se está 
ontida em alguma bola de R

3.De�nimos agora, a área de uma região limitada, segundo Carmo (2010).49



Figura 2.17: Região de S

Fonte: Produção do próprio autorDe�nição 2.4.5 (Área de Região Limitada) Seja R ⊂ S uma região limitada deuma superfí
ie regular 
ontida em uma vizinhança 
oordenada de uma parametrização
x : U ⊂ R

2 → S. O número positivo
∫∫

Q

|xu ∧ xv|dudv = A(R), Q = x
−1(R), (2.4.9)é 
hamado área de R.Esta de�nição de área de região é bem intuitiva quando se parte do fato de quea norma do produto vetorial xu ∧ xv representa a área do paralelogramo6 formado pelosvetores xu e xv.Uma pergunta a ser feita em relação a de�nição anterior é se a integral da Eq.2.4.9 independe da parametrização x. De fato, ela independe, pois tomando outra para-metrização x : U ⊂ R

2 → S, 
om R ⊂ x(U) e de�nindo Q = x
−1(R), basta apli
ar umamudança de 
oordenadas h = x

−1 ◦ x, que é um difeomor�smo, 
omo já foi mostrado naseção sobre mudanças de parâmetros (CARMO, 2010).Observação 2.4.6 Podemos expressar o integrando de Eq. 2.4.9 através dos 
oe�
ientesda primeira forma fundamental. Primeiro, observamos que
|xu ∧ xv|2 + 〈xu,xv〉2 = (sin θ|xu||xv|)2 + (cos θ|xu||xv|)2

= sin2 θ|xu|2|xv|2 + cos2 θ|xu|2|xv|2
= |xu|2|xv|2,onde θ é o ângulo entre xu e xv. Assim, obtemos

|xu ∧ xv| =
√

|xu|2|xv|2 − 〈xu,xv〉2
=

√

〈xu,xu〉〈xv,xv〉 − 〈xu,xv〉2
=

√
EG− F 2.6Por este motivo podemos es
rever |xu ∧ xv| = sin θ|xu||xv|, onde θ é o ângulo entre os vetores xu e

xv e a altura do paralelogramo é dada por sin θ|xu|.50



Exemplo 2.4.7 Vamos 
al
ular a área da superfí
ie do toro apresentado no Ex. 2.1.7.Tomamos uma parametrização para o toro 
omo sendo
x(u, v) = ((a + r cosu) cos v, (a+ r cos u) sin v, r sin u), (2.4.10)onde 0 < u < 2π e 0 < v < 2π. Assim, 
al
ulamos xu, xv e os 
oe�
ientes E, F e G daparametrização x:

xu = (−r sin u cos v,−r sin u sin v, r cosu);

xv = (−(a+ r cosu) sin v, (a+ r cos u) cos v, 0);e
E = 〈xu,xu〉 = r2;

F = 〈xu,xv〉 = 0;

G = 〈xu,xv〉 = (r cos u+ a)2.Pela observação anterior, temos que
|xu ∧ xv| =

√
EG− F 2 = r(r cosu+ a).Nos atemos ao fato de que, pela variação dos parâmetros, a parametrização 
obre umavizinhança 
oordenada do toro, e portanto, deixamos de fora a fronteira do domínio, quepor ser uma 
urva, não tem in�uên
ia na área. A Fig. 2.18 mostra a região Qǫ sendolevada na região Rǫ do toro.Figura 2.18: Área da superfí
ie do Toro.

Fonte: Produção do próprio autorComo u e v perten
em a intervalos abertos, obtemos a área total A(T ) do toro pelaEq. 2.4.9, usando os 
oe�
ientes da primeira forma fundamental e tomando o limite:
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A(T ) = lim
ǫ→0

A(Rǫ)

= lim
ǫ→0

∫∫

Qǫ

r(r cosu+ a)dudv

= lim
ǫ→0

∫ 2π−ǫ

0+ǫ

∫ 2π−ǫ

0+ǫ

(r2 cos u+ ra)dudv

= lim
ǫ→0

(r2(2π − 2ǫ)(sin(2π − ǫ)− sin ǫ) + ra(2π − 2ǫ)2)

= 4π2raÉ interessante per
eber quantos 
on
eitos essen
iais desenvolvidos ao longo deste
apítulo foram usados neste último exemplo, desde a ideia de vizinhança 
oordenada,região limitada e parametrização de superfí
ie até os 
oe�
ientes da primeira forma fun-damental e área.Agora já dispomos do ne
essário e su�
iente para en
errarmos nosso estudo intro-dutório de superfí
ies regulares e passaremos agora a tratar da geometria da apli
ação deGauss.
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Capítulo 3A GEOMETRIADA APLICAÇ�O DE GAUSS
3.1 DEFINIÇÕES EPROPRIEDADES FUNDAMENTAISAo tratarmos de uma 
urva, nos deparamos 
om uma 
ara
terísti
a elementardeste elemento geométri
o que é essen
ial em seu estudo: a 
urvatura. Neste 
apítulo,estudaremos o equivalente da 
urvatura para superfí
ies. Para isso, pre
isamos da noçãode orientação de superfí
ie.Seja x : U ⊂ R

2 → S a parametrização de uma superfí
ie regular S. Portanto, aapli
ação diferen
iável N : x(U) → R
3, tal que
N =

xu ∧ xv

|xu ∧ xv|
,nos dá um 
ampo vetorial normal unitário a S, onde 
ada q ∈ x(U) está asso
iado a umvetor normal unitário N(q).Segundo Carmo (2010), diremos que uma superfí
ie regular é orientável se ela ad-mite um 
ampo diferen
iável de vetores normais unitários de�nidos sobre toda a superfí
ie.Assim, es
olhemos um 
ampo N , e de�nimos a orientação de S.Figura 3.1: Orientação positiva N .

Fonte: Produção do próprio autor53



Essa orientação N em S induz uma orientação em 
ada plano tangente TpS tal que, dadaa base {v, w} ⊂ TpS de�nimos que a orientação é positiva se 〈v ∧ w,N〉 é positivo (Fig.3.1).Observação 3.1.1 Nem toda superfí
ie admite um 
ampo diferen
iável de vetores, ouseja, é orientável. Um exemplo disso é a faixa de Möbius1 (Fig. 3.2) que não possui umaorientação de�nida, bastando per
orrer a faixa em um sentido para veri�
ar tal fato. Umaparametrização para a faixa de Möbius é dada por (CARMO, 2010),
x(u, v) =

((

2− v sin
(π

4
+

u

2

))

cosu,
(

2− v sin
(π

4
+

u

2

))

sin u, v cos
(π

4
+

u

2

))

,onde 0 < u < 2π e −1 < v < 1.Figura 3.2: A faixa de Möbius

Fonte: Produção do próprio autorMunidos da noção de orientação, podemos enun
iar a de�nição da apli
ação deGauss dada por Carmo (2010):De�nição 3.1.2 (Apli
ação de Gauss) Seja S ⊂ R
3 uma superfí
ie 
om uma orien-tação N . A apli
ação N : S → S2 toma seus valores na esfera unitária

S2 = {(x, y, z) ∈ R
3; x2 + y2 + z2 = 1}.A apli
ação N : S → S2, assim de�nida, é 
hamada apli
ação de Gauss de S (Fig. 3.3).A apli
ação de Gauss será uma das mais importantes apli
ações (no sentido deapli
ação linear) estudadas neste trabalho. Ela nos dará informações essen
iais a respeitodo estudo de superfí
ies, a 
itar, a 
urvatura gaussiana, uma importante propriedadelo
al. Fa
ilmente per
ebemos que a apli
ação de Gauss é um difeomor�smo lo
al, assim
omo outros 
itados anteriormente. Assim, a diferen
ial dN da apli
ação de Gauss, sai1August Ferdinand Möbius foi um matemáti
o e astr�nomo alemão do sé
ulo XIX (EVES, 2004).54



Figura 3.3: A Apli
ação de Gauss

Fonte: Produção do próprio autorde um plano tangente á superfí
ie S e vai para um plano tangente á esfera unitária deGauss, tal que es
revemos
dN : TpS → TN(p)S

2.Como TpS e TN(p)S
2 são os mesmos espaços vetoriais, podemos enxergar a diferen
ial daapli
ação de Gauss 
omo uma apli
ação linear, observe a �gura Fig. 3.4.Figura 3.4: Curva N ◦ α(t) = N(t).

Fonte: Produção do próprio autorDada uma 
urva parametrizada α(t) em S, 
om α(0) = p ∈ S, tomamos a 
omposta
N ◦ α(t) = N(t), que é a imagem da 
urva pela apli
ação da Gauss na esfera S2. Temosassim que, o vetor tangente N ′(0) = dNp(α

′(0)) é um vetor de TpS. Este vetor N ′(0)mede então a taxa de variação do vetor normal N na direção da 
urva α(t). Em outraspalavras, a dNp mede o quanto N se afasta de N(p) em uma vizinhança de p.Apresentaremos agora quatro exemplos de 
ampos de vetores normais N de quatrotipos de superfí
ies diferentes. Esses exemplos serão usados para exempli�
ar resultadosposteriores.
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Exemplo 3.1.3 Seja π : ax+ by + cz + d = 0 um plano. É simples 
al
ular que
N =

(a, b, c)√
a2 + b2 + c2, ou seja, o 
ampo de vetores normais unitários é 
onstante, portanto dN = 0. (Fig. 3.5).Exemplo 3.1.4 Seja S2 : {(x, y, z) ∈ R

3; x2+ y2+ z2 = 1} uma esfera de raio unitário e
α(t) = (x(t), y(t), z(t)) uma 
urva 
ontida em S2. Como α(t) ∈ S2, temos x2(t) + y2(t) +

z2(t) = 1 e derivando esta equação impli
itamente 
om relação a t obtemos
xx′ + yy′ + zz′ = 0 ⇒ 〈(x, y, z), (x′, y′, z′)〉 = 0,que mostra que o vetor α(t) é perpendi
ular, ou normal, aos vetores tangentes α′(t) ∈

TpS
2. Assim, podemos es
olher uma orientação para a superfí
ie 
omo sendo N = α(t),por exemplo. Observe que esta orientação aponta para o lado de fora da esfera. Comefeito, restringindo N a 
urva α(t), obtemos

N(t) = (x(t), y(t), z(t)),e portanto
dN(x′(t), y′(t), z′(t)) = N ′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)).Em suma, dNp(v) = v para todo p ∈ S2. (Fig. 3.6)Figura 3.5: Plano

Fonte: Produção do próprio autor

Figura 3.6: Esfera.

Fonte: Produção do próprio autorExemplo 3.1.5 Considere o 
ilindro 
ir
ular reto de raio unitário C = {(x, y, z) ∈
R

3; x2 + y2 = 1}. Analogamente ao exemplo anterior, temos
xx′ + yy′ = 0 ⇒ 〈(x, y, 0), (x′, y′, z′)〉 = 0,56



e isso mostra que o vetor (x, y, 0) é normal a superfí
ie do 
ilindro e aponta para fora.Assim podemos es
olher N = (x, y, 0) 
omo orientação da superfí
ie e 
al
ulamos a dife-ren
ial dN do 
ampo normal unitário ao longo da 
urva α(t) = (x(t), y(t), z(t)),
dN(x′(t), y′(t), z′(t)) = N ′(t) = (x′(t), y′(t), 0).Isso mostra que se um dado vetor v tangente a superfí
ie é paralelo ao eixo Oz, então avariação do 
ampo N nessa direção é nula, ou seja,

dN(v) = 0 = 0v,porém, se dado u ortogonal ao eixo Oz, então
dN(u) = u = 1u.Como dN é uma apli
ação linear, então u e v são auto-vetores de dN e 1 e 0 são auto-valores asso
iados, respe
tivamente (LIMA, 2008). Daremos uma atenção espe
ial a estesauto-valores mais à frente (Fig. 3.7).Figura 3.7: Cilindro

Fonte: Produção do próprio autor

Figura 3.8: Paraboloide Hiperbóli
o

Fonte: Produção do próprio autor
Exemplo 3.1.6 Considere o paraboloide hiperbóli
o H = {(x, y, z) ∈ R

3; z = y2 − x2},também 
onhe
ido 
omo sela (Fig. 3.8). Para 
al
ularmos a diferen
ial dN , é mais e�
az57



tomar uma parametrização x(u, v) da sela, tal que
x(u, v) = (u, v, v2 − u2),e assim obtemos

xu = (1, 0,−2u),

xv = (0, 1, 2v),para então,
N =

xu ∧ xv

|xu ∧ xv|
=

1
√

u2 + v2 + 1
4

(

u,−v,
1

2

)

.Agora, seja α(t) = x(u(t), v(t)) uma 
urva sobre a superfí
ie, tal que α(0) = p. Va-mos analisar o 
omportamento dos vetores normais na vizinhança de p. Assim, se
(u′(0), v′(0), 0) é o vetor tangente a superfí
ie no ponto p, então

N ′(0) = (2u′(0),−2v′(0), 0),
onsequentemente,
dNp(u

′(0), v′(0), 0) = N ′(0) = (2u′(0),−2v′(0), 0),ou seja, os auto-vetores de dNp são (1, 0, 0) e (0, 1, 0) 
om respe
tivos auto-valores asso-
iados 2 e −2 .Para prosseguirmos, pre
isamos de um importante fato rela
ionado a diferen
ial
dNp. A proposição seguinte é dada por Carmo (2010), a qual será omitida a demonstração.Proposição 3.1.7 A diferen
ial dNp : TpS → TpS da apli
ação de Gauss é uma apli
açãolinear auto-adjunta.Em outras palavras, segundo Lima (2008),

〈dNp(w1), w2〉 = 〈w1, dNp(w2)〉,onde {w1, w2} é uma base de TpS. Fi
a importante salientar que a partir desse fato,derivando 〈N,xu〉 = 0 e 〈N,xv〉 = 0 em relação a v e u, respe
tivamente, 
on
luímos que
〈Nu,xv〉 = −〈N,xuv〉 = 〈Nv,xu〉. (3.1.1)Agora estamos aptos a enun
iar a segunda forma fundamental, dada por Carmo(2010) da seguinte maneira:De�nição 3.1.8 (Segunda Forma Fundamental) A forma quadráti
a IIp, de�nidaem TpS por IIp(v) = −〈dNp(v), v〉, é 
hamada a segunda forma fundamental de S em p.58



Devemos observar que a existên
ia da referida forma quadráti
a só é possível devidoao fato de que a diferen
ial da apli
ação de Gauss é uma apli
ação linear auto-adjunta(LIMA, 2008). A de�nição a seguir nos permitirá dar uma interpretação geométri
a para
IIp. Segundo Carmo (2010):De�nição 3.1.9 (Curvatura Normal) Sejam C uma 
urva regular em S passando por
p ∈ S, k a 
urvatura de C em p, e cos θ = 〈n,N〉, onde n é o vetor normal unitário a Ce N é o vetor normal a S em p. O número kn = k cos θ é 
hamado 
urvatura normal de
C ⊂ S em p.Vamos rela
ionar a 
urvatura normal 
om a segunda forma fundamental. Seja
C uma 
urva regular parametrizada pelo 
omprimento de ar
o, neste 
aso α(s), tal que
α(0) = p ∈ S. Assim, 
omo vimos analogamente no 
apítulo 1, temos

〈N(s), α′(s)〉 = 0 ⇒ 〈N ′(s), α′(s)〉+ 〈N(s), α′′(s)〉 = 0

⇒ 〈N(s), α′′(s)〉 = −〈N ′(s), α′(s)〉,e assim,
IIp(α

′(0)) = −〈dNp(α
′(0)), α′(0)〉

= −〈N ′(0), α′(0)〉
= 〈N(0), α′′(0)〉
= 〈N, kn〉(p)
= kn(p).De fato, a segunda forma fundamental de um vetor tangente unitário v ∈ TpS é, naverdade, igual a 
urvatura normal de uma 
urva α(s) que passa por p e é tangente a v.Geometri
amente, temos (Fig. 3.9):Figura 3.9: IIp(a′(s)) = kn(p)

Fonte: Produção do próprio autorComo α(s) é qualquer, então qualquer 
urva que passe por p ∈ S que tenha omesmo vetor tangente v tratado anteriormente, terá a mesma 
urvatura normal, pois esta59



será a projeção do vetor 
urvatura parti
ular da 
urva sobre o vetor normal unitário dasuperfí
ie no ponto p. Esta 
onstatação, devida a impli
ações anteriores, des
revem oteorema de Meusnier2.Teorema 3.1.10 (Teorema de Meusnier) Todas as 
urvas de uma superfí
ie S quetêm, em um ponto p ∈ S, a mesma reta tangente têm, neste ponto, a mesma 
urvaturanormal.Este teorema nos traz uma impli
ação muito interessante. Como a projeção nãotem efeito em vetores 
olineares, então as 
urvas obtidas pela se
ção da superfí
ie porqualquer plano paralelo ao vetor normal possuem, em p, 
urvatura normal kn igual a
urvatura k da 
urva neste mesmo ponto.O teorema também nos permite falar em 
urvatura normal em uma dada direçãoem p, já que a 
urvatura normal depende apenas do vetor direção da 
urva em p. Emoutras palavras, em um dado ponto p da superfí
ie, podemos en
ontrar, dependendodo 
aso, in�nitos valores diferentes de 
urvatura normal dependendo da direção que sees
olha. Dependendo do 
aso, 
omo em uma esfera de raio unitário, por exemplo, a
urvatura normal é sempre igual a 1, para qualquer ponto da superfí
ie e em qualquerdireção.Em um 
ilindro, também de raio unitário, as seções normais resultam em uma
ir
unferên
ia de raio 1, depois uma sequên
ia de elipses, e por �m uma reta. Considereo 
ilindro do Ex. 3.1.5. É fá
il observar que 1 é o máximo da 
urvatura normal e 0 é omínimo. Mais do que isso, se observarmos o 
omportamento da dNp nessas direções (u e vsendo auto-vetores 
omo havíamos 
omentado anteriormente) per
ebemos que a segundaforma fundamental assume seus valores máximo igual a 1 e mínimo igual a 0. Observe:
IIp(u) = 〈dNp(u), u〉 = 〈u, u〉 = 1,

IIp(v) = 〈dNp(v), v〉 = 〈0, v〉 = 0,pois |u| = 1.Abrimos parênteses agora para enun
iar um teorema da álgebra linear3 
itado porCarmo (2010) em seu apêndi
e. Este teorema nos permitirá prosseguir em nosso estudosobre a segunda forma fundamental IIp.Teorema 3.1.11 Seja A : V → V uma apli
ação linear auto-adjunta. Então existe umabase ortonormal {e1, e2} de V tais que A(e1) = λ1e1, A(e2) = λ2e2 (isto é, e1 e e2 sãoauto-vetores, e λ1, λ2 são auto-valores de A). Na base {e1, e2}, a matriz de A é diagonale os elementos λ1 e λ2, λ1 ≥ λ2, da diagonal são o máximo e o mínimo, respe
tivamente,da forma quadráti
a Q(v) = 〈Av, v〉 sobre o 
ír
ulo unitário de V .2Matemáti
o e engenheiro fran
ês do sé
ulo XVIII (EVES, 2004).3Este teorema é uma restrição do Teorema de Valores Sigulares, que pode ser en
ontrado no livro deLima (2008), na seção que trata de Operadores Auto-Adjuntos.60



A nossa segunda forma fundamental IIp se en
aixa na forma quadráti
a 
itadano teorema anterior. Assim, podemos a�rmar que para todo p ∈ S existe uma baseortonormal {e1, e2} de TpS tal que dNp(e1) = −k1e1 e dNp(e2) = −k2e2. Conforme oteorema, k1 e k2, onde k1 ≥ k2, são o máximo e o mínimo de IIp. Em outras palavra, k1e k2 são o máximo e o mínimo da 
urvatura normal da superfí
ie S em p.Passemos agora para algumas de�nições importantes dadas por Carmo (2010).Observe que nesta seção estamos apresentando várias de�nições. Elas fazem parte dabase ne
essária para tratarmos de resultados maiores na geometria diferen
ial.De�nição 3.1.12 O máximo da 
urvatura normal k1 e o mínimo da 
urvatura normal k2,são 
hamados 
urvaturas prin
ipais em p; as direções 
orrespondentes, isto é, as direçõesdadas pelos auto-vetores e1 e e2 são 
hamadas direções prin
ipais em p.De�nição 3.1.13 Se uma 
urva regular e 
onexa C em S é tal que para todo p ∈ C, areta tangente a C é uma direção prin
ipal em p, então dizemos que C é uma linha de
urvatura de S.No plano do Ex. 3.1.3, qualquer reta 
ontida no plano é uma linha de 
urvatura e
k1 = k2 = 0.Na esfera do Ex. 3.1.4, qualquer 
ir
unferên
ia máxima (obtida pela seção daesfera por um plano que passe pelo 
entro) é uma linha de 
urvatura e k1 = k2 = 1.No 
ilindro do Ex. 3.1.5, todas as 
ir
unferên
ias ortogonais ao eixo do 
ilindro etodas as geratrizes são linhas de 
urvatura. Podemos tomar um outra base ortonormal,tal que k1 = 1 e k2 = 0.Na sela do Ex. 3.1.6, as parábolas

{

z = y2

x = 0
e {

z = −x2

y = 0
,são linhas de 
urvatura e k1 = 2 e k2 = −2.A proposição de Olinde Rodrigues4 nos dá uma 
ondição ne
essária e su�
ientepara que uma 
urva 
onexa e regular seja uma linha de 
urvatura.Proposição 3.1.14 Uma 
urva 
onexa e regular C em S é uma linha de 
urvatura de Sse, e somente se,

N ′(t) = λ(t)α′(t),para qualquer parametrização de α(t) de C, onde N(t) = N ◦ α(t) e λ(t) é uma funçãodiferen
iável de t. Nesse 
aso, −λ(t) é a 
urvatura (prin
ipal) segundo α′(t).4Banqueiro e matemáti
o fran
ês do sé
ulo XIX (EVES, 2004).61



Demonstração: É evidente que se α′(t) está 
ontido numa direção prin
ipal,então α′(t) é auto-vetor de dN , e assim
dN(α′(t)) = N ′(t) = λ(t)α′(t).A re
ípro
a é imediata pela de�nição de linha de 
urvatura.Pelo Teorema 3.1.11, temos que o determinante da matriz de dN é simplesmente oproduto (−k1)(−k2) = k1k2, ou seja, o produto das 
urvaturas prin
ipais, e que o traço é

(−k1) + (−k2) = −(k1 + k2) que é o negativo da soma das 
urvaturas prin
ipais. Observeque o produto k1k2 é invariante por mudanças de orientação, a�nal quando a orientaçãode uma superfí
ie muda, as 
urvaturas tro
am de sinal simultaneamente, assim o sinal doproduto permane
e inalterado. Contudo, o mesmo não o
orre 
om o traço.Podemos de�nir então a 
urvatura Gaussiana e a 
urvatura média5 de uma super-fí
ie em um dado ponto, segundo Carmo (2010).De�nição 3.1.15 Seja p ∈ S e seja dNp : TpS → TpS a diferen
ial da apli
ação deGauss. O determinante de dNp é 
hamado a 
urvatura Gaussiana de K de S em p. Onegativo da metade do traço de dNp é 
hamado a 
urvatura média H de S em p, i.e.,
K = k1k2 e H =

1

2
(k1 + k2).Como em 
ada ponto p ∈ S, existe um valor K de 
urvatura Gaussiana, podemos
lassi�
ar 
ada p de S de a
ordo 
om o valor de K.De�nição 3.1.16 Um ponto de uma superfí
ie S é 
hamado1. Elípti
o, se K > 0.2. Hiperbóli
o, se K < 0.3. Parabóli
o, se K = 0, 
om dNp 6= 0.4. Planar, se dNp = 0.Seguem exemplos de superfí
ies 
om diferentes tipos de pontos:1. Pontos elípti
os: Toda esfera é formada apenas por pontos elípti
os, pois k1 = k2para todo ponto perten
ente a esfera. Isso impli
a que a 
urvatura Gaussiana sempreserá positiva. O toro também possui pontos elípti
os, basta tomar 0 < u < π

2
naparametrização do Ex. 2.4.7, e obtemos pontos 
om direções prin
ipais de 
urvaturas
om mesmos sinais (Fig. 3.10).5O 
on
eito de 
urvatura média foi introduzido em 1831 pela matemáti
a e �lósofa fran
esa SophieGermain. São parti
ularmente importantes as superfí
ies para as quais a 
urvatura média é nula emtodos os pontos; estas superfí
ies se denominam superfí
ies mínimas (EVES, 2004).62



Figura 3.10: A Esfera (esquerda) e o Toro (direita) possuem pontos elípti
os.

Fonte: Produção do próprio autor2. Pontos hiperbóli
os: Em uma sela 
entrada na origem, o ponto (0, 0, 0), em espe-
í�
o, é um ponto hiperbóli
o. Basta observar que a direções prin
ipais nesse pontopossuem 
urvaturas de sinais opostos. O toro também possui ponto hiperbóli
os,basta tomar π
2
< u < 3π

2
na parametrização do Ex. 2.4.7, e obtemos pontos 
omdireções prin
ipais de 
urvaturas 
om sinais diferentes (Fig. 3.11).Figura 3.11: A Sela (esquerda) e o Toro (direita) possuem pontos hiperbóli
os.

Fonte: Produção do próprio autor3. Pontos parabóli
os: Todo ponto de um 
ilindro é parabóli
o, pois por todo pontopassa uma 
ir
unferên
ia e uma geratriz, que são linhas de 
urvatura do 
ilindro.Assim, nas direções dessas linhas temos k1 = 0 e k2 6= 0, resultando em K = 0porém 
om dNp 6= 0. No toro do Ex. 2.4.7, tomando u = π
2
, obtemos K = 0. Estefato �
ará mais 
laro na próxima seção (Fig. 3.12).4. Pontos planares: Como o próprio nome sugere, todos os pontos de um planosatisfazem a de�nição de ponto planar, pois todas as 
urvaturas prin
ipais são nulas.A seguir, a última de�nição desta seção se refere aos pontos umbíli
os. SegundoCarmo (2010): 63



Figura 3.12: O Cilindro (esquerda) e o Toro (direita) possuem pontos parabóli
os.
Fonte: Produção do próprio autorDe�nição 3.1.17 Se em p ∈ S, k1 = k2, então p é 
hamado um ponto umbíli
o de S.O 
aso trivial de pontos umbíli
os seriam os pontos planares, pois 
omo em todoponto planar temos dNp = 0, então k1 = k2 = 0. Logo, todo ponto planar é um pontoumbíli
o. Mais do que isso, qualquer plano é formado apenas por pontos umbíli
os.Uma esfera também é formada apenas por pontos umbíli
os, mas neste 
aso, paratodo p ∈ S2, temos k1 = k2 6= 0.Uma 
onsequên
ia interessante a 
er
a da de�nição de pontos umbíli
os é dada aseguir. Segundo Carmo (2010):Proposição 3.1.18 Se todos os pontos de um superfí
ie 
onexa S são umbíli
os, então

S está 
ontida em um plano ou em uma esfera.Demonstração: Seja p ∈ S um ponto umbíli
o e seja x(u, v) uma parametrizaçãopara S numa vizinhança 
onexa de p. Como todo p ∈ S é umbíli
o, então todo vetor
w ∈ TpS, w = a1xu + a2xv é tal que

dN(w) = λw,onde λ = λ(q) é uma função diferen
iável em V , pois qualquer w está 
ontido numadireção prin
ipal de S.De fato, temos que λ(q) é 
onstante em V , pois substituindo w = a1xu + a2xv naequação anterior, temos
a1Nu + a2Nv = λ(a1xu + a2xv),e assim, 
omo w é arbitrário, obtemos

{

Nu = λxu

Nv = λxv

⇒
{

Nuv = λvxu + λxuv

Nvu = λuxv + λxvu

⇒ λuxu − λvxv = 0.Como xu e xv formam uma base de TpS, e portanto são linearmente independentes (LIMA,64



2008), temos que
λu = λv = 0, ∀p ∈ V.Logo, λ é 
onstante.Se λ ≡ 0, então Nu = Nv = 0 e assim todo vetor normal a superfí
ie é igual a umvetor 
onstante N0 na vizinhança de p. Assim, obtemos que

{

〈x(u, v), N0〉u = xuN0 + x(u, v)(N0)u = 0

〈x(u, v), N0〉v = xvN0 + x(u, v)(N0)v = 0
⇒ 〈x(u, v), N0〉 = 
te.,e portanto todos os pontos de V perten
em a um plano.Se λ 6= 0, então o ponto x(u, v)− 1

λ
N(u, v) = y(u, v) é �xo, pois















(x(u, v)− 1

λ
N(u, v))u = 0

(x(u, v)− 1

λ
N(u, v))v = 0

.Como |N | = 1 e portanto
|x(u, v)− y(u, v)| = 1

|λ| ,temos que todos os pontos de V estão 
ontidos em uma esfera de raio 1

|λ| e 
entro em
y(u, v).Isto nos dá a demonstração da proposição apenas para uma vizinhança de p ∈ S, ouseja, lo
almente. Para 
ompletarmos a demonstração, 
onsideremos outro ponto r ∈ S.Como S é 
onexa, existe uma 
urva 
ontínua α : I = [0, 1] → S tal que α(0) = p e
α(1) = r. Todos os pontos desta 
urva possuem uma vizinhança Vt ⊂ S que está 
ontidaem um plano ou em uma esfera, 
omo a
abamos de demonstrar. Como a imagem inversa
α−1(Vt) é um intervalo aberto de I, temos que a união

⋃

t∈I

α−1(Vt)
obre I e, 
omo I é fe
hado, pelo teorema de Borel-Lebesgue6, I é 
oberto por um número�nito de elementos da família {α−1(Vt)}. Portanto, α(I) é 
oberto por um número �nitode vizinhanças Vt.Se os pontos de uma vizinhança estão em um plano, então todas as outras vizi-nhanças estarão no mesmo plano. Como r é qualquer, então todos os pontos da superfí
ieestão no mesmo plano.6O teorema de Borel-Lebesgue a�rma que se K ⊂ R
n é 
ompa
to (ou seja, limitado e fe
hado), entãotoda 
obertura aberta de K ⊂ ⋃

λ∈L

Aλ admite uma sub
obertura �nita K ⊂ Aλ1
∪ . . . ∪ Aλi

(LIMA,2009a). 65



O 
aso da esfera é análogo.3.2 A APLICAÇ�O DE GAUSS EMCOORDENADAS LOCAISIni
iamos agora um estudo sistemáti
o da diferen
ial da apli
ação de Gauss, ao
ontrário do método intuitivo no qual trabalhamos na seção anterior. Tomaremos agoraa diferen
ial relativa ao sistema de 
oordenadas lo
ais no qual a superfí
ie está parame-trizada.Para 
al
ularmos a matriz de apli
ação linear da diferen
ial dNp, tomamos primei-ramente uma superfí
ie parametrizada x : U ⊂ R
2 → S 
om orientação N tal que, em

x(U),
N =

xu ∧ xv

|xu ∧ xv|
.Seja x(u, v) a parametrização da superfí
ie em uma vizinhança de p ∈ S, e seja

α(t) = x(u(t), v(t)) uma 
urva parametrizada em S, 
om α(0) = p. Para simpli�
ar anotação, 
onven
ionaremos que todas as funções a seguir estão avaliadas no ponto p, ouseja, em t = 0.Como já vimos, o vetor tangente a 
urva α(t) em p pode ser es
rito 
omo α′ =

xuu
′ + xvv

′. Cal
ulando a diferen
ial dN nesta direção, obtemos
dN(α′) = N ′(u(t), v(t)) = Nuu

′ +Nvv
′.Sabemos que Nu e Nv perten
em ao plano tangente a S em p, assim podemoses
revê-los 
omo 
ombinação linear da base {xu,xv} tal que,

{

Nu = a11xu + a21xv

Nv = a12xu + a22xv

, (3.2.2)e, portanto,
dN(α′) = (a11xu + a21xv)u

′ + (a12xu + a22xv)v
′

= xu(a11u
′ + a12v

′) + xv(a21u
′ + a22v

′).Matri
ialmente, dN(α′) pode ser es
rita 
omo
dN

(

u′

v′

)

=

(

a11 a12

a21 a22

)(

u′

v′

)

.Assim, a matriz (aij) a
ima é a matriz de apli
ação linear de dN na base {xu,xv} de TpS.A grande 
have da questão, é que podemos es
rever a matriz (aij) em termos dos
oe�
ientes da primeira e da segunda formas fundamentais, que obteremos a seguir. Isto66



signi�
a que poderemos es
rever a 
urvatura Gaussiana K em termos desses 
oe�
ientes,já que K é dada pelo determinante de dN . Com efeito, temos que, pela de�nição dasegunda forma fundamental, e pela Eq. 3.1.1, obtemos os 
oe�
ientes da segunda formafundamental,
IIp(α

′) = −〈dN(α′), α′〉 = −〈Nuu
′ +Nvv

′,xuu
′ + xvv

′〉
= −〈Nuu

′,xuu
′ + xvv

′〉 − 〈Nvv
′,xuu

′ + xvv
′〉

= −〈Nuu
′,xuu

′〉 − 〈Nuu
′,xvv

′〉 − 〈Nvv
′,xuu

′〉 − 〈Nvv
′,xvv

′〉
= −〈Nu,xu〉(u′)2 − 2〈Nu,xv〉u′v′ − 〈Nv,xv〉(v′)2
= e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2,e 
omo dNp é auto-adjunta, temos que, pela Eq. 3.1.1,
e = −〈Nu,xu〉 = 〈N,xuu〉,
f = −〈Nu,xv〉 = 〈N,xvu〉 = 〈N,xuv〉 = −〈Nv,xu〉,
g = −〈Nv,xv〉 = 〈N,xvv〉.que são os 
oe�
ientes de IIp.Agora, a partir da Eq. 3.2.2, es
reveremos os 
oe�
ientes e, f e g em termos de

aij e dos 
oe�
ientes da primeira forma fundamental E, F e G:
−f = 〈Nu,xv〉 = 〈a11xu + a21xv,xv〉 = a11〈xu,xv〉+ a21〈xv,xv〉 = a11F + a21G

−f = 〈Nv,xu〉 = 〈a12xu + a22xv,xu〉 = a12〈xu,xu〉+ a22〈xv,xu〉 = a12E + a22F

−e = 〈Nu,xu〉 = 〈a11xu + a21xv,xu〉 = a11〈xu,xu〉+ a21〈xv,xu〉 = a11E + a21F

−g = 〈Nv,xv〉 = 〈a12xu + a22xv,xv〉 = a12〈xu,xv〉+ a22〈xv,xv〉 = a12F + a22GAs relações a
ima podem ser es
ritas na forma matri
ial
−
(

e f

f g

)

=

(

a11 a21

a12 a22

)(

E F

F G

)

,bastando isolar a matriz (aij), de tal forma que obtemos
(

a11 a21

a12 a22

)

= −
(

e f

f g

)(

E F

F G

)

−1

= − 1

EG− F 2

(

e f

f g

)(

G −F

−F E

)

,e �nalmente
(

a11 a21

a12 a22

)

=











fF − eG

EG− F 2

eF − fE

EG− F 2

gF − fG

EG− F 2

fF − gE

EG− F 2











(3.2.3)A partir da Eq. 3.2.3, obtemos a 
urvatura Gaussiana K, 
omo prometido:67



K = det(aij) =
eg − f 2

EG− F 2
. (3.2.4)É interessante 
itar que a Eq. 3.2.2 
om os 
oe�
ientes da Eq. 3.2.3 nos forne
emas equações 
onhe
idas 
omo equações de Weingarten (CARMO, 2010):



















Nu =

(

fF − eG

EG− F 2

)

xu +

(

eF − fE

EG− F 2

)

xv

Nv =

(

gF − fG

EG− F 2

)

xu +

(

fF − gE

EG− F 2

)

xv

(3.2.5)De modo análogo, podemos representar a 
urvatura média H através dos 
oe�
ien-tes da primeira e segunda formas fundamentais. Como a 
urvatura média H é o negativoda metade do traço de dNp, temos que
H =

1

2
(k1 + k2) = −1

2
(a11 + a22) =

1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
. (3.2.6)Agora, lembremos que −k1 e −k2 são autovalores de dN . Estes autovalores permi-tem que a apli
ação linear dN + kI, onde I é a identidade, seja não invertível, ou melhor,tenha determinante nulo. Assim, temos que

det

(

a11 + k a12

a21 a22 + k

)

= 0,ou seja,
k2 + k(a11 + a22) + a11a22 − a21a12 = 0,onde k1 e k2 são as raízes da equação quadráti
a a
ima. Com efeito, obtemos

k2 − 2Hk +K = 0,e portanto,
k = H ±

√
H2 −K.De fato, H2 −K ≥ 0 para quaisquer k1 e k2, pois

H2 −K ≥ 0
(

k1 + k2
2

)2

− k1k2 ≥ 0

(k1)
2 + (k2)

2 ≥ 0que é válido para quaisquer valores reais de k1 e k2.Observe que, es
olhendo k1(q) ≥ k2(q), q ∈ S, as funções k1 e k2 são 
ontínuasem S e também diferen
iáveis, 
om a possível ex
eção dos pontos umbíli
os. No 
aso68



parti
ular dos pontos umbíli
os, em que k1 = k2, obtemos:
k1 = k2

H +
√
H2 −K = H −

√
H2 −K√

H2 −K = −
√
H2 −K

2
√
H2 −K = 0

H2 −K = 0

H2 = K.A seguir, um exemplo de 
ál
ulo da 
urvatura Gaussiana e da 
urvatura médiasobre todos os pontos de uma superfí
ie.Exemplo 3.2.1 Tomamos a parametrização do toro do Ex. 2.4.7,
x(u, v) = ((a+ r cosu) cos v, (a+ r cosu) sin v, r sin u), 0 < u < 2π, 0 < v < 2π.Assim, para 
al
ular os 
oe�
ientes da primeira e segunda formas fundamentais, pre
isa-mos das derivadas par
iais da parametrização x(u, v). Com efeito,

xu = (−r sin u sin v,−r sin u sin v, r cosu),

xv = (−(a + r cos u) sin v, (a+ r cosu) cos v, 0),

xuu = (−r cosu cos v,−r cosu sin v,−r sin u),

xuv = (r sin u sin v,−r sin u cos v, 0),

xvv = (−(a + r cos u) cos v,−(a+ r cos u) sin v, 0).A partir desses valores, obtemos
E = 〈xu,xu〉 = r2,

F = 〈xu,xv〉 = 0,

G = 〈xv,xv〉 = (a+ r cos u)2.Convém agora tomar a seguinte simpli�
ação. Segundo Lima (2007),
〈u ∧ v, w〉 = det[u, v, w],onde det[u, v, w] é o determinante de uma matriz de ordem 3 
uja as linhas são os res-pe
tivos vetores u, v e w, também 
onhe
ido por produto misto. Assim,

e = 〈N,xuu〉 = 〈 xu ∧ xv

|xu ∧ xv|
,xuu〉 =

1√
EG− F 2

〈xu ∧ xv,xuu〉

=
det[xu,xv,xuu]√

EG− F 2
=

r2(a+ r cosu)

r(a+ r cosu)
= r.
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Analogamente,
f =

det[xu,xv,xuv]

r(a+ r cosu)
= 0,

g =
det[xu,xv,xvv]

r(a+ r cosu)
= cosu(a+ r cosu).E �nalmente,

K =
eg − f 2

EG− F 2
=

cosu

r(a+ r cosu)
.Com a expressão a
ima, podemos observar o sinal da 
urvatura K e 
lassi�
ar ospontos sobre a superfí
ie de toro. Imediatamente vemos que existem duas 
ir
unferên
iasna superfí
ie do toro 
ompostas apenas por pontos parabóli
os, pois K = 0 quando u = π/2ou u = 3π/2. Podemos dizer que estas duas 
ir
unferên
ias dividem a superfí
ie toro emuma parte "interna", onde π/2 < u < 3π/2, e uma parte "externa", onde 0 < u < π/2ou 3π/2 < u < 2π. Como o maior valor em módulo que o 
osseno atinge é 1 e a é sempremaior que r, o denominador é, neste 
aso, sempre positivo, o que impli
a que o sinal de

K será dado pelo sinal do numerador. Assim, na parte interna temos K < 0, portanto
omposta por pontos hiperbóli
os. Na parte externa temos K > 0, ou seja, pontos elípti
os(
onforme ilustramos nas �guras 3.10, 3.11 e 3.12).Podemos, também, 
al
ular a 
urvatura média do toro
H =

1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
=

a+ 2r cos u

2r(a+ r cosu)
,e 
onsequentemente, podemos en
ontrar as 
urvaturas prin
ipais k1 e k2 
omo soluçõesda equação quadráti
a abaixo para k:

k2 − a+ 2r cos u

r(a+ r cos u)
k +

cosu

r(a+ r cosu)
= 0.O valor da 
urvatura Gaussiana de uma superfí
ie S em um ponto p nos dá umaideia da lo
alização dos pontos em uma vizinhança de p referente ao plano TpS, ou seja, seexistem pontos a
ima e/ou abaixo do TpS na referida vizinhança. A proposição seguinte,apresentada por Carmo (2010), trata desta ideia.Proposição 3.2.2 Seja p ∈ S um ponto elípti
o de uma superfí
ie S. Então existe umavizinhança V de p em S tal que todos os pontos de V estão do mesmo lado do planotangente TpS. Seja p ∈ S um ponto hiperbóli
o. Então em 
ada vizinhança de p existempontos de ambos os lados de TpS.Demonstração: Tomamos uma parametrização x(u, v) para S em uma vizi-nhança de p, onde p = x(0, 0) e um outro ponto qualquer q ∈ S tal que q = x(u, v). Adistân
ia d, tal que,

d = 〈x(u, v)− x(0, 0), N(p)〉, (3.2.7)70



é a distân
ia entre o ponto q até o plano TpS (Fig. 3.13). Neste 
aso, a distân
ia d não serefere a uma métri
a (LIMA, 2009
), já que pode assumir valores negativos dependendoda lo
alização de q e da orientação N .Figura 3.13: Distân
ia de x(u, v) ao TpS.

Fonte: Produção do próprio autorSegundo a fórmula de Taylor (LIMA, 2009a), uma apli
ação f : U → R
n, de�nidano aberto U ⊂ R

m, 
om a,a+ v ∈ U é tal que,
f(a+ v) = f(a) + f ′(a) · v + 1

2
f ′′(a) · v2 + . . .+

1

p!
f (p)(a) · vp + rp(v),onde

f p(a) · vp = ∂pf

∂vp
=

∂

∂v

(

∂p−1f

∂vp−1

)

(a),
om
lim
v→0

rp(v)

|v|p = 0,se f for p vezes diferen
iável no ponto a. Isso nos permite es
rever,
x(u, v) = x(0, 0) + xuu+ xvv +

1

2
(xuuu

2 + 2xuvuv + xvvv
2) +R, (3.2.8)onde as derivadas são 
al
uladas em p e o resto R satisfaz

lim
(u,v)→(0,0)

R

u2 + v2
= 0.Substituindo a Eq. 3.2.8 em Eq. 3.2.7, obtemos
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d = 〈x(u, v)− x(0, 0), N(p)〉
= 〈xuu+ xvv +

1

2
(xuuu

2 + 2xuvuv + xvvv
2) +R,N(p)〉

=
1

2
{〈xuu, N(p)〉u2 + 2〈xuv, N(p)〉uv + 〈xvv, N(p)〉v2}+ 〈R,N(p)〉

=
1

2
(eu2 + 2fuv + gv2) +R

=
1

2
IIp(w) +R,onde w = xuu + xvv, R = 〈R,N(p)〉, limw→0(R/|w|2) = 0. Como em um ponto elípti
o

p, a segunda forma fundamental IIp(w) não muda de sinal, então todos os pontos x(u, v)estão em um mesmo lado de TpS.Analogamente, se tivermos p hiperbóli
o, então podemos en
ontrar pontos tais quea segunda forma fundamental tem, nesses pontos, sinais opostos, ou seja, tais pontos seen
ontram em lados opostos do TpS.Tratamos agora das direções prin
ipais. Carmo (2010) nos apresenta o ne
essárioe su�
iente para formular a proposição abaixo, nos termos da Prop. 3.1.14 sobre linhasde 
urvatura.Proposição 3.2.3 As 
urvas 
oordenadas de uma parametrização são linhas de 
urvaturase, e somente se, F = f = 0.Demonstração: Pela Prop. 3.1.14, uma 
urva parametrizada α(t) = x(u(t), v(t)),
t ∈ I é uma linha de 
urvatura se, e somente se,

dN(α′(t)) = λ(t)α′(t).Portanto as funções u′(t) e v′(t) satisfazem o sistema de equações


















fF − eG

EG− F 2
u′ +

gF − fG

EG− F 2
v′ = λu′

eF − fE

EG− F 2
u′ +

fF − gE

EG− F 2
v′ = λv′Eliminando λ do sistema a
ima, obtemos a equação diferen
ial das linhas de 
urvatura,

(fE − eF )(u′)2 + (gE − eG)u′v′ + (gF − fG)(v′)2 = 0,
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que pode ser es
rita 
omo o determinante a seguir:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(v′)2 −u′v′ (u′)2

E F G

e f g

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.Como as direções prin
ipais são ortogonais temos que u′v′ = 0 e a equação a
ima ésatisfeita se, se somente se, F = f = 0.Para en
errar este 
apítulo, apresentaremos agora uma interpretação geométri
ada 
urvatura Gaussiana K. Segundo Carmo (2010), esta interpretação foi usada pelopróprio Gauss (1827) para apresentar a 
urvatura em seu artigo.Retomando a de�nição da apli
ação de Gauss apresentada no iní
io de deste 
apí-tulo, é evidente que a orientação N em S induz uma orientação N em S2. Assim, dado
p ∈ S, tal que dNp é não singular, e uma base {w1, w2} em TpS, temos que,

dNp(w1) ∧ dNp(w2) = det(dNp)(w1 ∧ w2) = K(w1 ∧ w2). (3.2.9)Isso mostra que a orientação de S é preservada se a 
urvatura Gaussiana for positiva, ou érevertida 
aso negativa. Carmo (2010) nos apresenta uma noção bem intuitiva para isso.Tome pequenas 
urvas fe
hadas em torno de p ∈ S. Assim, a orientação dada por TpS naimagem por N dessas 
urvas é preservada se p for elípti
o (K > 0) ou é revertida 
aso pfor hiperbóli
o (K < 0). Observe a Fig. 3.14.Figura 3.14: p elípti
o (a
ima) e p hiperbóli
o (abaixo).

Fonte: Produção do próprio autor73



Agora tomamos a seguinte 
onvenção. Diremos que a área da imagem por N deuma região 
ontida em uma vizinhança 
onexa V ⊂ S, onde K 6= 0, é positiva se K > 0e negativa se K < 0.Finalmente, apresentamos a interpretação geométri
a, segundo Carmo (2010).Proposição 3.2.4 Seja p um ponto de uma superfí
ie S tal que a 
urvatura Gaussiana
K(p) 6= 0, e seja V uma vizinhança 
onexa de p onde K não muda de sinal. Então

K(p) = lim
A→0

A′

A
,onde A é a área de uma região B ⊂ V 
ontendo p, A′ é a área da imagem de B pelaapli
ação de Gauss N : S → S2, e o limite é tomado através de uma sequên
ia de regiões

Bn que 
onvergem para p, no sentido em que toda esfera 
entrada em p 
ontém todos ospontos de Bn, para n su�
ientemente grande.Demonstração: Sabemos que a área A de B é dada por
A =

∫∫

R

|xu ∧ xv|dudv,onde x(u, v) é uma parametrização de S em uma vizinhança 
oordenada de p que 
ontém
V , e R, 
omo já vimos, é a região do plano uv 
orrespondente a B. Assim, pela de�niçãode dN , temos que a área A′ de N(B) é dada por

A′ =

∫∫

R

|Nu ∧Nv|dudv.A partir da Eq. 3.2.9, da Eq. 3.2.2 e da de�nição de K 
omo det(aij), temos então que
A′ =

∫∫

R

K|xu ∧ xv|dudv.Agora, basta tomar o limite (onde indi
amos a área da região R por R) e utilizar o teoremado valor médio para integrais duplas (LIMA, 2009a). Com efeito,
lim
A→0

A′

A
= lim

A→0

A′

R
A
R

=

lim
R→0

1
R

∫∫

R

K|xu ∧ xv|dudv

lim
R→0

1
R

∫∫

R

|xu ∧ xv|dudv

=
K|xu ∧ xv|
|xu ∧ xv|

= K.Em outras palavras, a 
urvatura Gaussiana mostra a relação entre as áreas deregiões B em superfí
ies e a suas 
orrespondentes na esfera unitária, mostrando 
omo74



superfí
ies podem ser mais ou menos "
urvadas"que a esfera. Aplique N , por exemplo,na própria esfera unitária. Veremos que a razão A′/A será sempre igual a 1, veri�
andoque a 
urvatura Gaussiana da esfera unitária é 1. Agora tome, por exemplo, K > 1.Veremos assim que, quando A → 0, temos A′ > A, o que signi�
a que temos uma região
B sendo levada numa região N(B) de área maior, ou seja, na região B a superfí
ie é mais
urvada que a esfera unitária. Observe a Fig. 3.15.Figura 3.15: Apli
ação de Gauss nos 
asos em que K = 1 (a
ima) e K > 1 (abaixo).

Fonte: Produção do próprio autor
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Capítulo 4A GEOMETRIA INTRÍNSECADAS SUPERFÍCIES
4.1 ISOMETRIASAtravés da primeira forma fundamental, podemos tratar de 
on
eitos métri
ossimples de uma superfí
ie (área, 
omprimento, ângulo, et
.) sem "sair"da superfí
ie, ouseja, sem men
ionar o espaço eu
lidiano no qual a superfí
ie está inserida. Por este motivo,a geometria que estuda estes 
on
eitos é 
hamada de geometria intrínse
a.Ini
iamos o 
apítulo de�nindo o 
on
eito de isometria, que nos permitirá entenderqual o signi�
ado de duas superfí
ies terem a mesma primeira forma fundamental. Carmo(2010) de�ne:De�nição 4.1.1 (Isometria) Uma apli
ação ϕ : S → S é uma isometria se ϕ é umdifeomor�smo e para todo p ∈ S e todos os pares w1, w2 ∈ TpS, temos

〈w1, w2〉 = 〈dϕp(w1), dϕp(w2)〉ϕ(p).Diz-se então que as superfí
ies S e S são isométri
as.Assim, se ϕ é uma isometria, então dϕ é um transformação ortogonal, já que oproduto interno é preservado1, assim, podemos es
rever
Ip(w) = 〈w,w〉p = 〈dϕp(w), dϕp(w)〉ϕ(p) = Iϕ(p)(dϕp(w)),para todo w ∈ TpS. Por outro lado, se ϕ preserva a primeira forma fundamental, ou seja,

Ip(w) = Iϕ(p)(dϕp(w)), ∀w ∈ TpS,1Se o produto interno é preservado, então outras sete propriedades rela
ionadas a apli
ação dϕ tambémsão satisfeitas, tais 
omo preservação de norma, distân
ia e ortonormalidade de bases de vetores (
on�raTeorema 14.1 de Lima (2008)). 76



então temos,
2〈w1, w2〉p = 2〈w1, w2〉p + 〈w1, w1〉p − 〈w1, w1〉p + 〈w2, w2〉p − 〈w2, w2〉p

= 〈w1 + w2, w1 + w2〉p − 〈w1, w1〉p − 〈w2, w2〉p
= Ip(w1 + w2)− Ip(w1)− Ip(w2)

= Iϕ(p)(dϕp(w1 + w2))− Iϕ(p)(dϕp(w1))− Iϕ(p)(dϕp(w2))

= 2〈dϕp(w1), dϕp(w2)〉ϕ(p),e assim, ϕ é uma isometria.A seguir, formalizamos o 
on
eito de isometria lo
al, segundo Carmo (2010).De�nição 4.1.2 (Isometria Lo
al) Uma apli
ação ϕ : V → S de uma vizinhança Vde p ∈ S é uma isometria lo
al em p se existe uma vizinhança V de ϕ(p) ∈ S tal que
ϕ : V → V é uma isometria. Se existir uma isometria lo
al em S para todo ponto p ∈ S,diz-se que a superfí
ie S é lo
almente isométri
a a S. S e S são lo
almente isométri
asse S é lo
almente isométri
a a S e S é lo
almente isométri
a a S.Intuitivamente, pelo fato de o produto interno ser preservado quando saltamos deuma superfí
ie S1 para outra superfí
ie S2 isométri
a a anterior, temos que a noção dedistân
ia é preservada, ou seja, pontos próximos em S1 
orrespondem a pontos próximosem S2. As duas proposições seguintes formalizam esta ideia. Segundo Carmo (2010),Proposição 4.1.3 Suponha a existên
ia de parametrizações x : U → S e x : U → S taisque E = E, F = F e G = G em U . Então a apli
ação ϕ = x ◦ x−1 : x(U) → S é umaisometria lo
al.Demonstração: Tome p ∈ x(U) e w ∈ TpS um vetor tangente. É evidenteque w é o vetor direção de alguma 
urva x(α(t)) em t = 0, onde, no domínio U , temos
α(t) = (u(t), v(t)). Assim, podemos es
rever,

w = xuu
′ + xvv

′, t = 0.Tomando a 
omposição, temos
ϕ ◦ x(α(t)) = x ◦ x−1 ◦ x(α(t)) = x(α(t)),logo, pela de�nição de dϕp(w), temos

dϕp(w) = xuu
′ + xvv

′, t = 0.
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Agora, pela hipótese,
Ip(w) = E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2

= E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2

= Iϕ(p)(dϕp(w)),para todo p ∈ x(U) e todo w ∈ TpS. Portanto, ϕ é uma isometria lo
al.Vimos no 
apítulo 1 que podemos 
al
ular a distân
ia entre dois pontos de uma
urva fazendo uso apenas dos 
oe�
ientes da primeira forma fundamental. Isso signi�
aque podemos introduzir a noção de distân
ia intrínse
a d(p, q) entre dois pontos p e
q de uma superfí
ie, que nada mais é do que o ín�mo do 
omprimento de 
urvas nasuperfí
ie que ligam os referidos pontos. O Teorema de Hopf-Rinow (
uja demonstraçãoserá omitida, mas pode ser en
ontrada na seção 5.3 do livro de Carmo (2010) que tratade superfí
ies 
ompletas, além do referido teorema) a�rma que a 
urva que nos dá esteín�mo do 
omprimento é uma geodési
a, um tipo de 
urva que trataremos na seção 4.3.Por hora, demonstraremos que,Proposição 4.1.4 Um difeomor�smo ϕ : S → S é uma isometria se, e somente se, o
omprimento de ar
o de qualquer 
urva parametrizada em S é igual ao 
omprimento dear
o da 
urva imagem por ϕ.Demonstração: Seja p ∈ S e v ∈ TpS, 
om v 6= 0, e seja também α : I =

(−ǫ, ǫ) → S, uma 
urva 
om α′(0) = v. Suponhamos, por absurdo, que se tenha, porexemplo,
|dϕp(α

′(0))| > |α′(0)|.Assim, numa vizinhança J ⊂ I de zero teremos
|dϕα(t)(α

′(t))| > |α′(t)|, t ∈ J.Isto impli
a que o 
omprimento de ar
o de ϕ ◦ α(J) é maior do que o 
omprimento de
α(J), um absurdo. Portanto, |dϕp(α

′(0)| = |α′(0)|.A re
ípro
a é imediata pela de�nição de isometria.Ao medirmos a distân
ia intrínse
a d(p, q) entre dois pontos p, q ∈ S é evidenteque teremos
d(p, q) ≥ ||p− q||,onde ||p− q|| é a distân
ia usual entre pontos do R

3 (Fig. 4.1).Exemplo 4.1.5 Um exemplo trivial de isometria entre superfí
ies é a existente entre oplano e o 
ilindro. Um 
ál
ulo direto mostra que os 
oe�
ientes das primeiras formasfundamentais do plano e do 
ilindro são iguais, por isso vamos nos ater a noção intuitiva.78



Figura 4.1: d(p, q) ≥ ||p− q||.
Fonte: Produção do próprio autorSe tomarmos uma folha de papel 
omo parte de um plano, basta 
urvá-la para obtermosum 
ilindro sem ne
essidade de amassar, esti
ar ou sobrepor partes do papel, ou seja, semdistor
er a distân
ia intrínse
a (Fig. 4.2).Figura 4.2: Isometria entre plano (esquerda) e superfí
ie 
ilíndri
a (direita).
Fonte: Produção do próprio autorExemplo 4.1.6 Seja x(u, v) a parametrização do 
atenoide, dada por Carmo (2010),

x(u, v) = (a cosh v cosu, a cosh v sin u, av), 0 < u < 2π, −∞ < v < ∞,
om os respe
tivos 
oe�
ientes da primeira forma fundamental:
E = a2 cosh2 v,

F = 0,

G = a2 cosh2 v.Mostraremos que o 
atenoide é isométri
o ao heli
oide do Ex. 2.4.2. Contudo, se obser-varmos o Ex. 2.4.2, veremos que 
om a devida parametrização,
x(u, v) = (v cosu, v sin u, av), 0 < u < 2π, −∞ < v < ∞,os 
oe�
ientes das primeiras formas fundamentais do heli
oide e do 
atenoide não são79



iguais. Faremos então uma reparametrização do heli
oide. Tome
u = u,

v = a sinh v,
om as mesmas variações de u e v. Um 
ál
ulo direto do Ja
obiano mostra que essamudança de parâmetros é válida. O heli
oide reparametrizado �
a então 
omo,
x(u, v) = (a sinh v cosu, a sinh v sin u, au).Consequentemente, os 
oe�
ientes da primeira forma fundamental do heli
oide reparame-trizado são dados por

E = a2 cosh2 v,

F = 0,

G = a2 cosh2 v.Portanto, pela Prop. 4.1.3, 
on
luímos que o heli
oide e o 
atenoide são lo
almente iso-métri
os (Fig. 4.3 e Fig. 4.4).
Figura 4.3: O Catenoide.

Fonte: Produção do próprio autor

Figura 4.4: O Heli
oide reparametrizado.

Fonte: Produção do próprio autor
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4.2 O TEOREMA EGREGIUM DE GAUSSEgregium vem do latim, e signi�
a 
élebre, notável. De fato, o Teorema Egregiumde Gauss faz jus ao título. Segundo Carmo (2010), Gauss(1827) provou queTeorema 4.2.1 (Gauss) A 
urvatura Gaussiana K de uma superfí
ie é invariante porisometrias lo
ais.Demonstração: Sejam S uma superfí
ie regular orientada, e x : U ⊂ R
2 → Suma parametrização na orientação de S. Podemos asso
iar 
ada ponto de x(U) um triedroformado pelos vetores xu, xv e N , 
ujas derivadas são dadas abaixo na base {xu,xv, N},

xuu = Γ1
11xu + Γ2

11xv + L1N,

xuv = Γ1
12xu + Γ2

12xv + L2N,

xvu = Γ1
21xu + Γ2

21xv + L2N,

xvv = Γ1
22xu + Γ2

22xv + L3N,

Nu = a11xu + a21xv,

Nv = a12xu + a22xv,

(4.2.1)
onde os 
oe�
ientes aij já foram determinados no 
apítulo anterior. Quantos aos 
oe-�
ientes Γk

ij, que são 
hamados de símbolos de Christo�el2 de S na parametrização x,estes devem ser determinados. Como xuv = xvu, temos imediatamente que Γ1
12 = Γ1

21 e
Γ2
12 = Γ2

21. Para des
obrirmos os valores de L1, L2, L2 e L3, tomamos o produto internodas quatro primeiras equações de 4.2.1 
om N . Assim obtemos L1 da seguinte forma
e = 〈xuu, N〉 = Γ1

11〈xu, N〉+ Γ2
11〈xv, N〉+ L1〈N,N〉,

= 0 + 0 + L1,e portanto L1 = e. Analogamente obtemos L2 = L2 = f e L3 = g. Quanto aos símbolosde Chisto�el, basta tomar o produto interno das primeiras quatro equações de 4.2.1 
om
xu e 
om xv. Antes, devemos notar que,

Eu =
∂

∂u
〈xu,xu〉 = 〈xuu,xu〉+ 〈xu,xuu〉 = 2〈xuu,xu〉.Agora, obtemos o seguinte sistema, 
om Fu,Fv,Gu e Gv obtidos de maneira análoga:

{

Γ1
11E + Γ2

11F = 〈xuu,xu〉 = 1
2
Eu,

Γ1
11F + Γ2

11G = 〈xuu,xv〉 = Fu − 1
2
Ev,

{

Γ1
12E + Γ2

12F = 〈xuv,xu〉 = 1
2
Ev,

Γ1
12F + Γ2

12G = 〈xuv,xv〉 = 1
2
Gu,

(4.2.2)2Elwin Bruno Christo�el foi um matemáti
o e físi
o alemão do sé
ulo XIX (EVES, 2004).81



{

Γ1
22E + Γ2

22F = 〈xvv,xu〉 = Fv − 1
2
Gu,

Γ1
22F + Γ2

22G = 〈xvv,xv〉 = 1
2
Gv,As equações 4.2.2 foram agrupadas duas a duas de tal forma que 
ada um dostrês sistemas possui determinante igual a EG − F 2 que sabemos ser diferente de zero.Logo, é possível 
al
ular os símbolos de Christo�el em termos dos 
oe�
ientes da primeiraforma fundamental, E, F , G, e de suas derivadas. Portanto 
hegamos a importantíssima
onsequên
ia: Todos os 
on
eitos geométri
os e propriedades expressas em termos dossímbolos de Christo�el são invariantes por isometrias.Agora mostramos que podemos es
rever a 
urvatura GaussianaK em termos dessessímbolos.Considere a expressão

(xuu)v − (xuv)u = 0.Substituindo os valores de 4.2.1 na expressão a
ima e tomando as derivadas, obtemos
Γ1
11xuv + Γ2

11xvv + eNv + (Γ1
11)vxu + (Γ2

11)vxv + evN

= Γ1
12xuu + Γ2

12xvu + fNu + (Γ1
12)uxu + (Γ2

12)uxv + fuN.Utilizando 4.2.1 novamente, podemos igualar os 
oe�
ientes de xv, já que xu,xv, N sãolinearmente independentes, para obter
Γ1
11Γ

2
12 + Γ2

11Γ
2
22 + ea22 + (Γ2

11)v = Γ1
12Γ

2
11 + Γ2

12Γ
2
12 + fa21 + (Γ2

12)u.Agora, basta utilizar os valores de Eq. 3.2.3 para obtermos
Γ1
11Γ

2
12 + Γ2

11Γ
2
22 + (Γ2

11)v − Γ1
12Γ

2
11 − Γ2

12Γ
2
12 − (Γ2

12)u

= fa21 − ea22

= f
eF − fE

EG− F 2
− e

fF − gE

EG− F 2

=
feF − f 2E − efF + egE

EG− F 2

= E
eg − f 2

EG− F 2
= EK.

(4.2.3)
O teorema está essen
ialmente provado. Terminamos 
om as formalizações.Se x : U ⊂ R

2 → S é uma parametrização de S em p e se ϕ : V ⊂ S, onde
V ⊂ x(U) é uma vizinhança de p, é uma isometria lo
al em p, então y = ϕ ◦ x é umaparametrização de S em ϕ(p). Como ϕ é uma isometria, os 
oe�
ientes da primeira formafundamental nas parametrizações x e y 
oin
idem em pontos 
orrespondentes q e ϕ(q),82



q ∈ V . Logo, os símbolos de Christo�el também 
oin
idem. Pela Eq. 4.2.3, 
onhe
ida
om Fórmula de Gauss, podemos 
al
ular K em dado ponto através dos símbolos deChristo�el e suas derivadas, e assim, K(q) = K(ϕ(q)) para todo q ∈ V .O Teorema Egregium tem 
onsequên
ias formidáveis. Tome o Ex. 4.1.6. O teoremaimpli
a que em pontos 
orrespondentes do 
atenoide e do heli
oide, o valor da 
urvaturaGaussiana é o mesmo! Fato este que não é intuitivo ao observar tais superfí
ies.O fato de que K depende apenas dos 
oe�
ientes da primeira forma fundamentalmostra que o 
on
eito de 
urvatura Gaussiana está ex
lusivamente ligado a estruturamétri
a da superfí
ie, e não 
om a posição que ela o
upa no espaço. Por este motivofalamos em geometria intrínse
a da superfí
ie, ou 
omo diria Carmo (2010), geometria daprimeira forma fundamental.Antes de en
errarmos a seção, apresentamos a Fórmula de Gauss para parametri-zações ortogonais, expressão essa que será útil no �m deste trabalho.Proposição 4.2.2 Se x é uma parametrização ortogonal, então
K = − 1

2
√
EG

{(

Ev√
EG

)

v

+

(

Gu√
EG

)

u

}

.Demonstração: Sabemos que
K =

1

E

(

Γ1
11Γ

2
12 + Γ2

11Γ
2
22 + (Γ2

11)v − Γ1
12Γ

2
11 − Γ2

12Γ
2
12 − (Γ2

12)u
)

. (4.2.4)Se x é uma parametrização ortogonal, então temos F = 0. Utilizando os valores dosistema 4.2.2 
om F = 0, obtemos
Γ1
11E =

1

2
Eu, Γ2

22G =
1

2
Gv,

Γ2
12G =

1

2
Gu, Γ1

12E =
1

2
Ev,

Γ2
11G = −1

2
Ev.Para obtermos os símbolos de Christo�el 
om derivadas, fazemos

(Γ2
11G)v =

(

−1

2
Ev

)

v

,

(Γ2
11)vG+ Γ2

11Gv = −1

2
Evv,

(Γ2
11)v =

GvEv

2G2
− Evv

2G
,e analogamente,

(Γ2
12)u =

Guu

2G
− (Gu)

2

2G2
.83



Substituindo os valores en
ontrados na Eq. 4.2.4, e reorganizando os 
oe�
ientes, obtemos:
K =

1

E

(

EuGu

4EG
− EvGv

4G2
+

GvEv

2G2
− Evv

2G
+

(Ev)
2

4EG
− (Gu)

2

4G2
− Guu

2G
+

(Gu)
2

2G2

)

= − 1

2
√
EG

(

Evv√
EG

− EvGv

2G
√
EG

− (Ev)
2

2E
√
EG

+
Guu√
EG

− EuGu

2E
√
EG

− (Gu)
2

2G
√
EG

) .Como
(

Ev√
EG

)

v

=
Evv

√
EG− (

√
EG)vEv

EG

=
Evv√
EG

− EvGv

2G
√
EG

− (Ev)
2

2E
√
EG

,e
(

Gu√
EG

)

u

=
Guu

√
EG− (

√
EG)uGu

EG

=
Guu√
EG

− EuGu

2E
√
EG

− (Gu)
2

2G
√
EG

,obtemos fa
ilmente que
K = − 1

2
√
EG

{(

Ev√
EG

)

v

+

(

Gu√
EG

)

u

}

.

4.3 TRANSPORTE PARALELO E GEODÉSICASMunidos de todas as ferramentas apresentadas até agora, apresentaremos uma sériede de�nições e 
on
eitos que envolvem a geometria intrínse
a para que possamos 
on
luireste trabalho.Campos de vetores não fazem parte do fo
o de estudo deste trabalho, por isso,apenas a de�nição bási
a dada por Carmo (2010) é su�
iente.De�nição 4.3.1 (Campo de Vetores) Em um 
onjunto aberto U ⊂ S de uma super-fí
ie regular S, uma 
orrespondên
ia w que asso
ia a 
ada p ∈ U um vetor w(p) ∈ TpSé 
hamada 
ampo de vetores. O 
ampo de vetores é diferen
iável em p se, para algumaparametrização x(u, v) em p, as 
omponentes a e b de w = axu+bxv na base {xu,xv} sãofunções diferen
iáveis em p. O 
ampo de vetores w é diferen
iável em U se é diferen
iávelpara todo p ∈ U .Agora podemos apresentar a de�nição de derivada 
ovariante de um 
ampo devetores. Segundo Carmo (2010), 84



De�nição 4.3.2 (Derivada Covariante) Seja w um 
ampo diferen
iável de vetores emum 
onjunto aberto U ⊂ S e p ∈ U . Seja y ∈ TpS. Considere uma 
urva parametrizada
α : (−ǫ, ǫ) → U , 
om α(0) = p e α′(0) = y, e seja w(t), t ∈ (−ǫ, ǫ), a restrição do 
ampode vetores w à 
urva α. O vetor obtido pela projeção de (dw/dt)(0) sobre o plano TpS é
hamada a derivada 
ovariante em p do 
ampo de vetores w em relação ao vetor y. Estaderivada 
ovariante é denotada por (Dw/dt)(0) ou (Dyw)(p) (Fig. 4.5).É válido �rmar que o vetor y do 
ampo de vetores tangentes aponta para qualquerdireção, in
lusive sua derivada (dw/dt)(0). Contudo, a derivada 
ovariante (Dw/dt)(0) ésempre ortogonal ao normal unitário a superfí
ie em p.Figura 4.5: A derivada 
ovariante

Fonte: Produção do próprio autorAssim 
omo inúmeras outras 
ara
terísti
as geométri
as da superfí
ie, a derivada
ovariante não depende da es
olha da 
urva α, e sim do vetor tangente y. Para tanto,tome α(t) = x(u(t), v(t)) assim 
omo
w(t) = a(u(t), v(t))xu + b(u(t), v(t))xv,

= a(t)xu + b(t)xv,logo,
dw

dt
= a(xuuu

′ + xuvv
′) + b(xvuu

′ + xvvv
′) + a′xu + b′xv,onde ′ indi
a a derivação 
om relação a t. Como Dw/dt é a projeção de dw/dt no TpS,basta usar as expressões de 4.2.1 e des
artar a 
omponente normal para obtermos

Dw

dt
= (a′ + Γ1

11au
′ + Γ1

12av
′ + Γ1

12bu
′ + Γ1

22bv
′)xu

+(b′ + Γ2
11au

′ + Γ2
12av

′ + Γ2
12bu

′ + Γ2
22bv

′)xv.
(4.3.5)Isso mostra que a derivada 
ovariante depende apenas do vetor y = (u′, v′). A presença dossímbolos de Christo�el mostram que a derivada 
ovariante também é uma 
ara
terísti
aintrínse
a da superfí
ie. 85



Podemos 
onsiderar também a derivada 
ovariante de um 
ampo de vetores tangen-tes que está de�nido apenas sobre uma 
urva parametrizada. Esta ideia é bem intuitiva,e por isso, vamos omitir tais de�nições, que podem ser en
ontradas na seção 4.4 do livrode Carmo (2010). Um exemplo de 
ampo de vetores restrito a uma 
urva é o 
ampo devetores tangentes da própria 
urva (Fig. 4.6).Figura 4.6: Campo de vetores tangentes ao longo de uma 
urva.
Fonte: Produção do próprio autorAgora estamos aptos a de�nir um 
ampo paralelo, parte do tema de estudo destaseção. Segundo Carmo (2010),De�nição 4.3.3 (Campo Paralelo) Um 
ampo de vetores w ao longo de uma 
urvaparametrizada α : I → S é 
hamado paralelo se Dw/dt = 0 para todo t ∈ I.Figura 4.7: Campos paralelos w(t) e v(t) ao longo de uma 
urva planar.

Fonte: Produção do próprio autorA noção de 
ampo de vetores paralelos ao longo de uma 
urva no plano é a usual(Fig. 4.7). A proposição seguinte, válida para qualquer superfí
ie regular, nos dá umargumento para justi�
ar tal ideia. Segundo Carmo (2010),Proposição 4.3.4 Sejam v e w 
ampos de vetores paralelos ao longo de α : I → S.Então 〈v(t), w(t)〉 é 
onstante. Em parti
ular, |w(t)| e |v(t)| são 
onstantes, e o ânguloentre v(t) e w(t) é 
onstante. 86



Demonstração: Se w é paralelo ao longo de α, então, pela de�nição, Dw/dt = 0,o que signi�
a que dw/dt é paralelo a N , ou seja, ortogonal ao plano tangente à superfí
ieem α(t). Como v perten
e ao plano tangente, temos que
〈v(t), w′(t)〉 = 0, t ∈ I.O mesmo vale para v(t). Logo, podemos es
rever

0 = 〈v(t), w′(t)〉+ 〈v′(t), w(t)〉 = 〈v(t), w(t)〉′.Portanto, 〈v(t), w(t)〉 é 
onstante.A noção de 
ampo paralelo sobre uma superfí
ie qualquer não é intuitiva geo-metri
amente 
omo vimos no 
aso planar. Um exemplo disso segue mais adiante, apósde�nirmos transporte paralelo.A demonstração da proposição abaixo será omitida por envolver o teorema deuni
idade de soluções de equações diferen
iais, mas pode ser en
ontrada no �m da seção4.4 do livro de Carmo (2010).Proposição 4.3.5 Seja α : I → S uma 
urva parametrizada em S e seja w0 ∈ Tα(t0)S,
t0 ∈ I. Então existe um úni
o 
ampo de vetores paralelo w(t) ao longo de α(t), 
om
w(t0) = w0.Esta proposição mostra que, dado um vetor w0 ∈ Tα(t0)S, é úni
o o 
ampo paraleloque o 
ontém, ou seja, é possível determinar um 
ampo paralelo a partir de qualquer vetorno plano tangente, e mais do que isso, o 
ampo paralelo, relativo a w0, será úni
o. Paraisso, basta fazer um transporte paralelo de w0. Segundo Carmo (2010),De�nição 4.3.6 (Transporte Paralelo) Seja α : I → S uma 
urva parametrizada e
w0 ∈ Tα(t0)S, t0 ∈ S. Seja w um 
ampo paralelo ao longo de α, w(t0) = w0. O vetor
w(t1), t1 ∈ I, é 
hamado transporte paralelo de w0 ao longo de α no ponto t1.Tome duas superfí
ies, S1 e S2, tangentes ao longo de uma 
urva parametrizada
α e w0 é um vetor tal que w0 ∈ Tα(t0)S1 = Tα(t0)S2. Como a derivada 
ovariante Dw/dtde w é a mesma para ambas as superfí
ies, pois os planos tangentes são iguais, então otransporte paralelo w(t) de w0 relativo a S1 é o mesmo relativo a S2.Exemplo 4.3.7 Considere o transporte paralelo de w0 ao longo da 
urva C do setor
ir
ular da �gura Fig. 4.8. Como o 
one resultante da isometria do setor 
ir
ular étangente a esfera no paralelo latitudinal C, podemos ter uma ideia geométri
a do queseria o transporte paralelo de w0 ao longo de C na superfí
ie esféri
a.Este exemplo pode ser en
ontrado 
om detalhes 
al
ula
ionais no livro de Carmo(2010). 87



Figura 4.8: Transporte paralelo na 
urva de tangên
ia entre a esfera e o 
one.

Fonte: Produção do próprio autorConvém agora de�nir o tema 
entral desta seção, a geodési
a (CARMO, 2010).De�nição 4.3.8 (Geodési
a) Uma 
urva parametrizada, não 
onstante, γ : I → S é
hamada geodési
a em t ∈ I se o seu 
ampo de vetores tangentes γ′(t) é paralelo ao longode γ em t; isto é
Dγ′(t)

dt
= 0;

γ é uma geodési
a parametrizada se é geodési
a para todo t ∈ I.Como a noção de geodési
a é um 
on
eito lo
al, a de�nição anterior nos permiteestender este 
on
eito a 
urvas regulares.De�nição 4.3.9 Uma 
urva regular 
onexa C em S é 
hamada geodési
a se, para 
ada
p ∈ C, a parametrização α(s) de uma vizinhança 
oordenada de p pelo 
omprimento dear
o s é uma geodési
a parametrizada; isto é, α′(s) é um 
ampo de vetores paralelo aolongo de α(s).Como a derivada 
ovariante é a projeção da derivada de α′(s) no plano tangente,então a de�nição anterior equivale a dizer que α′′ = kn é normal ao plano tangente paraque α seja uma geodési
a. Em outras palavras, segundo Carmo (2010), uma 
urva regular
C ⊂ S(k 6= 0) é uma geodési
a se e somente se sua normal prin
ipal em 
ada p ∈ C éparalela a normal de C em p. A veri�
ação de tal fato é imediata.Exemplo 4.3.10 Os 
ír
ulos máximos de uma esfera são geodési
as. Para tanto, bastaobservar que a normal prin
ipal de 
ada 
ír
ulo máximo C, em 
ada ponto p ∈ C ⊂ S2,tem a mesma direção que o vetor normal a S2 em p. Observe a Fig. 4.9.88



Figura 4.9: Cír
ulos máximos em uma esfera são geodési
as.

Fonte: Produção do próprio autorExemplo 4.3.11 É fá
il veri�
ar que as geratrizes e as 
ir
unferên
ias 
ontidas no 
i-lindro são geodési
as. No 
aso geral, toda reta 
ontida numa superfí
ie é uma geodési
a.Vamos mostrar que as héli
es também são geodési
as no 
ilindro. Tome a isometriaentre o plano e o 
ilindro do Ex. 4.1.5. Podemos tomar a parametrização de um 
ilindroda seguinte maneira
x(u, v) = (cosu, sinu, v).Como x é uma isometria lo
al que apli
a uma região do plano uv no 
ilindro e a derivada
ovariante é invariante por isometrias 
on
luímos que geodési
as no plano são geodési
asno 
ilindro. Já que qualquer reta no plano

u(s) = as, v(s) = bs, a2 + b2 = 1,é uma geodési
a, basta tomar a imagem dessas retas pela isometria x, tal que obtemos
x(u(s), v(s)) = (cos(as), sin(as), bs),que nada mais são do que héli
es.A derivada 
ovariante é o análogo a derivada de vetores no plano para 
urvas emsuperfí
ies quaisquer, e assim 
omo a 
urvatura k, podemos de�nir um valor de 
urvaturaasso
iado a derivada 
ovariante. Convém agora introduzir o 
on
eito de valor algébri
o daderivada 
ovariante e, 
onsequentemente, a 
urvatura geodési
a, segundo Carmo (2010).De�nição 4.3.12 Seja w um 
ampo diferen
iável e unitário de vetores ao longo de uma
urva parametrizada α : I → S sobre uma superfí
ie orientada S. Como w(t), t ∈ I é89



um 
ampo de vetores unitário, (dw/dt)(t) é normal a w(t), e portanto
Dw

dt
= λ(N ∧ w(t)).O número real λ = λ(t), denotado por [Dw/dt], é 
hamado valor algébri
o da derivada
ovariante de w em t.De�nição 4.3.13 (Curvatura Geodési
a) Seja C uma 
urva regular orientada 
on-tida em uma superfí
ie orientada S, e seja α(s) uma parametrização de C, em umavizinhança de p ∈ S, pelo 
omprimento de ar
o s. O valor algébri
o [Dα′(s)/ds] = kg daderivada 
ovariante de α′(s) é 
hamado de 
urvatura geodési
a de C em p.Devemos observar que a 
urvatura geodési
a depende da orientação de S, já queresulta de um produto vetorial que envolve N . Convém observar também que, uma 
urvageodési
a é então uma 
urva que tem 
urvatura geodési
a nula.Figura 4.10: Relação entre as 
urvaturas geodési
a e normal.

Fonte: Produção do próprio autorComo a 
urvatura normal kn é o valor absoluto da projeção do vetor α′′(s) = knsobre N , e a 
urvatura geodési
a kg é o valor absoluto da projeção de kn sobre o planotangente, temos imediatamente que (Fig. 4.10),
k2 = k2

g + k2
n.Podemos obter uma expressão para o valor algébri
o da derivada 
ovariante, e
onsequentemente para a 
urvatura geodési
a, que envolva os 
oe�
ientes da primeiraforma fundamental. Para tanto, devemos formalizar algumas ideias.90



Primeiramente 
onsidere dois 
ampos de vetores w e v unitários e diferen
iáveis aolongo de uma 
urva parametrizada α : I → S. Pre
isamos de uma função diferen
iável
ϕ : I → R, t ∈ I, que forneça a determinação diferen
iável do ângulo de v(t) a w(t) naorientação de S. Para isto, 
onsidere o 
ampo de vetores v, também diferen
iável ao longode α, tal que w(t) possa ser es
rito na base ortonormal {v(t), v(t)}, ou seja,

w(t) = a(t)v(t) + b(t)v(t),onde a(t) e b(t) são funções diferen
iáveis em I e a2 + b2 = 1.Para obter a função, basta tomar um ângulo ini
ial ϕ0 entre w(t0) e v(t0), e estendê-lo diferen
ialmente em I, 
onforme o lema abaixo, segundo Carmo (2010).Lema 4.3.14 Sejam a e b funções diferen
iáveis em I 
om a2 + b2 = 1 e ϕ0 tal que
a(t0) = cosϕ0 e b(t0) = sinϕ0.

ϕ = ϕ0 +

∫ t

t0

(ab′ − ba′)dté tal que cosϕ(t) = a(t), sinϕ(t) = b(t), t ∈ I, e ϕ(t0) = ϕ0.Demonstração: Se mostrarmos que a equação
(a− cosϕ)2 + (b− sinϕ)2 = 0é verdadeira, o lema estará provado. Expandindo o primeiro membro da equação a
imae lembrando que a2 + b2 = 1, obtemos
2− 2(a cosϕ+ b sinϕ) = 0,que será válido apenas se A = a cosϕ + b sinϕ for igual a 1. Derivando a2 + b2 = 1,obtemos aa′ = −bb′. Unindo esse fato a de�nição de ϕ, obtemos

A′ = −a(sinϕ)ϕ′ + b(cosϕ)ϕ′ + a′ cosϕ+ b′ sinϕ

= −b′(sinϕ)(a2 + b2)− a′(cosϕ)(a2 + b2) + a′ cosϕ+ b′ sinϕ = 0.Logo, A(t) = 
te., e 
omo A(t0) = 1, o lema está demonstrado.Agora vamos rela
ionar as derivadas 
ovariantes de dois 
ampos de vetores 
om adeterminação diferen
iável do ângulo entre eles, 
onforme o lema abaixo apresentado porCarmo (2010).Lema 4.3.15 Sejam v e w dois 
ampos diferen
iáveis de vetores ao longo da 
urva α :

I → S, 
om |v(t)| = |w(t)| = 1, t ∈ I. Então
[

Dw

dt

]

−
[

Dv

dt

]

=
dϕ

dt
,91



onde ϕ é uma das determinações diferen
iáveis do ângulo de v a w, dadas no Lema 4.3.14.Demonstração: Primeiramente provaremos para o 
aso em que ϕ 6= 0. Como
cosϕ = 〈v, w〉, pela 
ara
terização de produto interno, podemos derivar impli
itamente
om relação a t para obter

〈v′, w〉+ 〈v, w′〉 = −ϕ′ sinϕ,que pode ser es
rito 
omo
〈Dv

dt
, w〉+ 〈v, Dw

dt
〉 = −ϕ′ sinϕ,e pela De�nição 4.3.12,

[

Dv

dt

]

〈N ∧ v, w〉+
[

Dw

dt

]

〈v,N ∧ w〉 = −ϕ′ sinϕ.Pela 
ara
terização do produto misto 〈N ∧ v, w〉 obtemos,
([

Dv

dt

]

−
[

Dw

dt

])

〈N ∧ v, w〉 = −ϕ′ sinϕ,e assim
([

Dv

dt

]

−
[

Dw

dt

])

sinϕ = −ϕ′ sinϕ.Como ϕ 6= 0, o lema está provado para este 
aso.Se ϕ = 0 em p ∈ α(I), temos, tomando o limite se ne
essário, ϕ′ = 0, resultandoem w = v e o lema vale trivialmente.Agora, devemos per
eber o seguinte. Tome v(s) um 
ampo paralelo (e portanto
om valor algébri
o de derivada 
ovariante nulo) e w(s) = α′(s) , ou seja, um 
ampo devetores tangentes unitários. Disto resulta
kg(s) =

[

Dα′(s)

ds

]

=
dϕ

ds
,ou seja, a 
urvatura geodési
a é a taxa de variação do ângulo que a tangente à 
urva faz
om uma direção paralela ao longo da 
urva. Mais uma vez per
ebemos que os 
on
eitosestão todos ligados.Agora, a expressão para o valor algébri
o da derivada 
ovariante, segundo Carmo(2010).Proposição 4.3.16 Sejam x(u, v) uma parametrização ortogonal (isto é, F = 0) deuma vizinhança de uma superfí
ie orientada S, e w(t) um 
ampo de vetores unitário e92



diferen
iável ao longo da 
urva x(u(t), v(t)). Então
[

Dw

dt

]

=
1

2
√
EG

{

Gu
dv

dt
−Ev

du

dt

}

+
dϕ

dt
,onde ϕ(t) é o ângulo de xu a w(t) na orientação dada.Demonstração: Vemos fa
ilmente que

e1 =
xu

|xu|
=

xu
√

〈xu,xu〉
=

xu√
E
,

e2 =
xv

|xv|
=

xv
√

〈xv,xv〉
=

xv√
G
,são os vetores unitários tangentes às 
urvas 
oordenadas. Logo, e1 ∧ e2 = N . Pelo Lema4.3.15, podemos es
rever

[

Dw

dt

]

=

[

De1
dt

]

+
dϕ

dt
,onde e1(t) = e1(u(t), v(t)) é o 
ampo e1 restrito à 
urva x(u(t), v(t)). Mas pela De�nição4.3.12, e pela regra da 
adeia, temos que

[

De1
dt

]

= 〈de1
dt

, N ∧ e1〉 = 〈de1
dt

, e2〉 = 〈(e1)u, e2〉
du

dt
+ 〈(e1)v, e2〉

dv

dt
.Utilizando o fato de que F = 0 no sistema 4.2.2, temos que

〈xuu,xv〉 = −1

2
Ev,e assim

〈(e1)u, e2〉 =
〈(

xu√
E

)

u

,

(

xv√
G

)〉

= −1

2

Ev√
EG

.Analogamente,
〈(e1)v, e2〉 =

1

2

Gu√
EG

.Agora nos basta substituir as duas últimas expressões na equação de [De1/dt] para obter
[

Dw

dt

]

=
1

2
√
EG

{

Gu
dv

dt
−Ev

du

dt

}

+
dϕ

dt
,e a proposição está demonstrada.Para �nalizarmos a seção, apresentaremos agora as equações de uma geodési
a emuma vizinhança 
oordenada, que tem 
omo 
onsequên
ia uma proposição sobre uni
idade.Primeiro, vamos às formalizações, segundo Carmo (2010).Seja γ : I → S uma 
urva parametrizada de S e seja x(u, v) uma parametrizaçãode S em uma vizinhança V de γ(t0), t0 ∈ I. Seja J ⊂ I um intervalo aberto 
ontendo t0tal que γ(J) ⊂ V . Seja x(u(t), v(t)), t ∈ J , a expressão de γ : J → S na parametrização93



x. Então, o 
ampo de vetores tangentes γ′(t) = w(t), t ∈ J , é dado por
w(t) = u′(t)xu + v′(t)xv.Como w é um 
ampo paralelo, então [Dw/dt] = 0. Logo, utilizando a Eq. 4.3.5, fazendoa substituição a = u′ e b = v′, e lembrando que xu e xv são linearmente independentes,obtemos o sistema

{

u′′ + Γ1
11(u

′)2 + 2Γ1
12u

′v′ + Γ1
22(v

′)2 = 0

v′′ + Γ2
11(u

′)2 + 2Γ2
12u

′v′ + Γ2
22(v

′)2 = 0
, (4.3.6)que é 
onhe
ido 
omo as equações diferen
iais das geodési
as de S. Tal nome advém dofato de que γ : I → S é uma geodési
a se, e somente se, o sistema 4.3.6 é satisfeito paratodo intervalo J ⊂ I tal que γ(J) esteja 
ontido em uma vizinhança 
oordenada. Essasequações diferen
iais mostram que uma geodési
a depende apenas da estrutura métri
ada superfí
ie no ponto (primeira forma fundamental) e da direção tomada (vetor (u′, v′)).A 
onsequên
ia imediata do sistema 4.3.6 se dá pela seguinte proposição, a qualomitiremos a demonstração que pode ser en
ontrada na seção 4.7 do livro de Carmo(2010).Proposição 4.3.17 Dado um ponto p ∈ S e um vetor w ∈ TpS, w 6= 0, existe um ǫ > 0e uma úni
a geodési
a parametrizada γ : (−ǫ, ǫ) → S tal que γ(0) = p, γ′(0) = w.Em outras palavras, dado um ponto e uma direção em uma superfí
ie regular, éúni
a a geodési
a que passa por esse ponto e tem essa direção.4.4 O TEOREMA DE GAUSS-BONNET EA CLASSIFICAÇ�O TOPOLÓGICAO Teorema de Gauss-Bonnet é o teorema mais profundo e elaborado que abor-daremos neste trabalho, ele nos permitirá 
on
luir nosso estudo. A sua primeira versão,segundo Carmo (2010), foi apresentada no famoso artigo de Gauss (1827), e tratava dasoma de ângulos internos de um triângulo geodési
o, isto é, triângulos 
ujos lados são ar-
os de geodési
as. Mais espe
i�
amente, Gauss provou que, dado um triângulo geodési
o

T (Fig. 4.11), de ângulos internos ϕ1, ϕ2 e ϕ3, então
3
∑

i=1

ϕi − π =

∫∫

T

Kdσ.Em parti
ular, se K = 0, ou seja, o triângulo está numa superfí
ie plana e 
onsequente-mente seus lados são retas, temos que ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = π, uma extensão do teorema de94



Tales do ensino médio. Figura 4.11: Triângulo geodési
o T .

Fonte: Produção do próprio autorA extensão desse teorema para uma região limitada por 
urvas simples não geo-dési
as veio 
om O. Bonnet. Para estendê-lo ao nosso objetivo, superfí
ies 
ompa
tas,algumas 
onsiderações topológi
as devem ser apresentadas.Antes de enun
iar o Teorema de Gauss-Bonnet, faremos algumas de�nições aomodelo de Carmo (2010).De�nição 4.4.1 Seja α : [0, l] → S uma apli
ação 
ontínua de um intervalo fe
hado
[0, l] sobre uma superfí
ie regular S. Dizemos que α é uma 
urva parametrizada simples,fe
hada e regular por partes, respe
tivamente se,1. α(0) = α(l).2. t1 6= t2, t1, t2 ∈ [0, l), impli
a que α(t1) 6= α(t2).3. Existe uma partição

0 = t0 < t1 < . . . < tk < tk+1 = l,de [0, l] tal que α é diferen
iável e regular em 
ada [ti, ti+1], i = 0, . . . , k.Os pontos α(ti), i = 0, . . . , k, são 
hamados vérti
es de α e os traços α([ti, ti+1]) são
hamados ar
os regulares de α.Em outras palavras, α é uma 
urva fe
hada, que não possui auto-interseções, e nãotem reta tangente de�nida em um número �nito de pontos.Como α é uma 
urva regular, é possível tomar o limite a esquerda e a direita de
ada vérti
e, tal que
lim
t→t+

i

α′(t) = α′(ti + 0) 6= 0, lim
t→t−

i

α′(t) = α′(ti − 0) 6= 0,95



e podemos de�nir o ângulo θi, 0 < |θi| ≤ π, 
hamado de ângulo externo, 
omo sendo amenor determinação do ângulo entre os vetores tangentes em α(ti) de�nidos pelo limiteà direita e à esquerda. O sinal de θi deve satisfazer a orientação N pela "regra da mãodireita"(uma ideia simples, intuitiva e amplamente 
onhe
ida, prin
ipalmente por suasapli
ações na físi
a). A Fig. 4.12 é bem ilustrativa.Figura 4.12: Ângulos externos.

Fonte: Produção do próprio autorNo 
aso de uma 
úspide, |θi| = π, o ra
io
ínio é análogo (Fig. 4.13).Figura 4.13: Ângulos externos em 
úspides.

Fonte: Produção do próprio autorUm teorema importante rela
ionado aos ângulos externos será o primeiro fatotopológi
o que apresentaremos 
uja demonstração será omitida. Primeiramente 
onsidere,segundo Carmo (2010), x : U ⊂ R
2 → S uma parametrização 
ompatível 
om a orientaçãode S tal que U é homeomorfo a um dis
o aberto no plano. Considere também α : [0, l] →

x(U) ⊂ S uma 
urva parametriza simples, fe
hada e regular por partes, 
om vérti
es
α(ti) e ângulos externos θi = 0, . . . , k. Por último, sejam ϕi : [ti, ti+1] → R funções96



diferen
iáveis que medem em 
ada t ∈ [ti, ti+1] o ângulo positivo de xu a α′(t), 
onformeo Lema 4.3.14. Enun
iamos, então oTeorema 4.4.2 (Teorema do Índi
e de Rotação) Com a notação a
ima des
rita
k
∑

i=0

(ϕi(ti+1)− ϕi(ti)) +

k
∑

i=0

θi = ±2π,onde o sinal positivo ou negativo depende da orientação de α.Uma demonstração deste fato topológi
o foi apresentada no artigo de Hopf (1935).Para o 
aso em que α não tem vérti
es e limita uma região homeomorfa a um plano, ademonstração de Hopf pode ser en
ontrada na seção 5.7 do livro de Carmo (2010).O Teorema do Índi
e de Rotação a�rma que, em outras palavras, a variação totaldo ângulo do vetor tangente a α 
om uma dada direção (neste 
aso xu) somado 
om os"saltos" nos vérti
es é igual a 2π.Últimas de�nições antes do Teorema de Gauss-Bonnet. Em uma superfí
ie orien-tada S, dizemos que R ⊂ S é uma região simples se R é homeomorfa a um dis
o e afronteira ∂R de R é o traço de uma 
urva parametrizada simples, fe
hada e regular porpartes α : I → S. Dizemos que α é orientada positivamente se o parâmetro t à per-
orre em sentido anti-horário de a
ordo 
om a orientação de S ("regra da mão direita").Observe a Fig. 4.14. Figura 4.14: Curva α orientada positivamente.
Fonte: Produção do próprio autorPor �m, seja agora x : U ⊂ R

2 → S uma parametrização de S 
ompatível 
om suaorientação e R ⊂ x(U) uma região limitada de S. Se f é uma função diferen
iável em S,temos que a integral dupla
∫∫

x
−1(R)

f(u, v)
√
EG− F 2dudvnão depende da parametrização x. A demonstração deste fato segue os moldes da demons-tração feita logo após a De�nição 2.4.5. Segundo Carmo (2010), esta integral é 
hamada97



integral de f sobre a região R e é 
omumente denotada por
∫∫

R

fdσ.Finalmente, podemos enun
iar o Teorema de Gauss-Bonnet, segundo Carmo (2010).Teorema 4.4.3 (Teorema de Gauss-Bonnet (Lo
al)) Seja x : U → S uma para-metrização ortogonal (isto é, F = 0), de uma superfí
ie orientada S, onde U ⊂ R
2 éhomeomorfo a um dis
o aberto e x é 
ompatível 
om a orientação de S. Seja R ⊂ x(U)uma região simples de S e seja α : I → S tal que ∂R = α(I). Suponha que α é orien-tada positivamente, parametrizada pelo 
omprimento de ar
o s, e sejam α(s0), . . . , α(sk)e θ0, . . . , θk, respe
tivamente, os vérti
es e os ângulos externos de α. Então

k
∑

i=0

∫ si+1

si

kg(s)ds+

∫∫

R

Kdσ +

k
∑

i=0

θi = 2π, (4.4.7)onde kg(s) é a 
urvatura geodési
a dos ar
os regulares de α e K é a 
urvatura Gaussianade S. Demonstração: Tome α(s) = x(u(s), v(s)). Como α está parametrizada pelo
omprimento de ar
o, usamos a Prop. 4.3.16 para obter
kg(s) =

1

2
√
EG

{

Gu
dv

dt
− Ev

du

dt

}

+
dϕ

dt
,onde ϕi = ϕi(s) é uma função diferen
iável que mede o ângulo positivo de xu à α′(s)em [si, si+1]. Integrando kg(s) em todos os intervalos [si, si+1] e somando os resultados,obtemos

k
∑

i=0

∫ si+1

si

kg(s)ds =

k
∑

i=0

∫ si+1

si

(

Gu

2
√
EG

dv

ds
− Ev

2
√
EG

du

ds

)

ds+

k
∑

i=0

∫ si+1

si

dϕi

ds
ds.Segundo o Teorema de Green (LIMA, 2009a), apli
ado ao plano uv, temos que, se P (u, v)e Q(u, v) são funções diferen
iáveis em uma região simples A ⊂ R

2, 
uja fronteira é dadapor u = u(s), v = v(s), então
k
∑

i=0

∫ si+1

si

(

P
du

ds
+Q

dv

ds

)

ds =

∫∫

A

(

∂Q

∂u
− ∂P

∂v

)

dudv.Por este motivo, podemos es
rever
k
∑

i=0

∫ si+1

si

kg(s)ds =

∫∫

x
−1(R)

{(

Ev

2
√
EG

)

v

+

(

Gu

2
√
EG

)

u

}

dudv +
k
∑

i=0

∫ si+1

si

dϕi

ds
ds.98



A partir da fórmula de Gauss para F = 0 da Prop. 4.2.2 podemos fazer a seguintesimpli�
ação.
∫∫

x
−1(R)

{(

Ev

2
√
EG

)

v

+

(

Gu

2
√
EG

)

u

}

dudv = −
∫∫

x
−1(R)

K
√
EGdudv = −

∫∫

R

Kdσ.Temos também que, pelo Teorema do Índi
e de Rotação,
k
∑

i=0

∫ si+1

si

dϕi

ds
ds =

k
∑

i=0

(ϕi(si+1)− ϕi(si)) = 2π −
k
∑

i=0

θi,onde o sinal de 2π é positivo pela orientação positiva de α. Fazendo as substituiçõesevidentes, obtemos
k
∑

i=0

∫ si+1

si

kg(s)ds+

∫∫

R

Kdσ +
k
∑

i=0

θi = 2π,e o teorema está provado.Observação 4.4.4 Tomamos uma parametrização ortogonal apenas para fa
ilitar os 
ál-
ulos, 
aso ne
essário é possível fazer uma reparametrização. Como veremos a seguir, oTeorema de Gauss-Bonnet permane
e válido para qualquer região simples de uma super-fí
ie regular.Passamos agora a globalização do Teorema de Gauss-Bonnet. Para tanto pre
isa-mos de mais algumas de�nições e alguns fatos topológi
os.Primeiramente, 
onsidere uma superfí
ie regular S. Segundo Carmo (2010), dize-mos que uma região 
onexa R ⊂ S é regular se R é 
ompa
ta e sua fronteira ∂R é aunião �nita de 
urvas regulares por partes fe
hadas e simples que não se interse
tam; edesta
amos,De�nição 4.4.5 Uma superfí
ie 
ompa
ta é uma região regular, 
uja fronteira é vazia.Uma maneira de se trabalhar em 
ima de superfí
ies é dividindo-a em triângu-los. Em uma superfí
ie arbitrária, de�nimos triângulo 
omo uma região simples que temapenas três vérti
es 
om ângulos externos αi 6= 0, i = 1, 2, 3. O pro
esso de divisão dasuperfí
ie em triângulos é 
hamado de triangulação 
onforme de�nição abaixo (CARMO,2010).De�nição 4.4.6 Uma triangulação de uma região regular R ⊂ S é uma família �nita Tde triângulos Ti, i = 1, . . . , n, tal que1. n
⋃

i=1

Ti = R. 99



2. Se Ti ∩ Tj 6= ∅, i 6= j, então Ti ∩ Tj é uma aresta 
omum de Ti e Tj ou um vérti
e
omum de Ti e Tj.Assim, dada uma triangulação T de uma região regular R ⊂ S de uma superfí
ie
S, denotaremos por F o número de triângulos (fa
es), por E o número de lados (arestas),e por V o número de vérti
es da triangulação. O número

F − E + V = χé 
hamado 
ara
terísti
a de Euler-Poin
aré da triangulação (LIMA, 1985).As quatro proposições topológi
as a seguir, ne
essárias para a globalização do Te-orema de Gauss-Bonnet, serão apresentadas sem demonstração. Segundo Carmo (2010),tais demonstrações podem ser en
ontradas no Cap. 1 de Ahlfors e Sario (1960).Proposição 4.4.7 Toda região regular de uma superfí
ie regular admite uma triangula-ção.Proposição 4.4.8 Seja S uma superfí
ie orientada e {xα}, α ∈ A, uma família deparametrizações 
ompatíveis 
om a orientação de S. Seja R ⊂ S uma região regular de
S. Então existe uma triangulação T de R tal que todo triângulo T ∈ T está 
ontidoem alguma vizinhança 
oordenada da família {xα}. Além disto, se a fronteira de todotriângulo de T for orientada positivamente, triângulos adja
entes determinam orientaçõesopostas na aresta 
omum a eles.Proposição 4.4.9 Se R ⊂ S é uma região regular de uma superfí
ie S, a 
ara
terísti
ade Euler-Poin
aré não depende da triangulação de R. Convém, portanto, denotá-la por
χ(R). Esta última proposição é de um signi�
ado fantásti
o. O fato de que a triangulaçãoé arbitrária, e de que a 
ara
terísti
a χ(R) é um invariante topológi
o da região R ⊂ Snos permite fazer uma 
lassi�
ação de superfí
ies de a
ordo 
om o valor de χ(R). Éimediato observar que χ(R) é um número inteiro (pois, além do número de triângulosser �nito na triangulação, os números F , E e V são naturais), logo o 
onjunto de todasas 
ara
terísti
as de Euler-Poin
aré é enumerável. A proposição seguinte trata desta
lassi�
ação.Proposição 4.4.10 Seja S ⊂ R

3 uma superfí
ie 
ompa
ta e 
onexa; então um dos va-lores 2, 0,−2, . . . ,−2n, . . . é assumido pela 
ara
terísti
a de Euler-Poin
aré χ(S). Alémdisto, se S ′ ⊂ R
3 é uma outra superfí
ie 
ompa
ta e 
onexa e χ(S) = χ(S ′), então S éhomeomorfa a S ′. 100



Experimentalmente, é possível en
ontrar rapidamente o valor de χ(S) para super-fí
ies 
ompa
tas 
omo a esfera e o toro, bastando desenhar triangulações simples em 
adaum. Porém, o pro
esso torna-se demasiado 
omplexo para outras superfí
ies 
ompa
-tas. A expansão do Teorema de Gauss-Bonnet para sua versão global sistematiza essa
lassi�
ação e nos forne
e um resultado ainda mais fantásti
o. Segundo Carmo (2010),Teorema 4.4.11 (Teorema de Gauss-Bonnet Global) Seja R ⊂ S uma região regu-lar de uma superfí
ie orientada e sejam C1, . . . , Cn as 
urvas fe
hadas, simples e regularespor partes que formam a fronteira de ∂R de R. Suponha que 
ada Ci é orientada positi-vamente e sejam θ1, . . . , θp o 
onjunto de ângulos externos das 
urvas C1, . . . , Cn. Então
n
∑

i=1

∫

Ci

kg(s)ds+

∫∫

R

Kdσ +

p
∑

l=1

θl = 2πχ(R), (4.4.8)onde s denota o 
omprimento de ar
o de Ci, e a integral sobre Ci signi�
a a soma dasintegrais em todos os ar
os regulares de Ci.Demonstração: Considere uma triangulação T da região R tal que qualquertriângulo Tj esteja 
ontido em uma vizinhança 
oordenada da família de parametrizaçõesortogonais 
ompatíveis 
om a orientação de S. Tal triangulação existe pela Prop. 4.4.8.Além disto, se a fronteira de 
ada triângulo de T for orientada positivamente, obtemosorientações opostas nas arestas que são 
omuns a triângulos adja
entes.Podemos utilizar o fato de que 
ada aresta "interior"é 
ontada duas vezes 
omorientações opostas e que a integral dupla de K não depende da triangulação (CARMO,2010, p. 328) para apli
ar o Teorema de Gauss-Bonnet Lo
al a 
ada triângulo, somar osresultados e obter
n
∑

i=1

∫

Ci

kg(s)ds+

∫∫

R

Kdσ +

F,3
∑

j,k=1

θjk = 2πF,onde F denota o número de triângulos de T e θj1, θj2, θj3 são os ângulos externos dotriângulo Tj . Observe a Fig. 4.15.Iremos agora introduzir os ângulos internos de um triângulo Tj , dados por ϕjk =

π − θjk. Assim,
∑

j,k

θjk =
∑

j,k

π −
∑

j,k

ϕjk = 3πF −
∑

j,k

ϕjk.Agora 
onsideremos a seguinte notação:
Ee = número de arestas externas de T ,

Ei = número de arestas internas de T ,

Ve = número de arestas externas de T ,

Vi = número de arestas internas de T .101



Figura 4.15: Triangulação de uma superfí
ie.

Fonte: Produção do próprio autorComo as 
urvas Ci são fe
hadas, Ee = Ve. Além disso, é fá
il mostrar por indução que
3F = 2Ei + Ee e, portanto, que

∑

j,k

θjk = 2πEi + πEe −
∑

j,k

ϕjk.Observamos agora que os vérti
es externos podem ser vérti
es de alguma 
urva Ci ouvérti
es introduzidos pela triangulação. Colo
amos Ve = Vec + Vet, onde Vec é o númerode vérti
es das 
urvas Ci e Vet é o número de vérti
es externos da triangulação que nãosão vérti
es de alguma das 
urvas Ci. Como a soma dos ângulos em torno de 
ada vérti
einterno é 2π, obtemos
∑

j,k

θjk = 2πEi + πEe − 2πVi − πVet −
∑

l

(π − θl).Somando e subtraindo πEe na expressão a
ima e levando em 
onta que Ee = Ve, 
on
luí-mos que
∑

j,k

θjk = 2πEi + πEe − 2πVi + πEe − πEe − πVet − πVec +
∑

l

θl

= 2πEi + 2πEe − 2πVi − πVe − πVe +
∑

l

θl

= 2π(Ei + Ee)− 2π(Vi + Ve) +
∑

l

θl

= 2πE − 2πV +
∑

l

θl.Juntando estes resultados, obtemos �nalmente
n
∑

i=1

∫

Ci

kg(s)ds+

∫∫

R

Kdσ +

p
∑

l=1

θjk = 2π(F − E + V ) = 2πχ(R).102



Como a 
ara
terísti
a de Euler-Poin
aré de uma região simples é evidentementeigual a 1 (um úni
o triângulo, por exemplo: 1− 3 + 3 = 1), obtemosCorolário 4.4.12 Se R é uma região simples de S, então
k
∑

i=1

∫ si+1

si

kg(s)ds+

∫∫

R

Kdσ +

k
∑

i=1

θi = 2π.E agora a 
on
lusão mais importante. Se podemos 
onsiderar uma superfí
ie 
om-pa
ta 
omo uma região regular de fronteira vazia, então o primeiro e o ter
eiro termo deEq. 4.4.8 tornam-se nulos e obtemosCorolário 4.4.13 Seja S uma superfí
ie 
ompa
ta e orientável; então
∫∫

S

Kdσ = 2πχ(S). (4.4.9)Finalmente o resultado que nos possibilita en
errar este trabalho. Este último
orolário é surpreendente. Tome uma esfera unitária. A integral dupla a direita da Eq.4.4.9 é fa
ilmente 
al
ulada, pois K = 1 para todos os pontos da esfera unitária. Assim, a
ara
terísti
a de Euler-Poin
aré da esfera unitária é 2. Por outro lado, pela Prop. 4.4.10,todas as superfí
ies que são homeomorfas à esfera unitária terão também χ(S) = 2. Logo,a 
urvatura "total", dada pela integral dupla de K sobre S, será numeri
amente igual paratodas as superfí
ies homeomorfas à esfera, ou seja, a menos de um homeomor�smo,elas são todas iguais. E o mesmo vale para as superfí
ies restantes. Para o toro, obtemos
χ(S) = 0; bi-toro, χ(S) = −2; tri-toro, χ(S) = −4; ou seja, o n-toro tem χ(S) = −2(n−1).Para �nalizarmos, a Fig. 4.16 a seguir representa a 
lassi�
ação topológi
a dassuperfí
ies 
ompa
tas do R

3.
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Figura 4.16: A 
lassi�
ação topológi
a de superfí
ies 
ompa
tas do R
3.

Fonte: Produção do próprio autor
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CONCLUS�OO Teorema de Gauss-Bonnet foi de fato o maior resultado que apresentamos nesteestudo. Ele nos permitiu apresentar a 
lassi�
ação topológi
a de todas as superfí
ies
ompa
tas orientáveis do R
3. Sua demonstração envolveu essen
ialmente quatro pon-tos: a 
urvatura Gaussiana, a 
urvatura geodési
a, o teorema do Índi
e de Rotação e a
ara
terísti
a de Euler-Poin
aré.É impressionante o fato de 
omo todos esses 
on
eitos estão muito ligados. A Fig.4.4.9 é um exemplo de 
omo a 
urvatura geodési
a e a 
urvatura Gaussiana (que seria oproduto de 
urvaturas normais) estão intimamente rela
ionados, e todas provenientes desimples produtos internos.Assim 
omo 
omentaremos no Apêndi
e B, �
ou 
laro que a presença do R

3 emtodo o nosso estudo é "desne
essária". Faz parte da nossa limitação físi
a que o espaçoexterior a superfí
ie se faça presente, apesar de que todos os 
on
eitos e todas as 
urvaturassão provenientes da própria estrutura métri
a da superfí
ie, ou seja, da primeira formafundamental.O Teorema Egregium de Gauss também possui um signi�
ado imenso. Não importaa modi�
ação que se faça numa superfí
ie (
omo é o 
aso do heli
oide e do 
atenoide), se aestrutura métri
a da superfí
ie for mantida, a 
urvatura Gaussiana no ponto permane
eráa mesma. Mais uma vez observamos a independên
ia da superfí
ie perante o ambienteem que ela o
upa.De fato, todo o estudo teóri
o que foi feito 
om base no livro de Carmo (2010) foine
essário para se 
hegar nos quatro pontos 
itados anteriormente. Infelizmente, não foipossível a
res
entar um estudo teóri
o sobre topologia para que pudéssemos apresentaras demonstrações dos fatos topológi
os apresentados na seção 4.4, em espe
ial, o teoremado Índi
e de Rotação. Fi
a então a sugestão para trabalhos futuros.Geometria Diferen
ial e Topologia não são dis
iplinas que estão presentes na gradedeste 
urso de graduação, portanto, realizar esta pesquisa nos mostrou não apenas um
aminho futuro de trabalho, mas também que, alunos dessa graduação estão em 
ondiçõesde en
arar versões introdutórias dessas dis
iplinas para que possam se familiarizar melhor
om 
aminhos futuros de pesquisa.
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APÊNDICESAPÊNDICE A - De�nições e Teoremas Ne
essáriosA De�nição de Diferen
ial de uma Apli
ação é primordial neste estudo. Algunsautores de livros de análise no R
n, 
omo Lima (2009a), trazem a de�nição de diferen
ial,porém a de�nição equivalente que é apresentada 
om a linguagem mais adequada paraeste trabalho é a ofere
ida pelo próprio livro de Carmo (2010):De�nição 1 (De�nição de Diferen
ial) Seja F : U ⊂ R

n → R
m uma apli
ação dife-ren
iável. Asso
iamos a 
ada p ∈ U uma apli
ação linear dFp : R

n → R
m que é 
hamada adiferen
ial de F em p, e é de�nida da seguinte maneira. Sejam w ∈ R
n e α : (−ǫ, ǫ) → Uuma 
urva diferen
iável tal que α(0) = p e α′(0) = w. Pela regra da 
adeia, a 
urva

β = F ◦ α : (−ǫ, ǫ) → R
m também é diferen
iável. Então

dFp(w) = β ′(0).O mesmo vale para os teoremas seguintes, os quais omitiremos as demonstraçõesque podem ser en
ontradas no livro de Lima (2009a) e Carmo (2010), respe
tivamente.Teorema 1 (Teorema da Função Inversa) Seja F : U ⊂ R
n → R

n uma apli
açãodiferen
iável e suponha que em p ∈ U a diferen
ial dFp : Rn → R
n é um isomor�smo.Então existe uma vizinhança V de p em U e uma vizinhança W de F (p) em R

n tal que
F : V → W tem inversa diferen
iável F−1 : W → V .Teorema 2 (Regra da Cadeia para Apli
ações) Sejam F : U ⊂ R

n → R
m e G :

V ⊂ R
m → R

k apli
ações diferen
iáveis, onde U e V são 
onjuntos abertos tais que
F (U) ⊂ V . Então G ◦ F : U → R

k é uma apli
ação diferen
iável, e
d(G ◦ F )p = dGF (p) ◦ dFp, p ∈ U.
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APÊNDICE B - Uma 
onversa sobre variedadesNo Capítulo 2 apresentamos a de�nição de superfí
ie regular. O maior defeitodessa de�nição é a sua dependên
ia em relação ao R
3. A ideia natural de superfí
ie é ade um 
onjunto que seja bi-dimensional e ao qual se possa apli
ar o 
ál
ulo diferen
ial do

R
2. A presença "desne
essária"do R

3 é simplesmente uma imposição da nossa naturezafísi
a (CARMO, 2008).Embora Gauss (1827) já tivesse per
ebido a ne
essidade de uma ideia abstrata desuperfí
ie, isto é, sem envolver um espaço ambiente (neste 
aso o R
3), foi ne
essário quaseum sé
ulo para que a ideia atingisse a forma de�nitiva que 
omentaremos super�
ialmenteaqui. Pelo fato de termos 
omentado sobre variedades e sobre a 
onje
tura de Poin
aréna introdução deste trabalho sem que elas fossem objetos de estudo durante o desenvolvi-mento, apresentaremos aqui a de�nição formal de variedade diferen
iável dada por Carmo(2008).De�nição 2 (Variedade Diferen
iável) Uma variedade diferen
iável de dimensão n éum 
onjunto M e uma família de apli
ações biunívo
as xα : Uα ⊂ R
n → M de abertos Uαde R

n tais que:1. ⋃
α

xα(Uα) = M .2. Para todo par α, β, 
om xα(Uα)∩xβ(Uβ) = W 6= ∅, os 
onjunto x
−1
α (W ) e x

−1
β (W )são abertos em R

n e as apli
ações x−1
β ◦ xα são diferen
iáveis (de 
lasse C∞).3. A família {(Uα,xα)} é máxima relativamente às 
ondições (1) e (2).O par (Uα,xα) (ou a apli
ação xα) 
om p ∈ xα(Uα) é 
hamado uma parametriza-ção (ou sistema de 
oordenadas) de M em p; xα(Uα) é então 
hamada uma vizinhança
oordenada em p. Uma família {(Uα,xα)} satisfazendo (1) e (2) é 
hamada uma estruturadiferen
iável em M . O espaço eu
lidiano R

n, 
om a estrutura diferen
iável dada pelaidentidade é um exemplo trivial de variedade diferen
iável (CARMO, 2008).A prin
ipal diferença entre a de�nição de variedade diferen
iável e a de�nição desuperfí
ie regular do Capítulo 2 é, além da generalização da dimensão, a propriedadefundamental da mudança de parâmetros, que antes era uma proposição para superfí
iese agora é um axioma na 
ondição (2).Da mesma maneira que de�nimos o produto interno sobre as superfí
ies do R
3,que nada mais é do que uma métri
a (LIMA, 2009
), podemos de�nir uma métri
a paraas variedades. En
erramos este anexo 
om a de�nição de métri
a Riemanniana dada porCarmo (2008). 109



De�nição 3 (Métri
a Riemanniana) Uma métri
a Riemanniana (ou estrutura Ri-emanniana) em uma variedade diferen
iável M é uma 
orrespondên
ia que asso
ia a
ada ponto p de M um produto interno 〈, 〉p (isto é, uma forma bilinear simétri
a, po-sitiva de�nida) no espaço tangente TpM , que varia diferen
iavelmente no seguinte sen-tido: Se x : U ⊂ R
n → M é um sistema de 
oordenadas lo
ais em torno de p, 
om

x(x1, x2, . . . , xn) = q ∈ x(U) e
∂

∂xi

(q) = dx(0, . . . , 1, 0),então
〈

∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉

q

= gij(x1, . . . , xn)é uma função diferen
iável em U .Uma variedade diferen
iável 
om uma dada métri
a Riemanniana 
hama-se umavariedade Riemanniana.
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