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RESUMO

ORTHEY JR, Alexandre Camacho. A Classificagao Topologica de Superficies
Compactas do R3. 2012. 110 p.. Trabalho de Conclusao de Curso (Graduacao em

Licenciatura em Matematica) - Universidade do Estado de Santa Catarina, Joinville,
2012.

A classificacao "topoldgica'de uma variedade riemanniana compacta de dimensao n ob-
teve avanco recente e importante com a demonstracao da conjectura de Poincaré pelo
matematico russo Grigoriy Perelman, em meados de 2002, para variedades de dimensao
3. Em dimensao 2, a mesma pergunta surgiu ha muitos anos atras e foi respondida atra-
vés da Geometria Diferencial Local por meio do famoso teorema de Gauss-Bonnet (em
suas variedades local e global). Por esta razao, foi feito um estudo teérico de todo o fer-
ramental de geometria diferencial necessario para completa compreensao do Teorema de
Gauss-Bonnet com o intuito de apresentar a classificacao topologica de superficies com-
pactas do R?. O estudo teve como roteiro base o livro intitulado Geometria Diferencial
de Curvas e Superficies de Manfredo Perdigao do Carmo.

Palavras-chave: Geometria diferencial. Topologia. Classificacao de superficies. Teo-
rema de Gauss-Bonnet.



ABSTRACT

ORTHEY JR, Alexandre Camacho. The Topological Classification of Compact
Surfaces of R3. 2012. 110 p.. Work of Course Conclusion (Graduate Degree in Mathe-
matics) - Santa Catarina State University, 2012.

The "topological"classification of a n-dimension compact Riemannian manifold obtained
important recent advance achieved by demonstrating the Poincare conjecture by the Rus-
sian mathematician Grigoriy Perelman, in mid-2002 to 3-manifolds. In dimension 2, the
same question came up many years ago and was answered by the Local Differential Ge-
ometry by the famous Gauss-Bonnet theorem (in its local and global varieties). For this
reason, a theoretical study was made of all the tools of differential geometry necessary
for complete understanding of the Gauss-Bonnet theorem in order to present the topolo-
gical classification of compact surfaces of R3. The study was based on the book entitled
Differential Geometry of Curves and Surfaces by Manfredo Perdigao do Carmo.

Key-words: Differential geometry. Topology. Classification of surfaces. Gauss-Bonnet
theorem.
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INTRODUCAO

O estudo de geometria diferencial e topologia ganhou destaque na matemaética nos
ultimos anos ap6s a prova da Conjectura de Poincaré pelo matemético russo Grigoriy Pe-
relman em meados de 2002. Os fatos se tornaram famosos na midia popular em virtude
do fato de que Perelman recusou, apos ter sido comprovada a veracidade de sua demons-
tracao, a Medalha Fields e o prémio de 1 milhao de dolares oferecido pelo Instituto Clay
de Matematica (BBC NEWS, 2010).

Segundo o CMI(2010), a Conjectura de Poincaré é um dos sete problemas do
milénio, estabelecidos pelo proprio instituto em 2000. A conjectura de Poincaré trata,
em termos simplificados, da classificacao de superficies, ou melhor, de variedades. Uma
definicao muito simples e suficiente para essa introducao do que é uma variedade, foi dada
por Viana (2008): Uma variedade é um espaco que pode ser descrito localmente através
de coordenadas. O nimero de coordenadas que sao necessdrias € chamado dimensao da
variedade (uma definigdo precisa de variedade pode ser encontrada no anexo B). Uma
variedade de dimensao 1 é chamada de curvae e uma variedade de dimensao 2 é chamada
de superficie, nossos objetos de estudo neste trabalho.

O objetivo dos topdlogos era entao catalogar, classificar, todas as variedades de
todas as dimensoes, ou seja, criar uma "lista" que contivesse todas as variedades diferentes
a menos de uma equivaléncia. Essa equivaléncia entre variedades pode ser descrita como
uma correspondéncia continua um-a-um entre pontos de uma variedade e outra (VIANA,
2008). No Capitulo 2, veremos que a essa correspondéncia (no caso de superficies) damos
o nome de homeomorfismo.

Acontece que é impossivel classificar todas as variedades de dimensao igual ou
maior a 4. A demonstragao desse fato se deve ao teorema da indecidibilidade de Gadel,
que justifica que para dimensdes maiores ou iguais a 4 o conjunto das variedades se torna-
ria "complexo demais" para serem todas classificadas. Existem perguntas que poderiam
ser feitas a esse conjunto que jamais teriam respostas, uma vez que se houvesse uma lista
de classificagio, essas perguntas teriam respostas, entdo nao se pode ter uma lista (VI-
ANA, 2008). Entretanto, isso nao significa que algumas classes de variedades de dimensao
maior ou igual a 4 nao possam ser classificadas. De fato, a conjectura de Poincaré afirma
que se uma variedade de dimensao qualquer "parece" ser a esfera entao ela "é" a esfera.

As palavras "parece" e "é" estao entre aspas por que o enunciado verdadeiro da conjectura
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usa defini¢oes que nao trataremos neste trabalho. Contudo, podemos enunciar a conjec-
tura para variedades de dimensao 3, a qual foi provada por Perelman: Toda variedade
fechada simplesmente conexa de dimensio 3 € homeomorfa a esfera 3-dimensional. Aqui,
variedade simplesmente conexa significa, em termos simplificados, que todo laco sobre a
variedade pode ser deformado até colapsar num ponto (VIANA, 2008).

Para variedades de dimensao 2, a classificagao "topologica" foi resolvida muito
tempo antes da conjectura de Poincaré existir. Foi gracas ao Teorema de Gauss-Bonnet,
apresentado em sua primeira versdo por Gauss (1827) e estendido depois por O. Bonnet
(CARMO, 2010), que podemos classificar todas as superficies compactas orientdveis do
R3. Em verdade, ha dois grupos de superficies, as orientéveis e as nao orientaveis. Tra-
taremos apenas das orientaveis, mas é valido acrescentar que superficies nao-orientaveis
também podem ser classificadas (VIANA, 2008).

Neste trabalho, entao, apresentaremos a classificacao topologica de superficies com-
pactas (orientaveis) do R3. Para fazer esta classificacdo, é necessario o entendimento
completo do Teorema de Gauss-Bonnet em suas versoes local e global. Como o referido
teorema aborda uma série de conceitos de geometria diferencial, faz-se indispensavel um
estudo de todo o ferramental de geometria diferencial local que aborda o teorema. Este
estudo teorico terd como roteiro basico o livro Geometria Diferencial de Curvas e Super-
ficies, do autor e pesquisador do Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada -
IMPA, Prof. Dr. Manfredo Perdigao do Carmo.

Este trabalho esta divido da seguinte forma: no Capitulo 1 serao apresentados os
conceitos bésicos sobre curvas e também uma pequena revisao de geometria analitica, no
Capitulo 2, serda apresentado um estudo bésico porém denso sobre superficies. No Ca-
pitulo 3 introduzimos a aplicacao de Gauss e tratamos de sua geometria, e no capitulo
4 apresentamos as defini¢coes e proposicoes necessarias para o entendimento do Teorema
de Gauss-Bonnet (Local e Global) e consequentemente da classifica¢ao topologica de su-
perficies do R®. Finalmente, no altimo capitulo, serdo apresentadas as conclusdes deste

trabalho e sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 1

CURVAS

1.1 CURVAS PARAMETRIZADAS

Uma maneira de definir subconjuntos do R? se faz através de funcoes diferenciaveis
de uma variavel real. Entende-se por funcao diferencidvel aquela que possui infinitas
derivadas continuas em todo o seu dominio. O primeiro subconjunto do R? a ser estudado
neste capitulo é formado pelas curvas. Uma curva é dita suave se ela é diferenciavel.

Carmo (2010) nos d& uma primeira defini¢do de curva:

Definicao 1.1.1 Uma curva diferencidvel parametrizada é uma aplicacao diferencidvel

a: I — R3 de um intervalo aberto I = (a,b) da reta real R em R3.

Aqui, o termo aplicagao tem um significado bem definido, nos fazendo recorrer a
Domingues e lTezzi (2003). Seja f uma relagdo de um conjunto £ em um conjunto F'.

Dizemos que f é uma aplicagao de E em F' se:
a) D(f)=E
b) Dado x € D(f), é tinico o elemento y € F' de modo que (z,y) € f

Em outras palavras, para cada t € I, e chamamos t o pardmetro da curva, existe
um «a(t) = (z(t),y(t), z(t)) € R3 tal que z(t), y(t) e 2(t) sao fungoes diferenciaveis. Vale
ressaltar que nao sao excluidos os casos em que o = +00 e @ = —o0.

Fazendo uso da nota¢do comum encontrada em bibliografias, definimos 2’(t) como
a primeira derivada de x(t) em relagdo a t. Analogamente temos y'(f) e 2/(t), e assim
definimos o/(t) = (2/(t),y'(t),2'(t)) € R?® como o wvetor tangente® a curva o em t. A

representacio geométrica da imagem «(l) C R3 é chamada de traco da curva a.

Exemplo 1.1.2 A curva v : I — R? dada por

() (200 ),

ITambém chamado de vetor velocidade em virtude da interpretacio fisica.
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comt € Rel = (0,107), é um exemplo de curva diferencidvel parametrizada. E conhecida
como espiral logaritmica, pois tomando t — +oo, y(t) aprozima-se da origem, espiralando

em torno dela. O trago de vy pode ser visto na Fig. 1.1.

Figura 1.1: Traco de 7, um exemplo de espiral logaritmica.

Ay

)

J z

Fonte: Producao do préprio autor

Algumas propriedades de produto interno, estudadas nas disciplinas de Geometria
Analitica e Algebra Linear, fazem parte do estudo de Geometria Diferencial e faz-se

importante cita-las. Seja o vetor v = (z,y,2) € R?, definimos a norma de v por

|v] = 2? + y? + 22

A norma de um vetor representa o comprimento do vetor e é de valor positivo
definido, somente se anulando caso o vetor seja nulo, ou seja, |(0,0,0)| = 0.
Agora, sejam u = (u1, uz, uz) e v = (v1, V2, v3) vetores pertencentes ao R3, definimos

o produto interno entre v e v por?
u-v = |u]|v|cosb, (1.1.1)

onde 0, 0 < 0 <, é o angulo entre u e v.

De Eq. 1.1.1 também decorre que

lu| = vu - u. (1.1.2)
Para u,v,w € R3 ficam vélidas as propriedades:

1. u-v=0<«= ulv, para u e v nao-nulos.

20 produto interno entre u e v também é denotado por (u,v).
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2. u-v=v-u.
3. Mu-v)=Au-v=u-\v.
4. u-(v+w)=u-v+u-w.

E possivel obter outra expressao para o produto interno da Eq. 1.1.1. Para isso,
basta escrever os vetores u e v como combinacoes lineares na base candnica e utilizar as

propriedades 3 e 4 do produto interno resultando em
U~V = UV + UgVs + UsV3. (1.1.3)

Ao tomarmos u(t) e v(t), t € I, como curvas diferencidveis, o produto delas u(t)-v(t)

serd uma funcao diferenciavel e

%(u(t) co(t)) = u(t) - v(t) +ult) - o' (¢). (1.1.4)

Além do produto interno, o produto vetorial também se faz presente no estudo
da geometria diferencial. Lima (2007) define o produto vetorial entre u,v € R? (nesta

ordem) como o vetor u A v € R? de tal forma que
(u A v) - w = detu, v, w], (1.1.5)
parar qualquer w € R3, e definimos det[u, v, w] como

u;y Uz Us
det[u,v,w]=1| vi vy w3

wy Wz Ws
A consequéncia imediata para w qualquer fica:

U U3 Uy U3 | — Ur U2

7 - J +

=)

uAv= , (1.1.6)

Vg U3 V1 U3 V1 Uy

- .
onde 7, 7, k sao os vetores na base candnica do R3.

O produto vetorial também carrega as seguintes propriedades:
1. uANv=—vAu.
2. uANv =0 se e somente se u e v sao linearmente dependentes.

3. (uAv)-u=0,(uAv) -v=0.
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Para os fins deste estudo, tomamos u(t) e v(t) como aplicagdes diferenciaveis do
intervalo I = (a,b) em R3 com ¢ € I. A partir da Eq. 1.1.6 obtemos

d du dv
@(u(t) Av(t)) = E(t) Av(t) +u(t) A E(t) (1.1.7)

1.2 COMPRIMENTO DE ARCO

Considere o : I — R? uma curva parametrizada diferenciavel. Assim, para cada
t € I, com o/(t) # 0, existe uma reta que passa pelo ponto a(t) e tem como vetor dire¢ao
o/(t). Esta reta é chamada de reta tangente a o em t. Os pontos da curva que nao
possuem reta tangente, ou seja, onde o/(t) = 0, sdo chamados de pontos singulares. Neste

estudo serao consideradas apenas curvas que nao possuem pontos singulares.

Defini¢ao 1.2.1 Uma curva parametrizada diferencidvel oo : I — R? € chamada regular
se a'(t) # 0 para todo t € 1.

Exemplo 1.2.2 A curva dada pelo grifico da funcao cosseno hiperbolico é um exemplo
de curva reqular, jda que para qualquer valor de seu dominio temos a derivada diferente de

zero, em outras palavras, o vetor tangente nunca € nulo (Fig. 1.2).

Figura 1.2: Cosseno hiperbolico e ve- Figura 1.3: A Cissoide de Diocles

tores tangentes. A

A Y

Yy

» B
C
p
A -
O] -

1

\
xT

Fonte: Producao do proprio autor Fonte: Producéo do préprio autor
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Jad a cissoide de Diocles (Fig. 1.3), dada por

2at?>  2at3
=|——,—— |, t € R,
p(t) (1+t2 1+t2)

nao € reqular, uma vez que p'(0) = 0. A cissoide de Diocles é construida através do traco

marcado pelo ponto p, que pertence ao segmento OB e satisfaz \O—p| = |@|

Consideramos a partir de agora apenas curvas diferencidveis parametrizadas regu-
lares. Podemos entao definir o comprimento de arco de o de um dado «(ty) fixado até

um ponto «(t) qualquer por
t
s(t) = / |/ (t)]dt, (1.2.8)
to

onde

o/ ()] = V/(@/(1)2 + (¥ (1) + (+(1))?

é, por defini¢do, a norma do vetor tangente a . Temos assim ds/dt = |a/(t)].

A definicao de comprimento de arco de Eq. 1.2.8 possui uma justificativa geo-
métrica. Tal justificativa é analoga ao Teorema 6 do Cap. II da Secao 4 do livro de
Lima (2009a) que trata de caminhos retificiveis. Para manter a linha de pensamento,
vamos usar as notagoes de Carmo (2010). Seja « : I — R? uma curva diferencidvel e seja

[a,b] C I um intervalo fechado. Para toda a parti¢do
a=ty<t1<...<t,=0b

de [a, b], consideramos a soma

n

D lalt) = alti)| = l(a, P),

i=1

onde P designa a particdo dada. A norma |P| da parti¢do P é definida por
|P| = max(t; —t;—1), 1=1,...,n.

Geometricamente, [(«, P) ¢ o comprimento de um poligono inscrito em «a([a,b]) com
vértices em «/(t;), conforme Fig. 1.4.

Podemos mostrar entdo, que o comprimento de arco de «([a, b]) é, em certo sentido,
um limite de comprimentos de poligonos inscritos. Em linguagem matematica, vamos

provar que, dado € > 0, existe um § > 0 tal que se |P| < § entao

/b |/ (t)|dt — l(a, P)| < €.
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Figura 1.4: Partigao de [a,b] em a.
Oz(tg)

a(t;)

Fonte: Producao do préprio autor

Demonstragao: Pela defini¢ao de integral (LIMA, 2009a), dado € > 0, existe
um ¢&; > 0 tal que se |P| < d1, entdo

’ (/b ‘al(t)‘dt) =D _(ti—tin)le/(8)

Por outro lado, como o’ é uniformemente continua em [a, b], dado € > 0, existe d, > 0 tal

<e
2

que se t,s € [a,b] com [t — s| < g, entao

|/ (t) — a/(s)] < 50— a)

Agora, tome § = min{d;,d2}. Entdo se |P| < 0, obtemos, usando o Teorema do Valor
Médio para fungoes vetoriais (LIMA, 2009a),

>l (ki) = /()] = (ks — )l (1)
< 'Z(ti_l =t supa/(si)] = 3 (tia —t) sup |a'<ti>|\
< [ Sttt sup (o) — ' < 5,

onde t; 1 < s; <t;. Isto, junto com o que esta acima, fornece a desigualdade desejada. m
Caso o parametro t da curva seja o proprio comprimento de arco, nao havera

variagdo no comprimento do vetor tangente de «, ou seja, |a/(t)| = 1, ja que ds/dt = 1.

t
3:/ dt =t — t,.
to

Uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, entao, € uma reparametriza-

De fato, tem-se

¢ao da curva, tal que o novo parametro t é o comprimento de arco s.
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E possivel também mudar a orientacio de uma curva o parametrizada pelo com-
primento de arco s € (a,b). Se tomarmos a orienta¢do (—b, —a) definiremos uma nova
curva (3, tal que f(—s) = a(s). Assim « e  possuem o mesmo trago, porém dizemos que
diferem por uma mudanca de orientacao.

A partir de agora, estudaremos apenas curvas diferencidveis requlares parametri-
zadas pelo comprimento de arco. Estas serao importante foco de estudo na secao 1.3,
que representam, de acordo com Carmo (2010), os resultados principais sobre o estudo de

curvas em seu livro.

1.3 TEORIA LOCAL DAS CURVAS PARAMETRI-
ZADAS PELO COMPRIMENTO DE ARCO

Nesta secao apresentamos as duas principais definicoes deste capitulo e um teorema
fundamental. Assim sendo, seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco s € I. A norma da segunda derivada de a(s) representa a variagdo do angulo que
os vetores tangentes, na vizinhanca de s, fazem com o/(s). Em outras palavras, |a”(s)|
representa a velocidade com que « se curva, ou melhor, se afasta de sua reta tangente em

s. Assim, Carmo (2010) define o conceito de curvatura:

Definicao 1.3.1 Seja o : I — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

s € I. O nimero |"(s)| = k(s) chama-se curvatura de o em s.

Nos casos em que k(s) = 0, temos por simples integragdo que o vetor tangente é
constante e portanto a curva é do tipo a(s) = us + v, ou seja, uma reta.

Mudando-se o sentido de orientagao de uma curva, ou seja, 5(—s) = a(s), ha uma
mudanca de sentido no vetor tangente. Assim,

48 da
d(_s)(—s) = _E(S)’ (1.3.9)

e portanto a curvatura k(s) permanece invariante por uma mudanca de orientagao, como
cita Carmo (2010).

Fica evidente entao o vetor o(s) = k(s)n(s), onde n(s) ¢ um versor® de o”(s).
Este vetor unitario n(s) é chamado vetor normal de o em s. Isso se deve ao fato de
que n(s) é normal ao vetor tangente de o em s, pois, do produto interno definido na Eq.
1.1.1, temos que /(s) - &/(s) = 1. Derivando em ambos os lados da igualdade e fazendo
as devidas simplificagoes, obtemos a(s) - &/(s) = 0, o que mostra a ortogonalidade entre

eles.

3Steinbruch (1987) define versor de um vetor nao nulo 7 como um vetor unitario de mesma direcao
e mesmo sentido de o
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Definimos agora o vetor unitario t(s) = o/(s), e assim t'(s) = k(s)n(s). Dizemos
entdo que t(s) e n(s) definem um plano, chamado de plano osculador da curva o em s.

E natural se pensar no vetor normal deste plano, assim definido:
b(s) =t(s) An(s). (1.3.10)

Carmo (2010) chama b(s) de vetor binormal, pois juntamente com t(s) e n(s)
formam um conjunto ortonormal, ja que também tem-se |b(s)| = 1. A norma da derivada
de b(s) nos dé entdo a taxa de varia¢do do angulo que o plano osculador faz com os planos
osculadores vizinhos de o em s. A ideia é analoga a curvatura.

Por defini¢ao, obtemos '(s) derivando Eq. 1.3.10, e obtemos
V(s) =1t (s) An(s)+t(s) An'(s) =t(s) An'(s), (1.3.11)

pois t'(s) An(s) = 0. Isso mostra que 0'(s) é normal a n'(s), e portanto, paralelo a n(s).
Assim podemos escrever

V(s)=rT1(s)n(s), (1.3.12)
onde Carmo (2010) define 7(s) da seguinte forma:

Definicao 1.3.2 Seja o : I — R3 uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
s tal que o"'(s) # 0, s € I. O nimero 7(s) definido por b'(s) = 7(s)n(s) € chamado de

torcao de o em s.

Convém ressaltar que caso a curva seja plana, temos 7 = 0. Ressaltamos também
que, analogamente a curvatura, a torcao também permanece invariante por mudanca de

orientagao.

Figura 1.5: O Triedro de Frenet.

t

Fonte: Producao do préprio autor

O triedro formado pelos vetores ortonormais ¢(s), n(s) e b(s), nessa ordem, formam

o triedro de Frenet (CARMO, 2010). E através destes vetores que obtemos informacoes
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sobre o comportamento de uma curva « nas proximidades de s, ou seja, curvatura e torcao
(Fig. 1.5).
Derivando n(s) = b(s) A t(s), temos

n'(s) =b'(s) At(s) +b(s) ANt'(s) = —7b(s) — kt(s), (1.3.13)

que mais uma vez, nos da curvatura e torcao.
Fica importante destacar entao as férmulas de Frenet (CARMO, 2010):

t'(s) = kn(s)
n'(s) = —7b(s) — kt(s) (1.3.14)
b(s) = mn(s)

Definidos os conceitos de curvatura e torcao, estamos aptos a enunciar o teorema

fundamental citado no inicio desta segdo. Carmo (2010) o enuncia da seguinte maneira:

Teorema 1.3.3 (Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas) Dadas as fun-
¢oes diferencidveis k(s) > 0 e 7(s), s € I, existe uma curva parametrizada reqular
a: I — R3 tal que s é o comprimento de arco, k(s) é a curvatura e 7(s) € a tor¢ao
de a. Além disso, qualquer outra curva &, satisfazendo as mesmas condicoes, difere de
a por um movimento rigido; isto €, ewiste uma transformacao linear ortogonal p de R3,

com determinante positivo, e um vetor ¢ tal que & = po a + c.

Para entender o Teorema 1.3.3 é necesséario entender o conceito de movimento
rigido. Assim, seja a translacio em um vetor v em R? de uma aplicacdo A : R* — R3
dada por A(p) = p+ v, p € R®. Seja também a aplicagao linear p : R*> — R3 uma
transformagao ortogonal quando pu-pv = u-v (ou seja, o produto interno é preservado por
p, e portanto p preserva comprimentos) para vetores quaisquer u, v € R® (LIMA, 2008).
Um movimento rigido em R? é entdo o resultado da composicao de uma translacao com
uma transformagao ortogonal com determinante positivo (CARMO, 2010). Em outras
palavras, um movimento rigido resume-se em deslocar uma curva no espago, bem como
rotacioné-la em qualquer direcao, sem expandi-la, diminui-la, torce-la ou qualquer outra
maneira de mudar a sua forma. Sendo assim, ao se aplicar um movimento rigido em
uma curva, o Teorema 1.3.3 garante que o comprimento de arco, a curvatura e a torcao
permanecerao oS mesmos.

Por hora, podemos apenas provar a unicidade do Teorema 1.3.3, j& que a demons-
tracao completa envolve o teorema sobre existéncia e unicidade de solugoes de sistemas

de equacgoes ordinérias. Carmo (2010) faz uma prova sucinta da unicidade:

Prova da unicidade do Teorema 1.3.3: Consideramos entao um movimento

rigido M : R3 — R3, e observamos que o comprimento de arco, a curvatura e a torcao de
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uma curva « = «(t) sdo invariantes perante movimentos rigidos. Assim,

b b
el

Isto é coerente, uma vez que os conceitos de curvatura e torcao sao construidos através

da

dt

d(M o «)

dt. 1.3.15
o (1.3.15)

de produtos interno e vetorial de derivadas, pois as derivadas sao invariantes perante
translagoes e os produtos também sio invariantes perante movimentos rigidos (ja que sao
escritos através de comprimento e angulo entre vetores, e nao a posicao deles).
Consideramos agora duas curvas o = a(s) e & = a(s), tal que k(s) = k(s) e 7(s) =
7(s), s € 1. Sejam, também, os triedos de Frenet de aw e & em s = sy € I. Assim, existe
um movimento rigido que leva &(sg) em a(sg) e to, R, by em to, no, by, respectivamente.
Aplicando entao o movimento rigido em &, teremos &(sg) = a(sg) e os triedos de Frenet

das duas curvas irao satisfazer as equacoes de Frenet:

dt dt
—_— = l{} —_— = n
s n Is kn
dn dn T
e —kt —7b el —kt —7b (1.3.16)
db db ~
ds = % = TNn,
onde t(so) = (o), n(s0) = 7(s0), b(s0) = b(s0).
Para alcancar a igualdade a(s) = a(s), podemos utilizar as equagdes de Frenet e

mostrar que a fun¢ao
fls) =1t =1 +|n—al* +[b— b, (1.3.17)

seja identicamente igual a 0. Fato que s6 aconteceria se houvesse igualdade entre os
triedros de Frenet.
De fato, podemos expressar Eq. 1.3.17 em termos de produtos internos e tomar a

derivada. Tomamos 1/2 para ocupar menos espago.

1d 712 ~12 7121
sz Ut =t +In—a* + b — b} =

=t —tt =)+ =0V —V)+ (n—n,n —n')
= k{t—t,n—n)+7b—bn—n)—kin—n,t—1) —71(n—n,b—Db)
=0

Isso mostra que Eq. 1.3.17 é constante. Porém, para s = sg, concluimos que Eq. 1.3.17 é
identicamente nula. Mostramos assim que #(s) = i(s), n(s) = n(s), b(s) = b(s) para todo

s € I. Como temos ~
da i da

ds 5



que resulta em < (a — @) = 0, chegamos em a(s) = G(s) + ¢, onde ¢ é constante. Por fim,
como «(sg) = a(sop), temos ¢ = 0, logo a(s) = a(s). u
Este teorema encerra nosso estudo sobre curvas neste trabalho, uma vez que temos

0 necessario para prosseguir.
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Capitulo 2

SUPERFICIES

2.1 SUPERFICIES REGULARES

Iniciamos o capitulo, bem como a se¢ao, com a definicao de superficie regular em

R3 dada por Carmo (2010), e explanaremos sobre ela:

Definicao 2.1.1 Um subconjunto S C R® € uma superficie reqular se, para cada p € S,

existe uma vizinhanca V de p em R3 e uma aplicacio x : U — VNS de um aberto U de
R? sobre VNS C R3 tal que

1. x € diferencidvel. Isto significa que se escrevemos
x(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € U,

as fungoes x(u,v),y(u,v), z(u,v) tém derivadas parciais continuas de todas as ordens

em U.

2. x € um homeomorfismo. Como X € continua pela condi¢ao 1, isto significa que X

tem inversa x ' : VNS — U que é continua.

3. (condi¢io de reqularidade) Para todo q € U, a diferencial dx, : R* — R® € injetiva.

Esta é a principal definicao de todo o estudo de geometria diferencial local que
serd feito neste trabalho, pois é a base na qual é desenvolvido todo o estudo de superficies
regulares.

Alguns conceitos primordiais de topologia se fazem necessario em nosso estudo,
mas nao convém se aprofundar neles neste trabalho. Primeiramente, podemos notar que
uma superficie é definida como um conjunto de pontos, diferentemente de uma curva, que
era definida como uma aplica¢do. Ao se trabalhar com geometria diferencial local, como o
proprio nome sugere, nos atemos aos aspectos locais, como a vizinhang¢a. De acordo com

Lima (2009b), uma vizinhang¢a de um ponto ¢ é um conjunto aberto de R"™ que contém
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o ponto ¢ € R”. Podemos observar a vizinhanca de p, além é claro, da ideia geral da
Defini¢ao 2.1.1, na Fig. 2.1.

Figura 2.1: Aplicacio x: U C R2 = VNS C R3.

z

(z(u,v),y(u,v), 2(u, v))

Fonte: Producao do préprio autor

Para satisfazer a Definicao 2.1.1, a aplicagao x deve satisfazer 3 condicoes. A
condicao 1 é trivial, j& que estamos em um estudo de geometria diferencial. A aplicacao
X & uma parametrizacao, que toma dois parametros e os leva em um ponto do R?, onde
as funcoes dessa parametrizacao devem ser diferencidveis.

Para comentar a condicao 2, recorremos ao Curso de Andlise, vol 2 de Lima
(2009a). Dizemos que uma aplicagdo continua F' : A C R™ — R" é o homeomorfismo
sobre F'(A) se F ¢é injetiva e a inversa F~! : F(A) C R” — R" ¢ continua. No caso da
Definicao 2.1.1, a condicao de que a aplicacao x deve ser injetiva, impede que uma super-
ficie regular tenha interse¢oes ou sobreposi¢oes, ja que, dados (u1,v1) # (ug, v2) teremos
x(u1,v1) # x(uz,v2). A Prop. 2.1.8 deixard mais claro por que x~! deve ser continua, e
a Prop. 2.1.9 mostrara que caso as condicoes 1 e 3 sejam satisfeitas, a condicao 2 sera
consequéncia.

Por fim, a condigao 3 merece uma atencao especial. Vamos traduzir a ideia de dx,
ser injetiva por meio de sua matriz de aplicacdo linear dentro das bases canonicas'. No
ambiente da Defini¢do 2.1.1, seja u — (u,v9) uma curva que passa por ¢ = (ug,vy) € U,

cuja imagem é a curva coordenada dada por

x(u,v9) = (z(u, vo), y(u, vo), z(u, vo)).

Esta curva coordenada pertencente a S tem vetor tangente

o oy 0=\ _ox
ouw ou' ou)  Ou’

161 = (170) € ez = (0,1) para o R27 € fl = (15070)7 f2 = (05170) e f3 = (05071) para o R3.
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em ¢. Pela Defini¢do de Diferencial (apéndice A), temos:

Ox Oy 0z\  0x
ou’ ou’ Ou

dx,(e1) = ( S )=

Analogamente, para a curva coordenada dada pela imagem de v — (ug, v), temos:

dx, (e) = (6:6 dy 82) _0x

v ovov) v

Assim, temos a matriz de aplicacao linear dx, na base canodnica:

0r 00
ou Ou
Jdy Oy
.= 5, au (2.1.1)
0: 02
ou Ou

Portanto, dizer que dx, : R?* — R? é injetiva significa dizer que os vetores coluna
dessa matriz sdo linearmente independentes, em outras palavras, dx/du A dx/0v # 0.
Mais adiante, veremos que, em todo ponto g € S devem haver vetores tangentes as curvas
coordenadas, definindo um plano tangente a superficie naquele ponto. Este plano tangente
terd vetor normal definido pelo produto vetorial citado & pouco.

Uma terceira forma equivalente de dizer que os vetores coluna da matriz 2.1.1

sao linearmente independentes é através da nao nulidade simultanea dos determinantes

Jacobianos
I(z,y) |Ou Ou oy,z) [Ou Ou dz,z) |Ou Ou
O(u,v) |9 9y|"  Ow,v) |92 9217 B(uw) |92 Oz
ou Ou ou OJOu ou OJOu

Exemplo 2.1.2 E intuitivo se pensar, apds ler a Definicao 2.1.1, que a esfera unitdria
é uma superficie reqular, e de fato é. Carmo (2010) trata este exemplo de forma similar.

Seja a aplicagcio x : U C R? — R3, dada por
Xl(xvy):<x7y7+ 1—<$2+y2),

que nada mais € do que a meia esfera superior de raio unitdrio, onde U = {(x,y) €
R? 2% +y? < 1}. Devemos nos ater ao fato de que U € aberto, assim exclui-se a borda da
meta esfera, ou seja, a circunferéncia em z = 0.

De fato, a condigcao 1 € satisfeita, jd que as funcoes da parametrizacao X; tem

derivadas de todas as ordens para x* + y* < 1.
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A condicdo 2 também € satisfeita, basta observar que x; € bijetiva e a inversa x|

nada mais é do que a projecao continua de x(U).
Por fim, para a condi¢ao 3, basta calcular os determinantes Jacobianos e observar

que ao menos um deles € diferente de zero:

oz, y)
oz, y)

Através de x1, consequimos cobrir uma parte da esfera, mostrando que essa parte

=1#0.

€ uma superficie reqular.
Assim, fica facil terminar de cobrir a esfera com outras seis parametrizacoes and-

logas, mesmo que elas se sobreponham (Fig. 2.2).

Figura 2.2: Esfera totalmente coberta por superficies regulares

Fonte: Producao do préprio autor

Portanto, a esfera unitdria € uma superficie reqular.

Fazer uso apenas da Defini¢cao 2.1.1 pode se tornar um pouco inviavel em certos
casos para determinar se uma superficie é regular ou nao. As proximas duas proposicoes
facilitarao essa verificagao e contribuirdo muito com nosso estudo. Carmo (2010) enuncia

a primeira da seguinte forma:

Proposicao 2.1.3 Se f : U — R ¢ uma funcao diferencidvel em um conjunto aberto
U C R?, entdo o grifico de f, isto é, o subconjunto de R® dado por (z,y, f(x,y)) para

(x,y) € U, € uma superficie reqular.

Demonstragao: Para mostrar que essa proposicao é verdadeira, basta verificar

as condi¢oes da definicao de superficie regular. Seja, entdo, a aplicacao x : U — R3, tal
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que
x(u,v) = (u,v, f(u,v))

¢ uma parametrizacao do grafico. Como f é diferenciavel, a condicao 1 é satisfeita.
Calculando os determinantes Jacobianos encontramos ao menos um que é sempre nao

nulo:
I(z,y)
I(u,v)
Isso ja satisfaz a condigdo 3. Temos também, que x é bijetiva, ja que cada ponto (x,y, 2)
1

Il
=

¢ a imagem por x de um tnico (u,v). Como x~' é a projegao continua do grafico de f
em R3 sobre o plano xy, temos que a inversa X ! é continua. Isso satisfaz a condicao 2, e
portanto o grafico de f é uma superficie regular. [ ]

Antes de enunciarmos a segunda proposicao, precisamos da definicao de ponto

critico. Carmo (2010) define ponto critico da seguinte forma:

Definicao 2.1.4 Dada uma aplica¢ao diferencidvel F : U C R™ — R™, definida em um
conjunto aberto U de R™, dizemos que p € U € um ponto critico de F' se a diferencial
dF, : R* — R™ nao é uma aplicagcio sobrejetiva. A imagem F(p) € R™ de um ponto
critico € chamado um valor critico de F'. Um ponto de R™ que nao é um valor critico é

chamado um valor regular de F.

Para os fins deste estudo, vamos nos restringir ao caso em que f : U C R® — R,
tal que f é diferencidavel. Assim, dado um ponto p € U, calculamos a diferencial de df,

aplicada aos vetores da base canonica

of of of
dfp(l,0,0):%(p):fm dfp(oalao): 8_y(p) :fy’ dfp(o,o,l):$(p):fz,
Assim, tem-se
dfy = (fo, [y, I2). (2.1.2)

Pela Definicao 2.1.4, p é ponto critico de f se df, nao é sobrejetiva, ou seja, se df,

leva todos os vetores em R? no vetor nulo. Para isso, devemos ter

fx:fy:fzzoa

em p. Se um ponto nao é critico, entao sua imagem é um wvalor regular, nesse caso, de
f. Assim, basta tomar a contraria da definicdo de ponto critico, ou seja, a € f(U) é um
valor reqular de f : U C R* — R se ao menos uma das derivadas f,, f, ou f, ndo for

nula em f~!(a). Lemos f~!(a) como imagem inversa de a pela f e é definida como

f7Ha) ={(z,y,2) € U; f(z,y,2) = a}. (2.1.3)
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A segunda proposicao faz uso desta imagem inversa para criar uma superficie

regular. Carmo (2010) a enuncia da seguinte maneira:

Proposigao 2.1.5 Se f : U C R® — R ¢ uma funcio diferencidvel e a € f(U) é um

valor regqular de f, entao f~'(a) é uma superficie reqular em R3.

Antes de demonstrar a Prop. 2.1.5, vamos entender o que é uma f: U C R® - R

através de um exemplo.

Exemplo 2.1.6 Seja o hiperboloide de duas folhas —x* — y* + 22 = 1. Podemos tomar
uma funciao F : U C R3 — R, tal que

F(z,y,2) = —2® —y* + 2 — 1.

Observe que F' nao admite um grdfico®, pois ela toma um ponto do R® e devolve um valor
de R. Neste caso, o conjunto de pontos do R® que retorna o valor 0 é o hiperboloide de
duas folhas anterior. De fato, 0 € um wvalor reqular de F', pois as derivadas parciais de
F nao se anulam simultaneamente em qualquer dos pontos do hiperboloide. Pela Prop.
2.1.5, F7Y(0), ¢ uma superficie reqular, que neste caso ¢ o hiperboloide de duas folhas.
Jd o conjunto de pontos F~1(—1), nao é uma superficie reqular, pois este conjunto possui
o ponto (0,0,0) que torna nula todas as derivadas parciais de F, simultaneamente. FEsta

superficie € o cone circular, que portanto nao é uma superficie reqular (Fig. 2.3).

Figura 2.3: Hiperboloide de duas folhas (esquerda) e Cone (direita).

z z

Fonte: Producao do préprio autor

Vamos, agora, a demonstracao da Prop. 2.1.5 e comentaremos sobre ela posterior-

mente.

2Em verdade, F' até admite um grafico, mas ainda ndo temos a capacidade de ver em 4 dimensdes.
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Demonstragao: Seja p = (zo, Yo, 20) um ponto de f~'(a). Como a é valor
regular, sabemos que as derivadas parciais de f nao se anulam simultaneamente em p.
Vamos supor entao que f, # 0 em p.

Vamos definir uma aplicacdo F : U C R?® — R3 tal que

F(z,y,2) = (z,y, f(z,y,2)), (2.1.4)

onde a imagem de F esta indicada por (u,v,t) na Fig. 2.4. Podemos calcular o determi-

nante da matriz de aplicagao linear de dF},, obtendo

1 0 0
det(dF,) =0 1 0|=f.#0.
fo fy [2

Isso significa que a aplicagio linear dF), ¢ um isomorfismo?, ji que sua matriz é invertivel.

Podemos assim, aplicar o Teorema da Fungao Inversa (apéndice A), que garante
a existéncia de uma vizinhanga V' de p em U e uma vizinhanca W de F(p), tal que
F : V — W tem inversa diferenciavel F~! : W — V. Observemos a Fig. 2.4 para

visualizar o que estd acontecendo geometricamente.

Figura 2.4: Aplicacio F : U C R?® — R3, e as vizinhancas V e W

A A t

v

T u

Fonte: Producao do préprio autor

Pela forma como a aplicacao F foi definida, temos que

F=H u,v,t) = (u,v, g(u, v, 1)),

3Seja A uma transformacdo linear, e F e F espacos vetoriais. Dizemos que A : E — F é um
isomorfismo quando A é uma bijecao linear, ou seja, injetiva e sobrejetiva. Dizemos também que F e F
sao isomorfos (LIMA, 2008).
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cujas fungoes coordenadas sao diferenciaveis. Para t = a, temos z = g(u,v,a). Como a é

uma constante fixada, z resume-se em uma fun¢ao que depende apenas de z e y, tal que
z = h(z,y).

Como

F(f~Ha)nV) =W n{(u,v,a)},

que é consequéncia das Eq. 2.1.4 e Eq. 2.1.3, temos que de fato o graficode h ¢ f~1(a)NV.

Como h ¢ diferenciavel, pela Prop. 2.1.3, f~!(a) é uma superficie regular. [

Supor a aplicacao F' na demonstracao anterior nao é um procedimento trivial.
Carmo (2010), em sua ampla experiéncia matemaética, sabendo da existéncia dessa apli-
cagao F, faz seu uso para poder recorrer ao Teorema da Fungao Inversa (apéndice A). O
ponto chave da demonstracao da Prop. 2.1.5, é a aplicacao do Teorema da Funcao Inversa,
que nao nos cabe demonstra-lo. Este teorema serd muito importante para demonstrar as

proximas proposicoes desta secao. Antes, vamos a outro exemplo de superficie regular.

Exemplo 2.1.7 O toro é uma das superficies mais famosas no estudo da topologia. Ele
€ gerado pela rotacao de uma circunferéncia em torno de um eixo contido no plano da
circunferéncia. Seja a circunferéncia C' dada por (y — a)? + 22 = r? contida no plano yz

de raio r, centrada em (0,a,0), tal que a > 7.

Figura 2.5: Construgao do Toro. Figura 2.6: O Toro.
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Rotacionando a circunferéncia em torno do eizo z, obtemos o toro (Fig. 2.5 e Fig.
2.6):

2 =r— (Va2 +y? —a)?

Vamos verificar que o toro é uma superficie regular. Se tomarmos o toro em func¢ao do
rato ao quadrado, teremos

2
flz,y,2)=r*=2"+ (\/1’2+y2—a) ,
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que possui todas derivadas parciais nao nulas simultaneamente em todos os pontos de
f~Yr?). De fato, o toro é uma superficie reqular.
Para usos posteriores, encontraremos uma parametrizacdo para a equacao do toro.

Para isto, basta rotacionar a circunferéncia C' em torno do eixo z para obtermos
x(u,v) = ((a + rcosu) cosv, (a + rcosu)sinv, rsinu).

A werificacao da veracidade desta parametrizacao € direta, bastando substituir as expres-

soes na equacao do toro.

Enunciamos agora a reciproca local da Prop. 2.1.3, que nos da a ideia de que uma
superficie regular nada mais é do que pedacos de superficies regulares geradas por funcoes

diferenciaveis que sao "colados". Carmo (2010) a enuncia da seguinte maneira:

Proposicio 2.1.8 Seja S € R3 uma superficie reqular e p € S. Entdo eziste uma
vizinhanga V de p em S tal que V' € o grdfico de uma funcao diferencidvel que tem uma

das sequintes formas: z = f(z,y), y = g(x, 2), x = h(y, 2).

Demonstracao: Seja x: U C R? — S uma parametrizacao para a superficie S

em p. Entao x é da forma

x(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v))

Como x é regular, pela condi¢ao 3 da definicao de superficie regular, podemos supor ao

menos um dos determinantes jacobianos diferentes de 0 em x~1(p) = ¢ e escolhemos

para chegarmos em z = f(z,y). Os outros casos sdo analogos. Para provar que V pode ser
gerado pela fungao f precisamos descobrir onde estao os pontos (z,y), e mais do que isso,
precisamos saber se o conjunto desses pontos satisfaz a superficie regular. Nao ha nada
mais intuitivo do que se pensar numa projecao 7 : R® — R2 tal que 7(x,vy,2) = (z,y)
e comparar a imagem dessa projecao com o aberto U. Assim, tomamos a composta
mox:R? — R2 tal que

mox(u,v) = (z(u,v),y(u,v)).

Como por hipotese o determinante jacobiano % é diferente de zero, analogamente a
demonstragao da Prop. 2.1.5, podemos aplicar o Teorema da Fungao Inversa (apéndice
A). Este garante a existéncia de uma vizinhanga V; de ¢ em U e uma vizinhanca V5 de
7o x(q) tal que mox é um difeomorfismo* e portanto existe (7 ox)~!: Vo — V; que é

diferenciavel (Fig. 2.7).

4Sejam U, V abertos do espaco euclidiano. Uma bijecdo f : U — V chama-se um difeomorfismo de U
sobre V quando é diferenciével e sua inversa f~!:V — U também o ¢ (LIMA, 2009a).
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Figura 2.7: Difeomorfismo mox : V; — V5.

(WOX)\l

)

X

Fonte: Producao do préprio autor

Tomando a composta de (mox)™ : Vo — Vi com (u,v) — z(u,v), tal que esta
ultima é diferenciavel pela parametrizagdo x, obtemos z = z(u(z,y),v(z,y)) = f(x,y)
que é diferenciavel e portanto V' é seu grafico. [ ]

Para encerrarmos a secao, utilizamos novamente o Teorema da Funcao Inversa

(apéndice A) para obter outra proposi¢ao. Carmo (2010) nos da:

Proposicao 2.1.9 Seja p € S um ponto de uma superficie reqular S e seja x : U C
R? — R3 uma aplicacio com p € x(U) tal que as condigoes 1 e 3 da Definigio 2.1.1

1

sejam satisfeitas. Suponha que X seja bijetiva. Entao x~* € continua.

Esta proposicao garante que se as condicoes 1 e 3 da definicao de superficie regular
forem satisfeitas e x for bijetiva, entao a condicao 2 serda consequéncia.

A demonstragao dessa proposicao é praticamente idéntica a demonstracao da pro-
posicao anterior e portanto iremos omiti-la, com excecao da parte final, onde usamos a
hipotese de x ser bijetiva. Assim, construimos a aplicagiao (mox)~! : V5 — V; nos moldes
da Prop. 2.1.8. Tomando a restricao x(V]) e sabendo que x é bijetiva, podemos tomar a

cOMpoSsicao

1 1 -1 -1

(Tox) " omr=x om " om=X ",

que é continua pela composicao de aplicagoes continuas.
Encerramos assim nosso estudo em torno das imagens inversas e das proposicoes

referentes a regularidade das superficies.

2.2 MUDANCA DE PARAMETROS E FUNCOES
DIFERENCIAVEIS SOBRE SUPERFICIES

Ao se provar que a esfera unitaria no Ex. 2.1.2 era uma superficie regular, cobrimo-

la com partes de esferas (vizinhancas coordenadas) que, pela definigao, sabiamos que eram
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superficies regulares. A questao é que, certos pontos da esfera eram cobertos com mais
de uma vizinhanca, cada uma com parametrizacoes diferentes, obviamente. Isto nos su-
gere pensar que, para que a ideia utilizada no Ex. 2.1.2 faca sentido, é necessario que
a regularidade de uma superficie nao dependa do sistema de coordenadas da parametri-
zagao escolhida. Em termos praticos, deve haver um difeomorfismo entre os parametros
(u,v) e (§,m) de um mesmo ponto quando este estd em duas vizinhancas coordenadas

simultaneamente. Em termos mateméticos, temos

x(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € U,

y(&n) = (@&n)y&n),z¢&n), (&n)eV,

onde x e y sao parametrizacoes que levam as vizinhancas U e V' em uma vizinhanca

W =x(U)Ny(V) de uma superficie regular S, tal que

u=u(&n), v=vn), (&) ey (W),

é dita uma mudanca de coordenadas. O difeomorfismo estd no fato de v e v serem
diferenciaveis e possuirem inversas diferenciaveis.

Este difeomorfismo de fato existe, e Carmo (2010) nos da a seguinte proposigao:

Proposigao 2.2.1 (Mudanga de Parametros) Seja p um ponto de uma superficie re-
gular S, e sejamx : U CR? =+ S ey : V C R? = S duas parametrizacoes de S, tais
que p € x(U)Ny(V) =W. Entao a "mudanca” de coordenadas h=x'oy :y Y (W) —

x Y (W) é um difeomorfismo.

A demonstracao da Prop. 2.2.1 faz uso, mais uma vez, do Teorema da Func¢ao
Inversa (apéndice A). Fato este que ja era de se esperar, em se tratando de uma aplicagao
onde devemos provar seu difeomorfismo. Graficamente temos a situacao exibida na Fig.
2.8.

Demonstragdo: Seja r € y (W) e definimos ¢ = h(r) € x1(W). Como
a aplicacao x é a parametrizacao de uma superficie regular S, podemos supor um dos

determinantes jacobianos diferentes de zero, e escolhemos

! seja diferenciavel na composicdo com y para gerar h,

Como precisamos que X~
devemos construir uma aplicagdo F : R* — R3, que envolva a vizinhanga x(U), e mais
do que isso, que tenha matriz de aplicacao linear dF, quadrada para podermos calcular
o determinante jacobiano. Isto nos possibilita fazer uso do Teorema da Funcao Inversa

(apéndice A). Assim, definimos

F(u,v,t) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v) + t), (u,v) e U, teR,
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Figura 2.8: Mudanga de parametros h =xloy :y 1 (W) — x }W).

A

v

Fonte: Producao do préprio autor

que nada mais é do que um cilindro de base U na dire¢ao de ¢ (Atente-se & Fig. 2.8).

Tomando o determinante da matriz de aplicagao linear da diferencial dF;, temos:

or 0r
ou Ov

dy Oy d(z,y)

= = 0| = ’

au 8,0 a(u’ U) (Q) % 07
0: 0:

ou Ov

que nos permite aplicar o Teorema da Fungao Inversa (apéndice A), garantindo a existén-
cia de uma vizinhanga M de x(q) em R? tal que F'~! existe e é diferenciével em M. Nos
atemos ao fato de que F|U x {0} = x, ou seja, F restrita & U cartesiano {0} é igual a x.

Agora nos basta construir a composicao. Tomamos um vizinhanca N de r em V
tal que y(N) C M. Restrita a N, a composta h|N = (F~'oy)|N é de fato uma aplicacio
diferenciavel em r pela regra da cadeia para aplicacoes® diferenciaveis.

Para provar que h~! é diferenciavel também, basta, analogamente, tomar o caminho
inverso. [

Se quiséssemos provar que a mudanca de parametros h era um homomorfismo,
bastava tomar a composta de homomorfismos sobre superficies. Esta mesma ideia nao
era possivel de ser usada na demonstracao anterior por que ainda nao definimos o que vem

a ser uma aplicagao diferenciavel sobre uma superficie. Carmo (2010), entao, enuncia:

®De acordo com Lima (2009a), a composta de aplicacoes diferenciaveis é diferenciavel. O enunciado
completo para este fato encontra-se no apéndice A.
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Definigao 2.2.2 (Aplicacao Diferenciavel Sobre Superficie) Seja f : V C S — R
uma funcgao definida em um conjunto aberto V de uma superficie reqular S. Entao f
¢ diferencidvel em p € V se, para alguma parametrizacio x : U C R2 — S, com p €
x(U) C V, a composicio fox :U C R?> — R € diferencidvel em x (p). A funcdo f ¢

diferencidvel em V se € diferencidvel em todos os pontos de V.

Esquematicamente, temos isso:

UcR>—=> 5T g

Em outras palavras, para que f seja diferenciavel em p, a sua composta com x

deve ser diferenciavel na imagem inversa x~*(p):

UcRrR— >
Da Prop. 2.2.1, temos de imediato que uma aplicacao diferenciavel sobre superficie
independe da parametrizacao escolhida, pois basta tomar uma mudanca de coordenadas

h:x"!'oy e a composicao com f continuara diferenciavel, ou seja

foxoh=foxox 'oy=foy.

Um exemplo muito simples de uma aplicacao diferenciavel sobre superficie é a

funcao altura relativa a um vetor:

Exemplo 2.2.3 Seja S uma superficie reqular e uma vizinhanca V de S contida em R3.
A funcao altura relativa a um vetor v fizado € a aplicagao diferencidvel sobre superficie
h:S — R tal que h(p) = p-v, onde p € S. Assim, h(p) € a altura de um ponto p relativa

a um plano perpendicular a v passando pela origem de R® (Fig. 2.9).

Figura 2.9: Funcao altura h(p) =p - v.

h(p)

Fonte: Producao do préprio autor
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Em decorréncia da Prop. 2.2.1 e da Definicao 2.2.2, podemos ampliar nosso con-
ceito de aplicacao diferenciavel sobre uma superficie para uma aplicacao diferenciavel entre
superficies. Carmo (2010) nao enuncia uma defini¢do, a bem dizer, para isso. Contudo,

faz comentarios nos dando o necessario e suficiente para fazé-la:

Definigao 2.2.4 (Aplicagao Diferencidvel Entre Superficies) Sejamx; : U C R? —
Si exy: Uy C R? = Sy duas parametrizacoes para as superficies requlares S; e So, res-
pectivamente. Dado p € Vi, onde Vi € uma vizinhanga contida em Si, chamamos de apli-
cagao diferencidvel entre superficies a aplicagao ¢ : Vi C S; — Sy se, dados p € x1(Uy)
e p(x1(U1)) C x3(Uy), a aplicacdo composta x;" o p ox;y : Uy — U, € diferencidvel em
q=x;"(p) (Fig: 2.10).

Figura 2.10: Aplicagao Diferencidvel Entre Superficies.
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Fonte: Producao do préprio autor

A demonstracao de que uma aplicacao diferenciavel entre superficies independe da
parametrizacao escolhida é semelhante a demonstracao para aplicacao sobre superficies.
Basta supor outras parametrizacoes y; e yo para S; e Sy, respectivamente, e tomar a

composicio com as mudancas de coordenadas h = x; oy, e g7 = y; ! o xy. Assim,

g lox,lopoxioh = y,loxyox,'opox;ox;toy;

= y; opoyi,

que é diferenciavel pela composi¢ao inicial. A inversa é obtida de forma analoga.

O proximo exemplo trata de uma aplicacao diferenciavel entre superficies.

Exemplo 2.2.5 Seja S uma superficie diferencidvel, e seja ¢ uma aplicacao diferencidvel
entre superficies tal que ¢ : 'V — R3, onde S C V C R®. Tomando a restricio p|S

obtemos uma superficie reqular E = ¢(S5).
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Definimos o(x,y, z) = (za,yb, zc), onde a,b,c € R*, e restringimos ¢ a esfera S

de raio unitdrio centrada na origem, tal que
S={(z,y,2);2" +y° + 22 =1},

Assim, @|S € uma aplicagdo diferencidvel da esfera sobre um elipsoide (Fig. 2.11) de

2 2 2
E:{(xayaz);?+ﬁ+§:1}-

equacao

Figura 2.11: Aplicacdo ¢|S: S — E.

IS

Fonte: Producao do préprio autor

Com efeito, podemos concluir que a esfera e o elipsoide sao superficies difeomorfas,

pois existe um difeomorfismo que leva uma superficie na outra.

A ideia de superficies difeomorfas citada no exemplo anterior nos da a nocao de
equivaléncia associada a diferenciabilidade de duas superficies (CARMO, 2010). Uma
analogia para o difeomorfismo de superficies seria o isomorfismo para os espacgos vetoriais
e a congruéncia para a geometria euclidiana.

Como nosso estudo se restringe aos aspectos locais da geometria diferencial, pode-
mos refazer nossa definicao de superficie regular. No inicio deste capitulo definimos uma
superficie regular como um conjunto de pontos, e nao como uma aplicacao. De fato, definir
uma superficie como um conjunto de pontos é condicao necesséaria para poder se trabalhar
com aspectos globais de uma superficie, como a orienta¢ao, por exemplo (CARMO, 2010).
Como aspectos globais nao serao foco de nosso estudo, podemos definir uma superficie

regular como uma parametrizacao diferenciavel:

Definigao 2.2.6 (Superficie Parametrizada Regular) Uma superficie parametrizada
x:U CR? = R? ¢ uma aplicacio diferencidvel x de um conjunto aberto U C R? em R3.

O conjunto x(U) C R? é chamado trago de x. x € reqular se a diferencial dx, : R* — R?
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é injetiva para todo q € U (i.e. os vetores g—z, g—’; sao linearmente independentes para todo

qe U). Un ponto de p € U onde dx, nao € injetiva é chamado um ponto singular de X.

Se voltarmos ao capitulo 1, podemos observar semelhancas entre as defini¢oes de
curva parametrizada e superficie parametrizada. De fato, podemos também definir uma
curva regular como um conjunto de pontos e utilizar os conceitos de vizinhanca, mas nao
faremos isto neste trabalho. Nosso foco é o estudo de superficies.

Apresentamos agora um exemplo interessante de superficie parametrizada regular.

Carmo (2010) apresenta apenas um exemplo genérico, portanto incluimos um especifico.

Exemplo 2.2.7 Seja o : I — R?® uma curva parametrizada reqular e definimos uma

superficie da sequinte maneira:
x(t,u) = at) + ud(t), (t,u) € I X R.

Dizemos que x € a superficie tangente de ov. Tome a hélice a(t) = (acos(t),asin(t), bt)

comt € R e a,b reais nao nulos. A sua superficie tangente serd dada por (Fig. 2.12)
x(t,u) = (acos(t) — ausin(t), asin(t) + au cos(t), bt + bu),

com dominio U = {(t,u) € I x R;u # 0}. De fato, x é reqular por ter derivadas parciais

nao nulas simultaneamente.

Figura 2.12: A superficie tangente de uma hélice.

y<

Fonte: Producao do préprio autor

Observe que mesmo tendo auto-interse¢oes (o que nao é mostrado na Fig. 2.12

por que limitamos seu dominio) a superficie tangente é regular. Ela é dada por duas
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partes conexas, tendo como fronteira comum a hélice. Se olharmos para a forma como
a superficie tangente é construida, podemos notar que seu formato é de uma reta: um
ponto a(t) somado ao produto de um pardmetro u com um vetor dire¢ao o'(t). Ou seja,
a superficie tangente é o rastro deixado por uma reta tangente que caminha sobre «.

Para finalizar esta secao, enunciamos uma ultima proposicao dada por Carmo
(2010).

Proposicao 2.2.8 Seja x : U — R3 uma superficie reqular parametrizada e seja q € U.

Entao existe uma vizinhanga V de ¢ em R? tal que x(V)) C R3 € uma superficie reqular.

Demonstragao: Mais uma vez, utilizaremos o Teorema da Fungao Inversa (apén-

dice A). Como x é uma superficie parametrizada regular, definimos

X(u’ U) = (x(u, U)a y(ua 'U)’ Z(”? 'U)),

€ supomaos

9(r,y)
B, v) # 0, em q.

Agora definimos uma aplicacao F': U x R — R3 tal que
Flu,v,) = (@(u,0), y(u,0), 2(w,0) + ), (wo) €U,  teR,

Assim temos

det(dF,) = ggi’ ‘Z; £0, em q.

Podemos assim aplicar o Teorema da Funcao Inversa (apéndice A) que garante a existéncia
de uma vizinhanga M de ¢ e N de F(q), tal que V.= M NS, onde FF: M — N é um
difeomorfismo. Assim, tomamos a restri¢do F'|V = x|V que é um difeomorfismo de V' em
x(V) e portanto x(V') é superficie regular. u

Este teorema é mais significativo do que parece. Ele nos mostra que podemos
estender a vizinhanca V', na medida do possivel, de forma a garantir que a superficie
gerada continuard sendo regular. Por isso sempre tomamos uma vizinhanga V' arbitra-
ria do ponto, pois o que nos interessa é o comportamento local, ou seja, ao redor do
ponto. Este "redor'"deve satisfazer as condicoes da definicao de superficie, podendo ser

infinitesimalmente pequeno ou arbitrariamente grande.

2.3 PLANO TANGENTE E
DIFERENCIAL DE UMA APLICACAO

Utilizaremos agora o produto vetorial definido pela Eq. 1.1.6 no capitulo 1 para

definir o plano tangente a uma superficie. Para isso, precisamos definir o que é um vetor
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tangente a uma superficie. Carmo (2010) nao o enuncia como uma defini¢do, mas nos da

0 necessario e suficiente para isso.

Definigao 2.3.1 Sejam S uma superficie reqular e o : (—€,€) — S uma curva parame-
trizada diferencidvel. Chama-se vetor tangente a S, em um dado ponto p € S, o vetor

a’(0), com a(0) = p.

Agora temos condi¢oes de enunciar a primeira proposicao referente a planos tan-

gentes dada por Carmo (2010).

Proposicao 2.3.2 Seja x : U C R? — S uma parametrizacio de uma superficie reqular

S e seja g € U. O subespago vetorial de dimensao 2,
dx,(R?) C R?
coincide com o conjunto de vetores tangentes a S em x(q).

Quando dizemos que o subespaco coincide com o conjunto de vetores queremos
dizer que eles se equivalem. Sendo assim, dado w pertencente ao conjunto de vetores
tangentes, devemos provar que w € dxq(RQ), assim como o contrario.

Demonstragao: (=) Seja w um vetor tangente em x(g), ou seja,
w = a'(0),

onde a : (—¢,¢) — x(U) C S é diferenciavel e «(0) = x(¢). Tomando a composigao

Yoa: (—¢€) — U (que é diferenciavel por argumentos andlogos aos

diferenciavel f = x~
presentes na demonstragdo da Prop. 2.2.1 sobre mudanga de parametros), temos que,
pela simples Defini¢ao de Diferencial (apéndice A), dx,(5'(0)) = w. Inevitavelmente,
w € dx,(R?) (Fig. 2.13).

(<) Seja agora w = dx,(v), onde v € R?. Tal v é o vetor dire¢do de uma outra

curva y =x loa: (—e€) — U, tal que

’Y(t) =1v +q, te (_67 6)'

Mais uma vez, pela Defini¢do de Diferencial (apéndice A), temos que w = o/(0), ja que
a = x oy. Portanto, w é um vetor tangente. ]
A demonstrac¢do acima é uma decorréncia da Defini¢do de Diferencial (apéndice
A), e é por este motivo que as conclusoes sao tiradas quase que de imediato.
Como consta na Fig. 2.13, chamamos 7,5 o plano tangente a S em p. Podemos
perceber pela proposicao anterior que o plano tangente independe da aplicagao x, porém,
diferentes parametrizacoes definirao bases diferentes para o mesmo plano tangente. Esta

base ¢ dada pelo conjunto {0x/0u(q),0x/0v(q)}, ja que pela condicdo 3 da definicao de
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Figura 2.13: Aplicacio B =x"1oa: (—¢€) = U.

Fonte: Producao do préprio autor

superficie regular 2.1.1, este conjunto é linearmente independente e gera o plano tangente
de S em p = x(q). Chamamos esta base de base associada a x (CARMO, 2010). Convém
denotar a referida base por {x,,x,} por simplificagdo de notacao.

Dada uma base {x,,x,} de um plano 7,5 associada a x : U C R* — S, convém
denotar as coordenadas de um vetor tangente w na base associada. Seja entao w = o/(0)

onde a = x 0 3, tal que §: (—¢,e) — U é dada por

Podemos escrever

o(0) = Sx08)(0) = Txu(t), v(1)(0)
= xu(@)u(0) +x,(0)0(0) = w

e, de fato, w é escrito com as coordenadas (u'(0),v(0)) na base {x,(q),x,(q)}.

Podemos agora falar em diferencial de uma aplicagao. Carmo (2010) enuncia uma
proposicao para mostrar que a diferencial de uma aplicacao entre superficies independe
da escolha da parametrizacao o em 3 = p o « (Fig. 2.14), e mais do que isso, que é uma

aplicacao linear:

Proposicao 2.3.3 Sejam S; e Sy superficies requlares, e seja a aplicagao diferencidvel
w81 — Sy que leva uma vizinhan¢a V- C S; em Sy. Tomep € V e B = poa, onde
a:(—e€) =V com a(0) = p. Entdo, o vetor 5'(0) nao depende da escolha de o. Além
disso, a aplicacio dy, : T,S1 — T4 Se definida por dpy(w) = 5'(0) € linear (Fig. 2.14).

Demonstracao: Sejam x(u,v) e X(u,v) parametrizagdes em vizinhancas de

p € S e p(p) € S, respectivamente. Primeiramente vamos supor que ¢(u,v) =
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Figura 2.14: Diferencial de Aplicagao Entre Superficies

B=ypoa

////////”‘“““‘\\\\\\\\ dgy(w) = 5(0)

—€ 0 € \ (O)
|||Illl'i; @

Fonte: Producao do préprio autor

(p1(u,v), pa(u,v)) e a(t) = (u(t),v(t)) com t € (—¢,€). Tomando a composta 5 = ¢ o a,
obtemos a curva:

B(t) = (pr(u(t), v(t)), pau(t), v(?)))-

Derivando com relacao a t e avaliando em ¢ = 0 tem-se

81, 81/ a2/ a2/
ﬁ%®::<2%4M0)+E%w(m,§%ﬂ(®Fé%w(@), (2.3.5)

mostrando que §'(0) ndo depende de «, mas apenas de ¢ e das coordenadas (u'(0),v'(0))
na base {x,,x,}.
Além disso, da Eq. 2.3.5, obtemos

Op1 Op
ou Ov u'(0)
! JR— —_—
T =de)= | 5o, o, ( (O)> ,
ou Ov
que nos d& a matriz de aplicagao linear de dyp,,. [ ]

A ideia de diferencial de uma aplicacao entre superficies vem diretamente da Defi-
nicio de Diferencial (Apéndice A). E preciso tomar um caminho na superficie S;, através
de a, e o seu correspondente na superficie Sy, ou seja, f = ¢ o a. Como /(0) € T,5
é o vetor velocidade em «(0) = p, temos que '(0) € T,(;)S2 é o vetor velocidade em
B(0) = »(p).

Tudo o que viemos estudando até agora é uma extensao do calculo diferencial em R?
para o R3, ou seja, de curvas para superficies. Se olharmos uma curva diferencisvel muito
proxima, ela se parecera com uma reta, e localmente, a menos de um difeomorfismo, ela é
uma reta. Apos o breve estudo deste capitulo, estendemos este conceito para as superficies
regulares, que localmente sao difeomorfas ao plano. Em outras palavras, para se obter as
superficies regulares, basta tomar abertos conexos de planos, curvé-los e uni-los de forma
que a passagem de um aberto para outro seja feita de forma diferenciavel para se obter a

superficie desejada. Dessa maneira, o mesmo pode ser feito com uma superficie regular,
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ou seja, através de um difeomorfismo, moldar uma superficie regular em outra. Esta ideia
sugere que o Teorema da Fungao Inversa (apéndice A) seja estendido para aplicagoes entre
superficies.

Para expressar o Teorema da Fungao Inversa (apéndice A) para superficies, preci-

samos do conceito de difeomorfismo local. Dizemos que,

uma aplicagdo diferencidvel f : U — R", definida no aberto U C R", é
um difeomorfismo local quando para cada x € U, existe um aberto V,,
com z € V,, C U, tal que a restricdo de f a V, é um difeomorfismo de
um aberto W, C R™. (LIMA, 2009a, p.276).

Assim, estamos aptos a enunciar a proposi¢ao de Carmo (2010):

Proposicao 2.3.4 Se S; e Sy sao superficies requlares e p : U C Sy — S5 € uma
aplicacao diferencidvel de um conjunto aberto U C Sy tal que a diferencial, dp,, de ¢ em

p € U é um isomorfismo, entao ¢ é um difeomorfismo local em p.

Para demonstrar esta proposicao basta tomar duas parametrizacoes X; e X, para
S e S,, respectivamente, conforme a Fig. 2.10, e aplicar o Teorema da Func¢ao Inversa
(apéndice A) para mostrar que (x,' o ¢ o x;)”" existe e & diferenciavel. Em outras
palavras, devemos trazer a aplicacao ¢ para um ambiente no qual sabemos trabalhar: o
R2. Ambiente este que ji sabemos que o Teorema da Fungao Inversa (apéndice A) pode
ser aplicado.

Um tultimo comentario, e nao menos importante, sobre o que podemos definir com
planos tangentes, antes de dar inicio a proxima segao, ¢ em relacao ao angulo de intersecao

entre superficies.

Figura 2.15: Planos tangentes 7,5 e 71,52 na intersecao entre S e So.

Fonte: Producao do préprio autor
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Dada uma parametrizacao x : U C R? — S, onde S & uma superficie regular, e

dado p € S, chamamos de vetor normal unitdrio o vetor dado por

Xy N\ Xy

N(p) (p).

N |xy A Xy

Assim, o angulo de intersecao entre superficies em um dado ponto p € S; N .S,, onde S
e Sy sao superficies regulares, é o angulo entre os vetores normais unitarios de S; e S
em p. E evidente que o angulo entre os vetores normais é o mesmo que o angulo entre os
planos 7,5 e 1,5, (Fig. 2.15).

A ideia de vetor normal a superficie serd mais explorada no préximo capitulo.

2.4 PRIMEIRA FORMA FUNDAMENTAL E AREA

Nesta secao descreveremos outras estruturas geométricas associadas a uma super-

ficie. A mais importante delas é definida, nas palavras de Carmo (2010), a seguir.

Definigao 2.4.1 (Primeira Forma Fundamental) A forma quadrdtica I, : T,S — R
definida por
Ly(w) = (w,w), = |w|* > 0,

onde (,) € uma forma bilinear e simétrica, é chamada a primeira forma fundamental da

superficie reqular S C R® em p € S.

Em um primeiro momento, a primeira forma fundamental nao apresenta um sig-
nificado muito aparente. Ela é apenas a expressao do produto interno tradicional do R?
sobre uma superficie S. Dizer que (,) é uma forma bilinear e simétrica, significa que
dados u,v € T,S C R?, temos (u,v), = (v,u), e (u,v), é linear em u e v (LIMA, 2008).
Nesta secao, aceitaremos algumas definicoes como a anterior sem maiores interpretacoes
geométricas. Entretanto, tudo ficara claro nos capitulos seguintes, pois ainda estamos
definindo algumas entidades geométricas fundamentais.

Expressaremos agora a primeira forma fundamental na base {x,,x,} associada a
uma parametriza¢ao x(u,v) em p. Assim, dado w € T,,S, temos que w é o vetor velocidade
de alguma curva o : (—¢,€) — S, tal que a(t) = x(u(t),v(t)), a(0) = p = x(ug, vg). Assim,
pela Definicao 2.4.1, temos que

L,(a/(0)) a'(0), (0)),

XU+ X,V X1+ x,07),

X, U, X, 1)y + (X0, xu), + (0, x,0"), + (%07, x,07),

(
(
= (x,u' +x,0,x,u), + (x,u + x,0", x,0"),
(
(Xus Xu)p (1) 4 20, Xo)p () (0) + (X0, X0)p ('),
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e definimos

<Xuaxu>p = E(u07'00)7
(XusXu)p = F(ug, o),
<Xv7Xv>p = G(u07UO)-

Portanto, expressamos a segunda forma fundamental em termos de seus coeficientes

E, F e G calculados em ¢t = 0 na base {x,,X,}:

L(c/(0)) = E(W)? + 2Fu'v' + G(v')? (2.4.6)

Fazendo p variar, obtemos fung¢oes E(u,v),F(u,v) e G(u,v) que sao diferenciaveis
na vizinhanga de p.

Apenas por questao de comodidade, omitiremos o indice , de (), e de I, quando
nao houver possibilidade de ambiguidade.

O exemplo a seguir mostra o calculo dos coeficientes da primeira forma fundamental

de um helicoide.

Exemplo 2.4.2 Seja a(t) = (cost,sint,at) a parametrizagcao de uma hélice. Podemos
tomar todas as retas perpendiculares ao eixo z que interceptam z e a hélice. A superficie
gerada por todas essas retas chama-se helicoide (Fig. 2.16). Sequndo Carmo (2010), uma

parametrizacao do helicoide € dada por

x(u,v) = (vcosu,vsinu, au), 0<u<2m, —00 < v < 400, a € R*.

Figura 2.16: O Helicoide.
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Fonte: Producao do préprio autor

De fato, o helicoide € uma superficie reqular, pois

ox 0Ox
— = (—wsinu,vcosu,a) A (cosu,sinu,0)

ou’ v

= (—asinu,acosu,—v) # 0,
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para todo u e v pertencente ao intervalo descrito anteriormente.

Calculamos agora os coeficientes E, F e G:

E(u,v) = (x4,%x,) = {((—vsinu,vcosu,a),(—vsinu,vcosu,a)) = v*+ a?
F(u,v) = (X4, %x,) = ((—vsinu,vcosu,a), (cosu,sinu,0)) =0
G(u,v) = (x,,%,) = ((cosu,sinu,0),(cosu,sinu,0)) =1

Assim, a primeira forma fundamental do helicoide é dada por

L(w) = (v* + a®)(w)* + (V)%

Observacao 2.4.3 Podemos denotar expressoes que estudamos anteriormente em ter-
mos dos coeficientes da primeira forma fundamental. Um exemplo deste fato se dd pelo
comprimento de arco s de uma curva o : I — S, dado anteriormente pela Eq. 1.2.8. Com

efeito, pela Definicao 2.4.1, obtemos

s(t):/O |o/(t)|dt:/0 VI(a/(t))dt.

Como a(t) = x(u(t),v(t)) estd contida em uma superficie parametrizada dada por x(u,v),

temos que

s(t) = /Ot VEW)? + 2Fu'v' + G(v')2dt. (2.4.7)

Assim como o comprimento de arco, o dngulo ¢ entre duas curvas coordenadas de uma
parametrizacao x(u,v) também pode ser expresso pelos coeficientes E, F e G:
(Xy, Xy) F

CcoS (p = = . 2.4.8
Y= il ~ VEG (248)

Com isso, as curvas coordenadas de uma parametriza¢ao sao ortogonais se, e somente se,

F(u,v) =0 (CARMO, 2010).

Através da primeira forma fundamental, podemos definir também a drea de uma
regiao limitada de uma superficie regular. Tomamos a defini¢ao de regiao dada por Carmo

(2010), antes de tratarmos da area.

Definicao 2.4.4 Chamamos de dominio reqular um subconjunto aberto e conexo U de
uma superficie reqular S, cuja fronteira € a imagem de um circulo por um homeomorfismo
diferencidvel reqular, exceto em um numero finito de pontos. Chamamos entao de regiao
R de S, a unido de um dominio reqular com sua fronteira OR (Fig. 2.17). A regiao é

limitada se estd contida em alguma bola de R3.

Definimos agora, a area de uma regiao limitada, segundo Carmo (2010).
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Figura 2.17: Regido de S

Fronteira de R

Fonte: Producao do préprio autor

Definicio 2.4.5 (Area de Regido Limitada) Seja R C S wma regido limitada de
uma superficie reqular contida em uma vizinhanca coordenada de uma parametrizacao

x:U CR? = S. O nimero positivo

/ / xu A xo|dudv = A(R), Q= x"\(R), (2.4.9)
Q

é chamado drea de R.

Esta definicao de area de regiao ¢ bem intuitiva quando se parte do fato de que
a norma do produto vetorial x,, A X, representa a area do paralelogramo® formado pelos
vetores x, e X,.

Uma pergunta a ser feita em relacao a definicao anterior é se a integral da Eq.
2.4.9 independe da parametrizacao x. De fato, ela independe, pois tomando outra para-
metrizacio X : U C R? — S, com R C X(U) e definindo Q = X '(R), basta aplicar uma

1

mudanca de coordenadas h = x7* o X, que é um difeomorfismo, como ja foi mostrado na

se¢ao sobre mudancas de parametros (CARMO, 2010).

Observacao 2.4.6 Podemos expressar o integrando de Eq. 2.4.9 através dos coeficientes

da primeira forma fundamental. Primeiro, observamos que

Xy A Xy |2+ (X0, X2 = (sin0]x,||x,])? + (cos 0]x,|[x,])?
= sin? 0]x,|?|x,|? + cos? 0]x, |?|x,|?

= |Xu|2|xv|2a

onde 0 € o dngulo entre x,, e x,. Assim, obtemos

Xy AXy| = \/|XU|2|XU|2 — (Xu, Xy)?
\/(quxu><xv7xv> - <Xu7Xv>2
= VEG — F2.

6Por este motivo podemos escrever |x, A X,| = sinf|x,||x,|, onde 6 é o dngulo entre os vetores x,, e
X, € a altura do paralelogramo é dada por sin 0|x,|.
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Exemplo 2.4.7 Vamos calcular a drea da superficie do toro apresentado no Fx. 2.1.7.

Tomamos uma parametrizacao para o toro como sendo

x(u,v) = ((a + rcosu) cosv, (a+ rcosu)sinv, rsinu), (2.4.10)

onde 0 < u < 2m el <wv<2mw. Assim, calculamos x,,, X, e 0s coeficientes EE, F e G da
parametrizacao X:

X, = (—rsinucosv, —rsinusinv,rcosu);
x, = (—(a-+rcosu)sinv,(a+rcosu)cosv,0);
e
E = (xu,X,) = 1%
o= (xex) = 0;
G = (x4,,%X,) = (rcosu+a)’

Pela observacgao anterior, temos que
|xy AXy| = VEG — F2 =r(rcosu+ a).

Nos atemos ao fato de que, pela variagao dos pardmetros, a parametriza¢ao cobre uma
vizinhanga coordenada do toro, e portanto, deixamos de fora a fronteira do dominio, que

por ser uma curva, nao tem influéncia na drea. A Fig. 2.18 mostra a regiao Q). sendo
levada na regiao R. do toro.

Figura 2.18: Area da superficie do Toro.
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Fonte: Producao do préprio autor

Como u e v pertencem a intervalos abertos, obtemos a drea total A(T) do toro pela

Eq. 2.4.9, usando os coeficientes da primeira forma fundamental e tomando o limite:
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A(T) = limA(R,)

e—0

= lim // r(rcosu + a)dudv
e—0

= lim/ / (r? cosu + ra)dudv
e—0 O-te O-te

= lim(r*(27 — 2¢)(sin(27m — €) — sine€) + ra(27 — 2¢)?)

e—0

= 47’ra

E interessante perceber quantos conceitos essenciais desenvolvidos ao longo deste
capitulo foram usados neste tltimo exemplo, desde a ideia de vizinhanca coordenada,
regiao limitada e parametrizacao de superficie até os coeficientes da primeira forma fun-
damental e area.

Agora ja dispomos do necessario e suficiente para encerrarmos nosso estudo intro-
dutorio de superficies regulares e passaremos agora a tratar da geometria da aplicacao de

Gauss.
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Capitulo 3

A GEOMETRIA
DA APLICACAO DE GAUSS

3.1 DEFINICOES E
PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS

Ao tratarmos de uma curva, nos deparamos com uma caracteristica elementar
deste elemento geométrico que é essencial em seu estudo: a curvatura. Neste capitulo,
estudaremos o equivalente da curvatura para superficies. Para isso, precisamos da nocao
de orientacao de superficie.

Seja x : U C R? — S a parametrizacao de uma superficie regular S. Portanto, a

aplicacao diferenciavel N : x(U) — R?, tal que

B X, N\ X,
XL AX|

nos da um campo vetorial normal unitario a S, onde cada ¢ € x(U) esta associado a um
vetor normal unitario N(q).

Segundo Carmo (2010), diremos que uma superficie regular é orientdvel se ela ad-
mite um campo diferenciavel de vetores normais unitarios definidos sobre toda a superficie.

Assim, escolhemos um campo NN, e definimos a orientacao de S.

Figura 3.1: Orientacao positiva N.

Fonte: Producao do préprio autor
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Essa orientagao N em S induz uma orientacao em cada plano tangente 7,5 tal que, dada
a base {v,w} C 1,5 definimos que a orientagdo é positiva se (v A w, N) é positivo (Fig.
3.1).

Observacgao 3.1.1 Nem toda superficie admite um campo diferencidvel de vetores, ou
seja, € orientdvel. Um exemplo disso ¢ a faiza de Mébius' (Fig. 3.2) que ndio possui uma
orientacao definida, bastando percorrer a faiza em um sentido para verificar tal fato. Uma
parametrizacao para a faiza de Mobius é dada por (CARMO, 2010),

x(u,v) = ((2—vsin (E‘FE))COSU (2—vsin (5+9))smu v COS (E+E>>
o 4 2 ’ 4 2 ’ 4 2))

onde 0 <u<2re—-1<v<l.

Figura 3.2: A faiza de Mébius

Fonte: Producao do préprio autor

Munidos da nocao de orientacao, podemos enunciar a definicao da aplicacao de
Gauss dada por Carmo (2010):

Defini¢ao 3.1.2 (Aplicagao de Gauss) Seja S C R3 uma superficie com uma orien-

tacio N. A aplicacio N : S — S? toma seus valores na esfera unitdria
S? ={(x,y,2) e R*2® +y* + 2 = 1}.
A aplicagio N : S — S?, assim definida, é chamada aplicagio de Gauss de S (Fig. 3.3).

A aplicacao de Gauss serd uma das mais importantes aplicagdes (no sentido de
aplicacdo linear) estudadas neste trabalho. Ela nos daréa informagoes essenciais a respeito
do estudo de superficies, a citar, a curvatura gaussiana, uma importante propriedade
local.

Facilmente percebemos que a aplicacao de Gauss ¢ um difeomorfismo local, assim

como outros citados anteriormente. Assim, a diferencial dN da aplicacao de Gauss, sai

! August Ferdinand Mébius foi um matematico e astronomo aleméo do século XIX (EVES, 2004).
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Figura 3.3: A Aplicagao de Gauss

S2

Fonte: Producao do préprio autor

de um plano tangente & superficie S e vai para um plano tangente 4 esfera unitaria de

Gauss, tal que escrevemos
dN TpS — TN(p)S2.

Como 1,5 e Ty S? 530 0s mesmos espacos vetoriais, podemos enxergar a diferencial da

aplicacao de Gauss como uma aplicag¢ao linear, observe a figura Fig. 3.4.

Figura 3.4: Curva N o a(t) = N(t).

Fonte: Producao do préprio autor

Dada uma curva parametrizada a(t) em S, com «(0) = p € S, tomamos a composta
Noa(t) = N(t), que ¢ a imagem da curva pela aplicagio da Gauss na esfera S?. Temos
assim que, o vetor tangente N'(0) = dN,(a/(0)) é um vetor de T,S. Este vetor N'(0)
mede entdo a taxa de variagdo do vetor normal N na dire¢do da curva a(t). Em outras
palavras, a dN, mede o quanto N se afasta de N(p) em uma vizinhanca de p.

Apresentaremos agora quatro exemplos de campos de vetores normais N de quatro
tipos de superficies diferentes. Esses exemplos serao usados para exemplificar resultados

posteriores.
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Exemplo 3.1.3 Seja 7 : ax + by + cz +d = 0 um plano. E simples calcular que

(a,b,c)

, ou seja, o campo de vetores normais unitdrios é constante, portanto dN = 0. (Fig. 3.5).

Exemplo 3.1.4 Seja S? : {(x,y,2) € R® 22 +y*+ 22 = 1} uma esfera de raio unitdrio e
at) = (z(t),y(t), 2(t)) uma curva contida em S*. Como a(t) € S?, temos x2(t) + y*(t) +

22(t) = 1 e derivando esta equacdo implicitamente com relag¢do a t obtemos
v’ tyy'+22'=0 = ((x,y,2),@y,7) =0,

que mostra que o vetor a(t) é perpendicular, ou normal, aos vetores tangentes o' (t) €
T,S2. Assim, podemos escolher uma orienta¢io para a superficie como sendo N = af(t),
por exemplo. Observe que esta orientacao aponta para o lado de fora da esfera. Com

efeito, restringindo N a curva a(t), obtemos

e portanto

dN(2'(t),y/(t), (1) = N'(t) = (2'(t), 4/ (1), ' (2)).

Em suma, dN,(v) = v para todo p € S*. (Fig. 3.6)

Figura 3.6: Esfera.

Figura 3.5: Plano

s
N

Fonte: Producao do proéprio autor _ )
Fonte: Producao do préoprio autor

Exemplo 3.1.5 Considere o cilindro circular reto de raio unitirio C = {(x,y,z) €

R3; 2% + y? = 1}. Analogamente ao exemplo anterior, temos

zz' +yy =0 = ((z,9,0), (2, y,2")) =0,
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e isso mostra que o vetor (x,y,0) é normal a superficie do cilindro e aponta para fora.
Assim podemos escolher N = (z,y,0) como orientacao da superficie e calculamos a dife-

rencial AN do campo normal unitdrio ao longo da curva o(t) = (z(t),y(t), z(t)),

AN (2'(t), y'(1), 2'(t)) = N'(t) = («(2),¥/ (1), 0).

Isso mostra que se um dado vetor v tangente a superficie € paralelo ao eixo Oz, entao a

varia¢ao do campo N nessa direcao € nula, ou seja,
dN(v) =0 = Ov,

porém, se dado u ortogonal ao eixo Oz, entao
dN(u) = u = lu.

Como dN ¢ uma aplicacao linear, entao u e v sao auto-vetores de dN e 1 e 0 sao auto-
valores associados, respectivamente (LIMA, 2008). Daremos uma atengao especial a estes

auto-valores mais a frente (Fig. 3.7).

Figura 3.7: Cilindro

Az Figura 3.8: Paraboloide Hiperbolico

Fonte: Producao do proprio autor

Fonte: Producao do proéprio autor

Exemplo 3.1.6 Considere o paraboloide hiperbélico H = {(z,y,2) € R3;z = y* — 2%},

também conhecido como sela (Fig. 3.8). Para calcularmos a diferencial AN, é mais eficaz
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tomar uma parametriza¢ao x(u,v) da sela, tal que
2 2
x(u,v) = (u,v,v* —u*),
e assim obtemos

x, = (1,0,—2u),
x, = (0,1,20),

u N\ Xy 1 1
N = X% (u,—v,é).
‘Xu/\xv| u2+v2+i

para entao,

Agora, seja ot) = x(u(t),v(t)) uma curva sobre a superficie, tal que «(0) = p. Va-
mos analisar o comportamento dos vetores mormais na vizinhan¢a de p. Assim, se

(u'(0),2(0),0) € o vetor tangente a superficie no ponto p, entdo
N'(0) = (2u'(0), —24'(0), 0),
consequentemente,
dN,(u'(0),v'(0),0) = N'(0) = (2u'(0), —20'(0), 0),

ou seja, os auto-vetores de dN, sio (1,0,0) e (0,1,0) com respectivos auto-valores asso-

ciados 2 e —2 .

Para prosseguirmos, precisamos de um importante fato relacionado a diferencial

dN,. A proposi¢ao seguinte ¢ dada por Carmo (2010), a qual sera omitida a demonstracao.

Proposicao 3.1.7 A diferencial dN, : T,,S — T,,S da aplicacio de Gauss € uma aplicagao

linear auto-adjunta.

Em outras palavras, segundo Lima (2008),
(dNp(w1), w2) = (w1, dNp(w2)),

onde {w;,wy} é uma base de 7,,S. Fica importante salientar que a partir desse fato,

derivando (N,x,) =0 e (N,x,) = 0 em relagdo a v e u, respectivamente, concluimos que
(Nu, %) = — (N, Xyp) = (N, Xy)- (3.1.1)

Agora estamos aptos a enunciar a sequnda forma fundamental, dada por Carmo
(2010) da seguinte maneira:
Definicao 3.1.8 (Segunda Forma Fundamental) A forma quadrdtica I1,, definida
em T,S por I1,(v) = —(dN,(v),v), é chamada a seqgunda forma fundamental de S em p.
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Devemos observar que a existéncia da referida forma quadratica so é possivel devido
ao fato de que a diferencial da aplicacao de Gauss é uma aplicacao linear auto-adjunta
(LIMA, 2008). A defini¢ao a seguir nos permitira dar uma interpretacao geométrica para
I1,. Segundo Carmo (2010):

Definigao 3.1.9 (Curvatura Normal) Sejam C' uma curva regular em S passando por
p €S, k a curvatura de C em p, e cosd = (n, N), onde n é o vetor normal unitdrio a C
e N € o vetor normal a S em p. O numero k, = kcosf é chamado curvatura normal de
CcSemp.

Vamos relacionar a curvatura normal com a segunda forma fundamental. Seja
C' uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco, neste caso «(s), tal que

a(0) =p € S. Assim, como vimos analogamente no capitulo 1, temos

(N(s),0/(s)) = 0 = (N'(s),a'(s)) + (N(s),"(s)) = 0
= (N(s),a"(s)) = =(N'(s), &'(s)),
| 1, ((0)) = —(dNp(c/(0)),’(0))
—(N'(0), a'(0))
)

= kn(p)
De fato, a segunda forma fundamental de um vetor tangente unitario v € 7,5 ¢é, na

verdade, igual a curvatura normal de uma curva «(s) que passa por p e é tangente a v.

Geometricamente, temos (Fig. 3.9):

Figura 3.9: I1,(d'(s)) = kn(p)

Fonte: Producao do préprio autor

Como «a(s) é qualquer, entdao qualquer curva que passe por p € S que tenha o

mesmo vetor tangente v tratado anteriormente, terd a mesma curvatura normal, pois esta
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serd a projecao do vetor curvatura particular da curva sobre o vetor normal unitario da
superficie no ponto p. Esta constatacao, devida a implicacoes anteriores, descrevem o

teorema de Meusnier?.

Teorema 3.1.10 (Teorema de Meusnier) Todas as curvas de uma superficie S que
tém, em um ponto p € S, a mesma reta tangente tém, neste ponto, a mesma curvatura

normal.

Este teorema nos traz uma implicacao muito interessante. Como a projecao nao
tem efeito em vetores colineares, entao as curvas obtidas pela seccao da superficie por
qualquer plano paralelo ao vetor normal possuem, em p, curvatura normal k, igual a
curvatura k da curva neste mesmo ponto.

O teorema também nos permite falar em curvatura normal em uma dada direcao
em p, ja que a curvatura normal depende apenas do vetor direcao da curva em p. Em
outras palavras, em um dado ponto p da superficie, podemos encontrar, dependendo
do caso, infinitos valores diferentes de curvatura normal dependendo da direcao que se
escolha. Dependendo do caso, como em uma esfera de raio unitario, por exemplo, a
curvatura normal é sempre igual a 1, para qualquer ponto da superficie e em qualquer
direcao.

Em um cilindro, também de raio unitario, as se¢oes normais resultam em uma
circunferéncia de raio 1, depois uma sequéncia de elipses, e por fim uma reta. Considere
o cilindro do Ex. 3.1.5. E facil observar que 1 é o maximo da curvatura normal e 0 é o
minimo. Mais do que isso, se observarmos o comportamento da dN, nessas dire¢oes (u e v
sendo auto-vetores como haviamos comentado anteriormente) percebemos que a segunda

forma fundamental assume seus valores maximo igual a 1 e minimo igual a 0. Observe:

[[P(u> = <de<u)7u> = <u7u> = 1
[IP<U> = <de(U)7U> = <O,U> = 0,

pois |u| = 1.
Abrimos parénteses agora para enunciar um teorema da algebra linear? citado por
Carmo (2010) em seu apéndice. Este teorema nos permitird prosseguir em nosso estudo

sobre a segunda forma fundamental I7,,.

Teorema 3.1.11 Seja A:V — V uma aplicag¢ao linear auto-adjunta. Entao existe uma
base ortonormal {e1,ex} de V' tais que A(e1) = Aer, A(es) = laey (isto €, ey e ey sao
auto-vetores, e A1, Ay sao auto-valores de A). Na base {e1,es}, a matriz de A é diagonal
e 0s elementos A\ e Ay, \1 > Ao, da diagonal sao o mdaximo e o minimo, respectivamente,

da forma quadrdtica Q(v) = (Av,v) sobre o circulo unitdrio de V.

2Matematico e engenheiro francés do século XVIII (EVES, 2004).
3Este teorema é uma restricio do Teorema de Valores Sigulares, que pode ser encontrado no livro de
Lima (2008), na segdo que trata de Operadores Auto-Adjuntos.
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A nossa segunda forma fundamental I/, se encaixa na forma quadratica citada
no teorema anterior. Assim, podemos afirmar que para todo p € S existe uma base
ortonormal {e,es} de T,S5 tal que dNy(e;) = —kie; e dN,(ez) = —kaes. Conforme o
teorema, k; e ko, onde £ > ks, sao o maximo e o minimo de I1,. Em outras palavra, k;
e ko sao 0 maximo e o minimo da curvatura normal da superficie S em p.

Passemos agora para algumas definigdes importantes dadas por Carmo (2010).
Observe que nesta secao estamos apresentando varias definicoes. Elas fazem parte da

base necessaria para tratarmos de resultados maiores na geometria diferencial.

Definicao 3.1.12 O mdzimo da curvatura normal ki e o minimo da curvatura normal ko,
sao chamados curvaturas principais em p; as diregoes correspondentes, isto €, as diregoes

dadas pelos auto-vetores e e ey sao chamadas direcoes principais em p.

Definicao 3.1.13 Se uma curva regular e conexa C' em S € tal que para todo p € C, a
reta tangente a C' € uma direcao principal em p, entao dizemos que C' € uma linha de

curvatura de S.

No plano do Ex. 3.1.3, qualquer reta contida no plano é uma linha de curvatura e
ki =ky = 0.

Na esfera do Ex. 3.1.4, qualquer circunferéncia maxima (obtida pela se¢do da
esfera por um plano que passe pelo centro) é uma linha de curvatura e ky = ky = 1.

No cilindro do Ex. 3.1.5, todas as circunferéncias ortogonais ao eixo do cilindro e
todas as geratrizes sao linhas de curvatura. Podemos tomar um outra base ortonormal,
tal que k1 =1e ky = 0.

Na sela do Ex. 3.1.6, as parabolas

z = y? 2 = —a°
e )
xr = 0 y = 0

sao linhas de curvatura e k; =2 e ko = —2.
A proposicao de Olinde Rodrigues* nos da uma condicio necessaria e suficiente

para que uma curva conexa e regular seja uma linha de curvatura.

Proposicao 3.1.14 Uma curva coneza e reqular C' em S € uma linha de curvatura de S
se, e somente se,
N'(t) = M)/ (t),

para qualquer parametriza¢ao de a(t) de C, onde N(t) = N o a(t) e A(t) € uma fungdo

diferencidvel de t. Nesse caso, —\(t) € a curvatura (principal) sequndo o' (t).

4Banqueiro e matematico francés do século XIX (EVES, 2004).
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Demonstragdo: E evidente que se o/(t) estd contido numa dire¢io principal,

entdo o/(t) é auto-vetor de dN, e assim
dN(d/(t)) = N'(t) = A(t)d/(¢).

A reciproca é imediata pela defini¢cao de linha de curvatura. [ ]

Pelo Teorema 3.1.11, temos que o determinante da matriz de dN é simplesmente o
produto (—ky)(—kz2) = k1ke, ou seja, o produto das curvaturas principais, e que o trago é
(—k1) 4+ (—k2) = —(k1 + k2) que é o negativo da soma das curvaturas principais. Observe
que o produto kiky é invariante por mudancas de orientacao, afinal quando a orientacao
de uma superficie muda, as curvaturas trocam de sinal simultaneamente, assim o sinal do
produto permanece inalterado. Contudo, o mesmo nao ocorre com o trago.

Podemos definir entao a curvatura Gaussiana e a curvatura média® de uma super-

ficie em um dado ponto, segundo Carmo (2010).

Definicao 3.1.15 Seja p € S e seja dN, : T,S — T,S a diferencial da aplicacao de
Gauss. O determinante de dN, € chamado a curvatura Gaussiana de K de S em p. O

negativo da metade do trago de dN, é chamado a curvatura média H de S em p, i.e.,
1
K:k’lkg € H = §(k1+k32)

Como em cada ponto p € S, existe um valor K de curvatura Gaussiana, podemos

classificar cada p de S de acordo com o valor de K.
Definicao 3.1.16 Um ponto de uma superficie S é chamado
1. Eliptico, se K > 0.
2. Hiperbolico, se K < 0.
3. Parabdlico, se K =0, com dN, # 0.

4. Planar, se dN, = 0.
Seguem exemplos de superficies com diferentes tipos de pontos:

1. Pontos elipticos: Toda esfera é formada apenas por pontos elipticos, pois k; = ko
para todo ponto pertencente a esfera. Isso implica que a curvatura Gaussiana sempre
serd positiva. O toro também possui pontos elipticos, basta tomar 0 < u < 7 na
parametrizacao do Ex. 2.4.7, e obtemos pontos com direcoes principais de curvaturas

com mesmos sinais (Fig. 3.10).

50 conceito de curvatura média foi introduzido em 1831 pela matematica e filosofa francesa Sophie
Germain. Sao particularmente importantes as superficies para as quais a curvatura média é nula em
todos os pontos; estas superficies se denominam superficies minimas (EVES, 2004).
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Figura 3.10: A Esfera (esquerda) e o Toro (direita) possuem pontos elipticos.

Fonte: Producao do préprio autor

2. Pontos hiperbdlicos: Em uma sela centrada na origem, o ponto (0,0,0), em espe-

cifico, € um ponto hiperbolico. Basta observar que a direcoes principais nesse ponto
possuem curvaturas de sinais opostos. O toro também possui ponto hiperbolicos,
basta tomar 7 < u < 37” na parametrizacao do Ex. 2.4.7, e obtemos pontos com

direcoes principais de curvaturas com sinais diferentes (Fig. 3.11).

Figura 3.11: A Sela (esquerda) e o Toro (direita) possuem pontos hiperbolicos.

Fonte: Producao do préprio autor

. Pontos paraboélicos: Todo ponto de um cilindro é parabdlico, pois por todo ponto
passa uma circunferéncia e uma geratriz, que sao linhas de curvatura do cilindro.
Assim, nas direcoes dessas linhas temos k; = 0 e ky # 0, resultando em K = 0
porém com dN, # 0. No toro do Ex. 2.4.7, tomando u = 7, obtemos K = 0. Este

fato ficard mais claro na proxima se¢ao (Fig. 3.12).

. Pontos planares: Como o proprio nome sugere, todos os pontos de um plano

satisfazem a definicao de ponto planar, pois todas as curvaturas principais sao nulas.

A seguir, a ultima definicao desta secao se refere aos pontos umbilicos. Segundo

Carmo (2010):
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Figura 3.12: O Cilindro (esquerda) e o Toro (direita) possuem pontos parabolicos.

.. -

Fonte: Producao do préprio autor

Definicao 3.1.17 Se em p € S, k1 = ks, entao p é chamado um ponto umbilico de S.

O caso trivial de pontos umbilicos seriam os pontos planares, pois como em todo
ponto planar temos dN,, = 0, entao k; = k2 = 0. Logo, todo ponto planar é um ponto
umbilico. Mais do que isso, qualquer plano é formado apenas por pontos umbilicos.

Uma esfera também é formada apenas por pontos umbilicos, mas neste caso, para
todo p € S?, temos k; = ko # 0.

Uma consequéncia interessante a cerca da definicao de pontos umbilicos é dada a

seguir. Segundo Carmo (2010):

Proposicao 3.1.18 Se todos os pontos de um superficie conexa S sao umbilicos, entao

S estd contida em um plano ou em uma esfera.

Demonstragao: Sejap € S um ponto umbilico e seja x(u, v) uma parametriza¢ao
para S numa vizinhanca conexa de p. Como todo p € S é umbilico, entao todo vetor

w e 1,5, w=ax, + ax, é tal que
dN(w) = Aw,

onde A = A(g) é uma fungao diferenciavel em V| pois qualquer w estda contido numa
direcao principal de S.

De fato, temos que A(q) é constante em V', pois substituindo w = a;x, + asx, na
equacao anterior, temos

a1 Ny + asN, = Mai1x, + asX,),

e assim, como w é arbitrario, obtemos

AuXy — ApX, = 0.

Nu = )\Xu . Nuv = )\vxu+)\xuv
Nv - )\Xv Nvu - >\uX1)+>\Xvu

Como x, e x, formam uma base de 7,5, e portanto sao linearmente independentes (LIMA,
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2008), temos que
Au= A, =0, VpeV.

Logo, A\ é constante.
Se A =0, entao N, = N, = 0 e assim todo vetor normal a superficie é igual a um

vetor constante /Vy na vizinhanca de p. Assim, obtemos que

{ (x(u,v), No)u = %uNo+x(u,v)(No)y = 0 - (x(u,v), No) = cte.,

(x(u,v),No)y = x,No+x(u,v)(Ng)y = 0

e portanto todos os pontos de V' pertencem a um plano.

Se X # 0, entdo o ponto x(u,v) — xN(u,v) = y(u,v) ¢ fixo, pois

(X(u,v)—%N(u,v))u =0

(X(u,v)—iN(u,v))v =0

Como |N| =1 e portanto

1
temos que todos os pontos de V estao contidos em uma esfera de raio W e centro em

y(u,v).

Isto nos da a demonstracao da proposicao apenas para uma vizinhanca de p € S, ou
seja, localmente. Para completarmos a demonstragao, consideremos outro ponto r € S.
Como S é conexa, existe uma curva continua o : I = [0,1] — S tal que a(0) = p e
a(l) = r. Todos os pontos desta curva possuem uma vizinhanca V; C S que esta contida
em um plano ou em uma esfera, como acabamos de demonstrar. Como a imagem inversa

a~1(V;) é um intervalo aberto de I, temos que a uniao

e ()

tel

cobre I e, como I é fechado, pelo teorema de Borel-Lebesgue®, I é coberto por um niimero
finito de elementos da familia {a~!(V;)}. Portanto, o(I) é coberto por um ntmero finito
de vizinhancas V;.

Se os pontos de uma vizinhanca estao em um plano, entao todas as outras vizi-
nhancas estarao no mesmo plano. Como r é qualquer, entao todos os pontos da superficie

estao no mesmo plano.

60 teorema de Borel-Lebesgue afirma que se K C R™ é compacto (ou seja, limitado e fechado), entao

toda cobertura aberta de K C |J A admite uma subcobertura finita K C Ay, U...U Ay, (LIMA,
AEL
2009a).

65



O caso da esfera é analogo. [ |

3.2 A APLICACAO DE GAUSS EM
COORDENADAS LOCAIS

Iniciamos agora um estudo sistemético da diferencial da aplicacao de Gauss, ao
contrario do método intuitivo no qual trabalhamos na secao anterior. Tomaremos agora
a diferencial relativa ao sistema de coordenadas locais no qual a superficie estd parame-
trizada.

Para calcularmos a matriz de aplicacao linear da diferencial dN,,, tomamos primei-

ramente uma superficie parametrizada x : U C R? — S com orientacio N tal que, em

x(U),

Xy AXy
X AX|
Seja x(u,v) a parametrizagdo da superficie em uma vizinhanca de p € 5, e seja
a(t) = x(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, com «(0) = p. Para simplificar a
notacao, convencionaremos que todas as funcoes a seguir estao avaliadas no ponto p, ou
seja, em t = 0.
Como ja vimos, o vetor tangente a curva «(t) em p pode ser escrito como o/ =

x,u + x,v". Calculando a diferencial dN nesta direcao, obtemos
dN (') = N'(u(t),v(t)) = Nu' + N

Sabemos que N, e N, pertencem ao plano tangente a S em p, assim podemos

escrevé-los como combinagao linear da base {x,,x,} tal que,

(3.2.2)

)

N, = anx, + anx,
N,

19X, + A22X,y

e, portanto,
AN (o) = (a11xy + agx,)u’ + (a19Xy + ag0x, )V’

= Xyu(anu + appv') + x,(an v’ + agv’).

Matricialmente, dN (') pode ser escrita como

u ajr Q12 u
v Q21 Q22 v

Assim, a matriz (a;;) acima é a matriz de aplicacdo linear de d/N na base {x,,x,} de T,S.
A grande chave da questdo, é que podemos escrever a matriz (a;;) em termos dos

coeficientes da primeira e da segunda formas fundamentais, que obteremos a seguir. Isto
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significa que poderemos escrever a curvatura Gaussiana K em termos desses coeficientes,
ja que K é dada pelo determinante de dN. Com efeito, temos que, pela definicao da
segunda forma fundamental, e pela Eq. 3.1.1, obtemos os coeficientes da segunda forma

fundamental,

II,(o/) = —(dN(d),d) = —(Nu' + N, x,u" + x,0")

= — (N, x,u 4+ x,0") — (N,v', x,u" 4+ x,0")
— (N, x,u') — (N, x,0") — (Nyv', xu') — (Nv', x,0")
—(Ny, X)) ()2 = 2{N,, x,)u'v" — (N, x,)(v')?

= e(u)? +2fu'v" + g(v')?

e como dN, ¢ auto-adjunta, temos que, pela Eq. 3.1.1,

e = —(Nu,xy) = (N, xuu),
f = _<NUaXv> = <N7 XUU) = <Na Xuv) = _<NU7XU>7
g = —(Ny,Xy) = (N, Xypy).

que sao os coeficientes de I1,,.
Agora, a partir da Eq. 3.2.2, escreveremos os coeficientes e, f e g em termos de

a;j e dos coeficientes da primeira forma fundamental £, F' e G

—f = (Nu, Xp) = (a11Xy + 021Xy, Xy) = @11(Xu, Xy) + 21 (X0, Xy) = a1 F' + a0 G
—f = (Ny, Xy) = (a12Xy + a20Xy, Xy) = A12(Xy, Xy) + A22(Xy, Xy) = @12E + agoF
—e = (Ny,Xy) = (a11Xy + a21Xy, Xy) = a11(Xy, Xy) + @21 (Xy, Xy) = a1 B+ a F
—g = (Ny, Xy) = (@12Xy + A29X0, Xo) = @12(Xu, Xy) + A22(Xy, X)) = a12F + a22G

As relacoes acima podem ser escritas na forma matricial

_ef_anam E F
fg) \aw an) \F G)’

bastando isolar a matriz (a;;), de tal forma que obtemos

air a9 _ e f FE F ! _ 1 (& f G —F
a1z Q22 a [ g F G - EG-F? [y -F E )’
e finalmente

fF—eG eF—fE
((ln 0,21) EG—F2 EG—F2

= | yr—jc fr—gE (3.2.3)
EG — F?> EG — F?

Q12  A22

A partir da Eq. 3.2.3, obtemos a curvatura Gaussiana K, como prometido:
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g — f*

E interessante citar que a Eq. 3.2.2 com os coeficientes da Eq. 3.2.3 nos fornecem

(3.2.4)

as equagoes conhecidas como equagoes de Weingarten (CARMO, 2010):
fF —eG el — fE
N, = (LI —=% Nl
u (EG—F2 T \BG )%
v (SFSG\ | (fFE (3.2.5)
v T \EBG-F2) T \EG-F2) ™
De modo analogo, podemos representar a curvatura média H através dos coeficien-

tes da primeira e segunda formas fundamentais. Como a curvatura média H é o negativo

da metade do trago de dN,, temos que
1 1 leG—-2fF+gFE
H = §(k1 + ko) = —§(a11 + ag) = ST RBC_Fz (3.2.6)

Agora, lembremos que —k; e —ky sao autovalores de d/N. Estes autovalores permi-

tem que a aplicacao linear dN + kI, onde I é a identidade, seja nao invertivel, ou melhor,

tenha determinante nulo. Assim, temos que
app + k a
det [ M1 12 _0,
asq a99 + k

k? + k(an + as) + anag — asiars =0,

ou seja,

onde ky e ko sdo as raizes da equacao quadrética acima. Com efeito, obtemos
k* —2Hk+ K =0,

e portanto,

k=H+VH?-K.

De fato, H?> — K > 0 para quaisquer k; e ks, pois

H>-K > 0

ki + ko \ 2
(1; 2) kky > 0
(k1) + (k2)* > 0

que é valido para quaisquer valores reais de k; e ko.
Observe que, escolhendo k1(q) > ko(q), ¢ € S, as fungdes k; e ky sdo continuas

em S e também diferenciaveis, com a possivel excecao dos pontos umbilicos. No caso
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particular dos pontos umbilicos, em que k; = ko, obtemos:

ki o=k
Ht VAP —K = H-VE-K
M-K = —VHE-K
WHT—K = 0
H2-K = 0
H> = K.

A seguir, um exemplo de célculo da curvatura Gaussiana e da curvatura média

sobre todos os pontos de uma superficie.

Exemplo 3.2.1 Tomamos a parametriza¢ao do toro do Fx. 2.4.7,
x(u,v) = ((a+ rcosu) cosv, (a + rcosu)sinv, rsinu), O0<u<2m 0<wv<2m.

Assim, para calcular os coeficientes da primeira e sequnda formas fundamentais, precisa-

mos das derivadas parciais da parametriza¢ao x(u,v). Com efeito,

X, = (—rsinusinv,—rsinusinv,rcosu),

X, = (—(a+rcosu)sinv, (a+ rcosu)cosv,0),
Xy = (—7rcosucosv,—rcosusinv,—rsinu),

Xy = (rsinusinv, —rsinucosv,0),

Xy = (—(a+rcosu)cosv,—(a+ rcosu)sinv,0).

A partir desses valores, obtemos

E = (Xy,X,) =177,
F (X, %xy) = 0,

G = (x,,%,) = (a+rcosu)

Convém agora tomar a sequinte simplificacao. Sequndo Lima (2007),
(u A v, w) = detu, v, w],

onde det[u,v,w| € o determinante de uma matriz de ordem 3 cuja as linhas sao o0s res-

pectivos vetores u, v e w, também conhecido por produto misto. Assim,

X, N\ X,

€ = <N’XUU>:<‘X /\X‘axuu
U v

<Xu A X qu>

1
) = VEG — F?

det[x,, Xy, Xuu]  7%(a+rcosu)

VEG — F? r(a+rcosu)
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Analogamente,
det[xy, Xy, Xuw]

r(a+rcosu)

det[x,, Xy, Xup)
g = = cosu(a + rcosu).
r(a+rcosu)

E finalmente,
eg—f* cos U
 EG—-F? rla+rcosu)’

Com a expressao acima, podemos observar o sinal da curvatura K e classificar os

K

pontos sobre a superficie de toro. Imediatamente vemos que existem duas circunferéncias
na superficie do toro compostas apenas por pontos parabilicos, pois K = 0 quando u = /2
ou u = 3m/2. Podemos dizer que estas duas circunferéncias dividem a superficie toro em
uma parte "interna", onde 7/2 < u < 37/2, e uma parte "externa”, onde 0 < u < mw/2
ou 3w /2 < u < 2w. Como o maior valor em mddulo que o cosseno atinge é 1 e a é sempre
maior que v, o denominador €, neste caso, sempre positivo, o que implica que o sinal de
K serd dado pelo sinal do numerador. Assim, na parte interna temos K < 0, portanto
composta por pontos hiperbolicos. Na parte externa temos K > 0, ou seja, pontos elipticos
(conforme ilustramos nas figuras 3.10, 3.11 e 3.12).

Podemos, também, calcular a curvatura média do toro

_leG—-2fF+gE  a+2rcosu

H =
2  EG-F? 2r(a+rcosu)’

e consequentemente, podemos encontrar as curvaturas principais ki e ke como solugoes

da equacao quadrdtica abaizo para k:

o a+2rcosu cosu

r(a+rcosu) r(a+rcosu)

O valor da curvatura Gaussiana de uma superficie S em um ponto p nos da uma
ideia da localizagao dos pontos em uma vizinhanca de p referente ao plano 7,5, ou seja, se
existem pontos acima e/ou abaixo do 7,5 na referida vizinhanga. A proposicao seguinte,

apresentada por Carmo (2010), trata desta ideia.

Proposigao 3.2.2 Seja p € S um ponto eliptico de uma superficie S. Entao existe uma
vizinhangca V de p em S tal que todos os pontos de V estao do mesmo lado do plano
tangente T,S. Seja p € S um ponto hiperbolico. Entao em cada vizinhanca de p existem

pontos de ambos os lados de T,S.

Demonstragdo: Tomamos uma parametriza¢do x(u,v) para S em uma vizi-
nhanga de p, onde p = x(0,0) e um outro ponto qualquer ¢ € S tal que ¢ = x(u,v). A
distancia d, tal que,

d = (x(u,v) —x(0,0), N(p)), (3.2.7)
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¢ a distancia entre o ponto ¢ até o plano 7,,S (Fig. 3.13). Neste caso, a distancia d nio se
refere a uma métrica (LIMA, 2009¢), j4 que pode assumir valores negativos dependendo

da localizacao de ¢ e da orientacao N.

Figura 3.13: Distancia de x(u,v) ao T)5.

i Np) x(u, v) ;
d
T,S g ﬁ

Fonte: Producao do préprio autor

Segundo a formula de Taylor (LIMA, 2009a), uma aplica¢do f : U — R", definida
no aberto U C R™, com a,a +v € U é tal que,

fla) = F@) + F(a) v+ 37(@) 04+ fa) 0+ 1y (0)
onde o f o (o
fr(a) o = o oo (avp1) (a),
com
lim rp(v) =0,
v—0 |'U|p

se f for p vezes diferenciavel no ponto a. Isso nos permite escrever,

1
x(u,v) = x(0,0) + x,u + x,0 + §(quu2 + 2%, U0 + Xv?) + R, (3.2.8)

onde as derivadas sao calculadas em p e o resto R satisfaz

lim ——
(u,0)—(0,0) U2 + v2

Substituindo a Eq. 3.2.8 em Eq. 3.2.7, obtemos
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d = <X(u7 U) - X<07 0)7 N(p)>

= (x,u+ x,v + %(quu2 + 2xyuv + vav2) +R, N(p))
- %{<qu, N(p))u? + 2(Xu, N(p))uv + (Xpu, N(p))v*} + (R, N(p))
— %(eu2+2fuv+gv2)+R

1

onde w = x,u + X,v, R = (R, N(p)), lim,_,o(R/|w|?) = 0. Como em um ponto eliptico
p, a segunda forma fundamental I],(w) ndo muda de sinal, entdo todos os pontos x(u, v)
estao em um mesmo lado de 7},S.

Analogamente, se tivermos p hiperboélico, entao podemos encontrar pontos tais que
a segunda forma fundamental tem, nesses pontos, sinais opostos, ou seja, tais pontos se
encontram em lados opostos do T},S. [ ]

Tratamos agora das dire¢oes principais. Carmo (2010) nos apresenta o necessario
e suficiente para formular a proposicao abaixo, nos termos da Prop. 3.1.14 sobre linhas

de curvatura.

Proposicao 3.2.3 As curvas coordenadas de uma parametriza¢ao sao linhas de curvatura

se, e somente se, ' = f = 0.

Demonstracao: Pela Prop. 3.1.14, uma curva parametrizada o(t) = x(u(t), v(t)),

t € I é uma linha de curvatura se, e somente se,
AN (' (t)) = A(t)d/(t).

Portanto as fungoes u'(t) e v'(t) satisfazem o sistema de equagoes

fF — eGu, gF — va, o
EG — F? EG — F?
€F—fE I fF_gE,U/ -

EG - TEG_ I
Eliminando A do sistema acima, obtemos a equacao diferencial das linhas de curvatura,

(fE = eF)(u)* + (9E — eG)uv' + (gF — fG)(v)* =0,
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que pode ser escrita como o determinante a seguir:

Como as dire¢oes principais sao ortogonais temos que u'v’ = 0 e a equacao acima é
satisfeita se, se somente se, F' = f = 0. ]
Para encerrar este capitulo, apresentaremos agora uma interpretacao geométrica
da curvatura Gaussiana K. Segundo Carmo (2010), esta interpretagio foi usada pelo
proprio Gauss (1827) para apresentar a curvatura em seu artigo.
Retomando a definicao da aplicacao de Gauss apresentada no inicio de deste capi-
tulo, ¢ evidente que a orientacdo N em S induz uma orientacdo N em S2. Assim, dado

p € S, tal que dN, é ndo singular, e uma base {wy, w2} em 7,5, temos que,
dN,(wy) A dN,(wy) = det(dN,)(wy Awy) = K(wy A wy). (3.2.9)

Isso mostra que a orientacao de S é preservada se a curvatura Gaussiana for positiva, ou é
revertida caso negativa. Carmo (2010) nos apresenta uma nogao bem intuitiva para isso.
Tome pequenas curvas fechadas em torno de p € S. Assim, a orientagao dada por 7,5 na
imagem por N dessas curvas é preservada se p for eliptico (K > 0) ou é revertida caso p
for hiperbolico (K < 0). Observe a Fig. 3.14.

Figura 3.14: p eliptico (acima) e p hiperbolico (abaixo).

Fonte: Producao do préprio autor



Agora tomamos a seguinte convencao. Diremos que a area da imagem por N de
uma regiao contida em uma vizinhanca conexa V' C S, onde K # 0, é positiva se K > 0
e negativa se K < 0.

Finalmente, apresentamos a interpreta¢ao geométrica, segundo Carmo (2010).

Proposicao 3.2.4 Seja p um ponto de uma superficie S tal que a curvatura Gaussiana

K(p) #0, e seja V uma vizinhanga conexa de p onde K nao muda de sinal. Entao

onde A € a drea de uma regiao B C 'V contendo p, A’ € a drea da imagem de B pela
aplicacao de Gauss N : S — S?, e o limite é tomado através de uma sequéncia de regioes
B,, que convergem para p, no sentido em que toda esfera centrada em p contém todos os

pontos de B, para n suficientemente grande.

Demonstracao: Sabemos que a area A de B é dada por

A= //|Xu/\xv|dudv,
R

onde x(u, v) é uma parametrizacdo de S em uma vizinhanga coordenada de p que contém
V, e R, como ja vimos, é a regiao do plano uv correspondente a B. Assim, pela defini¢cao
de dN, temos que a area A’ de N(B) é dada por

A= //|Nu/\Nv|dudv.
R

A partir da Eq. 3.2.9, da Eq. 3.2.2 e da definicdo de K como det(a;;), temos entao que

A= //K|Xu A X, |dudv.
R

Agora, basta tomar o limite (onde indicamos a area da regido R por R) e utilizar o teorema

do valor médio para integrais duplas (LIMA, 2009a). Com efeito,

) W Il%irr%)%ff Klx, A x,|dudv
R

lim — = lim & = —

A-0 A A-0 4 11%1_1?0%{2] X0 A X, |dudv
Klx, Axy|
|xy A X,

[ |
Em outras palavras, a curvatura Gaussiana mostra a relacao entre as areas de

regioes B em superficies e a suas correspondentes na esfera unitaria, mostrando como
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superficies podem ser mais ou menos "curvadas"que a esfera. Aplique N, por exemplo,
na propria esfera unitaria. Veremos que a razao A’/A serd sempre igual a 1, verificando
que a curvatura Gaussiana da esfera unitaria é 1. Agora tome, por exemplo, K > 1.
Veremos assim que, quando A — 0, temos A’ > A, o que significa que temos uma regiao
B sendo levada numa regido N(B) de area maior, ou seja, na regido B a superficie é mais

curvada que a esfera unitaria. Observe a Fig. 3.15.

Figura 3.15: Aplicagdo de Gauss nos casos em que K = 1 (acima) e K > 1 (abaixo).

Fonte: Producao do préprio autor
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Capitulo 4

A GEOMETRIA INTRINSECA
DAS SUPERFICIES

4.1 ISOMETRIAS

Através da primeira forma fundamental, podemos tratar de conceitos métricos
simples de uma superficie (4rea, comprimento, angulo, etc.) sem "sair"da superficie, ou
seja, sem mencionar o espaco euclidiano no qual a superficie esta inserida. Por este motivo,
a geometria que estuda estes conceitos ¢ chamada de geometria intrinseca.

Iniciamos o capitulo definindo o conceito de isometria, que nos permitird entender
qual o significado de duas superficies terem a mesma primeira forma fundamental. Carmo
(2010) define:

Defini¢ao 4.1.1 (Isometria) Uma aplicacio o : S — S é uma isometria se p ¢ um

difeomorfismo e para todo p € S e todos os pares wy,ws € 1,5, temos

(w1, w2) = (dpy(w1), dpp(w2)) p(p)-
Diz-se entdo que as superficies S e S sdo isométricas.

Assim, se ¢ é uma isometria, entao dy é um transformacao ortogonal, ja que o

produto interno é preservado', assim, podemos escrever
I (w) = (w, w), = (dp,(w), dpp(w)) pm) = LpE)(dpy(w)),
para todo w € T,,S. Por outro lado, se ¢ preserva a primeira forma fundamental, ou seja,

[p<w) = [sa(p)(d@p(w))a Vw € T,5,

1Se o produto interno é preservado, entdo outras sete propriedades relacionadas a aplicacio dy também
sao satisfeitas, tais como preservagao de norma, distancia e ortonormalidade de bases de vetores (confira
Teorema 14.1 de Lima (2008)).
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entao temos,

2(wi, wa)p = 2(wi, wa)p + (W1, wi)p — (W1, w1)p + (W2, Wa), — (W2, Wa)y
= (w; + wa, wy + wa), — (Wi, w1)y — (W, Wa),
= Ly(wi 4+ w2) — I(wr) — I(w2)
= Ly (depp(wy +w2)) — w(p)(dﬂop<wl>> — Lyp) (dipp(w2))
= 2<d¢p(w1)>d¢p(w2)>w(p)’

e assim, ¢ é uma isometria.

A seguir, formalizamos o conceito de isometria local, segundo Carmo (2010).

Defini¢ao 4.1.2 (Isometria Local) Uma aplicacio ¢ : V — S de uma vizinhanca V
de p € S € uma isometria local em p se existe uma vizinhanca V de o(p) € S tal que
@0V =V ¢ uma isometria. Se existir uma isometria local em S para todo ponto p € S,
diz-se que a superficie S € localmente isométrica a S. S e S sio localmente isométricas

se S € localmente isométrica a S e S € localmente isométrica a S.

Intuitivamente, pelo fato de o produto interno ser preservado quando saltamos de
uma superficie S7 para outra superficie Sy isométrica a anterior, temos que a nocao de
distancia é preservada, ou seja, pontos proximos em S; correspondem a pontos proximos

em Sy. As duas proposi¢oes seguintes formalizam esta ideia. Segundo Carmo (2010),

Proposicao 4.1.3 Suponha a ezxisténcia de parametrizacies x : U — S eX: U — S tais

1

que E=FE, F=F eG =G emU. Entio a aplicacio p =Xox ' :x(U) = S € uma

1sometria local.

Demonstracao: Tome p € x(U) e w € T,S um vetor tangente. E evidente
que w é o vetor dire¢do de alguma curva x(«a(t)) em ¢t = 0, onde, no dominio U, temos

a(t) = (u(t),v(t)). Assim, podemos escrever,
w = X,u' + x,0, t=0.
Tomando a composicao, temos
pox(a(t) =X ox " ox(a(t)) = x(a(t))
logo, pela defini¢ao de dg,(w), temos

dop(w) = Xu" + X0, t=0.
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Agora, pela hipotese,

L(w) = E)*+2Fuv + G@')?
= E@)*+2Fuv + G(v')?
Iso(p)(d‘Pp(w))a

para todo p € x(U) e todo w € T,,S. Portanto, ¢ é uma isometria local. [ |

Vimos no capitulo 1 que podemos calcular a distancia entre dois pontos de uma
curva fazendo uso apenas dos coeficientes da primeira forma fundamental. Isso significa
que podemos introduzir a nogao de distancia intrinseca d(p,q) entre dois pontos p e
q de uma superficie, que nada mais é do que o infimo do comprimento de curvas na
superficie que ligam os referidos pontos. O Teorema de Hopf-Rinow (cuja demonstragao
sera omitida, mas pode ser encontrada na se¢io 5.3 do livro de Carmo (2010) que trata
de superficies completas, além do referido teorema) afirma que a curva que nos da este
infimo do comprimento é uma geodésica, um tipo de curva que trataremos na secao 4.3.

Por hora, demonstraremos que,

Proposicao 4.1.4 Um difeomorfismo ¢ : S — S € uma isometria se, e somente se, o
comprimento de arco de qualquer curva parametrizada em S € igual ao comprimento de

arco da curva imagem por p.

Demonstracao: Sejap € Sewv € 1,5, com v # 0, e seja também o : [ =
(—€,€) — S, uma curva com «'(0) = v. Suponhamos, por absurdo, que se tenha, por

exemplo,
|dipp(a’(0))] > [/ (0)].

Assim, numa vizinhanca J C I de zero teremos
|dpaw (o' (1) > [/ (t)],  te

Isto implica que o comprimento de arco de ¢ o a(J) é maior do que o comprimento de
a(J), um absurdo. Portanto, |dy,(a/(0)] = |a/(0)].
A reciproca é imediata pela definicao de isometria. [ ]
Ao medirmos a distancia intrinseca d(p, q) entre dois pontos p,q € S é evidente

que teremos

onde ||p — ¢|| é a distancia usual entre pontos do R? (Fig. 4.1).

Exemplo 4.1.5 Um exemplo trivial de isometria entre superficies € a existente entre o
plano e o cilindro. Um cdlculo direto mostra que os coeficientes das primeiras formas

fundamentais do plano e do cilindro sao iguais, por isso vamos nos ater a noc¢ao intuitiva.
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Figura 4.1: d(p,q) = |Ip — 4ll.

Fonte: Producao do préprio autor

Se tomarmos uma folha de papel como parte de um plano, basta curvd-la para obtermos
um cilindro sem necessidade de amassar, esticar ou sobrepor partes do papel, ou seja, sem

distorcer a distancia intrinseca (Fig. 4.2).

Figura 4.2: Isometria entre plano (esquerda) e superficie cilindrica (direita).

Isometria ©(p)
./21 —_

p ¥

Fonte: Producao do préprio autor

Exemplo 4.1.6 Seja x(u,v) a parametriza¢ao do catenoide, dada por Carmo (2010),
x(u,v) = (acoshv cosu, a cosh v sin u, av), 0<u<2m, —o0o<uv< 00,

com os respectivos coeficientes da primeira forma fundamental:

E = a?cosh?v,
F = 0
G = a?cosh®v.

Mostraremos que o catenoide € isométrico ao helicoide do Ezx. 2.4.2. Contudo, se obser-

varmos o Fx. 2.4.2, veremos que com a devida parametrizacao,

X(u,v) = (vcosu,vsinu, av), O<u<2m, —00<7v< o0,

0s coeficientes das primeiras formas fundamentais do helicoide e do catenoide nao sao
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wguais. Faremos entao uma reparametrizacao do helicoide. Tome

u = u,

=1
Il

asinh v,

com as mesmas variacoes de w e v. Um cdlculo direto do Jacobiano mostra que essa

mudanca de pardmetros € vdlida. O helicoide reparametrizado fica entao como,

X(u,v) = (asinh v cosu, asinh v sin u, au).

Consequentemente, os coeficientes da primeira forma fundamental do helicoide reparame-

trizado sao dados por

E = a?cosh?v,
F = o,
G = a?cosh®v.

Portanto, pela Prop. 4.1.3, concluimos que o helicoide e o catenoide sao localmente iso-

métricos (Fig. 4.3 e Fig. 4.4).

Figura 4.3: O Catenoide.

[ 7T T VN

Fonte: Producao do proéprio autor
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Figura 4.4: O Helicoide reparametrizado.
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4.2 O TEOREMA EGREGIUM DE GAUSS

Egregium vem do latim, e significa célebre, notavel. De fato, o Teorema Egregium

de Gauss faz jus ao titulo. Segundo Carmo (2010), Gauss(1827) provou que

Teorema 4.2.1 (Gauss) A curvatura Gaussiana K de uma superficie é invariante por

1sometrias locais.

Demonstracao: Sejam S uma superficie regular orientada, e x : U C R? — §
uma parametrizagao na orientacao de S. Podemos associar cada ponto de x(U) um triedro

formado pelos vetores x,, x, ¢ N, cujas derivadas sao dadas abaixo na base {x,,x,, N},

Xuu = I'hx,+T%x,+ LN,

Xy = IDloxy +T25%, + LoN,

Xpy = F%lxu + F%lxv + LyN, (4.2.1)
Xpy = 39Xy +I5,%, + L3N,

Ny = anxy, + aaXy,

Ny = a19Xy + aX,,

onde os coeficientes a;; ja foram determinados no capitulo anterior. Quantos aos coe-
ficientes Ffj, que sao chamados de simbolos de Christoffel?> de S na parametrizacao x,
estes devem ser determinados. Como X,, = X,,, temos imediatamente que '}, = T}, e
['2, = T'2,. Para descobrirmos os valores de Ly, Ly, Ly e Lz, tomamos o produto interno

das quatro primeiras equacoes de 4.2.1 com N. Assim obtemos L; da seguinte forma

e = (Xuyu, N} = T1(xy,N)+T%(x,, N) + L1 (N, N),
== 0+0+L1,

e portanto L; = e. Analogamente obtemos Ly = Ly = f e Ly = g. Quanto aos simbolos
de Chistoffel, basta tomar o produto interno das primeiras quatro equagoes de 4.2.1 com

X, e com X,. Antes, devemos notar que,

B = 2 (%) = (s %) + (Ko Xo) = 2, ).

ou

Agora, obtemos o seguinte sistema, com F,,F,,G, e GG, obtidos de maneira analoga:

IMHE+THF = (XewXu) = 3B,
'LE+T2,G = (Xpu,Xy) = F,— %Ev,
Fl E F2 F uUv u lEU’
22 o Xu) 2 (4.2.2)
[LF +T16G = (Xu,X) = 535G,

2Elwin Bruno Christoffel foi um matematico e fisico alemao do século XIX (EVES, 2004).
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2

F%2E+F§2F = (Xpp; Xu) = F, — 3G,
F%2F+F%2G = <XUU7XU> = %Gm

As equacgoes 4.2.2 foram agrupadas duas a duas de tal forma que cada um dos
trés sistemas possui determinante igual a FG — F? que sabemos ser diferente de zero.
Logo, é possivel calcular os simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da primeira
forma fundamental, F, F', GG, e de suas derivadas. Portanto chegamos a importantissima
consequéncia: Todos os conceitos geométricos e propriedades expressas em termos dos
simbolos de Christoffel sao invariantes por isometrias.

Agora mostramos que podemos escrever a curvatura Gaussiana K em termos desses
simbolos.

Considere a expressao

(qu>v - (Xuv)u = 0.
Substituindo os valores de 4.2.1 na expressao acima e tomando as derivadas, obtemos

Xy + TH Xy + €Ny + (T1))oXy + (T%)) X, + €N
= F%quu + P%zxvu + [N+ (F%Q)uxu + (F%Q)uxv + fulN.

Utilizando 4.2.1 novamente, podemos igualar os coeficientes de x,, ja que x,,X,, N sao

linearmente independentes, para obter
Fhfé + F%1F32 +eaz + (Fi)v = F%2F§1 + F%2F§2 + faxn + (Ff2)u-
Agora, basta utilizar os valores de Eq. 3.2.3 para obtermos

I + TS + (Th)e — Tl — ThI' — (T
= fag — eaxn
eF — fE fF—gFE

I 5a-F ‘Ba_p

(4.2.3)
B feF — f?E — efF + egE
B EG — F?
eg —
=F——=FK.
EG — F?

O teorema estd essencialmente provado. Terminamos com as formalizagoes.

Se x : U C R?> — S é uma parametrizacio de S em p ese ¢ : V C S, onde
V C x(U) é uma vizinhanga de p, é uma isometria local em p, entdo y = ¢ o x é uma
parametrizacdo de S em ©(p). Como ¢ é uma isometria, os coeficientes da primeira forma

fundamental nas parametrizagoes x e y coincidem em pontos correspondentes ¢ e ¢(q),
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q € V. Logo, os simbolos de Christoffel também coincidem. Pela Eq. 4.2.3, conhecida
com Formula de Gauss, podemos calcular K em dado ponto através dos simbolos de
Christoffel e suas derivadas, e assim, K(q) = K(¢(q)) para todo g € V. u

O Teorema Egregium tem consequéncias formidéaveis. Tome o Ex. 4.1.6. O teorema
implica que em pontos correspondentes do catenoide e do helicoide, o valor da curvatura
Gaussiana ¢ o mesmo! Fato este que nao é intuitivo ao observar tais superficies.

O fato de que K depende apenas dos coeficientes da primeira forma fundamental
mostra que o conceito de curvatura Gaussiana estd exclusivamente ligado a estrutura
métrica da superficie, e nao com a posicao que ela ocupa no espaco. Por este motivo
falamos em geometria intrinseca da superficie, ou como diria Carmo (2010), geometria da
primeira forma fundamental.

Antes de encerrarmos a sec¢ao, apresentamos a Formula de Gauss para parametri-

zagoes ortogonais, expressao essa que sera util no fim deste trabalho.

Proposicao 4.2.2 Se x € uma parametrizacao ortogonal, entao

1 Efu GU
K= - () L
2\/EG{(\/EG)U (vEG)u}
Demonstracao: Sabemos que

1
K= E (FhF%Q + F%F%Q + (Fi)v - F%QF% - F%ZF%Z - (F%Q)u) . (4-2-4)

Se x ¢ uma parametrizacao ortogonal, entao temos F' = 0. Utilizando os valores do

sistema 4.2.2 com F' = 0, obtemos

1 1
I E = 5 B I3,G = 3G

G =

1 1
1
——F,.

2

Para obtermos os simbolos de Christoffel com derivadas, fazemos

1
6 = (~55)

1
(F%l)vG + F%IGU = _§Evv7

G,E, E
r2), — —v—v _ v
(1) 2G2  2G7

e analogamente,




Substituindo os valores encontrados na Eq. 4.2.4, e reorganizando os coeficientes, obtemos:

oo L (EuGu_Eva GoBy  Ew | (B)* (G Gu <Gu)2)
E\4EG 4G2 " 262  2G ' 4EG 472G 2@?

1 (E __BG (B Gw  EG. (G )

2VEG \VEG 2GVEG 2EVEG +EG 2BVEG 2GVEG

Como
E, _ EwVEG - (VEG),E,
(\/E_G) B EG
By, E,G, (E.)?
~ VEG 2GVEG 2EVEG
e

G, CuV'EG — (VEG),Gh
(@) BG

Guu E.G, (Gu)?
VEG 2EVEG 2GVEG

obtemos facilmente que

4.3 TRANSPORTE PARALELO E GEODESICAS

Munidos de todas as ferramentas apresentadas até agora, apresentaremos uma série
de defini¢oes e conceitos que envolvem a geometria intrinseca para que possamos concluir
este trabalho.

Campos de vetores nao fazem parte do foco de estudo deste trabalho, por isso,

apenas a defini¢do basica dada por Carmo (2010) é suficiente.

Defini¢ao 4.3.1 (Campo de Vetores) Em um conjunto aberto U C S de uma super-
ficie reqular S, uma correspondéncia w que associa a cada p € U um vetor w(p) € T,5
€ chamada campo de vetores. O campo de vetores € diferencidvel em p se, para alguma
parametrizacao x(u,v) em p, as componentes a e b de w = ax, +bx, na base {x,,X,} sdo
fungoes diferencidveis em p. O campo de vetores w € diferencidvel em U se € diferencidvel

para todo p € U.

Agora podemos apresentar a definicao de derivada covariante de um campo de

vetores. Segundo Carmo (2010),
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Definigao 4.3.2 (Derivada Covariante) Seja w um campo diferencidvel de vetores em
um conjunto aberto U C S ep € U. Sejay € 1T,5. Considere uma curva parametrizada
a:(—e€e) = U, coma(0)=ped(0)=y, esejaw(t),t e (—¢c¢), arestricio do campo
de vetores w a curva . O vetor obtido pela proje¢io de (dw/dt)(0) sobre o plano T,S €
chamada a derivada covariante em p do campo de vetores w em relagao ao vetor y. Esta
derivada covariante € denotada por (Dw/dt)(0) ou (Dyw)(p) (Fig. 4.5).

E valido firmar que o vetor y do campo de vetores tangentes aponta para qualquer
direcdo, inclusive sua derivada (dw/dt)(0). Contudo, a derivada covariante (Dw/dt)(0) é

sempre ortogonal ao normal unitario a superficie em p.

Figura 4.5: A derivada covariante

Fonte: Producao do préprio autor

Assim como intmeras outras caracteristicas geométricas da superficie, a derivada
covariante nao depende da escolha da curva «, e sim do vetor tangente y. Para tanto,

tome a(t) = x(u(t),v(t)) assim como

w(t) = a(u(t),v(t))x, + blu(t),v(t))x,,
= a(t)x, + b(t)x,,

logo,
dw

dt

onde ’ indica a derivagdo com relacio a t. Como Dw/dt é a proje¢ao de dw/dt no T,S,

= a(Xyuutt' + Xyup¥') + b(Xputt' + Xpo¥') + a'xy + %,

basta usar as expressoes de 4.2.1 e descartar a componente normal para obtermos

Dw

— = (a' + Thau’ + Thyav' + Tlbu' + Tibv')x,

(4.3.5)
+(b' + T2 au’ + T2,av + T2,0u" + T24,00")%,.

Isso mostra que a derivada covariante depende apenas do vetor y = (u/,v’). A presenga dos
simbolos de Christoffel mostram que a derivada covariante também é uma caracteristica,

intrinseca da superficie.
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Podemos considerar também a derivada covariante de um campo de vetores tangen-
tes que esta definido apenas sobre uma curva parametrizada. Esta ideia é bem intuitiva,
e por isso, vamos omitir tais definicoes, que podem ser encontradas na secao 4.4 do livro
de Carmo (2010). Um exemplo de campo de vetores restrito a uma curva é o campo de

vetores tangentes da propria curva (Fig. 4.6).

Figura 4.6: Campo de vetores tangentes ao longo de uma curva.

Fonte: Producao do préprio autor

Agora estamos aptos a definir um campo paralelo, parte do tema de estudo desta

segao. Segundo Carmo (2010),

Definicao 4.3.3 (Campo Paralelo) Um campo de vetores w ao longo de uma curva

parametrizada o : I — S é chamado paralelo se Dw/dt = 0 para todo t € 1.

Figura 4.7: Campos paralelos w(t) e v(t) ao longo de uma curva planar.

S

Fonte: Producao do préprio autor

A nocao de campo de vetores paralelos ao longo de uma curva no plano é a usual
(Fig. 4.7). A proposigao seguinte, valida para qualquer superficie regular, nos da um

argumento para justificar tal ideia. Segundo Carmo (2010),

Proposicao 4.3.4 Sejam v e w campos de vetores paralelos ao longo de o : I — S.
Entao (v(t),w(t)) € constante. Em particular, |w(t)| e |v(t)| sdo constantes, e o dngulo

entre v(t) e w(t) é constante.
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Demonstragao: Se w é paralelo ao longo de a, entdo, pela defini¢do, Dw/dt = 0,
o que significa que dw/dt é paralelo a N, ou seja, ortogonal ao plano tangente a superficie

em «(t). Como v pertence ao plano tangente, temos que
(v(t),w'(t)) =0, tel.

O mesmo vale para v(t). Logo, podemos escrever

Portanto, (v(t),w(t)) é constante. u
A nocao de campo paralelo sobre uma superficie qualquer nao é intuitiva geo-
metricamente como vimos no caso planar. Um exemplo disso segue mais adiante, apos
definirmos transporte paralelo.
A demonstracao da proposicao abaixo serd omitida por envolver o teorema de
unicidade de solucoes de equacoes diferenciais, mas pode ser encontrada no fim da secao
4.4 do livro de Carmo (2010).

Proposicao 4.3.5 Seja o : I — S uma curva parametrizada em S e seja wy € Typ)S,
to € 1. Entao existe um tnico campo de vetores paralelo w(t) ao longo de «(t), com

w(ty) = wo.

Esta proposi¢ao mostra que, dado um vetor wy € Ty4,)S, € tinico o campo paralelo
que o contém, ou seja, é possivel determinar um campo paralelo a partir de qualquer vetor
no plano tangente, e mais do que isso, o campo paralelo, relativo a wy, serd tnico. Para

isso, basta fazer um transporte paralelo de wy. Segundo Carmo (2010),

Definicao 4.3.6 (Transporte Paralelo) Seja o : [ — S uma curva parametrizada e
wo € Thu)S, to € S. Seja w um campo paralelo ao longo de o, w(ty) = wo. O vetor

w(ty), t1 € I, é chamado transporte paralelo de wy ao longo de o no ponto ty.

Tome duas superficies, S; e Sy, tangentes ao longo de uma curva parametrizada
a e wy & um vetor tal que wy € T4)S1 = Ta(y)S2. Como a derivada covariante Dw/dt
de w é a mesma para ambas as superficies, pois os planos tangentes sao iguais, entao o

transporte paralelo w(t) de wy relativo a Sy é o mesmo relativo a Ss.

Exemplo 4.3.7 Considere o transporte paralelo de wy ao longo da curva C do setor
circular da figura Fig. 4.8. Como o cone resultante da isometria do setor circular €
tangente a esfera no paralelo latitudinal C', podemos ter uma ideia geométrica do que
seria o transporte paralelo de wy ao longo de C' na superficie esférica.

Este exemplo pode ser encontrado com detalhes calculacionais no livro de Carmo
(2010).
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Figura 4.8: Transporte paralelo na curva de tangéncia entre a esfera e o cone.

Fonte: Producao do préprio autor

Convém agora definir o tema central desta se¢ao, a geodésica (CARMO, 2010).

Definigao 4.3.8 (Geodésica) Uma curva parametrizada, nao constante, v : [ — S €
chamada geodésica em t € I se o seu campo de vetores tangentes ' (t) é paralelo ao longo

de v em t; isto €
D'(t)
dt

v € uma geodésica parametrizada se € geodésica para todo t € 1.

Como a nocao de geodésica é um conceito local, a definicao anterior nos permite

estender este conceito a curvas regulares.

Definicao 4.3.9 Uma curva regular conexa C em S é chamada geodésica se, para cada
p € C, a parametrizacio o(s) de uma vizinhancga coordenada de p pelo comprimento de
arco s € uma geodésica parametrizada; isto €, o'(s) € um campo de vetores paralelo ao

longo de a(s).

Como a derivada covariante é a projecao da derivada de o/(s) no plano tangente,
entao a definicdo anterior equivale a dizer que o’ = kn é normal ao plano tangente para
que « seja uma geodésica. Em outras palavras, segundo Carmo (2010), uma curva reqular
C C S(k # 0) € uma geodésica se e somente se sua normal principal em cada p € C €

paralela a normal de C' em p. A verificacao de tal fato é imediata.

Exemplo 4.3.10 Os circulos mdzximos de uma esfera sao geodésicas. Para tanto, basta
observar que a normal principal de cada circulo mdzimo C, em cada ponto p € C C S?,

tem a mesma direciao que o vetor normal a S* em p. Observe a Fig. 4.9.
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Figura 4.9: Circulos méximos em uma esfera sio geodésicas.

Fonte: Producao do préprio autor

Exemplo 4.3.11 E fdcil verificar que as geratrizes e as circunferéncias contidas no ci-
lindro sao geodésicas. No caso geral, toda reta contida numa superficie é uma geodésica.

Vamos mostrar que as hélices também sao geodésicas no cilindro. Tome a isometria
entre o plano e o cilindro do Ex. 4.1.5. Podemos tomar a parametrizacao de um cilindro
da sequinte maneira

x(u,v) = (cosu, sinu,v).

Como x € uma isometria local que aplica uma regiao do plano uv no cilindro e a derivada
covariante € invariante por isometrias concluimos que geodésicas no plano sao geodésicas

no cilindro. Jd que qualquer reta no plano
u(s) = as, v(s) = bs, a>+ b =1,
€ uma geodésica, basta tomar a imagem dessas retas pela isometria x, tal que obtemos
x(u(s),v(s)) = (cos(as), sin(as), bs),
que nada mais sao do que hélices.

A derivada covariante é o analogo a derivada de vetores no plano para curvas em
superficies quaisquer, e assim como a curvatura k, podemos definir um valor de curvatura
associado a derivada covariante. Convém agora introduzir o conceito de valor algébrico da

derivada covariante e, consequentemente, a curvatura geodésica, segundo Carmo (2010).

Definicao 4.3.12 Seja w um campo diferencidvel e unitdrio de vetores ao longo de uma

curva parametrizada o @ I — S sobre uma superficie orientada S. Como w(t), t € I é
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um campo de vetores unitdrio, (dw/dt)(t) é normal a w(t), e portanto

Dw
e AN Aw(t)).

O nimero real A = \(t), denotado por [Dw/dt], é chamado valor algébrico da derivada

covariante de w em t.

Definig¢ao 4.3.13 (Curvatura Geodésica) Seja C' uma curva regqular orientada con-
tida em uma superficie orientada S, e seja a(s) uma parametriza¢io de C, em uma
vizinhanga de p € S, pelo comprimento de arco s. O wvalor algébrico [Da/(s)/ds] =k, da

derivada covariante de o/ (s) é chamado de curvatura geodésica de C' em p.

Devemos observar que a curvatura geodésica depende da orientacao de S, ja que
resulta de um produto vetorial que envolve N. Convém observar também que, uma curva

geodésica é entao uma curva que tem curvatura geodésica nula.

Figura 4.10: Relacao entre as curvaturas geodésica e normal.

Fonte: Producao do préprio autor

2

Como a curvatura normal k, é o valor absoluto da projecao do vetor o’(s) = kn
sobre N, e a curvatura geodésica k, é o valor absoluto da projecao de kn sobre o plano

tangente, temos imediatamente que (Fig. 4.10),
K=k 4 k.

Podemos obter uma expressao para o valor algébrico da derivada covariante, e
consequentemente para a curvatura geodésica, que envolva os coeficientes da primeira

forma fundamental. Para tanto, devemos formalizar algumas ideias.
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Primeiramente considere dois campos de vetores w e v unitéarios e diferenciaveis ao
longo de uma curva parametrizada a : I — S. Precisamos de uma funcao diferenciavel
¢ : 1 — R, t el, que forneca a determinagao diferenciavel do angulo de v(¢) a w(t) na
orientacao de S. Para isto, considere o campo de vetores v, também diferencidvel ao longo

de «, tal que w(t) possa ser escrito na base ortonormal {v(t),v(t)}, ou seja,
w(t) = a(t)o(t) + b(t)v(t),

onde a(t) e b(t) sao fungoes diferencidveis em I e a® + b* = 1.
Para obter a fung¢ao, basta tomar um angulo inicial g entre w(ty) e v(ty), e estendé-

lo diferencialmente em I, conforme o lema abaixo, segundo Carmo (2010).

Lema 4.3.14 Sejam a e b funcoes diferencidveis em I com a®> +b* = 1 e ¢y tal que

a(ty) = cos gy e b(ty) = sin gy.

t
© = o +/ (ab' — ba')dt
t

0
é tal que cos p(t) = a(t), sinp(t) =b(t), t € I, e p(ty) = ¥o-

Demonstracao: Se mostrarmos que a equacao
(a —cosp)® + (b—sing)? =0

é verdadeira, o lema estara provado. Expandindo o primeiro membro da equacao acima

e lembrando que a? + b* = 1, obtemos
2 —2(acosp + bsiny) =0,

que sera valido apenas se A = acosy + bsinp for igual a 1. Derivando a? + b* = 1,

obtemos aa’ = —bb’. Unindo esse fato a definicao de ¢, obtemos

A = —a(sinp)y’ + b(cos )’ + a' cosp + V' sin ¢
= —b(sinp)(a®+ b*) — d'(cos p)(a® + b*) + a’ cos p + V' sin p = 0.

Logo, A(t) = cte., e como A(tg) = 1, o lema esta demonstrado. n

Agora vamos relacionar as derivadas covariantes de dois campos de vetores com a
determinacao diferenciavel do angulo entre eles, conforme o lema abaixo apresentado por
Carmo (2010).

Lema 4.3.15 Sejam v e w dois campos diferencidveis de vetores ao longo da curva « :
I =8, com|v(t)] =|w(t)| =1, t€l. Entio

Dw) _[Dv] _de
dt dt | dt’
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onde @ € uma das determinagoes diferencidveis do dngulo de v a w, dadas no Lema 4.3.14.

Demonstracao: Primeiramente provaremos para o caso em que @ # 0. Como
cosp = (v,w), pela caracteriza¢do de produto interno, podemos derivar implicitamente

com relagao a t para obter

W' w) + (v,w') = —¢ sin g,
que pode ser escrito como
“0) = —'sing,
e pela Definicao 4.3.12,
{Dv

D
E} (N Av,w) + {d—;ﬂ} (v, NANw) =—¢ sinp.

Pela caracterizacao do produto misto (N A v, w) obtemos,

([%] _ {%D (N Av,w) = —¢'singp,

Dul Dl o
7 7 sin = —' sin .

Como ¢ # 0, o lema esta provado para este caso.

e assim

Se ¢ =0 em p € o), temos, tomando o limite se necessario, ¢’ = 0, resultando
em w = v e o lema vale trivialmente. |
Agora, devemos perceber o seguinte. Tome v(s) um campo paralelo (e portanto
com valor algébrico de derivada covariante nulo) e w(s) = &/(s) , ou seja, um campo de

vetores tangentes unitarios. Disto resulta

ko (s) Dd/(s) dp
S) = _ —= -,
g ds ds

ou seja, a curvatura geodésica é a taxa de variacao do angulo que a tangente & curva faz
com uma direcao paralela ao longo da curva. Mais uma vez percebemos que os conceitos
estao todos ligados.

Agora, a expressao para o valor algébrico da derivada covariante, segundo Carmo
(2010).

Proposigao 4.3.16 Sejam x(u,v) uma parametrizacio ortogonal (isto é, F = 0) de

uma vizinhanga de uma superficie orientada S, e w(t) um campo de vetores unitdrio e
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diferencidvel ao longo da curva x(u(t),v(t)). Entao

Dw 1 dv du dy
= Gu_ - Ev_ TR
[ dt } 2VEG { dt dt } * dt

onde p(t) € o dngulo de x,, a w(t) na orientac¢ao dada.

Demonstracao: Vemos facilmente que

Xy, Xy, Xy,
61 = = —
%, | v (X, Xy) VE’
X’U
€2

X’U XU
pum pu— pu— 5
x| \/(x,,%x,) VG
sao os vetores unitarios tangentes as curvas coordenadas. Logo, e; A es = N. Pelo Lema

Dw| _ |Der] | dy
dt | | dt dt’

onde e1(t) = ey (u(t),v(t)) é o campo e; restrito a curva x(u(t), v(t)). Mas pela Defini¢ao

4.3.15, podemos escrever

4.3.12, e pela regra da cadeia, temos que

D€1 . d€1 . d€1 - du dv
[W] = (ZL N e = (S ) = (e ea) ) + (e, e

Utilizando o fato de que F' = 0 no sistema 4.2.2, temos que
1
uuy dv/) = __Eva
(w0} = =

e assim

i=(35) () -t
Analogamente,

((emea) = 5=

Agora nos basta substituir as duas ultimas expressoes na equacao de [Dey/dt] para obter

Dw 1 dv du dy
= w3, Ev_ TR
{ di } 2VEG {G @~ a } T

e a proposicao estd demonstrada. [ ]

[ =

Para finalizarmos a se¢ao, apresentaremos agora as equacoes de uma geodésica em
uma vizinhanca coordenada, que tem como consequéncia uma proposicao sobre unicidade.
Primeiro, vamos as formalizagoes, segundo Carmo (2010).

Seja v : I — S uma curva parametrizada de S e seja x(u,v) uma parametriza¢ao
de S em uma vizinhanca V' de «(to), to € I. Seja J C I um intervalo aberto contendo ¢,

tal que v(J) C V. Seja x(u(t),v(t)), t € J, a expressao de v : J — S na parametrizagdo
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x. Entdo, o campo de vetores tangentes /(t) = w(t), t € J, é dado por
w(t) = u' (t)x, + V' (t)x,.

Como w é um campo paralelo, entdo [Dw/dt] = 0. Logo, utilizando a Eq. 4.3.5, fazendo
a substituicao a = v’ e b = ¢/, e lembrando que x, e X, sao linearmente independentes,

obtemos o sistema

{u// + T ()2 4 2Ty + TL(0)? = ’ (4.3.6)

V' T3 () + 2%+ TR()? =

que é conhecido como as equacoes diferenciais das geodésicas de S. Tal nome advém do
fato de que v : I — S é uma geodésica se, e somente se, o sistema 4.3.6 é satisfeito para
todo intervalo J C I tal que y(J) esteja contido em uma vizinhanga coordenada. Essas
equacoes diferenciais mostram que uma geodésica depende apenas da estrutura métrica
da superficie no ponto (primeira forma fundamental) e da dire¢ao tomada (vetor (v, v’)).

A consequéncia imediata do sistema 4.3.6 se da pela seguinte proposi¢ao, a qual

omitiremos a demonstracao que pode ser encontrada na secao 4.7 do livro de Carmo
(2010).

Proposicao 4.3.17 Dado um ponto p € S e um vetor w € TS, w # 0, existe um € > 0

e uma unica geodésica parametrizada v : (—e€, €) — S tal que v(0) = p, v'(0) = w.

Em outras palavras, dado um ponto e uma direcao em uma superficie regular, é

lnica a geodésica que passa por esse ponto e tem essa direcao.

44 O TEOREMA DE GAUSS-BONNET E
A CLASSIFICACAO TOPOLOGICA

O Teorema de Gauss-Bonnet é o teorema mais profundo e elaborado que abor-
daremos neste trabalho, ele nos permitira concluir nosso estudo. A sua primeira versao,
segundo Carmo (2010), foi apresentada no famoso artigo de Gauss (1827), e tratava da
soma de angulos internos de um triangulo geodésico, isto é, triangulos cujos lados sao ar-
cos de geodésicas. Mais especificamente, Gauss provou que, dado um triangulo geodésico

T (Fig. 4.11), de angulos internos ¢1, @2 e @3, entao

3
Z%—w://mza.
=1 T

Em particular, se K = 0, ou seja, o triangulo estd numa superficie plana e consequente-

mente seus lados sao retas, temos que @1 + @2 + 3 = 7, uma extensao do teorema de
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Tales do ensino médio.

Figura 4.11: Triangulo geodésico T

Geodésicas

S

Fonte: Producao do préprio autor

A extensao desse teorema para uma regiao limitada por curvas simples nao geo-
désicas veio com O. Bonnet. Para estendé-lo ao nosso objetivo, superficies compactas,
algumas consideracoes topoldgicas devem ser apresentadas.

Antes de enunciar o Teorema de Gauss-Bonnet, faremos algumas definicoes ao
modelo de Carmo (2010).

Definigao 4.4.1 Seja « : [0,l] — S wuma aplicagao continua de um intervalo fechado
[0,1] sobre uma superficie reqular S. Dizemos que o é uma curva parametrizada simples,

fechada e reqular por partes, respectivamente se,
1. a(0) = a(l).
2.ty # tg, t1,ta € 10,1), implica que a(ty) # a(ts).

3. Fxiste uma particao

0:t0<t1<...<tk<tk+1:l,
de [0,1] tal que a € diferencidvel e reqular em cada [t;,t;11], i =0,... k.

Os pontos a(t;), i = 0,...,k, sao chamados vértices de o e os tra¢os a([t;, t;11]) sao

chamados arcos requlares de .

Em outras palavras, o é uma curva fechada, que nao possui auto-intersecoes, e nao
tem reta tangente definida em um nimero finito de pontos.
Como « é uma curva regular, é possivel tomar o limite a esquerda e a direita de

cada vértice, tal que

lim o/(t) = o/ (t; + 0) # 0, lim o/(t) = o/(t; — 0) # 0,

+ —
t—t] t—t;
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e podemos definir o angulo 6;, 0 < |6;| < 7w, chamado de dngulo externo, como sendo a
menor determinagao do angulo entre os vetores tangentes em «(t;) definidos pelo limite
a direita e a esquerda. O sinal de 6; deve satisfazer a orientagdo N pela "regra da mao
direita" (uma ideia simples, intuitiva e amplamente conhecida, principalmente por suas

aplicacoes na fisica). A Fig. 4.12 é bem ilustrativa.

Figura 4.12: Angulos externos.

Oé/ (tj — O)

0; <0 o/(t; +0)

Oé/(ti — 0)

Fonte: Producao do préprio autor

No caso de uma cispide, |0;| = 7, o raciocinio é analogo (Fig. 4.13).

Figura 4.13: Angulos externos em ciispides.

Fonte: Producao do préprio autor

Um teorema importante relacionado aos angulos externos serd o primeiro fato
topologico que apresentaremos cuja demonstracao sera omitida. Primeiramente considere,
segundo Carmo (2010), x : U C R?* — S uma parametrizagiao compativel com a orientagio
de S tal que U é homeomorfo a um disco aberto no plano. Considere também « : [0,1] —
x(U) C S uma curva parametriza simples, fechada e regular por partes, com vértices

a(t;) e angulos externos §; = 0,...,k. Por altimo, sejam ¢; : [t;,t;11] — R funcoes
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diferenciaveis que medem em cada t € [t;,¢;41] o angulo positivo de x, a o/(t), conforme

o Lema 4.3.14. Enunciamos, entao o

Teorema 4.4.2 (Teorema do Indice de Rotagio) Com a notacio acima descrita

k

D (piltivn) —pilt) + Zez' = £2m,

i=0
onde o sinal positivo ou negativo depende da orientacao de a.

Uma demonstracao deste fato topologico foi apresentada no artigo de Hopf (1935).
Para o caso em que o nao tem vértices e limita uma regiao homeomorfa a um plano, a
demonstragao de Hopf pode ser encontrada na se¢ao 5.7 do livro de Carmo (2010).

O Teorema do Indice de Rotacao afirma que, em outras palavras, a variacio total
do angulo do vetor tangente a a com uma dada diregdo (neste caso x,) somado com os
"saltos" nos vértices é igual a 27.

Ultimas definicdes antes do Teorema de Gauss-Bonnet. Em uma superficie orien-
tada S, dizemos que R C S é uma regiao simples se R é homeomorfa a um disco e a
fronteira OR de R é o traco de uma curva parametrizada simples, fechada e regular por
partes o : I — S. Dizemos que « é orientada positivamente se o parametro ¢ a per-
corre em sentido anti-horario de acordo com a orientacao de S ("regra da mao direita").
Observe a Fig. 4.14.

Figura 4.14: Curva « orientada positivamente.

N

@

Fonte: Producao do préprio autor

Por fim, seja agora x : U C R? — S uma parametrizacao de S compativel com sua
orientagdo e R C x(U) uma regido limitada de S. Se f é uma fungao diferenciavel em S,

temos que a integral dupla
// f(u,v)VEG — F?dudv
x~1(R)

nao depende da parametrizacao x. A demonstracao deste fato segue os moldes da demons-

tracao feita logo apos a Defini¢ao 2.4.5. Segundo Carmo (2010), esta integral é chamada
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integral de f sobre a regiao R e é comumente denotada por

4 fdo.

Finalmente, podemos enunciar o Teorema de Gauss-Bonnet, segundo Carmo (2010).

Teorema 4.4.3 (Teorema de Gauss-Bonnet (Local)) Seja x : U — S uma para-
metrizacao ortogonal (isto é, F = 0), de uma superficie orientada S, onde U C R? é
homeomorfo a um disco aberto e x é compativel com a orientacio de S. Seja R C x(U)
uma regiao simples de S e seja o : I — S tal que OR = «(l). Suponha que o € orien-
tada positivamente, parametrizada pelo comprimento de arco s, e sejam a(Sg), ..., a(sk)

e by, ...,0,, respectivamente, os vértices e os dngulos externos de a. Entdo

Z/+ ds—i—// Kda+2«9 — 2, (4.4.7)

onde ky(s) € a curvatura geodésica dos arcos requlares de o e K € a curvatura Gaussiana
de S.

Demonstracao: Tome a(s) = x(u(s),v(s)). Como « esta parametrizada pelo

comprimento de arco, usamos a Prop. 4.3.16 para obter

1 dv du dy
ky(s) = —=—=Gu — Bor ¢ + 4,
o(8) = 5 7== { dt dt } 47

onde ¢; = ;(s) é uma fungao diferenciavel que mede o angulo positivo de x, a o/(s)
em [s;, s;+1]. Integrando ky(s) em todos os intervalos [s;, s;+1] e somando os resultados,

obtemos

k Sit1 Sit1 L dv E, Sit1 dcpl
;/ ol :Z/ (2\/—d8 2\/—d5) +Z/

S

Segundo o Teorema de Green (LIMA, 2009a), aplicado ao plano uv, temos que, se P(u,v)
e Q(u,v) sao fungoes diferenciaveis em uma regiao simples A C R?, cuja fronteira ¢ dada

por u = u(s), v = v(s), entao

Z/W( du dv) ds_// (@_8_];) dudv.

Por este motivo, podemos escrever

3w [ () + (i) oo 2
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A partir da formula de Gauss para F' = 0 da Prop. 4.2.2 podemos fazer a seguinte

simplificacao.

1) Gl Yo

Temos também que, pelo Teorema do Indice de Rotacdo,

k k

k Si+1 )
Z/ + ddilds = Z(@i(SiJrl) - §02<82)) = Q7 — 2927
i=0 v Si

=0 i=0

onde o sinal de 27 é positivo pela orientacao positiva de «. Fazendo as substituicoes

evidentes, obtemos

k Sit1 k
Z/ kg(s)ds—i—//KdajLZGi = or,
i=0 v 5i R =0
e o teorema esta provado. [ |

Observacao 4.4.4 Tomamos uma parametrizacao ortogonal apenas para facilitar os cdl-
culos, caso necessdario € possivel fazer uma reparametriza¢ao. Como veremos a sequir, o
Teorema de Gauss-Bonnet permanece vdlido para qualquer regiao simples de uma super-

ficie reqular.

Passamos agora a globalizacao do Teorema de Gauss-Bonnet. Para tanto precisa-
mos de mais algumas defini¢oes e alguns fatos topologicos.

Primeiramente, considere uma superficie regular S. Segundo Carmo (2010), dize-
mos que uma regiao conexa R C S é reqular se R é compacta e sua fronteira OR é a
uniao finita de curvas regulares por partes fechadas e simples que nao se intersectam; e

destacamos,
Definicao 4.4.5 Uma superficie compacta € uma regiao regular, cuja fronteira é vazia.

Uma maneira de se trabalhar em cima de superficies é dividindo-a em tridngu-
los. Em uma superficie arbitraria, definimos tridingulo como uma regiao simples que tem
apenas trés vértices com angulos externos a; # 0, ¢ = 1,2,3. O processo de divisao da
superficie em triangulos é chamado de triangula¢ao conforme definigdo abaixo (CARMO,
2010).

Definicao 4.4.6 Uma triangulag¢ao de uma regiao reqular R C S € uma familia finita T

de triangulos T;, 1 = 1,...,n, tal que
1. UT,=R.
i=1
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2. Sel;NT; # @, 1 # j, entao T; N'T; é uma aresta comum de T; e T; ou um vértice

comum de T; e T}.

Assim, dada uma triangulagao 7 de uma regiao regular R C S de uma superficie
S, denotaremos por F' o nimero de triangulos (faces), por E' o nimero de lados (arestas),

e por V o nimero de vértices da triangulacao. O ntimero
F—-E+V=x

é chamado caracteristica de Euler-Poincaré da triangulacao (LIMA, 1985).
As quatro proposi¢oes topoldgicas a seguir, necessarias para a globalizacao do Te-
orema de Gauss-Bonnet, serao apresentadas sem demonstragao. Segundo Carmo (2010),

tais demonstragoes podem ser encontradas no Cap. 1 de Ahlfors e Sario (1960).

Proposicao 4.4.7 Toda regiao reqular de uma superficie reqular admite uma triangula-

¢ao.

Proposicao 4.4.8 Seja S uma superficie orientada e {x,}, a € A, uma familia de
parametrizagoes compativeis com a orientacao de S. Seja R C S uma regiao reqular de
S. Entao existe uma triangulacao T de R tal que todo tridngulo T € T estd contido
em alguma vizinhanga coordenada da familia {X,}. Além disto, se a fronteira de todo
tridngulo de T for orientada positivamente, tridngulos adjacentes determinam orientacoes

opostas na aresta comum a eles.

Proposicao 4.4.9 Se R C S € uma regiao reqular de uma superficie S, a caracteristica

de Fuler-Poincaré nao depende da triangulacao de R. Convém, portanto, denotd-la por
X(R).

Esta ultima proposi¢ao é de um significado fantéastico. O fato de que a triangulacao
é arbitraria, e de que a caracteristica x(R) é um invariante topologico da regiao R C S
nos permite fazer uma classificacdo de superficies de acordo com o valor de y(R). E
imediato observar que y(R) é um niimero inteiro (pois, além do nimero de tridngulos
ser finito na triangulagdo, os nimeros F', E e V sdo naturais), logo o conjunto de todas
as caracteristicas de Euler-Poincaré é enumeravel. A proposicao seguinte trata desta

classificacao.

Proposicao 4.4.10 Seja S C R3 uma superficie compacta e conezxa; entio um dos va-
lores 2,0, —2,...,—2n,... € assumido pela caracteristica de Euler-Poincaré x(S). Além
disto, se ' C R® é uma outra superficie compacta e coneza e x(S) = x(5'), entio S é

homeomorfa a S’.
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Experimentalmente, é possivel encontrar rapidamente o valor de x(S) para super-
ficies compactas como a esfera e o toro, bastando desenhar triangulagoes simples em cada
um. Porém, o processo torna-se demasiado complexo para outras superficies compac-
tas. A expansao do Teorema de Gauss-Bonnet para sua versao global sistematiza essa

classificagdo e nos fornece um resultado ainda mais fantastico. Segundo Carmo (2010),

Teorema 4.4.11 (Teorema de Gauss-Bonnet Global) Seja R C S uma regiao requ-
lar de uma superficie orientada e sejam C1, ..., C, as curvas fechadas, simples e requlares
por partes que formam a fronteira de OR de R. Suponha que cada C; € orientada positi-

vamente e sejam 6, ...,0, o conjunto de dngulos externos das curvas Ch,...,C,. Entao

Z/ s)ds + // Kdo + Z 0, = 2\ (R (4.4.8)

onde s denota o comprimento de arco de C;, e a integral sobre C; significa a soma das

integrais em todos os arcos regulares de C;.

Demonstracao: Considere uma triangulacao 7 da regiao R tal que qualquer
triangulo 7} esteja contido em uma vizinhanca coordenada da familia de parametrizagoes
ortogonais compativeis com a orientacao de S. Tal triangulacao existe pela Prop. 4.4.8.
Além disto, se a fronteira de cada triangulo de 7 for orientada positivamente, obtemos
orientacoes opostas nas arestas que sao comuns a triangulos adjacentes.

Podemos utilizar o fato de que cada aresta "interior"é contada duas vezes com
orientagOes opostas e que a integral dupla de K nao depende da triangulacao (CARMO,
2010, p. 328) para aplicar o Teorema de Gauss-Bonnet Local a cada triangulo, somar os

resultados e obter

F3

Z/ ds—i—//Kda—i—Zﬁjk—QwF

k=1

onde F' denota o nimero de triangulos de 7 e 6;1,60,,0;3 sao os angulos externos do
triangulo 7;. Observe a Fig. 4.15.

Iremos agora introduzir os angulos internos de um triangulo 7j, dados por ¢;, =

D O=> 1= o =3TF = o
ok ik sk ok

Agora consideremos a seguinte notacao:

7T — 01, Assim,

= namero de arestas externas de 7T,
= namero de arestas internas de 7,

= numero de arestas externas de T,

== ==

= nidmero de arestas internas de T .

101



Figura 4.15: Triangulagdo de uma superficie.

Fonte: Producao do préprio autor

Como as curvas C; sao fechadas, E, = V,. Além disso, é facil mostrar por inducao que
3F =2F; + E, e, portanto, que

Zejk = 27TE1 +7TE€ — Zgojk
Ik Ik

Observamos agora que os vértices externos podem ser vértices de alguma curva C; ou
vértices introduzidos pela triangulacao. Colocamos V., = V.. + V,;, onde V.. é o niimero
de vértices das curvas C; e V; é o numero de vértices externos da triangulagao que nao
sao vértices de alguma das curvas C;. Como a soma dos angulos em torno de cada vértice

interno é 27, obtemos

S 0 =20E 4 wE, — 21V — 7V — Y (7 —6).

J:k l

Somando e subtraindo 7 FE, na expressao acima e levando em conta que E, = V,, conclui-

mos que
» Oy = 2mE;+7E.—21Vi+ 7B, — nE, — Ve — Ve + Y0,
ik l
= 2nE; +2n7E, — 27V, — 7wV, —WI/;JrZQl
l
= om(E+ E.) —2r(Vi+ Vo) + )6,
l

= 2nE — 27TV+Z€1.
1

Juntando estes resultados, obtemos finalmente

zn:/c ky(s)ds + // chr+zp:0jk = 21(F — E+V) = 21x(R).

=1
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Como a caracteristica de Euler-Poincaré de uma regiao simples é evidentemente

igual a 1 (um tnico triangulo, por exemplo: 1 —3 + 3 = 1), obtemos

Corolario 4.4.12 Se R ¢ uma regiao simples de S, entao

ko s k
Z/ kg(s)ds + // Kdo+) 6; =2r.
i=1 v Si R =1

E agora a conclusao mais importante. Se podemos considerar uma superficie com-
pacta como uma regiao regular de fronteira vazia, entao o primeiro e o terceiro termo de

Eq. 4.4.8 tornam-se nulos e obtemos

Corolario 4.4.13 Seja S uma superficie compacta e orientdvel; entao

/ Kdo = 2mx(S). (4.4.9)
S

Finalmente o resultado que nos possibilita encerrar este trabalho. Este ultimo
corolario é surpreendente. Tome uma esfera unitaria. A integral dupla a direita da Eq.
4.4.9 é facilmente calculada, pois K = 1 para todos os pontos da esfera unitaria. Assim, a
caracteristica de Euler-Poincaré da esfera unitaria é 2. Por outro lado, pela Prop. 4.4.10,
todas as superficies que sio homeomorfas a esfera unitéaria terdo também x(S) = 2. Logo,
a curvatura "total", dada pela integral dupla de K sobre S, serd numericamente igual para
todas as superficies homeomorfas & esfera, ou seja, a menos de um homeomorfismo,
elas sao todas iguais. E o mesmo vale para as superficies restantes. Para o toro, obtemos
X(S) = 0; bi-toro, x(S) = —2; tri-toro, x(5) = —4; ou seja, o n-toro tem x(S) = —2(n—1).

Para finalizarmos, a Fig. 4.16 a seguir representa a classificacao topolodgica das

superficies compactas do R3.
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Figura 4.16: A classificacio topologica de superficies compactas do R3.

Esfera Toro

N

Bi-toro
X=—2

OO -
O

Tri-toro
Tetra-toro

x=—4
x=—6

Fonte: Producao do préprio autor
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CONCLUSAO

O Teorema de Gauss-Bonnet foi de fato o maior resultado que apresentamos neste
estudo. Ele nos permitiu apresentar a classificacao topologica de todas as superficies
compactas orientaveis do R?. Sua demonstracao envolveu essencialmente quatro pon-
tos: a curvatura Gaussiana, a curvatura geodésica, o teorema do Indice de Rotacio e a
caracteristica de Fuler-Poincaré.

E impressionante o fato de como todos esses conceitos estdo muito ligados. A Fig.
4.4.9 é um exemplo de como a curvatura geodésica e a curvatura Gaussiana (que seria o
produto de curvaturas normais) estdo intimamente relacionados, e todas provenientes de
simples produtos internos.

Assim como comentaremos no Apéndice B, ficou claro que a presenca do R® em
todo o nosso estudo é "desnecessaria". Faz parte da nossa limitacao fisica que o espaco
exterior a superficie se faga presente, apesar de que todos os conceitos e todas as curvaturas
sao provenientes da propria estrutura métrica da superficie, ou seja, da primeira forma
fundamental.

O Teorema Egregium de Gauss também possui um significado imenso. Nao importa
a modificacao que se faga numa superficie (como é o caso do helicoide e do catenoide), se a
estrutura métrica da superficie for mantida, a curvatura Gaussiana no ponto permaneceré
a mesma. Mais uma vez observamos a independéncia da superficie perante o ambiente
em que ela ocupa.

De fato, todo o estudo teorico que foi feito com base no livro de Carmo (2010) foi
necessario para se chegar nos quatro pontos citados anteriormente. Infelizmente, nao foi
possivel acrescentar um estudo teoérico sobre topologia para que pudéssemos apresentar
as demonstracoes dos fatos topologicos apresentados na secao 4.4, em especial, o teorema
do Indice de Rotacdo. Fica entdo a sugestdo para trabalhos futuros.

Geometria Diferencial e Topologia nao sao disciplinas que estao presentes na grade
deste curso de graduacao, portanto, realizar esta pesquisa nos mostrou nao apenas um
caminho futuro de trabalho, mas também que, alunos dessa graduacao estao em condicoes
de encarar versoes introdutorias dessas disciplinas para que possam se familiarizar melhor

com caminhos futuros de pesquisa.
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APENDICES

APENDICE A - Defini¢oes e Teoremas Necessarios

A Definicao de Diferencial de uma Aplicagao é primordial neste estudo. Alguns
autores de livros de analise no R", como Lima (2009a), trazem a defini¢do de diferencial,
porém a definicao equivalente que é apresentada com a linguagem mais adequada para

este trabalho é a oferecida pelo proprio livro de Carmo (2010):

Defini¢ao 1 (Definigao de Diferencial) Seja F': U C R™ — R™ uma aplicagao dife-
rencidvel. Associamos a cadap € U uma aplicagao linear dF,, : R" — R™ que € chamada a
diferencial de F' em p, e € definida da sequinte maneira. Sejam w € R” e o : (—€,¢) — U
uma curva diferencidvel tal que «(0) = p e o/(0) = w. Pela regra da cadeia, a curva

f=Foa:(—€¢€)— R™ também é diferencidvel. Entao

O mesmo vale para os teoremas seguintes, 0os quais omitiremos as demonstragoes

que podem ser encontradas no livro de Lima (2009a) e Carmo (2010), respectivamente.

Teorema 1 (Teorema da Funcao Inversa) Seja F' : U C R" — R™ uma aplicagio
diferencidavel e suponha que em p € U a diferencial dF, : R" — R" € um isomorfismo.
Entao existe uma vizinhang¢a V' de p em U e uma vizinhanga W de F(p) em R" tal que
F:V — W tem inversa diferencidvel F~1: W — V.

Teorema 2 (Regra da Cadeia para Aplicagoes) Sejam F : U C R" — R™ e G :
V C R™ — RF aplicacoes diferencidveis, onde U e V sdo conjuntos abertos tais que
F(U) C V. Entio Go F :U — R¥ ¢ uma aplicagio diferencidvel, e

d(GOF)p:dGF(p)Ode, peU.
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APENDICE B - Uma conversa sobre variedades

No Capitulo 2 apresentamos a definicao de superficie regular. O maior defeito
dessa definicao é a sua dependéncia em relacao ao R®. A ideia natural de superficie é a
de um conjunto que seja bi-dimensional e ao qual se possa aplicar o calculo diferencial do
R2. A presenca "desnecessaria"do R? ¢ simplesmente uma imposicao da nossa natureza
fisica (CARMO, 2008).

Embora Gauss (1827) ja tivesse percebido a necessidade de uma ideia abstrata de
superficie, isto ¢, sem envolver um espago ambiente (neste caso o R?), foi necessério quase
um século para que a ideia atingisse a forma definitiva que comentaremos superficialmente
aqui.

Pelo fato de termos comentado sobre variedades e sobre a conjectura de Poincaré
na introducao deste trabalho sem que elas fossem objetos de estudo durante o desenvolvi-

mento, apresentaremos aqui a definicao formal de variedade diferencidvel dada por Carmo

(2008).

Defini¢ao 2 (Variedade Diferenciavel) Uma variedade diferencidvel de dimensio n é
um conjunto M e uma familia de aplicagoes biunivocas x, : U, C R™ — M de abertos U,

de R™ tais que:
1. Uxa(Uy) = M.

2. Para todo par o, 8, com x,(Us) Nx5(Ug) = W # &, 0s conjunto x;* (W) e xgl(W)

sao abertos em R™ e as aplicacoes Xgl o X, sao diferencidveis (de classe C™).
3. A familia {(Uy,X4)} € mdzima relativamente as condigoes (1) e (2).

O par (U,,X,) (ou a aplicacdo x,) com p € x,(U,) ¢ chamado uma parametriza-
¢ao (ou sistema de coordenadas) de M em p; x,(U,) é entdo chamada uma vizinhanga
coordenada em p. Uma familia {(U,, X, )} satisfazendo (1) e (2) é chamada uma estrutura
diferencidvel em M. O espaco euclidiano R™, com a estrutura diferenciavel dada pela
identidade é um exemplo trivial de variedade diferenciavel (CARMO, 2008).

A principal diferenca entre a definicao de variedade diferenciavel e a definicao de
superficie regular do Capitulo 2 é, além da generalizacao da dimensao, a propriedade
fundamental da mudanca de parametros, que antes era uma proposicao para superficies
e agora é um axioma na condigao (2).

Da mesma maneira que definimos o produto interno sobre as superficies do R?,
que nada mais é do que uma métrica (LIMA, 2009c), podemos definir uma métrica para
as variedades. Encerramos este anexo com a definicao de métrica Riemanniana dada por
Carmo (2008).
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Definigao 3 (Métrica Riemanniana) Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Ri-
emanniana) em uma variedade diferencidvel M € uma correspondéncia que associa a
cada ponto p de M um produto interno (,), (isto €, uma forma bilinear simétrica, po-
sitiva definida) no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sen-
tido: Sex : U C R* = M ¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com
x(x1,To, ... ) =qE€x(U) €

entao

<a%(Q), %(C])>q = 9ij (21, Tn)

€ uma funcao diferencidvel em U.

Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma

variedade Riemanniana.
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